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1 Introducéo

Torna-se cada vez mais frequente o relato de docentes que observam em suas
aulas um profundo desinteresse dos alunos pelos conteidos matematicos apresentados ao
longo do ensino basico. Normalmente este desinteresse vem acompanhado de dificuldades
na compreensdo e no desenvolvimento de argumentacfes ldgicas necessarias para a
resolucéo de problemas.

Desta forma, é fundamental que as atividades e conteldos trabalhados pelo
professor em qualquer etapa do ensino fundamental e do ensino médio promovam, sempre
gue possivel, uma formacdo educacional que gere pessoas criticas e com senso
argumentativo, capazes de criar, interpretar, responder e explicar situagbes problemas
envolvendo Matemética.

Considerando a fragilidade atual em que se da a formacgéo dos jovens na escola
e as demandas crescentes da sociedade em que vivemos, € necessario que se crie
momentos nas aulas de Matematica em que o0s contelidos sejam apresentados estimulando
o desenvolvimento de pensamentos |6gicos.

Em vista da alteracdo do cenario descrito anteriormente, apresentamos como
objetivo principal do presente trabalho oferecer subsidios aos professores de Matematica
gue, na medida do possivel e de acordo com a realidade encontrada, desejam inserir 0
ensino do Principio das Casas dos Pombos ndo apenas como mais um contetdo do plano
de curso anual, mas como uma ferramenta indispensavel para a resolucdo de iniUmeros
problemas relacionados as mais diversas areas da Matemética e que pode, com
planejamentos adequados, despertar um maior interesse dos alunos pelas aulas de
Matematica e desencadear situacdes inovadoras que favorecam a utilizacdo de argumentos

l6gicos na resolugéo de problemas.



1.1 Por que ensinar Matematica?

Todo professor de Matemética comprometido com sua profissdo e com o
desenvolvimento intelectual e social da sociedade ja deve ter se perguntado: qual é o meu
objetivo ao ensinar Matematica? Esta pergunta tem, ao longo dos anos, diferentes respostas,
dependendo da concepcdo de sociedade, de educacdo e de matematica do professor. A
mudanca da sociedade, marcada por varios progressos cientificos e avangos tecnol6gicos,
define novas exigéncias para os jovens. Este ritmo acelerado de mudangas na sociedade
exige do cidaddo que ele saiba lidar com dados numéricos e interpreta-los, trabalhar em
grupo, expor suas ideias por escrito ou oralmente, ter pensamento critico e ser criativo. Além
disso, é importante ter a capacidade de resolver problemas e de saber utilizar diferentes
recursos tecnologicos.

Desta forma, a Matematica do ensino fundamental e do ensino médio deve
procurar, sempre que possivel, fazer uso de problemas diversificados que estimulem o
desenvolvimento do raciocinio légico do aluno, estimulando-o a participar mais ativamente

das aulas de Matematica.



1.2 O ensino de Matematica e 0 compromisso com a formacdo do

cidadao

Como professor, acredito que toda educacdo comprometida com uma sélida
formacgao cidada privilegia a autonomia, o processo individual e coletivo de constru¢do do
conhecimento. Entretanto, na realidade escolar brasileira, n&o se verifica efetivamente esta
pratica pedagdgica, isto porque muitas escolas tém como objetivo fazer com que os alunos
acumulem informagfes mesmo que estas ndo tragam nenhuma motivacdo e ndo facam o
menor sentido para eles.

Nas escolas brasileiras observa-se com frequéncia que muitos professores
recorrem a exercicios de aplicacdo imediata em quase todas as suas aulas. Quando se
utilizam de problemas, os mesmos séo tipicos, com enunciados curtos e com resolugéo por
meio de estratégias treinadas anteriormente. A apresentacdo dos conteudos ocorre
oralmente, partindo de definicbes, exemplos e propriedades (que nem sempre s&o
provadas). Considera-se que uma reproducdo correta pelo aluno do que foi apresentado
pelo professor é a evidéncia de que ocorreu aprendizagem. Essa pratica de ensino
completamente focada no professor mostra-se ineficaz, pois muitas vezes o aluno soé
aprendeu a reproduzir, mas nao apreendeu o conteudo.

Imaginemos um professor de matematica que no primeiro dia de aula convida
seus alunos a resolverem cinco problemas dispostos no quadro. Apds ouvir diversas

’

reclamagbes como “Ah professor, primeiro dia. Relaxa!”, “Ele so pode td de brincadeira!”,
“Ndo vou copiar mesmo!”, o professor diz aos seus alunos que os problemas ndo eram
dificeis e que envolviam apenas raciocinio logico.

Depois de um certo tempo, o professor resolve debater os problemas com a
classe e conclui mostrando que dois problemas ndo possuem solucéo, dois possuem mais

de uma solugdo e um dos problemas o proprio professor ndo sabe resolver. Assim, se



reiniciam as reclamacdes de todo tipo: “Professor, como ¢ um problema nao tem solugdo?”,
“Onde estdo os calculos?”, “Ndo tem que da um numero como resposta?”, “Vocé ndo sabe?
Mas vocé ndo é professor?”.

A situagcdo exposta anteriormente talvez indique que o professor terd muita
dificuldade durante o ano letivo se quiser ensinar de forma diferente da tradicional. Muitos
diante de situacBes como essa abandonam seus planejamentos e voltam ao tradicionalismo
com medo de desagradar aos alunos a diregcéo escolar.

Segundo Onuchic (1999),

“Quando os professores ensinam matemadtica através de resolucdo de problemas,
eles ddo a seus alunos um meio poderoso e muito importante de desenvolver sua prépria
compreensdo. A medida que a compreensdo dos alunos se torna mais profunda e mais rica,
sua habilidade em usar matematica para resolver problemas aumenta consideravelmente.”

Os PCN (1997) indicam que ao colocarmos o foco na resolucéo de problemas, o

gque se defende é uma proposta que Falzetta (2003) resume nos seguintes principios:

* O ponto de partida da atividade matematica ndo é a defini¢do, mas o problema.
No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos matematicos devem ser
abordados mediante a exploracéo de problemas, ou seja, de situagdes em que os alunos
precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las;

* O problema certamente ndo é um exercicio em que o aluno aplica, de forma
quase mecanica, uma férmula ou um processo operatério. S6 h& problema se o aluno for
levado a interpretar o enunciado da questao que lhe é posta e a estruturar a situacéo que lhe
¢ apresentada;

» Aproximagoes sucessivas ao conceito sdo construidas para resolver um certo
tipo de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros, o
que exige transferéncias, retificagdes, rupturas, segundo um processo analogo ao que se pode
observar na historia da Matematica;

* O aluno nao constroi um conceito em resposta a um problema, mas constroi um
campo de conceitos que tomam sentido num campo de problemas. Um conceito matematico
se constrdi articulado com outros conceitos, por meio de uma série de retificacbes e
generalizacoes;

* A resolugdo de problemas ndo ¢ uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a aprendizagem,



pois proporciona o contexto em que se pode apreender conceitos, procedimentos e atitudes
matematicas. ”



1.3 Motivacdes para a escolha da proposta de trabalho

Em geral o ensino de Matemética na escola béasica é tecnicista e prioriza
manipulacbes aritméticas e algébricas. Indmeras vezes, regras e formulas
descontextualizadas e nao justificadas direcionam a prética docente, fato que nao
proporciona aos discentes experiéncias frequentes com argumentos matematicos que 0s
conduzam a analisar e refletir sobre problemas cientificos e cotidianos.

As aulas de Matematica, em geral, ndo promovem discussdes e desafios e
acabam contribuindo para que os alunos considerem esta disciplina rigida, inimiga e
impeditiva do avanco de suas vidas profissionais. Ndo a veem como aliada fundamental
para o desenvolvimento cientifico, econémico e social da humanidade e facilitadora na
resolucdo de problemas que possam ser enfrentados ao longo da vida, mas unicamente
como promotora de desanimo, frustracdo e fracasso escolar.

Os conteldos matematicos do curriculo escolar sdo muito ricos, mas
frequentemente ndo séo devidamente explorados pelo professor em sala de aula. As
demandas da sociedade contemporanea exigem cada vez mais do docente o
desenvolvimento de atividades escolares desafiadoras e o trabalho com problemas que
proporcionem aos alunos acesso a questionamentos e reflexdes, em vista do
desenvolvimento do raciocinio l6gico e de uma formagé&o escolar mais solida.

Segundo Dante (2000, p.12 e 13)

“A busca da solucdo de um problema que os desafia é mais dindmica e
motivadora do que a que segue o classico esquema de explicar e repetir. O real prazer de
estudar matematica estd na satisfacdo que surge quando o aluno por si sO resolve um
problema. Quanto mais dificil, maior a satisfacdo em resolvé-lo. Um bom problema sucinta a
curiosidade e desencadeia no aluno um comportamento de pesquisa, diminuindo sua
passividade e conformismo.”

Em particular, na sala de aula e nos livros didaticos, a Analise Combinatéria n&o

é explorada em todos 0s seus aspectos. Priorizam-se técnicas de contagem e aplicacdes de



férmulas que, na maior parte das vezes, nao séo justificadas pelo professor e, portanto, ndo
sdo compreendidas pelos alunos.

Apesar de ser uma das principais ferramentas da combinatéria e ser utilizado
nas mais diversas areas da Matematica, o Principio das Casas dos Pombos (PCP),
facilmente compreendido e quase Obvio, ndo esta presente nos livros didaticos brasileiros,
ndo é valorizado pelos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (que focam o
estudo da Combinatéria por meio de técnicas de contagem) e ndo possui suas inumeras
potencialidades exploradas ao longo do ensino basico. O PCP difere de muitos contetdos
abordados no ensino fundamental e médio na medida em que, sendo um argumento
frequentemente usado em provas de teoremas, ndo oferece uma féormula ou equacgdo na
qual é possivel substituir varidveis para se chegar a um resultado desejado.

Na medida em que sdo amplamente reconhecidas as potencialidades deste
principio no meio académico e sua apresentacdo pode ser facilmente compreendida por
alunos do ensino fundamental e médio, nos perguntamos: Por que nao apresenta-lo aos
nossos alunos da escola basica? Por que nao permitir que nossos alunos tenham acesso a
um conteudo de extrema importancia cientifica e de facil compreensao? Por que nao
apresentar um conceito que pode lhes dar a oportunidade de ndo sé repetir ou refazer
exercicios durante as aulas de Matematica, mas também de desenvolver a capacidade de
adaptar o conhecimento obtido para resolver problemas em novos contextos, estimulando,
portanto, a formag&o de um cidaddo mais critico e autbnomo?

Acreditamos que ao apresentar o Principio das Casas dos Pombos na escola
bésica o professor terd uma boa oportunidade de aprofundar o conhecimento matematico
dos alunos e ajuda-los a desenvolverem habilidades diversas como, por exemplo, a
construcdo de uma redacdo mateméatica mais formal e argumentativa. Além disso, explorar
no quadro negro as diversas respostas e argumentacdes apresentadas pelos alunos ao

resolverem questdes em que a utilizacdo do PCP é fundamental para se chegar a solucéo



pode contribuir para que eles sintam-se coautores da aula e participantes da construcdo de
sua prépria aprendizagem.
Smole (2000, p. 26) afirma que:

“Cada vez que se pede a um aluno para dizer o que fez e por que, para verbalizar os
procedimentos que adotou, para relatar enfim suas reflexdes pessoais, estamos permitindo
que modifique conhecimentos prévios, reflita sobre o que fez e elabore significados para as
ideias e os procedimentos matematicos envolvidos na situagéo. ”

Desta forma, com este trabalho desejamos contribuir com o professor que,
reconhecendo a importancia do PCP e sentindo-se insatisfeito com a receptividade negativa
e o fraco rendimento de seus alunos nas aulas de Matematica, deseje inserir, na medida do
possivel, o PCP em seus planejamentos anuais, tanto em turmas do ensino fundamental
quanto do ensino médio. Por meio deste material busca-se oferecer um suporte inicial para
a implementagéo das alteragdes curriculares desejadas. Esperamos assim contribuir para
que haja uma participacdo mais ativa dos alunos durante as aulas de Matemética e,
principalmente, para que a aprendizagem dos conceitos apresentados a eles ocorra de

forma significativa e satisfatoria.



2 Relato de experiéncia

Neste capitulo apresento mais uma motivagédo pessoal para a escolha do tema do
presente trabalho. A seguir irei relatar uma pequena e proveitosa experiéncia que tive ao
trabalhar com alguns alunos o Principio das Casas dos Pombos durante uma aula de
Anadlise Combinatéria. Espero que o relato a seguir possa estimular aos professores que um
dia possam ler este material a apresentarem aos seus alunos, em algum momento do
ensino basico, a poderosa ferramenta que € o PCP.

Uma das escolas em que leciono atualmente é o Instituto Superior de Educacdo do
Rio de Janeiro (ISERJ) (antigo Instituto de Educagé&o), instituicAo de ensino centenéria
no Rio de Janeiro. Atualmente o ISERJ é mantido pela Fundacdo de Apoio a Escola
Técnica do Estado do Rio de Janeiro (FAETEC) e seus cursos técnicos sdo voltados a
formacdo de profissionais nas areas de administragdo, informatica e secretariado escolar.
Situado na Rua Mariz e Barros, no bairro da Tijuca, conta com cerca de cinco mil alunos, da
creche a pés-graduacéo.

Em 2011, durante uma aula para a turma 1204, formada por 21 alunos da 22 série do
ensino médio do curso técnico em informatica, percebi que nao teria tempo suficiente para
iniciar um novo contetdo apés a correcdo dos exercicios de Andlise Combinatéria propostos
na aula anterior. Sendo assim, decidi passar mais alguns problemas no quadro que fossem
desafiantes e fora dos padrbes dos exercicios ja realizados em sala de aula.

Nesta época eu estava no primeiro periodo do mestrado (PROFMAT-IMPA)
cursando a disciplina Matemética Discreta e, por este motivo, sempre andava com o Livro
“Analise Combinatdria e Probabilidade” (do magnifico e falecido professor Morgado) na
mochila.

Foi deste livro que decidi retirar as questdes que coloquei ho quadro para os alunos.

Como os problemas do capitulo que abordava o Principio das Casas dos Pombos eram
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bastante interessantes e atendiam ao que queria desenvolver com a turma naquele
momento, ndo pensei duas vezes antes de escolhé-las.

Os problemas propostos aos alunos foram os seguintes:

PROBLEMA 1:

63127 candidatos compareceram a uma prova de vestibular (25 questdes de multipla escolha
com 5 alternativas por questdo). Considere a afirmac¢do: “Pelo menos dois candidatos
responderam de modo idéntico as k primeiras questoes da prova.” Qual é 0 maior valor de k

para o qual podemos garantir que a afirmacdo é verdadeira?

PROBLEMA 2:
Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par de inteiros cuja soma ou cuja

diferenca é divisivel por 100.

A turma reagiu rapidamente aos “desafios” propostos. A receptividade foi positiva e
muitos se colocaram dispostos a pensar nos problemas e a discutir suas ideias para
soluciona-los. Alguns apresentaram rapidamente a solugdo do problema 1, outros
espontaneamente formaram grupos para discutir o problema 2, e assim comecou, sem
planejamento prévio, minha primeira experiéncia com o ensino do PCP no Ensino Médio.

Concluo que esta pequena experiéncia foi positiva por diversos motivos, dentre os

quais cito alguns:

» Alunos dispersos mostraram-se atentos, consequéncia imediata do aspecto

desafiante dos problemas apresentados;

» A partir desta experiéncia abriram-se as portas para um contato maior entre mim

e os alunos da turma. Pude conhecer um pouco mais a capacidade intelectual de



alguns deles e também reconhecer dificuldades na turma em argumentar e se

expressar por meio de argumentos légicos e matematicos;

» A turma era pequena, mas isto nao facilitava um maior contato entre eles. A
maior parte dos alunos eram homens e as poucas meninas tinham muito medo
de se colocar durante as aulas e apresentar suas diavidas. Nas aulas seguintes, o0
receio delas em apresentar sugestdes para a resolugdo de questbes e possiveis

incompreensdes nos conteldos trabalhos em sala de aula diminuiu bastante;

» ApOs o resultado positivo que obtive nesta aula, busquei desenvolver a mesma
atividade em outras turmas do mesmo colégio e de outros, inclusive com alunos
do ensino fundamental, escolhendo com cuidado as questdes a serem

apresentadas e sempre levando em consideracao o nivel da turma.

Por fatores diversos, nem sempre consegui o resultado esperado nas outras turmas
em que realizei esta mesma atividade. Mesmo o resultado coletivo muitas vezes nao ter sido
adequado as minhas pretensfes, sempre que apliquei atividades envolvendo o PCP em sala
de aula pelo menos um aluno foi atingido. Além disso, pude conhecer melhor meus alunos e
reconhecer em muitos deles capacidades intelectuais brilhantes que, se bem encaminhadas,
podem fazer com que eles se tornem excelentes profissionais e, quem sabe, incriveis

professores e pesquisadores da Matematica.



3 Objetivos

O presente trabalho tem como principais objetivos:

» Propiciar aos autores do trabalho uma oportunidade de se aprofundarem em um
contetdo de enorme importancia para a Matematica e de refletirem sobre suas praticas
docentes atuais;

» Desenvolver material tedrico compacto para consulta e estudo por parte do professor de
Matematica que deseja se aprofundar no estudo do Principio da Casa dos Pombos e.
portanto, ter maior seguranga na apresentacdo deste conteudo em sala de aula;

» Pesquisar, produzir e apresentar atividades experimentais para o ensino do Principio das
Casas dos Pombos, buscando, sempre que possivel, relaciona-lo com os mais diversos
conteudos matematicos trabalhados na escola basica;

» Oferecer ao professor de Matematica propostas didaticas diferenciadas para o ensino do
Principio das Casas dos Pombos no ensino fundamental e médio, abrindo possibilidades

de adaptacéo a realidade observada na sala de aula.



4 Metodologia

Com o objetivo de construirmos uma base sélida para a superagéo dos desafios
encontrados ao longo da realizacdo do presente trabalho, seguimos alguns passos que se
tornaram indispensaveis para a 0 sucesso e concretizacdo dos objetivos apresentados

anteriormente.

» Consulta aos Pardmetros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio;

» Consulta a artigos cientificos de autores renomados da Educacdo Mateméatica sobre
resolucdo de problemas, ensino de combinatéria e areas afins;

» Realizacdo de uma profunda revisdo bibliografica que forneca embasamento tedérico
guanto aos aspectos pedagdgicos da pesquisa,;

» Consulta a artigos cientificos que tratem com profundidade dos aspectos historicos,
tedricos e das principais aplicacbes do PCP na Matematica;

» Consulta a materiais produzidos para a formacdo continuada de professores por
diversas instituicbes e grupos de pesquisa nacionais;

» Aprofundamento no estudo dos aspectos tedricos do PCP, de suas diversas definicbes
(da mais simples a mais abrangente) e de suas aplicacdes classicas;

» Elaboracéo, coleta e analise de atividades produzidas para os exemplos apresentados
ao longo do presente texto e para os planos de aula propostos aos professores de

Matematica do ensino fundamental e médio.



5 O Principio das Casas dos Pombos

O Principio das Casas dos Pombos (PCP), também conhecido como Principio
das gavetas de Dirichlet, pois acredita-se que o primeiro relato deste principio foi feito
por Dirichlet em 1834 com o nome de Schubfachprinzip ("principio das gavetas"), pode ser

apresentado por meio de diversas afirmagdes. Vejamos algumas possibilidades:

i) Se n pombos devem ser postos em k casas, n >k, entdo pelo menos uma casa ird conter

mais de um pombo;

ii) Se em n casas sao postos n + 1 pombos, entdo havera uma casa com pelo menos dois

pombos;

iii) Se o numero de elementos de um conjunto finito A é maior do que o namero de

elementos de um outro conjunto B, entdo uma fungéo de A em B n&o pode ser injetiva.
Apresentamos a seguir versdes mais gerais do PCP:

iv) Sejam a;, a,, ... , & numeros inteiros maiores ou iguais a 1. Se temos k casas e pelo
menos a; + a,+ ... + ax — k + 1 pombos, entdo havera na casa j, para algum j < k, um nimero

maior ou igual a a; pombos.

v) Se n pombos devem ser colocados em k casas, com n > k, entdo, em alguma casa

£ n—1 L, . . . .
havera pelo menos [TJ + 1 pombos, onde | x| é o maior inteiro menor ou igual a x;
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Embora se trate de uma afirmacdo evidente e elementar, o PCP é Uutil para
resolver problemas que, a primeira vista, sdo obscuros e néo imediatos. Para aplica-lo,
devemos identificar, na situacdo dada, quem faz o papel dos pombos e quem faz o papel
das casas. Nos capitulos seguintes iremos apresentar sugestdes de atividades que possam
iniciar a apresentacdo do PCP para alunos do ensino basico e aprofundar as suas

aplicacdes classicas.



5.1 Despertando o interesse do aluno

Ao iniciarmos a apresentacdo de um novo conteldo aos nossos alunos, é
desejavel que sejam apresentados problemas iniciais interessantes e desafiadores com o
objetivo de motiva-los. Num primeiro momento, estes problemas podem ser dificeis para
eles. Mas, ao longo do periodo em que este novo contetdo for trabalhado, os problemas
iniciais podem ser retomados e reapresentados com suas respectivas solugdes.

Neste momento, o professor podera utilizar novos recursos, agora ja conhecidos
pelo aluno. Desta forma eles perceberdo que o conhecimento que eles adquiriram com a
aprendizagem do novo conteudo trabalhado em sala de aula pelo professor nao foi em véo,
pois facilitaram e facilitardo a resolugcédo de diversos problemas de Matematica que, num
primeiro momento, parecem ser muito obscuros.

Vejamos a seguir alguns problemas sobre o PCP que, por serem desafiadores e
ndo habituais, podem ser propostos pelo professor em sala de aula seguindo a mesma linha

de pensamento exposta anteriormente.

PROBLEMA 1:

Quantas pessoas, no minimo, devem morar numa casa com 7 quartos para garantirmos que
pelo menos duas dormem num mesmo quarto?

E facil observar que se a casa tiver até 7 moradores, é possivel termos no
maximo uma pessoa por quarto. Ja se a casa tiver 8 ou mais moradores, teremos 0 niumero
de moradores (pombos) maior que o nimero de quartos (casas), o que garante, pelo PCP,

gue pelo menos duas pessoas dormem no mesmo quarto.

PROBLEMA 2:



Numa cidade, o numero de habitantes € maior que o nimero de fios de cabelo na cabeca de
cada um dos moradores. Ou seja, se contarmos 0s fios de cabelo de cabelo da cabeca de
qualguer um deles, esse nimero sera menor que a populacéo da cidade. Ali, ndo existem dois
habitantes que tenham o mesmo numero de fios de cabelo e ndo h& ninguém com exatos 618
fios de cabelo na cabeca. Qual é o maior nimero possivel de habitantes dessa cidade?

Sejam n a populacdo da cidade e k o0 numero de fios de cabelo de um determinado

habitante, 0 < k < n.

Suponhamos inicialmente que n <618 . Como k pode assumir n valores distintos
(0,1,2,...,n—1) e a cidade possui n habitantes, é possivel termos todos os habitantes com

quantidades distintas de fios de cabelo .

Suponhamos agora que n > 618. Agora k s6 pode assumir n — 1 valores distintos, pois
k€{0,1,..,n—1}\{618}. Sendo assim, o numero possivel de fios de cabelo de um
habitante (casas) é menor que a populacdo da cidade (pombos). Logo, pelo PCP, pelo

menos dois moradores da cidade possuem o mesmo numero de fios de cabelo.

Concluimos, portanto, que o nimero maximo de habitantes que a cidade deve ter para que

as condi¢cdes do problema sejam satisfeitas é 618.

PROBLEMA 3:

Sera que existem duas pessoas no mundo que possuem O mesmo numero de amigos?
(admitamos que “ser amigo” seja uma relacdo simétrica, ou seja, se a é amigo de b, entdo b
é amigo de a).

Para resolvermos o problema, temos que o mundo possui um numero finito de habitantes,
portanto, chamemos esse numero de n. Observe que uma pessoa pode ndo ter amigos,
pode ter 1 amigo, ou 2 amigos, e assim sucessivamente, até n — 1 amigos, pois nho mundo
com n habitantes, uma pessoa s6 pode se amiga no maximo de n — 1 pessoas. Considere o
ndamero de amigos como as casas, tal que a casa [0] esta a pessoa que ndo possui amigos,

a casa [1] esta a pessoa que possui 1 amigo, e assim sucessivamente.



[0]' [1], [2]' Ty [n - 1]

n casas

Agora, observe que se uma pessoa ocupar a casa [0], nenhuma outra podera ocupar a casa
[n — 1], pois, como a relacdo é simétrica, ndo pode existir uma pessoa que ndo possua

amigos e outra que é amigo de todos e, vice-versa.

Portanto, temos n—1 casas para serem ocupadas e, considerando o numero de
participantes como pombos, segue que temos n pombos.
Logo, pelo PCP, havera uma casa com pelo menos dois pombos, o que mostra que ha duas

pessoas que possuem exatamente o mesmo nimero de amigos.



5.2 Relacionando o PCP com outros conteddos do ensino basico

Os problemas que se utilizam do PCP como recurso primordial em suas
solucBes, podem facilmente estar relacionados a outros conteldos e areas da Matematica
trabalhados na escola durante todo o ensino bésico, o que favorece a utilizacdo do PCP
como ferramenta matematica frequente e poderosa na resolucdo de problemas. Vejamos

alguns exemplos:

1. Aritmética

Prove que, dados 11 ndmeros inteiros quaisquer, a diferenca entre dois deles sera um
multiplo de 10.

E facil verificar que diferenca entre dois nimeros inteiros sera um multiplo de 10
guando eles tiverem o mesmo resto na divisdo por 10. Sabemos que existem dez restos
possiveis nesta divisdo (casas) e que temos disponiveis onze nlimeros inteiros (pombos).
Logo, pelo PCP, dois destes numeros terdo restos iguais na divisdo por 10, ou seja, a

diferencga entre eles serd um mdltiplo de 10.

2. Andlise Combinatoria

Uma prova de concurso possui 10 questdes de multipla escolha, com cinco alternativas cada.
Qual é o menor numero de candidatos para o qual podemos garantir que pelo menos 3 deles
preencheram o cartao resposta com exatamente as mesmas respostas para todas as questdes?

Neste problema teremos que adaptar o uso do PCP as condi¢des apresentadas.
Queremos garantir agora que em cada “casa’ (gabarito) haja pelo menos trés
“pombos”(candidatos). Cada uma das 10 questées do concurso pode ser respondida de 5
maneiras diferentes. Desta forma, pelo Principio Multiplicativo, ha 5' maneiras de

preenchermos o cartdo resposta. Facilmente podemos concluir que se o concurso tiver até 2.



5'° candidatos, ainda ndo poderemos garantir que mais de dois candidatos (pombos) teréo
gabaritos (casas) iguais. Ja se tivermos 2. 5'° + 1 candidatos, teremos o nimero de “casas”
maior que o dobro do niumero de “pombos”, o que garante, pelo PCP, que pelo menos trés
candidatos preencheram o cartdo resposta com exatamente as mesmas respostas para

todas as questdes.

3. Geometria Plana

Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado de lado 2. Mostre que
pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem comprimento menor ou igual a v'2 .

Iniciemos a resolugdo do problema com uma construgdo: Vamos dividir o
quadrado de lado 2 em outros quatro de lado 1 criando dois segmentos com extremidades
nos pontos médios dos lados opostos do quadrado original. Desta forma subdividimos o
quadrado original em 4 quadrados menores de modo que a distancia maxima entre dois
pontos em cada uma destes novos quadrados é, pelo teorema de Pitagoras, V2 (diagonais
dos quadrados de lado 1). Como temos 4 quadrados de lado 1 (casas) e iremos escolher 5

pontos (pombos), pelo menos dois pontos escolhidos estardo numa mesma “casa” e,

portanto, determinam um segmento menor ou igual a v/2.

4. Geometria Espacial

Escolhem-se 9 pontos ao acaso interiores ou nas faces de um cubo de aresta 2. Mostre que
pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem comprimento menor ou igual a v/3.

Neste exemplo utilizaremos um recurso analogo ao utilizado no exemplo anterior.
Agora iremos dividir o cubo em 8 cubos menores de aresta 1, seccionando-o por meio de
trés planos, onde cada um deles passa pelo centro do cubo e é paralelo a duas faces

opostas. Desta forma subdividimos o cubo original em 8 cubos menores de modo que a

distancia maxima entre dois pontos em cada uma destes novos cubos €, por Pitdgoras, V3



(diagonais dos cubos de aresta 1). Como temos 8 cubos de aresta 1 (casas) e iremos

escolher 9 pontos (pombos), pelo menos dois pontos escolhidos estardao numa mesma “casa”

e, portanto, determinam um segmento menor ou igual a V3.

5. Geometria Analitica

Sejam 5 pontos distintos do plano com coordenadas inteiras. Mostre que pelo menos um par
de pontos tem ponto médio com coordenadas inteiras.

Dados dois pontos do plano A = (xa, ya) e B = (xb, yb), o ponto médio M do

xa+ya xb+yb , . . .
= —y) Além disso, sabemos que a média entre dois

segmento AB é dado por M = ( .
nameros inteiros serd um ndmero inteiro se eles tiverem a mesma paridade, ou seja, ou 0s
dois sé@o pares ou sao impares. Quando analisamos um ponto do plano com coordenadas
inteiras, encontramos um dos seguintes tipos de coordenadas (casas): (PAR, PAR), (PAR,
IMPAR), (IMPAR, PAR), (IMPAR, IMPAR). Ao escolhermos 5 pontos (pombos) do plano,
pelo menos dois deles terdo coordenadas do mesmo tipo e, consequentemente, 0 ponto

médio do segmento que tem estes pontos como extremidade também terdo coordenadas

inteiras.

6- Funcoes

Sejam A e B dois conjuntos finitos tais que o nimero de elementos de A é maior que o nimero
de elementos de B. Prove que nao existe fungao injetiva de A em B.

Observe que neste exercicio propomos a prova de uma das formas em que
apresentamos o Principio das Casas dos Pombos no inicio do capitulo. Apesar da afirmacéo
talvez ser 6bvia para os alunos, a solucédo deste problema em sala de aula € uma 6tima
oportunidade para o professor estimular o espirito de participacao e cooperacao dos alunos
com a aula e com outros colegas. Além disso, o professor pode mostrar que, em Matematica,

muitas vezes temos que provar o 6bvio e que isso hem sempre é facil.



A seguir apresentaremos duas solugbes para o problema, ou seja, duas
demonstracdes para o PCP, uma menos formal e outra com maior rigor matematico. O
professor ao apresentar o PCP deve demonstra-lo utilizando a forma que considerar mais

adequada ao nivel de sua turma. Vamos para as solugdes.

12 solucdo: Seja f uma funcdo de A em B. Para construirmos esta fungdo devemos
escolher para cada elemento de A um Unico elemento em B para ser sua imagem. Como o
namero de elementos de A (pombos) é maior que o nimero de elementos de B (casas),
teremos pelo menos dois elementos de A com imagens iguais em B, ou seja, f ndo pode ser

injetiva.

22 solucéo: Iremos utilizar o principio da indugéo finita.
Etapa base: Suponha o nimero de elementos de B igual a zero, ou seja, B = @. Entdo nédo
existe fungéo f de A em B que seja injetiva.

Hipotese de inducdo: Suponha que f ndo é injetiva, sendo f uma funcéo de A em B onde o

namero de elementos de A é maior que o numero de elementos de B, que é menor ou igual

an,onden = 0.

Etapa de inducdo: Suponha que f é uma fungdo de A em B onde o nimero de elementos de
A é maior que o numero de elementos de B, que é igual a n + 1. Escolhemos agora algum
elemento a € A. Se existe um elemento b tal que f(a) = f(b), entdo obviamente f nédo é
injetiva e a prova esta concluida. Entdo, suponha que nao exista tal elemento. Considere
agora os conjuntos A —{a} e B —{f(a)} e a fungdo g de A —{a} em B —{f(a)} que é
idéntica a f para todos os elementos de A — {a}. Agora, a hipétese de inducédo pode ser
aplicada, pois B — {f (a)} possui n elementos e o nimero de elementos de A — {a} é maior

que o nimero de elementos de B — {f(a)}.



5.3 Aprofundando o Principio das Casas dos Pombos

Muitas vezes o professor de Matematica constata que alguns de seus alunos
possuem habilidades matematicas diferenciadas com relacdo aos outros de mesma faixa
etaria. Pelo fato deles terem enorme facilidade para compreender novos conceitos,
normalmente o professor tem dificuldade em manté-los atentos na sala de aula, ja que
muitos deles consideram as aulas de Matematica enfadonhas e muitas vezes inuteis.

Em casos como estes é necessario apresentar frequentemente problemas
verdadeiramente desafiadores, que os estimulem a participar das aulas e favoregcam o
desenvolvimento de suas habilidades inatas, sejam elas reconhecidas ou néo pelo professor.

Visando atender a grupos de alunos que estejam no patamar descrito
anteriormente, o professor ao apresentar o Principio das Casas dos Pombos pode inserir
nesta apresentacdo algumas de suas aplicacbes classicas que aparecem com enorme
frequéncia em Olimpiadas de Matematica e sdo muito utilizadas por matematicos das mais
diversas areas de pesquisa.

Algumas dessas aplicacfes sdo o Teorema de Dirichlet e 0 Teorema de Ramsey,
assuntos que consideramos primordiais para aqueles que desejam se aprofundar no estudo

da Matematica.



5.3.1 Teorema de Dirichlet

. . . , , . e , . . P
Dado um ntumero irracional a, é possivel encontrar infinitos nimeros racionais =, com
q

p 1 ) . o . . L
p,q € Z de tal forma que |a — 5| < pe ou seja, existem infinitas aproximagdes racionais
para um nimero irracional com erro menor que o inverso do quadrado do denominador.

Acredita-se que na demonstracdo desse teorema, Dirichlet utilizou pela primeira vez o PCP

de forma relevante. Ao longo da prova algumas nota¢des nos serdo muito Uteis:

|X] €é o unico inteiro tal que |X] < x < |x] + 1, ou seja, é a parte inteira de x;

{x} = x-|x] € [0, 1), ou seja, é a parte fracionéria de x.

Seja N € N um nimero “grande” e seja @ um namero irracional.

Considere os N + 1 nameros: 0, {a}, {2a}, ..., {Na} € [0,1).

k-1 k
Agora, particione [0,1) em N “intervalinhos”: [0, 1) = U’,gzl [T' N)

|

I

3

N N

2~ -
=~

Novamente, pelo PCP, podemos afirmar que havera um “intervalinho” (casa) com pelo

menos dois nimeros (pombos).

Desta forma, concluimos que existem dois nimeros {ia} e {ja} ,com0 <i<j<N,

tais que:



[Ua} —{ia}| < % e |a} —{ia}| = |(a - ljal) — (ia - lia])| = [ja —ia -

el + lia]l = |G = Da — (ja] - lia])] < +.

Considerando q '=j —i e p := |ja] — |ia], temos j —i e |ja] — |ia] inteiros e

11
garantimos que 0 < g < N, ou seja, 3 = N Desta forma mostramos que |ga — p| <
1 1 . p 1 1
I < ;. Dividindo ambos os membros da desigualdade por g temos |0( - ;| < N—q < F )

A ) . . p 1
O que prova a existéncia de uma aproximacao racional ; de @ com erro menor que q_z

Provaremos agora que existem infinitas aproximagdes racionais de o da forma descrita

anteriormente.

. P1 P Pk . - . . .
Sejam —1, —2, .-+ ,— aproximacgdes racionais de a e 0 := min {|a -

Pj
q1 42 dk j

,13j§k}>0.

aj

1
Como podemos escolher N tdo grande quanto quisermos, existe N € N tal que I < 4.

1 pj Dj \, A
Logo, |(x —B| <=<§6< |0( —Hle B I Vj <k, o que garante a existéncia de
q N aj a qj
L L N 1
infinitas aproximacdes racionais . de @ com erros menores que el

Vejamos agora algumas observagdes interessantes relacionadas ao Teorema de Dirichlet.

12 Observagao: Algumas aproximacdes racionais muito boas de m sdo bastante conhecidas.

Vejamos alguns exemplos:



P 22
Para— = —, temos:
q 7

1 1
‘n —g = |3,141592654 ...— 3,142857143 ...| = 0,001264489 ... < 0,020408163 ... = 77 = ?
14 355
Para — = —, temos:
q 113
p 1 1
|7r ——| =13,141592654 ... — 3,14159292 ...| = 0,000000266 ... < 0,000078314 ... = — = —
q 1132~ g2

22 Observacdao: A seguir apresentamos uma proposicdo que mostra ser possivel encontrar
infinitas aproximagdes racionais de © (razdo aurea) por meio da razdo de numeros de

Fibonacci consecutivos.

A sequéncia de niimeros reais F, dada por Fo = 0, F1 = 1 e Fns2 = Fn + Fn+1 para todo n >

Fp+1 1
0, é chamada de sequéncia de Fibonacci. Mostre que | L — (Dl < sz para todon =1
n n
1 _ 1++/5
Dado: F;, =% (0™ — (1™ ©™), onde @ = 2\/_

Fp+1

1 _ 1
Observe que mostrar | — (D| < 2z equivale a mostrar que |F,,,; — ©.F,| < I
n n

n

Inicialmente vamos provar por inducéo que |F,y; — ©.F,| = ©™ ", paratodon=0.

Paran=0,temos |[F; — ©.Fy)|=|1— ©.0]=1= 0™ °.

Suponhamos que |Fn+1 — . Fnl = " seja verdadeiro para algum n = 0. Provaremos
agora que a igualdade anterior também é verdadeira para n+1, ou seja:

|Friz = ©.Fppq]= @D,



De fato, |[Fpiz = ©.Fpyql = [Fppr + By — 0. Fpyq|= |B — (0 — 1) Fpyy| =
K, — 0™V Fpyl = 0o F, — Fpql=0"h 0™ = o~ (D),

. N _ 1
Para finalizarmos a demonstracado, basta agora provar que paran=1, © " < o o que
n

equivalea F, < ©". Defato, Fi=1 <o, F2=1 < ©? e, por indugéo, paran = 1,

temos Fip =F + Fpypy < 0™+ 0" = o™.(0+ 1) = o". 0? = o2,



5.3.2 Teorema de Ramsey

Outra aplicacdo classica do PCP é o Teorema de Ramsey. Antes de enuncia-lo

iremos apresentar por meio de um exemplo um caso particular do teorema.

Numa reunido ha 6 pessoas. Mostre que necessariamente existem 3 pessoas que se conhecem
mutuamente ou 3 pessoas que ndo se conhecem mutuamente (admitamos que, se a conhece b,
entdo b conhece a).

Vamos representar as 6 pessoas por 6 pontos ndo colineares quando tomados 3 a 3,

formando assim um hexagono.

Se duas pessoas se conhecem, entdo as ligaremos por um segmento continuo. Por

exemplo, A e D se conhecem.



Agora, se duas pessoas ndo se conhecem, as ligaremos por um segmento tracejado. Por

exemplo, A e C ndo se conhecem.

Desta forma, todos o0s possiveis segmentos que unem quaisquer dois pontos foram

construidos. Estes segmentos tragados sé@o os lados e as diagonais do hexagono formado.

Fixemos o ponto A. A partir deste ponto partem 5 segmentos, como mostra a figura abaixo.
Considerando os pontos como pombos e 0s segmentos continuos ou segmentos tracejados
como casas, temos 5 pombos e 2 casas e, pelo PCP, havera pelo menos 3 segmentos
continuos ou pelo menos 3 segmentos tracejados, ou seja, a pessoa A conhece ou nao

conhece pelo menos 3 pessoas.

Admitamos que haja 3 segmentos continuos partindo de A cujas extremidades séo, por

exemplo, B, D e F.



Se algum dos segmentos BD, BF ou DF for continuo, o problema esta resolvido, pois, este
segmento juntamente com o0s que ligam seus extremos ao ponto A formam um tridngulo

continuo e, portanto, 3 pessoas se conhecem mutuamente.

Agora, se nenhum dos segmentos citados é continuo, entdo eles formam um triangulo

tracejado, ou seja, ha 3 pessoas que nao se conhecem mutuamente.




O caso que partem trés segmentos tracejados de A € analogo ao caso anterior. Desta forma,

concluimos a demonstracao.

Teorema de Ramsey: Para todo m,n = 1 existe R = 1 tal que em uma reunido com R
pessoas, existem M que se conhecem ou N que ndo se conhecem. Chamamos o menor

numero K com esta propriedade de R(m, n).

Por definigdo, temos R(n, 1) = R(1,n) = 1. Sabemos também que R(m, 2) = mpara
todom = 2, pois em qualquer conjunto de m pessoas, ou todas as pessoas se conhecem

ou pelo menos 2 ndo se conhecem. Além disso, R(m,n) = R(n,m), pois conhecer ou

ndo conhecer é simétrico segundo o enunciado.

Observe que conhecemos todos os valores de R(m,n)em quem +n <4. R(1,1) =
R(2,1) =R(1,2) =R(3,1)) =R(1,3) =1eR(2,2) = 2.
Provemos agora, por indugdo, que R(m,n) < R(m — 1,n) + R(m,n — 1) para todo

m+n>4demn = 2.

Por hipétese de indugdo, existem os nimeros R(m —1,n) e R(m,n — 1) pois

im—-D+n=m+(n-1)<m+n.

Seja R == R(m — 1,n) + R(m,n — 1). Considere uma festa com R pessoas, cada

pessoa sendo representada por um ponto. Se duas pessoas se conhecem, entéo elas seréo

ligadas por um segmento continuo, caso contrario, seréo ligadas por um segmento tracejado.



Fixemos uma pessoa P. Pelo PCP, de P saem pelo menos R(m — 1,n) segmentos
continuos ou pelo menos R(m,n - 1) segmentos tracejados. De fato, pois saem
R—1=R(m—-—1,n)+R(mn—1)—1 segmentos de P, e R(m—1,n) +

Rimn—-1)—-1>R(m-1,n)—-1)+ R(mn—-1)—1).

Suponhamos que saem pelo menos R(m — 1,n) segmentos continuos de P. Entdo, ha
pelo menos R(m — 1,n) pessoas. Portanto, existem pelo menos m — 1 pessoas que se
conhecem ou 1 que ndo se conhecem. Como P conhece todos eles, caso hajam — 1 que
se conhecem, junte a pessoa P, e temos pelo menos m pessoas que se conhecem. Caso

contrario, havera n pessoas que nao se conhecem.

O caso em que saem pelo menos R(m — 1,n) segmentos tracejados de P é analogo ao

caso anterior. Desta forma, concluimos a demonstracdo do teorema.



6. Plano de aula para o ensino médio

A seguir apresentamos uma sugestdo de plano de aula para o ensino de
Principio das Casas dos Pombos a alunos do ensino médio. Caso o professor deseje
desenvolver uma aula com alunos do ensino fundamental, recomendo a leitura do trabalho

de concluséo de curso de Luigi Amato Braganca Amorim, colaborador do presente trabalho.

PLANO DE AULA

CONTEUDO PROGRAMATICO: Principio das Casas dos Pombos.

TEMPO PREVISTO: Duas aulas de 50 min.

OBJETIVOS: Apresentar aspectos iniciais do Principio das Casas dos Pombos, verificar os
conhecimentos prévios dos alunos com este assunto, estimular a participacdo dos alunos
durante as aulas de Matemética e avaliar de que a forma a resolug@o de problemas sobre o

PCP é mais facilmente compreendida por eles quando trabalham em grupo.

METODOLOGIA: Aula expositiva dialogica e resolucdo de exercicios.

RECURSOS INTRUCIONAIS: Quadro, giz (caneta para quadro branco) e lista de exercicios

previamente selecionados.

ACAO DIDATICA

PRIMEIRO MOMENTO: Alunos trabalhando em grupo (2 a 4 pessoas) resolvem a lista de
exercicios a seguir. Esta agdo tem o objetivo de verificar os conhecimentos prévios dos
alunos com relacdo ao assunto que sera apresentado e estimular a cooperacgao entre eles.
Tempo de duracéo: 25 min




LISTA DE EXERCICIOS

1. Um jantar reine 13 pessoas de uma mesma familia. Das afirmacdes a seguir, referentes as

pessoas reunidas, a Unica necessariamente verdadeira é:

a) pelo menos uma delas tem altura superior a 1,90 m.

b) pelo menos duas delas sao do sexo feminino.

¢) pelo menos duas delas fazem aniversario no mesmo més.
d) pelo menos uma delas nasceu num dia par.

e) pelo menos uma delas nasceu em janeiro ou fevereiro.

2. Considerando-se um texto que contém 100 palavras, é valido afirmar-se que:

a) todas as letras do alfabeto foram utilizadas

b) ha palavras repetidas

¢) pelo menos uma letra foi utilizada mais do que 3 vezes
d) uma das letras do alfabeto néo foi utilizada

e) ndo ha palavras repetidas

3. Os 63 novos contratados para o cargo de agente técnico serdo alocados em 21 salas atualmente
vazias no prédio da Assembleia Legislativa. Cada sala tera pelo menos um agente e todo agente

ficara em uma Unica sala. Nestas condi¢fes, pode-se concluir que:

a) havera trés agentes em cada sala.

b) ndo havera salas com quatro agentes.
¢) podera haver uma sala com 50 agentes.
d) havera salas com um Unico agente.

e) havera pelo menos uma sala com trés ou mais agentes.

4. Num prédio de apartamentos, moram 16 familias, todas com pelo menos um filho. Nenhuma das

familias tem mais do que 7 filhos. Nessas condi¢8es, é correto afirmar que:

a) existe neste prédio pelo menos uma familia com um anico filho.

b) existem neste prédio pelo menos duas familias com exatamente 2 filhos.
¢) o nimero médio de filhos por familia neste prédio € igual a 4.

d) existem neste prédio familias com diferentes numeros de filhos.

e) pelo menos trés familias deste prédio tém o mesmo numero de filhos.



5. Em uma gaveta estdo guardadas varias meias masculinas, todas misturadas, nas seguintes
quantidades e cores: 8 meias brancas, 12 meias pretas, 6 meias beges, 4 meias vermelhas e 2 meias
azuis. Ocorreu uma pane de energia elétrica e uma pessoa precisa retirar a quantidade minima de
meias dessa gaveta, na escuriddo, para que possa garantir que duas delas, pelo menos, sejam da

mesma cor. O nimero de meias que a pessoa deve retirar é:

a)2
b) 4
c) 6
d) 8
e) 10

6. Em uma urna ha 4 bolas: 2 azuis, 1 branca e 1 verde. E correto afirmar que

a) se 2 bolas forem retiradas dessa urna, necessariamente terdo cores diferentes.

b) se 2 bolas forem retiradas dessa urna, necessariamente uma sera azul.

c¢) se 3 bolas forem retiradas dessa urna, necessariamente todas terdo cores diferentes.
d) se 3 bolas forem retiradas dessa urna, necessariamente uma sera branca.

e) se 3 bolas forem retiradas dessa urna, necessariamente uma sera azul.

SEGUNDO MOMENTO: Corregéo dos exercicios propostos. O professor deve comparar as
respostas dadas pelos grupos para cada uma das questfes e estimular que os alunos
apresentem verbalmente argumentacdes para cada uma delas. Tempo de durag¢do: 25 min

TERCEIRO MOMENTO: Apresentacdo teérica do Principio das Casas dos Pombos e
resolucdo de alguns dos problemas dos capitulos 5.1 e 5.2. Ao escolher os problemas que
serdo resolvidos, o professor deve levar em consideracdo o nivel da turma e quais
conteddos matematicos ja sao conhecidos por eles. Tempo de duragéo: 50 min

Ao finalizar a aula o professor deve entregar uma lista de exercicios para os alunos tentarem

resolver em casa. Sugerimos algumas questoes:

1. Um saco contém 13 bolinhas amarelas, 17 cor-de-rosa e 19 roxas. Uma pessoa de olhos vendados
retirar4 do saco n bolinhas de uma sé vez. Qual o menor valor de n de forma que se possa garantir

que serd retirado pelo menos um par de bolinhas de cores diferentes?

2. Um carteiro deseja entregar cartas em um prédio com 20 apartamentos. Quantas cartas ele terd

gue entregar para garantirmos que pelo menos um apartamento recebera mais de 3 cartas?



3. Escolhem-se 25 pontos ao acaso interiores ou nas faces de um paralelepipedo de arestas iguais a

2cm , 3 cm e 5 cm. Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem

comprimento menor ou igual a v/3.

4. Numa cidade existem 10 milhdes de pessoas. Nenhuma delas possui mais do que 200 mil fios de

cabelo. Mostre que existem nessa cidade duas pessoas com 0 mesmo numero de fios de cabelo.

5. Uma rede de computadores é formada por seis computadores. Cada computador é conectado
diretamente a, pelo menos, um dos outros computadores. Mostre que ha pelo menos dois

computadores na rede que estdo diretamente conectados ao mesmo ndmero de outros computadores.



7. Préticas docentes naresolucéo de problemas

Ao longo de todo o texto mostramos que o docente que opta pelo ensino do PCP
no ensino basico tem uma o6tima oportunidade de melhorar a formacdo matemética de seus
alunos, porém, para isso, necessariamente precisara refletir e se preparar para o trabalho
com a resolucdo de problemas em sala de aula.

Frequentemente nos professores nos questionamos sobre quais praticas
docentes devemos realizar para que a aprendizagem de nossos alunos seja efetiva. De fato,
ndo ha um manual que defina como devemos agir em sala de aula para que nossos alunos
aprendam. Apesar disso, acreditamos que algumas acfes podem nos guiar nesta ardua
tarefa. Desta forma, apresentamos a seguir algumas sugestdes de leituras para o professor
gue deseja se aprofundar neste assunto.

O livro “A Arte de Resolver Problemas” de George Pdlya é uma obra muito
famosa que pode ajudar aos professores que desejam mais informagdes sobre como agir
em sala de aula para despertar nos alunos a autonomia necessaria para a resolucao de
problemas matematicos. Uma das sugestfes apresentadas por Pélya em seu livro é a
seguinte:

“Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele preenche o
tempo que lhe € concedido a exercitar seus alunos em operacdes rotineiras, aniquila o
interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes, desperdicando, dessa maneira,
a sua oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes
problemas compativeis com os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagac6es

estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes
certos meios para alcancar este objetivo.”

s

Outra obra de Pdlya que segue a mesma linha de pensamento € um artigo
chamado “10 mandamentos para professores de Matemética” Neste artigo Pdélya faz
comentérios sobre algumas praticas que considera fundamentais para professores de

matematica. Segue a lista dos mandamentos:



1. Tenha interesse por sua matéria.
2. Conheca sua matéria.

3. Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas expectativas e suas
dificuldades; ponha-se no lugar deles.

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa é descobri-la vocé mesmo.

5. Dé aos seus alunos nao apenas informacao, mas know-how, atitudes mentais, o habito de
trabalho metodico.

6. Faga-os aprender a dar palpites.
7. Faca-os aprender a demonstrar.
8. Busque, no problema que esta abordando, aspectos que possam ser Uteis nos problemas
que virdo — procure descobrir o modelo geral que esta por tras da presente situacao

concreta.

9. Nao desvende o segredo de uma vez — deixe os alunos darem palpites antes — deixe-0s
descobrir por si proprios, na medida do possivel.

10. Sugira; ndo os faca engolir a forca.

Esperamos que com a leitura dos textos sugeridos o professor leitor sinta-se

mais preparado para apresentar com mais clareza e seguranga o PCP em sala de aula.



8. Concluséo e perspectivas

Educadores das mais diversas areas do conhecimento constatam diariamente
que os contetdos do curriculo escolar muitas vezes ndo despertam a curiosidade e o
interesse do aluno. As atividades escolares sao burocraticas, previsiveis e pouco
estimulantes. Na maioria das vezes o0s alunos estdo na escola por obrigacdo, ndo por
vontade propria, por interesse real. Poucos se interessam e se dedicam na busca de um
aproveitamento académico de exceléncia.

Nossos alunos, em geral, estdo sendo formados com pouca competéncia
matematica e com argumentacdes logicas pouco desenvolvidas. Ao longo da vida escolar
poucos foram estimulados a gostar do conhecimento por meio de questfes desafiadoras e
interessantes. Ao invés disso, a maior parte das atividades propostas sdo vistas por eles
como mais uma das inumeras obrigagfes incompreendidas, o que faz com que a maioria
ndo entenda realmente conceitos matematicos mais complexos e ndo consiga relacionar os
diferentes contetdos aprendidos.

Um curriculo escolar que contemple as crescentes e mutaveis demandas da
sociedade e que atenda a todas as exigéncias educacionais contemporaneas dificilmente
poderd ser desenvolvido, mas, apesar disso, acreditamos que a inser¢cdo de temas que
estimulem atividades escolares mais significativas e menos expositivas, mais inovadoras e
menos tradicionais, que exijam reflexdo, envolvimento, pesquisa, analise e discussédo de
descobertas, possa contribuir para que nossos alunos tenham condicbes mais favoraveis
para alcangar uma melhora no aproveitamento escolar.

Infelizmente a formacao de professores no pais, apesar da melhora nos ultimos
anos, encontra-se ainda muito longe de atender as exigéncias da educacdo brasileira.
Docentes, muitas vezes despreparados, séo lancados em salas de aula e exigidos, desde o
inicio de suas atividades profissionais, a aprender a lidar com diversos desafios, passando

muitas vezes por momentos de profunda angustia, levando em varios casos ao abandono



da profissdo. Com muito sacrificio e flexibilidade e por uma questdo de sobrevivéncia
profissional, precisam aprender a lidar com a diversidade cultural e com as mazelas sociais
da sociedade, com as enormes defasagens dos alunos em contelddos matematicos,
indisciplina em sala de aula e inUmeras situacdes inesperadas no ambiente escolar.

Analisando os desafios enfrentados pelo professor brasileiro e muitas vezes o
pouco tempo que tem para buscar formacdo continuada e preparar suas aulas,
consideramos de extrema valia a producédo de um trabalho final de mestrado voltado para a
formacéo do professor. Muitos sé&o os educadores que desejam trazer algo novo para suas
aulas, mas por atuarem numa estrutura educacional que ndo favorece a inovacdo, nao
sabem como fazé-lo. Temos a total consciéncia de que néo existe estratégia infalivel que
promova uma aprendizagem satisfatoria por parte de nossos alunos, mas, apesar disso,
acreditamos que a troca de ideias e experiéncias entre professores é fundamental para que
os envolvidos possam se tornar profissionais mais preparados para exercer 0 magistério.

Todos nos professores que reconhecemos que a formacdo académica dos
alunos brasileiros em Matematica esta muito abaixo do minimo necessario para que
alcancemos uma educacdo escolar nacional de qualidade, frequentemente nos
questionamos sobre os recursos metodolégicos que utilizamos no ensino da matematica e,
principalmente, sobre o curriculo escolar adotado.

Neste sentido, apresentamos ao longo de todo o trabalho, motivagbes,
ferramentas e sugestfes de atividades para que o professor tenha condi¢cdes de iniciar um
trabalho com seus alunos sobre o Principio das Casas dos Pombos, conteddo que muito
pode contribuir com uma formagdo matematica mais solida por parte de nossos alunos e
uma melhoria na aprendizagem significativa de outros aspectos fundamentais da
Combinatoria no ensino bésico.

Sugerimos que as atividades propostas ao longo do texto sejam, na medida do
possivel, trabalhadas em sala de aula valorizando a formacdo de grupos colaborativos,

buscando estimular entre os alunos um espirito de cooperacdo. Desta forma, além de



aprenderem um novo conteudo, os alunos poderdo também se ajudar e aprender a dialogar
e trocar conhecimentos. Perceberdo também que diversidade de ideias ndo € um problema,
pelo contrario, pessoas diversas quando unidas podem utilizar sua habilidades e
competéncias pessoais para contribuir com a resolu¢do de problemas matematicos, com o
avanco da ciéncia e com a melhoria das condi¢des de vida da sociedade.

Enfim, esperamos ter contribuido com a formagéo continuada de professores de
Mateméatica que enfrentam as mais diversas realidades escolares. Mesmo diante das
crescentes demandas da sociedade, possamos manter Nn0SSO COMPromisso com NOSS0S
alunos e com a melhoria de nossa pratica, nunca desistindo de nossa ardua, porém

majestosa tarefa de ensinar.
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