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RESUMO

Contar elementos pode ser uma das mais antigas atividades que o ser humano tem
registro. O desenvolvimento desse assunto deu origem a andlise combinatoéria que estuda
técnicas de contagem sem a necessidade de contar os elementos um a um. O objetivo deste
trabalho ¢ desenvolver algumas técnicas de contagem durante o Ensino Fundamental, para
que o aluno se aproprie delas, mesmo que intuitivamente, e diminua as dificuldades na
formalizacao do contetido que ocorre apenas no Ensino Médio. Abordado pela maioria
dos livros didaticos em pilares, como arranjos, permutacoes e combinag¢oes, muitas vezes
induzem os estudantes a memorizacao de férmulas, que podem ser objeto de uma simples

escolha que julguem ser a mais adequada na resolucdo de determinado problema.

Palavras-chave: Andlise combinatoria, técnicas de contagem e Ensino Fundamental.



ABSTRACT

Counting elements can be one of the oldest activities that humans have recorded.
This subject development gave rise to the combinatorial analysis studies which focus on
counting techniques without the need to count the elements one by one. The aim of
this work is to develop some techniques of counting during the Fundamental Education,
for the student to take ownership of them, even intuitively, and decrease the difficulties
when formalizing the content itself, what may occur only in High School. Approached by
most textbooks on pillars, as arrangements, permutations and combinations, books often
induce students to memorize formulas, which can be subject to a simple choice they deem

to be most appropriate in solving a given problem.

Key-words: combinatorial analysis; counting techniques; Fundamental Education.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O estudo de combinatoria, que tem aplicagoes em diversos ramos (em particular no
estudo de probabilidades), apresenta um grau de dificuldade néo s6 de aprendizagem, mas
também na organizacao de estratégias que possibilitem a compreensao do tema. Abordado
pela maioria dos livros didaticos do Ensino Médio em pilares, como arranjos, permutacoes
e combinacoes, os livros muitas vezes induzem os estudantes a memorizagao de féormulas
que podem ser um objeto de escolha na hora da resolucao dos problemas.

Por ser um pré-requisito ao estudo de probabilidades, a falta de compreensao em
combinatoria pode desencadear uma perda muito grande na vida académica do estudante,
ocasinando uma lacuna importante de um contetdo que cresceu sobremodo em aplicacoes
no mundo atual. Em busca de diminuir as dificuldades e obstaculos inerentes ao tema,
este trabalho visa responder algumas questoes: Abordar o assunto apenas no 2° ano do
Ensino Médio é suficiente para sua compreensao? QQuais sdo os principais obstaculos que
tornam o tema pouco compreensivel aos alunos? Como diminuir o impacto sofrido pelos
alunos quando apresentados ao tema?

Com base nestas questoes estamos fazendo uma proposta de utilizagdo de técnicas de
contagem desde o 6° ano do Ensino Fundamental'. Para tanto elaboramos uma série de
atividades que podem ser solucionadas por estratégias de contagem. Algumas atividades
ja constam em livros didaticos onde procuramos uma nova visao para sua resolugao, com
técnicas que organizam o pensamento combinatorio. Também ha propostas elaboradas
sobre temas proximos aos estudantes, como acesso a redes sociais e elaboracao de senhas
como exemplo.

Em nossa proposta, incluimos o principio de Dirichlet, conhecido popularmente como
principio da casa dos pombos ou principio das gavetas. Trata-se de uma técnica de
contagem muito simples, de facil compreensao e muito poderosa na resolugao de problemas
inclusive complexos. Foram elaboradas duas situagdes que relacionam esta técnica de

contagem com fragoes e divisdo com resto.

INeste trabalho estamos considerando a organizacdo do Ensino Fundamental em 9 anos, de acordo
com as orientagoes do MEC.

14



CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

Incluimos também, uma breve introducao a teoria dos grafos, que é uma técnica de
contagem baseada em principios geométricos e muito util na resolucao de problemas.
Elaboramos algumas atividades envolvendo a construcao de estradas em um determinado
Estado, no sentido de organizar um pensamento combinatoério aliado a uma situacao de
minimizagao de recursos, além de introduzir um tema nao abordado no ensino béasico.
Fizemos a aplicagao destas atividades, que constam nos apéndices desta obra, a alunos da
rede municipal de Cubatao-SP. As situagoes foram desenvolvidas com estudantes de 6° e
9° anos onde fizemos uma breve analise do desenvolvimento do raciocinio combinatoério
neste ciclo de estudo.

Fizemos um sucinto relato historico do desenvolvimento do tema, que reconhece a
contagem como uma das primeiras necessidades formais do homem. Com o aparecimento
dos jogos de azar um estudo mais acentuado do conteido surgiu, no sentido de avaliar
quais eram as chances de éxitos dos jogadores. Também abordamos o famoso problema
das pontes de Konigsberg, que para muitos historiadores marcou o inicio dos estudos da
teoria dos grafos.

Em nossa fundamentacao tedrica, além dos assuntos ja descritos acima, fizemos uma
analise sobre os principios aditivo, da inclusao-exclusao e o fundamental da contagem.
Também demonstramos as férmulas utilizadas pelos livros didaticos do Ensino Médio de
arranjos simples, permutagoes e combinagoes, para que possamos interpretar a intima liga-
¢ao entre elas e questionar se ha a necessidade de memorizacao de férmulas em detrimento
a organizacao de estratégias de resolucao.

Pesquisamos nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), que sao diretrizes elabo-
radas pelo Governo Federal e norteiam as expectativas de aprendizagem em nivel nacional,
no caderno de Matematica, quais sdo as orientagoes no que se refere ao estudo de combi-
natéria no Ensino Fundamental. Desta forma tentaremos contemplar em nossa proposta
todos os pressupostos contidos neste documento oficial.

Incluimos um estudo sobre formagao de professores no Brasil, de acordo com os estudos
de Borges|2], Gatti[12] e Saviani[23]. Recentemente passamos por uma reforma no sistema
curricular que abrangem os cursos de pedagogia e licenciaturas. Buscamos saber se essas
recentes mudancas estao interferindo na qualidade do processo ensino-aprendizagem de
uma maneira geral, o que pode ocasionar sensiveis reflexos no ensino da Matematica e,
mais particularmente, no ensino de combinatoria.

Por fim, fizemos um estudo baseado nas obras de Jean Piaget no que se refere ao
desenvolvimento do pensamento combinatério. Analisamos nas pesquisas do autor como
se d& a construcao psicogenética dos niveis de abstragao da faixa etdria que procuramos
contemplar nesta pesquisa, para equacionar o nivel de exigéncia das propostas realizadas
com o grau de compreensao do publico alvo. Tal estudo se faz necessario para que nao haja
uma sobreposicao de etapas, o que poderia prejudicar o rendimento e a vida académica

dos alunos.
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Procuramos expor as propostas de forma clara, com enunciados sucintos e a inclusao
de figuras quando necessério. Procuramos desenvolvé-las de acordo com uma expectativa
esperada dos alunos, de acordo com nossa vivéncia profissional. Como todo trabalho
matematico, ndo ha uma unica forma de resolucdo para os problemas propostos, bem
como de maneira nenhuma tivemos a intencao de julga-las como as melhores. O objetivo
do trabalho é utilizar técnicas de contagem durante os anos do Ensino Fundamental para
que o aluno se aproprie delas, mesmo que intuitivamente, e diminua as dificuldades na

formalizacao do contetiddo no Ensino Médio.



Capitulo 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentaremos os estudos que norteiam a presente pesquisa, com base
na histéria da combinatoria, os principios basicos discutidos nos ensinos fundamental e

médio, o principio de Dirichlet e uma breve introducao a teoria dos grafos.

2.1 Histoérico

Platao (429-348 a.C.) acreditava que a Matematica ja existia, cabendo ao homem
apenas descobri-la [10]. Precede a qualquer relato histérico a necessidade do ser humano
sistematizar a idéia de quantidade, mesmo que primordiamente houvesse apenas a ideia
de "maior ou menor quantidade de elementos'. Estudos arqueoldgicos dao conta que ha
50.000 anos atras o homem ja sabia contar, utilizando meios rudimentares para elaborar
uma relagao biunivoca, como ranhuras em barro, talhos em madeira ou nés em cordas.

Com o passar do tempo, surgiram os sistemas de numeracao de agrupamento simples,
que consistiam em simbolos que representavam uma determinada base, geralmente 10,
e eram agrupados de modo a representar a quantidade desejada. O sistema de agrupa-
mento simples mais conhecido até os dias de hoje é o sistema de numeracao romano,
que é quinério[4]. Os sistemas de numeracao de agrupamento simples cumpriram muito
bem o papel da contagem de elementos, mas as poucas propriedades aritméticas leva-
ram a criagao dos sistemas de numeragao posicionais, como o sistema indo-arabico o qual
utilizamos[5].

Embora haja relatos de que a combinatéria exista desde a antiguidade classica, como no
Estomachion' de Arquimedes (2877-212 a.C.), o estudo sistematico sobre probabilidade?
teve seu inicio no final do século XV, na tentativa de avaliar as chances de vitéria em

jogos de azar[10]. Girolamo Cardano (1501-1576) publicou um pequeno manual do jogador

!Quadrado formado por 14 pecas, semelhante ao Tangran. Estudos recentes mostram que ha 17.152
combinagoes possiveis para o quebra-cabecga e desprezando-se as solugoes simétricas, 268 combinagoes.

2Probabilidade é o estudo do grau de incerteza para que um evento ocorra. Seu valor (entre zero e
um) é o quociente entre o niimero de casos favordveis ao evento pelo nimero de resultados possiveis.

17



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 18

intitulado "De ludo alae", que continha em seu contetido alguns fragmentos do tema. Na
publicacao, Cardano avaliava as possibilidades de éxito no lancamento sucessivo de dois
e trés dados[4].

O jogo dos pontos, que ja havia sido discutido por Cardano, marca a origem da ciéncia
que estuda a probabilidade e que esta intimamente ligada ao estudo de combinatoria. A
discussao acerca do jogo esta no fato de quanto caberia da aposta a cada pessoa, caso o
mesmo fosse interrompido num determinado momento [10]. Tal problema foi apresentado
por um jogador, Chevalier de Méré, no ano de 1654 ao brilhante matematico Blaise
Pascal(1623-1662). Este ultimo, em correspondéncia com o jurista e mateméatico Pierre de
Fermat(1601-1665) resolveram a questao, generalizando o problema por um instrumento
matematico conhecido hoje como combinac¢ao de elementos.

Pascal publicou em 1665 a obra Traité du Triangle Arithmétique que trata sobre o
triangulo aritmético de Pascal. Em sua versao o triangulo é obtido de linhas numéricas
iniciadas pelo namero 1, onde a segunda linha contém abaixo de cada nimero, a soma de
todos os algarismos da linha de cima conforme figura 2.1. Para se obter o triangulo co-
nhecido atualmente, basta tomar uma das diagonais que liga as extremidades que contém
o algarismo 1 do esquema. O tridngulo aritmético ja era conhecido por arabes e chineses
alguns séculos antes com algumas modificages estéticas, mas levou o nome de Pascal por

este ter sido responsavel por sua primeira publicacao.

11 1 1 1
12 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70
1 6

21 56 126
Figura 2.1: Tridngulo Aritmético de Pascal.

Dois contemporaneos a Pascal também publicaram obras sobre a teoria das combi-
nagoes [4]. O primeiro deles, um dos inventores do célculo, publicou a obra De arte
combinatoria. Trata-se de nada menos que Gottfied Wilhelm Leibniz (1646-1716) mais
conhecido pela histéria rivalidade com Isac Newton(1642-1727) sobre a grande invencao
da histéria da Matematica. Quanto ao De arte combinatdria nao se pode dizer o mesmo,
pois foi um dos mais precoces trabalhos de Leibniz. Outra obra bem mais consistente foi
Ars Conjectandi publicada em 1701 por Jakob Bernoulli (1654-1705). Esta tltima estava
dividida em quatro partes e discutia assuntos como permutagoes e combinagoes, solucoes
de problemas com probabilidade e a enunciacao do teorema de Bernoulli.

Para finalizar este pequeno contexto histérico nada melhor do que ilustrar o problema
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das pontes de Konigsberg que, segundo historiadores marcou o inicio da teoria dos grafos
[10].

Figura 2.2: Pontes de Konigsberg.

A figura representa a foto da cidade e o problema era determinar se havia alguma
possibilidade de passar apenas uma vez por cada ponte e retornar ao local de saida.
Leonhard Euler (1707-1783) resolveu a questao esquematizando a situacao da seguinte
forma: cada ponte era representada por uma aresta e cada ilha por um vértice. Como
alguns vértices determinavam trés arestas e a ponte s6 poderia ser atravessada uma tnica
vez, Euler concluiu que em cada vértice era necessario um niimero par de arestas para

que o problema tivesse solucao (segao 2.7).

2.2 Principio aditivo da contagem

Os niimeros naturais surgiram pela necessidade bésica de se fazer uma contagem. E
instintivo supor que para esse efeito, o conjunto dos nimeros naturais tenha como seu
menor elemento o nimero 1, embora o zero seja aceito como natural, fato que pode se
verificar na maioria dos livros didaticos utilizado na educagio bésica [6].

Para o estudo da contagem, consideraremos o conjunto dos ntimeros naturais como
sendo N = {1,2,3,...}. Seja agora o conjunto finito X = {1,2,3,...,n} e o conjunto
A ={ay,as,as,...,a,}. Dizemos que hd uma bijecdo f : X — A, pois a quantidade de
elementos do conjunto X é igual a quantidade de elementos do conjunto A. Logo sempre
que um conjunto Y é tal que, exista a bijecdo f : X — Y dizemos que n é a quantidade
de elementos de Y. Denotaremos que |Y| = n.

Dois conjuntos finitos A e B sdo ditos disjuntos, quando AN B = @ 3, ou seja,
nao ha elementos em comum entre eles. Sejam A e B conjuntos finitos e disjuntos, o
principio aditivo da contagem garante que a quantidade de elementos da unido de A e
B é exatamente a soma dos elementos de A com B, ou seja, |AU B| = |A| + |B|. De

fato se |A| = n, |B| = m, com n,m € N, entdao |A| + |B| = n + m o que justifica que

3Utilizaremos este simbolo para indicar um conjunto vazio.
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|AU B| = n+m pois nao hé elementos repetidos. Apesar de ser extremamente elementar,

o principio aditivo é utilizado na resolucao de varios problemas de contagem.
Estendendo o conceito do principio aditivo da contagem, tomemos agora os conjuntos

Ay, A, As, ... A, dois a dois disjuntos, entao o total de elementos da unido desses n

conjuntos é exatamente a soma dos elementos de cada um deles, ou seja,

|Aj U Ay U A3 U .. UA,| = |A1] + | A2 + |As| + ... + |4,

Exemplo Em uma pequena reuniao de amigos, todos se cumprimentaram uma vez,

ocasionando 78 apertos de mao no total. Quantas pessoas estavam presentes na reuniGo?

Solugdo Vamos chamar de P = {1,2,3,...,n} o conjunto de pessoas presentes na
reunido. Notificaremos cada aperto de mao por um par ordenado que indicard as pessoas
que se comprimentaram, logo (3, 6) significa que a pessoa 3 apertou a mao da pessoa 6.
Vale notar que nao devemos contar o aperto de mao (6,3) por se tratar do mesmo. O
conjunto A; indicara todos os apertos de mao da primeira pessoa, As da segunda e assim

por diante.

NN

—
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—~=
—~
—_
[\
/-\;‘\
[N
w
~
—~
—_

S
—

Diante do exposto,

|A1‘ =n-—1
|A2‘ =n—2
|An71| = 1

Aplicando o principio aditivo da contagem, temos:
A UAs UA3U .. UA,| = |A1] + |Ao| + |As| + ... + |4,
Ou seja,

(n—1)
2

S=m—-1)+(n-2)+.. +1=>78=" = 156 =n® —n=n =13

totalizando 13 pessoas no grupo.
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2.3 Principio da inclusao-exclusao

Definido o principio aditivo da contagem, vamos estender o conceito para conjuntos
nao necessariamente disjuntos. Tomemos inicialmente dois conjuntos A e B quaisquer.

Fagamos
AUB=AU(B\A)

ou seja, a uniao do conjunto A com B, sdo os elementos contidos em A, unidos aos

elementos de B que nao estao em A. Logo, como A e (B \ A) sdo disjuntos:

|AUB| = |A| +|B\ Al. (2.1)

Definiremos agora B como uma unido disjunta entre os conjuntos A e B da seguinte forma,
B=(ANB)U(B\ A). Desta forma,

1Bl = |ANB|+|B\ A (2.2)

Juntando as equagoes 2.1 e 2.2, temos:

|JAUB| =|A| + |B| - |AN B|. (2.3)

Tomemos agora trés conjuntos A, B e C. Do resultado anterior podemos dizer que
|[AU(BUC)| = |A|+ |BUC|—|ANn(BUC)|.

Da teoria dos conjuntos, podemos escrever AN (BUC) = (ANB)U(ANC), assim temos

JAU(BUC)| = A+ |BUC|—=[(ANB)U(ANC)|. (2.4)

Note que

IBUC| = |B|+|C| - |BnC| (2.5)

e também que
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(ANB)U(ANC)| =|ANB|+|ANC| - |ANBNC|. (2.6)

Juntando as equagoes 2.4, 2.5 e 2.6 temos:
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—(JAnB|+ |ANC|+|BNC|)+[|AnBNC|.

Para generalizar o Principio da Inclusao-Exclusao, tomemos Aq, As, ..., A, conjuntos.
O niimero de elementos da unidao A; U As U ... A, se da pela igualdade abaixo:
[UAl= 5 (=)0 ALT#0.
i=1 IC{1,2,...,n} iel
A demonstracao serd feita por inducao?* sobre n. Para n = 2 a igualdade é verdadeira pois

resulta na férmula (2.3). Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n — 1, entao
n n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
1041 =1'0 40au =10 A +140=1(0 A)nAal =10 A+ 440 -1 U (401 4,)].
Aplicando a hipétese de inducao chegamos ao seguinte resultado:
> DN A A - S (DN (AN AT £
I1C{1,2,....,n—1} i€l 1C{1,2,...,n—1} i€l
Agrupando somas com mesma quantidade de conjuntos, obtemos o resultado. Note que
as intersegdes que nao possuem A, estdo com o sinal correto, a parcela de A,, é positiva e

as intersecoes de A, com outros conjuntos, estdo com um conjunto a mais e terao o sinal

invertido.

Exemplo Um grupo de pessoas participou de uma pesquisa sobre trés géneros de cinema.
No resultado foi totalizado que 12 pessoas gostam de romance, 15 gostam de terror, 15
gostam de aventura, 3 gostam de romance e terror, 9 gostam de romance e aventura, 6
gostam de terror e aventura, 3 gostam de romance, terror e aventura e trés nao gostam

de nenhum dos géneros. Quantas pessoas participaram da pesquisa?

Solugdo Chamemos de R o conjunto de pessoas que gostam de romance, 7' as que

gostam de terror e A as que gostam de aventura. Segue que

|R| =12
T =15
|A] =15
|[RNT|=3
IRNA=9
ITNA =6
|[RNT N A|=3.

4Para um estudo mais aprofundado sobre principio da inducdo finita recomendamos a leitura de
Oliveira[19].
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Utilizando o principio da inclusdo-exclusao temos:
IRUTUA|=124+15+15—-(3+9+6)+3 =27

Incluindo os trés que nao gostam de nenhum dos géneros, foram 30 pessoas participantes.

2.4 Principio fundamental da contagem

O resultado que apresentaremos agora, de maneira geral, introduz o assunto intitulado
andlise combinatdria na maioria dos materiais utilizados no Ensino Médio. Trata-se do
principio fundamental da contagem (também conhecido como principio multiplicativo),
que diz de forma resumida que, se temos m formas de fazer uma primeira escolha e n
maneiras de fazer uma segunda escolha, entao temos m - n opgoes diferentes de realiza-la.
Sant e B =

., by}, m,n > 1. Entao a quantidade de pares ordenados (a;,b;), 1 <i < m

Na linguagem matematica, tomemos os conjuntos A = {ay,as,as, ..
{b1,bs,0b3, ..
e 1 < j < n é dada pela relagao |A| - |B| = m - n. De fato cada elemento do conjunto
A forma um par ordenado com os elementos do conjunto B como podemos observar no

esquema apresentado na figura 2.3. Temos entdao um retangulo formado por m linhas e n

colunas.
(ah b1) (al, 52) (al, 53) (al, bn)
(a27 bl) (a2, b2) (CL27 b3) (CL27 bn)
(a3, bl) (a3, b2) (CL37 b3) (CL37 bn)
(@ b1) (s B2) (i, B3) (G, bn)

Figura 2.3: Retangulo de possibilidades.

Exemplo 1  Um pequeno grupo de estudantes formado por 4 meninos e 5 meninas decide
tirar dois representantes para uma reuniao com a diregdo da escola. De quantas formas
pode ser feita essa escolha, sabendo que serdo escolhidos exatamente um menino e uma

menina?

Solugao Consideremos o grupo H = {hy, hs, hs, hy} o grupo de meninos de onde um
serd escolhido e M = {my, my, m3, my, ms} o grupo de meninas, que também terd uma

representante. Logo os possiveis grupos sao

(hl,ml) (h17m2) (hhm:s) (h17m4) (hl,ms)
(h2,m1) (h2,m2) (h27m3) (h27m4) (hz,ms)
(h3,m1) (hs,mz) (hs,ms) (hs,ma) (hs,ms)
(h4,m1) (h4,m2) (h4,m3) (h4,m4) (h4,m5)
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ou seja, |H| - |M|=4-5 = 20.

A exemplo do principio aditivo, o principio fundamental da contagem nao se limita a
dois conjuntos. Tomemos os conjuntos A, As, ..., A, finitos e ndo nulos. Podemos formar
n-uplas distintas contendo um elemento de cada conjunto totalizando |A;|-[As|-...-|A,].
De fato como os conjuntos Ay, As, ..., A, nao sdo vazios, existe pelo menos um elemento

em cada conjunto e temos garantida pelo menos uma n-upla.

Suponhamos entao que |A;| = mq, |As| = ma, ..., |A,] = my,, commy,ma,...,m, > 1
e my, ma,...,m, € N. Entdo temos m; escolhas para o conjunto A;, ms escolhas para
o conjunto As, ..., m, escolhas para o conjunto A,. Logo temos mj - ms - ... - m,

possibilidades de n-uplas, gerando a arvore de possibilidades.

Exemplo 2 Em um jogo de cara ou coroa, o apostador deve acertar a ordem correta dos
resultados que ocorrem nas moedas (Por exemplo, moeda 1 = cara, moeda 2 = coroa € as-

sim por diante). Se forem langadasn moedas (n € N), quantos sao os possiveis resultados?

Solucao Consideremos o elemento C' para representar o resultado cara e C para o
resultado coroa. Supondo que haja apenas uma moeda temos exatamente dois resultados

possiveis, cara ou coroa, ou seja
M, ={C,C}.

No caso de serem duas ou mais moedas, para cada uma delas temos as duas possibilidades,

ou seja
M, ={C,C}, My ={C,C}, ..., M, = {C,C}.
Sendo assim, pelo principio multiplicativo da contagem o resultado segue abaixo:

2:2-...-2=2".
—_—

n fatores

A érvore de possibilidades da figura 2.4 ilustra a situagao. Repare que na primeira co-
luna aparecem as possibilidades possiveis para uma moeda, C' ou C. Na segunda coluna,
devemos interpretar os pares guiados pelas setas, ou seja, (C,C), (C,C), (C,C) e (C,C).
Na terceira coluna temos 22 possibilidades formadas pelas trincas orientadas pelas setas
desde a primeira coluna.

Alguns problemas sao solucionados pelo uso simultdneo dos principios aditivo e mul-
tiplicativo. Sao questoes que envolvem duas ou mais arvores de possibilidades que devem

ser adicionadas para computar a contagem total.
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Figura 2.4: Arvore de possibilidades.
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Exemplo 3 Na biblioteca existem 3 colegoes da matéria que vocé procura. Sdo colegoes
independentes, ou seja, os assuntos contidos em cada colegdo nao se repetem. A primeira
colugio possui x volumes, a sequnda y volumes e a terceira z volumes. Sua carteira
permite apenas a retirada de dois exemplares por vez da biblioteca. Quantas possibilidades
de escolha existem se vocé decidir retirar exatamente dois livros de colegoes distintas?
(r,y,z € N)

Solugao Definamos as cole¢des por:
X=A{12,...;z Y ={1,2,...,y}; Z={1,2,...,z2}

A primeira andlise a ser feita é que existem mais colecbes do que a quantidade de

livros que vocé pode retirar. Assim, escolhendo um livro das cole¢ées X e Y temos:
(X -Y[=[X]-[Y] =2y
Escolhendo um livro das colecoes X e Z:
X2 = |X| |2 =2
Se for das colegoes Y e Z:
Y-zl =Y[-|Z]=y-=
Totalizando as escolhas acima, concluimos que vocé tem exatamente
(X[ Y[+ X 2]+ Y] 2] =2y +a-2+4y-2

possibilidades diferentes de compor os livros.

2.5 Arranjos, permutacoes e combinacoes

Consideramos arranjos simples de uma colecdo com n objetos selecionados na quanti-
dade k, k € Ne 1 <k <n, todas as formagdes possiveis onde uma difere da outra pelos
elementos selecionados e a ordem que ocupam na lista. Para clarear as ideias, tomemos
os elementos do conjunto A = {1,2,3} e formemos conjuntos com dois elementos cada.

Entao as possibilidades sao:
A[ = {1,2},14[[ = {2, 1},14[[[ = {1, 3},14[\/ = {3, 1},14\/ = {2, 3} [§ AV[ = {3, 2}

Genericamente, dado um conjunto do tipo Ay = {1,2,...,k} e seja B um conjunto
com n elementos, queremos saber a quantidade existente de fungoes f : Ay — B que sao
injetoras.

Sabemos que |B| = n. Designaremos por a,; a quantidade de fungoes injetivas f :

A — B. Tomemos um elemento x € B para k > 1 e fixemos f (k) = x. Note que para
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esta restri¢ao temos a quantidade de a,_1 x—1 fungoes injetivas do tipo f': Ay_; — B\{z}.
Fazendo a volta, tomemos a fungao injetiva f': A1 — B\{x} e ampliamos a uma fungao
injetiva do tipo f : Ay — B onde f (k) = x.

Note que a quantidade de fungoes injetivas de f é a mesma de f’. Mas liberando a
restricdo ao qual f (k) = z temos n possibilidades para z, visto que |B| = n e podemos

escrever:

Qp e = N Ap—1 k-1
Fazendo a recorréncia,

npy =N Gp1jp1=nnN—1)-ap o4 2=...=n(n—-1)...(n—k+2) - ap_g111 =

n(n—l)...(n—le) n—k+1),

temos na ultima igualdade a férmula utilizada para arranjos simples. Esta férmula fica

bem definida devido ao fato do conjunto B ser finito.

Exemplo 1 Em uma determinada olimpiada, x atletas de uma certa modalidade dispu-
tam as medalhas de ouro, prata e bronze (x > 3). De quantas formas diferentes o pddio

poderd ser formado?

Solugdo Consideremos o conjunto dos atletas A, = {1,2,...,z2}. Como o pd6dio é
formado por trés atletas e a posicao de chegada importa, ja que receber a medalha de
ouro nao é a mesma coisa que receber medalhas de outro metal, entdo solucionamos o
exercicio com a técnica do arranjo simples, ou seja, z(z — 1)(z — 2).

Em exercicios desta natureza, as estratégias de resolu¢ao podem ser mais eficientes
do que a férmula em si [17], onde os alunos tendem a trocar o raciocinio pela utilizagao
de uma férmula que ja tenha decorado. Poderiamos, no caso do exemplo 1, trabalhar
com as possiveis escolhas para cada medalha. Assim, teriamos x escolhas para a medalha
de ouro, ja que supostamente todos os atletas poderiam conquista-la. Para a medalha
de prata restam (z — 1) escolhas visto que um dos atletas ficou com a medalha de ouro.
Consequentemente, terfamos (z —2) escolhas para a medalha de bronze. Como as escolhas
sao cumulativas, basta multiplica-las.

Definiremos agora o que chamaremos de fatorial. Tomemos um niimero natural n.
Dizemos que n! (n fatorial) representa o produto n(n —1)(n—2)...3-2-1. Fica definido
que 0! = 1.

Uma variacdo da férmula de arranjos simples vista acima é encontrada na forma

e = (n%!k)!, com 1 < k < n. De fato, abrindo a férmula, temos:

n! nn—1)...(n—k+2)(n—k+1)(n—k)!

Ik = Ry (n—k)! -
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nn—1)...(n—k+2)(n—k+1)

Permutacao de elementos ¢ um resultado particular dos arranjos simples. Tomemos
um conjunto B com n elementos e Ay = {1,2,...,k}. Fazendo n = k temos uma bije¢ao
da fungao f : Ay — B. Logo utilizando o resultado anterior segue que a,, = n! é uma

permutacao de elementos e distinguiremos pela notagao p,.

Exemplo 2 Uma fila de banco contém x elementos em determinado momento do dia.

De quantas formas diferentes essa fila poderia ser reorganizada?

Solucao Queremos formar subconjuntos com exatamente x elementos, onde a ordem
que cada um ocupa importa. Logo utilizamos a técnica da permutacao, de onde segue
que p, = x!.

Consideramos combinacao simples de uma cole¢ao com n objetos selecionados na quan-
tidade k, 0 < k < n, todas as formacoes possiveis onde uma difere da outra apenas pelos
elementos selecionados. Entao se tomarmos o conjunto A = {1, 2,3} vamos formar sub-

conjuntos com dois elementos:
AI = {17 2}7AII - {2a 3}7AIII - {173}

Logo, o que difere um arranjo simples de uma combinacao simples é o fato de que nas
combinagdes, a ordem do objeto ndo importa e, portanto, {1,2} = {2,1}.

Admitindo essa "proximidade'entre arranjos e combinagdes, podemos perceber que
dada uma combinacao de objetos quaisquer, obteremos a quantidade de arranjos fazendo
a permutacao dos elementos de seus subconjuntos. Assim, em nosso exemplo, como cada
subconjunto possui 2 elementos, ao permuta-los obteriamos todos os subconjuntos que
formariam o arranjo.

Chamemos de ¢, ; a combinagao de n elementos tomados em subconjuntos de k objetos.

Segue disso que
k" . ka = an,k
onde substituindo o membro direito da igualdade pela férmula chegamos a

k! - Cnk =

(n—k)!
resultando em

n!

k= ) R
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Exemplo 3 Um grupo formado por x sécios de uma empresa precisa formar uma comis-
sao de y pessoas (y < x) para participar de uma viagem de negdcios na Nova Zelindia.
Supondo que todos os socios estejam com disponibilidade para essa viagem, de quantas

maneiras podemos formar essa comissao?

Solucao Neste caso, temos de levar em conta que a comissao serd formada por pessoas,
de forma que um grupo formado por A, B e C por exemplo, é o mesmo grupo formado
por B, C e A. Em outras palavras a ordem da comissao nao importa neste caso, apenas
os elementos selecionados. Diante disso, temos um exemplo de problema que pode ser
resolvido pela formula da combinacao simples conforme segue:

x!

Cpy = ——
Y=y y!

2.6 O principio de Dirichlet

Uma das ramificagoes da combinatéria nao se preocupa com a contagem propriamente
dita, ou seja, a questao nao é saber quantas possibilidades existem. Trata-se de garantir
a ocorréncia de um evento sob determinadas condigoes.

Uma proposicao que trata de assegurar certa ocorréncia, conhecido como principio
dos pombos ou das gavetas, ¢ um enunciado tao simples como poderoso, elaborado pelo
matematico alemao Gustav L. Dirichlet. Sua versao mais simples afirma que:

Se n objetos forem guardados em n — 1 gavetas, entao uma delas, pelo menos, contera
dois objetos. De fato, na pior das hipdteses se existir um objeto em cada gaveta, teremos
um total de n — 1 objetos. Ao colocarmos o n-ésimo objeto teremos que escolher uma das

gavetas que ja possuem um objeto 1a dentro.

Exemplo 1 Um determinado vestibular possui 5 questoes de inglés com 5 alternativas
em cada questdo. Qual é o numero minimo de candidatos que garante que pelo menos dois
deles preencherao o gabarito de maneira idéntica, supondo que nenhum candidato deixe

questoes em branco ou cometa erros no preencimento?

Solucao Vamos dizer que as possibilidades de gabarito sao as gavetas e o alunos sao os
objetos a serem guardados. Segue que a primeira questao possui 5 opgoes, assim como a
segunda, terceira e etc. Sabendo disso temos, pelo principio fundamental da contagem,
5% = 3125 gabaritos distintos para estas questoes. Logo, pelo principio de Dirichlet se
tivermos 3125 + 1 = 3126 candidatos no vestibular fica garantido que pelo menos dois
deles terao os gararitos idénticos.

Antes de enunciarmos a forma generalizada do principio de Dirichlet, vamos definir a

notagao |z | como sendo o maior niimero inteiro menor ou igual a x. Assim, escrevendo o
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principio de Dirichlet, temos que dado n objetos e k gavetas, pelo menos uma das gavetas
conterd, no minimo, |%=| + 1 objetos dentro.

De fato, suponhamos que exista no maximo L"T_lj objetos em cada gaveta. Entao

n—1

], mas

segue que o total de objetos serd menor ou igual a k - |

k|22 <k-t=n—-1<n

que é uma contradicao suficiente para garantir o resultado acima.

Exemplo 2 Um campus de uma determinada universidade possui um corpo discente
constituido de 734 pessoas. Mostre que entre os alunos, fica garantido que, pelo menos

trés deles, fazem aniversdrio no mesmo dia.

Solucao Consideremos os dias do ano como gavetas e os alunos como os objetos a serem

guardados. Entao utilizando a versao geral do principio de Dirichlet, temos:

734—1 _ —
sl t1=2+1=3

Admitamos agora mais rigor alegando que alguém possa ter nascido em um determinado
ano bissexto, no dia 29 de fevereiro. Para sanar a duvida, criemos mais uma gaveta e

vejamos o resultado:

734—1 _ —
e/ T1=2+1=3

Logo o resultado se manteve e a quantidade de alunos ¢ suficiente para que 3 alunos, no
minimo, aniversariem no mesmo dia. E facil notar que ndo ha a certeza que apenas 3
pessoas desse campus tenham data de aniversario coincidente, pois o principio de Dirichlet
garante um nimero minimo podendo até ter um extremo de todos aniversariarem no
mesmo dia, mesmo que nossa logica baseada no cotidiano nos leve a nao contar isso como
provavel.

Poderiamos fazer um paralelo entre o principio das gavetas e os eventos aleatorios.
No primeiro, se quisermos ter a certeza de, em um grupo de pessoas pelo menos duas
fagam aniversario no mesmo dia, ainda que considerdassemos aquele 29 de fereveiro do ano
bissexto, deveriamos ter 366 + 1 = 367 pessoas reunidas. Ja no ramo da probabilidade se
tivermos apenas 23 pessoas reunidas, a porcentagem de chance que duas delas aniversariem
no mesmo dia é de 50,63%, que nos d&a um indicio de que a logica baseada no cotidiano

tem suas razoes regidas pela aleatoriedade dos fatos [1].
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2.7 Introducao a teoria dos grafos

2.7.1 Conceitos iniciais

O problema das pontes de Konigsberg vista no descritivo historico deste trabalho
(secao 2.1), ilustra um dos modelos em que esta teoria pode ser utilizada com grande
éxito. Em linhas gerais, dado um conjunto finito de objetos, procuramos saber se ha
relacoes entre eles, tomando-os dois a dois. No que segue nesta secao, todos os conjuntos
sao considerados finitos.

Tomemos um conjunto V' nao vazio. Consideraremos P5(V') a familia dos subconjuntos
de V' formado por dois elementos. Temos entao que |Py(V)| = ¢jy|2. Logo se |V| = n,
entdo |P(V)| = @ Todo elemento de P5(V') serd considerado da forma {u, v}, onde
u e v sao elementos distintos do conjunto V.

Um grafo simples é um par (V; E) cujo o elemento V representa um conjunto arbitréario
finito e nao vazio que recebe o nome de vértice, e o conjunto E é toda familia contida em
Py (V), que recebe o nome de aresta (do inglés edge). Para efeito de notagao, designaremos
um grafo como G = (V; E).

Uma aresta é um trago (reta ou arco) que une dois vértices. Quando representamos
uma aresta podemos fazé-lo por {u,v} ou por simplicidade uv sempre que nao houver
problemas de conflito com outras notagoes semelhantes. Se a aresta uv C E, dizemos que
os vértices u e v sdo adjacentes, ou seja, ha incidéncia entre eles. Se nao houver incidéncia
entre os vértices u e v a aresta nao existe e diremos que tais vértices sao nao adjacentes de
G. E sempre bom ressaltar que a palavra adjacente neste contexto nao possui o mesmo

sentido das figuras geométricas planas, apenas indica a existéncia ou nao da aresta. Na

Figura 2.5: Representacao de um grafo.

figura 2.5 temos a representacao de um grafo onde o conjunto V' = {a,b,¢,d,e, f} e as
arestas sao {ab,ad, bc,ce e df}. Vale notar que af nao é aresta do grafo pois se fosse
deveria ser representada por uma linha ou arco que fosse direto do vértice a ao vértice
f. Também vale ressaltar que se atribuirmos um nome ao grafo, como por exemplo

G, podemos nos referir aos vértices como V(G) e as arestas como E(G). E importante
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observar que a figura 2.5 é um diagrama que representa as relagoes entre os vértices, nao
havendo nenhum sentido geométrico nele. Basta salientar que os vértices poderiam estar

dispostos de outra forma, como mostra a figura 2.6.

Figura 2.6: Outra representacao do grafo.

Seja o grafo G = (V; E). Consideramos dois casos extremos em relagdo a ele. O
primeiro é o grafo trivial ou vazio que possui vértices mas nao tem nenhuma aresta e pode
ser representado por G = (V;@). O segundo caso é o grafo completo onde hé incidéncia

de vértices em quaisquer pares do conjunto V', ou seja, E C Po(V). Costumeiramente
n(n—1)

representa-se o grafo completo por K, onde n representa a quantidade de vértices e ==

é a quantidade de arestas.

2.7.2 Grau de um vértice

Um vértice pode ou nao ser adjacente a outros vértices. Definiremos como Ng(u) o
conjunto dos vértices adjacentes a u. Assim, na figura 2.5, Ng(a) = {b,d} e |[Ng(a)| = 2.
O grau de um vértice u ¢é definido pela quantidade de vértices adjacentes a ele e serd
denominado por dg(u). Sendo assim, dg(a) = |[Ng(a)| = 2 pois existem exatamente dois
vértices adjacentes a a.

Um teorema obtido por Euler® com relacao a grafos foi o seguinte: Em um grafo
G = (V; E), a soma dos graus dos vértices é sempre igual ao dobro do niimero de arestas,
ou seja:

> da(u) = 2|E]|

ueV

A prova disso esta no fato de uma aresta estar contabilizada a dois vértices, sendo assim

o somatorio do primeiro membro estara fazendo uma dupla contagem das arestas.

SMatemético suico citado na secdo 2.1
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Outro resultado atribuido a Euler enuncia que, em qualquer grafo o nimero de vértices
que tem grau impar, é sempre na quantidade par. Trata-se de um corolario do teorema
anterior portanto o utilizaremos para provar. Primeiramente, devemos observar que o
primeiro membro do teorema acima contém o somatorio do grau de cada vértice. Assim
podemos pensar que os vértices de grau zero sao obtidos de zero vezes sua quantidade, 0s
de grau um de uma vez sua quantidade, os de grau dois de duas vezes sua quantidade e
assim por diante. Logo,

ueV k>0

onde v, (@) significa o nimero de vértices de G com grau k. Entao temos que

k>0
e utilizando um desmembramento algébrico chegamos ao seguinte resultado:
2 kup(G) = 32 02j1(G) + 32 2)(125(G) + v211(G))
J>

k>0 ji>1

Finalizando a prova,

2|1E| = ¥ v9j41(G) + X 25(v25(G) + v2541(G))
j=0 Jjz1

> voi1(GQ) = 2|E| — X 25 (v9;(G) + v2511(G))

Jj=0 j>1

onde o segundo membro é obviamente um ntmero par.

Exemplo1 Um pequeno pais possui 10 estados. Os estados sao interligados por estradas
de tal forma que cada estado possui pelo menos uma. Considerando-se Ey, Es, ..., Eg os
estados desse pais, verifique se é possivel que eles possuam, respectivamente, 6, 1, 2, 4, 1,
1, 1, 2, 1 e 2 estradas.

Solucao Observemos os estados como vértices de um grafo, onde suas estradas sao as
arestas. Logo, se um estado possui 6 estradas devemos considerar como um vértice de
grau 6. Observando a quantidade de estradas, ou seja, as arestas do grafo percebemos
que temos um total de cinco vértices com grau impar, que pelo corolario acima torna-se

impossivel.
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2.7.3 Isomorfismo, subgrafos e vizinhanca

Comentaremos agora sobre a equivaléncia entre dois grafos. Define-se que os grafos
G1 = (Vi; Ey) e Gy = (Va; E5) sdo isomorfos se hd uma bijecao f : V) — V; tal que, para
todos vértices distintos {u,v} adjacentes em G correspondam os vértices {f(u); f(v)}
adjacentes em G5. Em outras palavras, isomorfismo de grafos nos remete a ideia dos
exemplos 2.5 e 2.6, nao havendo a necessidade de se repetir as letras que representam os
vértices.

Segue da definigdo de isomorfismo que, se dois grafos G; = (Vi; Ey) e Gy = (Vo Es)
sao isomorfos eles possuem a mesma quantidade de vértices (em graus idénticos, inclusive)
e a mesma quantidade de arestas. De fato se existe uma bijecao f : V; — V5 e tomarmos
um vértice u € G de grau k > 0, entdo f(u) também possui grau k o que nos mostra que
G e G possuem a mesma quantidade de vértices com grau k, que também é reciproco.
Para provar que a quantidade de arestas é a mesma, utilizaremos o teorema formalizado
por Euler. Logo

2By = ¥ dey(u) = ¥ day(f(u) = 32 deay(f(u) = 2[Esl.
Fu)eVs

ueVy ueVy

Definimos subgrafo de um grafo G todo grafo G’ tal que, V(G') C V(G) e E(G’) C
E(G). Dizemos que G’ é um subgrafo gerador de G se V(G') = V(G). Em particular
temos que o grafo G' é um subgrafo de si préprio.

Tomemos um grafo G = (V; E). Ao excluirmos uma de suas arestas, digamos a aresta
€, otbtemos um subgrafo gerador de G, que denominaremos por G — €. Se por outro
lado excluirmos um de seus vértices , digamos o vértice u, estaremos eliminando além do
vértice, todas as arestas que nele incidem. Denotaremos esta exclusao simplismente por
G — u.

Seja H um subconjunto de vértices do grafo G. Consideramos vizinhanca do conjunto
H todo vértice u C V(G) \ H que possui adjacéncia com algum vértice de H. Deno-
minaremos vizinhang¢a do conjunto H por I'(H). Quando nos referirmos diretamente a
vizinhanga de um vértice v C H denotaremos simplesmente por I'(v). Chamaremos de

corte as arestas que unem a vizinhanga do conjunto H com os vértices contidos em H.

2.7.4 Passeios, caminhos e ciclos

Passeio em um grafo sao linhas que unem vértices em sequéncia. Logo se temos o
subconjunto de vértices V' = {ug, u1, ..., ux} (ndo necessariamente distintos) de um grafo
G = (V; E), consideraremos passeio se existirem as arestas {u;_1,u;} para 1 < i < k.
Chamamos k£ de comprimento do passeio. Quando uy = wu, dizemos que o passeio é
fechado. Na figura 2.7 um passeio pode ser P = {a,e,d,c, f,e, b} que tem comprimento

6. Em particular, se V/(G) = {uo,u1, ..., ux} distintos, de forma que suas arestas sao
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Figura 2.7: Exemplo de passeio.

da forma {w;_1,u;} para 1 < i < k, dizemos que temos um caminho. Quando ug = uy

denominamos ciclo ou circuito.

b

Figura 2.8: Caminho {a,b,c¢,d, e, f, g} e ciclo {i,j,k,[,m,n,i}.

2.7.5 Grafos conexos e passeio Euleriano

Para a préxima proposi¢ao, precisamos definir grau minimo e grau maximo de um
grafo. Grau minimo de um grafo G = (V; E') é um nimero inteiro nao negativo denomi-

nado por §(G) que obedece a seguinte relagao,
(G) = min{dg(u);u € V(G)},

ou seja, dentre o conjunto de vértices de G é aquele (ou aqueles) que possui menor
grau. Por outro lado grau maximo de um grafo G = (V; E) é um ndmero inteiro nao
negativo denominado por A(G) que representa entre o conjunto de vértices de G, aquele

(ou aqueles) que possui o maior grau:

A(G) = méaz{dg(u);u € V(G)}.
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Um grafo é considerado conexo se, para quaisquer dois vértices contidos nele, existir
um passeio entre eles. Caso essa condi¢ao nao exista, dizemos que o grafo é desconexo.
Tomemos um grafo G' que possua n vértices, entao se §(G) > [5] o grafo é conexo. Se
n =1 ou n = 2 nao ha nada a fazer. Entao provemos para n > 2. Sejam u e v vértices
distintos de G' e nao adjacentes, pois do contrario ndo necessitaria de prova. Segue que
se somarmos o grau do vértice u com o grau do vértice v, temos no minimo 2 - | %], que
por sua vez é maior do que n — 2. Como n — 2 ¢é igual a |(V(G) \ {u,v})|, segue pelo
principio das gavetas (se¢do 2.6) que pelo menos um vértice w # u, v, é adjacente a u e v
ao mesmo tempo, concluindo a prova.

Definimos como passeio Euleriano em um grafo conexo um passeio fechado onde cada
aresta do grafo é utilizada exatamente uma vez. Um grafo conexo ¢é dito Euleriano se
possuir um passeio Euleriano. Segue dessa definicao que um grafo GG conexo e nao trivial
¢ Euleriano se e somente se todos os seus vértices tém grau par.

Para provar a ida, se o grafo G é Euleriano ja nos implica um minimo de trés arestas
nesse grafo, o que originaria um Kj3. Fixemos um vértice uy como vértice de "saida"desse
passeio. Por definicao todos os vértices serao incididos pelo menos uma vez, porém em
todos havera uma chegada e uma saida o que nos leva a uma quantidade par de arestas
(chegada-saida, chegada-saida, etc). Como a chegada do passeio deve ser em g, temos
dois casos a saber: O passeio iniciou e terminou em ug, entdo dg(ug) = 2; O passeio
iniciou em ug, passou outras k vezes por ele e terminou em ug, entao dg(ug) = 2(k + 1).

Para a volta, suponhamos um grafo G com todas as arestas de grau par. Construa
um circuito arbitréario, se ele for um passeio Euleriano, nada hé a provar. Caso nao seja
um passeio Euleriano, retire as arestas que formam esse circuito do grafo G. O grafo
G’ restante também possui os vértices com grau par, pois o grafo retirado também tem
todos os vértices com grau par, de tal sorte que G’ ndo sofre mudancas na paridade de seus
vértices. Repita o processo tantas forem as vezes necesséarias e note que, em cada caminho
subtraido sempre restara um vértice em comum com o grafo restante, visto que G é conexo.
Juntando todos os circuitos obtidos teremos um circuito tinico, que denominamos nesta
obra como passeio Euleriano.

Vamos ilustrar a situa¢do com o grafo G=(10,15) da figura 2.9. Retiremos da figura o
passeio Euleriano P, = {A, B, C, D, A}. Ficamos com o grafo G’=(10,10) e conforme fora
mencionado na volta da demonstracao, G’ possui apenas vértices de grau par 2.10. Repe-
tiremos o processo retirando o passeio P, = {A,C,I, E, H,G, F, A}, conforme podemos
observar na figura 2.11. Restou apenas o grafo G” = (10, 3) um k3 que obviamente é um
passeio Euleriano. Juntando todo o processo temos o passeio retirado em G, o passeio reti-

rado em G’ e o passeio resultante em GG”, 0 que nos garante a existéncia de um passeio Eule-
riano. Um possivel passeio Euleriano é P ={I,B,J,I,E,H,G,F,A,B,C,D,E, A, C, I}
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Figura 2.9: Passeio Euleriano - Grafo G

Figura 2.10: Passeio Euleriano - Grafo G’
B
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Figura 2.11: Passeio Euleriano - Grafo G”
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2.7.6 Grafo bipartido e ciclo Hamiltoniano

Considera-se um grafo G = (V; E) bipartido se podemos separar seus vértices em dois
conjuntos disjuntos, nao vazios e independentes. Segue desta definicdo que um grafo é
bipartido se e somente se todo ciclo formado em G tem um comprimento par. De fato,
supondo que o grafo é bipartido, entao podemos dividir seus vértices em dois conjuntos V;
e Va. Tomemos um ciclo C' = (ug , u1, us, . . ., g, Ug). Logo as arestas que ligam (u;, u;41)
se alternam do conjunto V; para V5 ou vice versa. Entao o passeio que liga ug a uy tem
comprimento impar e ao fechar o ciclo com a aresta {uy, ug}, o comprimento s6 pode ser

par. Por outro lado, suponhamos que todos os ciclos em G tenham comprimento par.

X Y
b
a §=
c ‘-\

Figura 2.12: Exemplo de grafo bipartido.

Tomemos um ciclo C' em G e retiremos a aresta € = {u,v}. Note que em G — € ndo
foi criando nenhum novo ciclo e G — € continua contendo apenas ciclos de comprimento
par. Segue disso que o passeio que liga v a v tem comprimento impar de tal sorte que
podemos dividir os vértices desse passeio eu dois conjuntos disjuntos V; e V5, pois hd uma
alternancia entre eles, como vimos anteriormente. Logo a aresta e s6 pode ligar um vértice
de Vi com outro de V5 ou vice versa e portanto u e v ndo podem pertencer ao mesmo
conjunto. Como isso é recorrente a todos os ciclos de G, concluimos que G ¢é bipartido.

Um ciclo é chamado Hamiltoniano® se passa por todos os vértices de um grafo G =
(V; E). Um grafo conexo que contém um ciclo Hamiltoniano é também chamado por grafo
Hamiltoniano. Curiosamente nao se tem um conjunto de condigdes que determine que um
grafo é Hamiltoniano, basta observar, por exemplo, que qualquer grafo sem ciclos nao é
Hamiltoniano. Também nao basta ser conexo. Foi devido ao matematico Gabriel Dirac’
que surgiu uma condicao suficiente para garantir a existéncia de um grafo Hamiltoniano,
que enunciaremos a seguir.

Se G = (V; E) é um grafo com 3 ou mais vértices e §(G) > %, entao G é Hamiltoni-
ano. Para provar a afirmacgao acima, vamos nega-la e supor que exista um grafo G' nao-
Hamiltoniano que atenda as condig¢oes acima de forma maximizada, ou seja para qualquer
par de vértices u e v do grafo, G + uv é Hamiltoniano. Obviamente G nao é completo

pois se fosse teriamos um grafo Hamiltoniano, o que garante a existéncia de vértices u e

60 nome se deve ao matemadtico, fisico e astrénomo Willian R Hamilton, irlandés do século XIX
"Hiingaro do século XX
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v nao adjacentes em G. Tomemos um grafo H = G + uv. Pela maximalidade de G, o
grafo H é Hamiltoniano de forma que o ciclo Hamiltoniano em H contém a aresta {u,v}.

Portanto existe em H o caminho
C=(u=wy,ws,..., w,=").

Note que se u for adjacente a w;, entao v nao pode ser adjacente a w;_1, pois dessa forma

existiria o ciclo
C1 = (W1, Wi, Wig1, - -, W, Wi1, Wi—g, ..., W),

Hamiltoniano, contrariando nossa escolha de G. Concluimos entao que para todo vizinho
de u, existe pelo menos um que nao é adjacente a v. Mas isso nos leva a uma contradicao,

pois
dg(v) <n—1—dg(u)

e dg(u) > %, portanto

do(v) <n—1-2=12_1

2.7.7 Arvores

Definiremos agora um tipo de grafo que nao possui ciclos. Uma arvore é um grafo co-
nexo que nao contém qualquer ciclo. Chamaremos esse grafo de T' (tree) e denominaremos
como folha se dr(u) =1 e né caso dp(u) > 2 para qualquer vértice u de T'.

Segue da definicdo que toda arvore com mais de um vértice tem pelo menos duas folhas.
De fato, seja T' = (V; E') uma arvore e C' = (ug, uy, ..., ux) 0 maior caminho possivel em
T. Entao ug e ug sao folhas. Se isso nao fosse verdade, entdao ug seria adjacente a u; e
outro vértice do caminho, formando um ciclo. De outra forma, se uy fosse adjacente a
u; € a um vértice v nao pertencente ao caminho, teriamos C; = (v, ug, uy, ..., u), um
caminho maior que C, o que é uma contradicao.

Outra proposigao sobre arvores afirma que se 7' = (V; E) é uma arvore, entao |E| =
|V| — 1. Faremos a prova por indugdo sobre o nimero de vértices. Para o caso mais
simples, dois vértices, é obvio que s6 ha uma aresta. Suponhamos entao que toda arvore
com n > 1 vértices possua exatamente n — 1 arestas. Seja 77 uma arvore com n + 1
vértices. Se T} é uma Aarvore, existe pelo menos um vértice u que é uma folha. Logo,
retirando a folha u, temos uma arvore com n vértices e, pela hipétese de inducao, 77 — u
possui n — 1 arestas, logo 77 tem n arestas.

Como consequéncia do paragrafo anterior temos que se G = (V; E') é um grafo conexo,
entdao G conterd um ciclo se e somente se |E| > |V|. Faremos a prova por inducao sobre
o niamero de arestas. Suponhamos que G contém pelo menos um ciclo. Retirando uma

das arestas do ciclo, o grafo continua conexo, desta forma retiremos a aresta e desse ciclo.



CAPITULO 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 40

Entdo o grafo G — e contém |V| vértices e |E| — 1 arestas. Se ainda hé outro ciclo em

|G| —¢, segue da hipétese de indugao que |E|—1 > |V|. Por outro lado se G — e nao deixou

ciclo, entao trata-se de uma arvore e pela proposigao anterior temos |E| — 1 = |V| — 1,
o que implica |V| = |E|. Para a reciproca basta observar que se G ndo contém um ciclo,
temos uma arvore e pela proposigao anterior |E| = |V|—1 < |V|.

Feita a consideragao acima, fica facil observar que, se T'= (V; E') é um grafo conexo e
além disso |E| = |V| — 1, entdao T" é uma arvore. De fato, se T" contivesse um ciclo, entao
|E| > |V e estarfamos diante de uma contradi¢ao. Logo 7' é uma arvore.

Tomemos um grafo conexo G = (V; F). Consideramos uma arvore geradora 1" qual-
quer subgrafo que contenha todos os vértices de G que seja uma arvore. O estudo de
arvores geradoras é muito utilizado quando atribuimos pesos (ou valores) as arestas. To-
mando uma aresta € em G, digamos que o peso dessa aresta seja denominado por w(e).

Assim teremos um grafo de pesos, onde o peso w(G) do grafo é definido por:
w(G) = X w(e),
ecE

onde F representa todas as arestas de G. Encontrar uma arvore geradora minimal, signi-
fica obter aquela que representa o peso minimo de G. O algoritmo de Kruskal® permite
encontrar uma arvore geradora minimal.

O algoritimo para encontrar a arvore geradora minimal 7" de G é deduzido em trés
passos. Primeiro escolhem-se algumas arestas de G com os menores pesos (desde que
nao formem ciclos). Segundo, depois de escolhido o méximo de arestas com os menores
pesos que nao formam ciclos, escolhem-se entre as que sobraram, aquela de peso minimo
que nao forma ciclo. Terceiro, repita a etapa anterior quantas vezes forem possiveis e

necessarias até que se forme T7[18].

Exemplo 2 Considere o grafo de pesos abaixo e determine a drvore geradora minimal

utilizando o algoritmo de Kruskal.

Solugcdo Vamos aplicar o primeiro passo do algoritimo, ou seja, posicionar em 7' as
arestas de menor valor. Observando o grafo, vemos que a aresta gh tem peso 1, as arestas
ci e fg tém peso 2 e as arestas ab e cf tém peso 4 e sao as arestas de menor peso. Como

nao formam ciclos, posicionaremos em 7' conforme figura 2.13.

8 Joseph Kruskal, mateméatico americano.
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Figura 2.13: Primeiro passo do algoritimo de Kruskal.

Seguindo para o segundo passo, observemos que existem 9 vértices e ja posicionamos
5 arestas, portanto deve-se investigar as trés arestas minimas que completarao a arvore,
sem formar ciclos, e posiciona-las uma a uma. Os vértices cd e hi possuem o peso minimo
entre as arestas restantes, porém sé poderemos introduzir a aresta cd, pois hi (figura

2.14) forma um ciclo. Repetindo o processo, introduziremos as arestas bc com peso 8 e de
b c 7 d
4 .
a . 4 e
h 1 g 2 f

Figura 2.14: Aresta hi forma um ciclo.

com peso 9, formando a arvore geradora minimal 7', conforme figura 2.15. Observe que a
aresta ah tem peso 8, mas nao podemos utilizd-la no lugar de de, pois T" deixaria de ser

uma arvore formando um ciclo.

Figura 2.15: Arvore geradora minimal 7.

2.7.8 Conjuntos independentes e cliques

Conjuntos independentes de um grafo G é todo subconjunto A nao vazio que contém
os vértices de G de modo que, tomando-os dois a dois, ndo contenham uma aresta. Se

G contém n vértices, podemos parti-lo em n conjuntos, cada um contendo um vértice, e
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consideréa-los conjuntos independentes entre si de forma que G = A;UAsU...UA,. Logo
existe um numero k£ de particoes que seja o menor possivel. Podemos atribuir coloracoes
aos vértices de modo que os adjacentes recebam sempre cores diferentes, entdo o nimero
k representa o minimo de cores que podemos utilizar nesse grafo.

Um bom exemplo para ilustrar a definicdo acima é o grafo bipartido, onde k = 2, e
bastam duas cores para que os vértices adjacentes sempre possuam coloragoes diferentes.
Vamos identificar como X (G) o ndmero minimo %k de cores onde possamos cromatizar
os grafos independentes de G. Segue que X(G) < A(G)? + 1. De fato, sendo n o grau
méaximo de G, o teorema nos dispoe de n + 1 cores para cromatizar os vértices. Temos
de fazé-lo de tal forma que vértices adjacentes recebam cores diferentes. Suponha que ja
tenham sido pintados k < n vértices de G e seja u um vértice ainda nao colorido. Por
hipétese, tém-se dg(u) < n de tal sorte que foram utilizados, no maximo, n cores para os
vértices adjacentes a u, restando ainda uma cor para wu.

Um n-clique de um grafo G é qualquer subgrafo encontrado em G tal que, seus vértices
dois a dois sejam adjacentes. Em outras palavras, um subgrafo com n vértices em G
tém de ser isomorfo a K, (secdo 2.7.1). O maior inteiro n > 0 encontrado em G sera
denominado §2(G), portanto é facil observar que X(G) > Q(G). De fato, seja Q(G) =n
onde necessitamos de n cores diferentes para colorir K,,, logo serao necessarios no minimo

n cores para cromatizar X (G).

G = (8;12) b

Figura 2.16: Exemplo de grafo com cliques.

Na figura 2.16, podemos observar vérios cliques como o formado pelos vértices (a, b),
pelos vértices (c, e, h), entre outros. Porém Q(G) = 4, pois trata-se do maior conjunto de

vértices que determina um clique em G, formado pelo conjunto (¢, d, e, g) gerando um Kjy.

9Vide referéncia em 2.7.5



Capitulo 3

PRINCIPAIS OBSTACULOS

Neste capitulo abordamos alguns dos principais obstaculos que influenciam direta-
mente na qualidade do processo do ensino de combinatoria. Comecamos revisando as
orientacoes contidas nos cadernos oficiais da educacao brasileira, discutimos a formagcao
de professores no Brasil e pesquisamos como se da o desenvolvimento do raciocinio com-

binatoério na formacao de criancas e adolescentes.

3.1 Orientacoes dos parametros curriculares nacio-
nais

Concluido em 1998, os parametros curriculares nacionais [3], conhecidos pela sigla
PCN, sao orientagoes que procuram nortear a educacao basica em nivel nacional. Nesta
secao estaremos coletando as informacgoes referente ao caderno de Matematica, relativos
aos 3° e 4° ciclos, que sdo os anos finais do ensino fundamental, no que diz respeito a
inclusao do tema combinatéria do 6° ao 9°ano.

O documento comega relatando como era o ensino de Matematica do inicio até quase
o final do século XX, considerado elitista, conteudista e com foco na mecanizagdo dos
processos em detrimento a verdadeira apreensdo. O ensino da Matematica, de forma
geral, era baseado na teoria dos conjuntos e algebra, privilegiando o encadeamento logico
e o excesso de rigor, onde seu foco principal era a preparacao para estudos posteriores.

Com base nos estudos do National Council of Teachers of Mathematics - NCTM, inici-
ados em 1980 e concluidos em 1995 nos Estados Unidos, estao propostos neste documento
mudancas na forma de condugao do processo educativo com relacao ao ensino da Mate-
matica que, conforme citado, também foram adotados por outros paises. Tais mudancas
abrangem aspectos sociais, antropologicos, linguisticos e cognitivos.

Entre as mudancas propostas podemos destacar a inclusao, ja no ensino fundamental,
de temas como estatistica, probabilidade e combinatéria, atendendo a uma demanda social

crescente que direciona a uma necessidade de um contato inicial com esses temas. Além
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disso ha a orientacao em se abandonar o ensino formal utilizado até entao, dando énfase
a resolucao de problemas.

Outra critica realizada ao sistema adotado em nosso pais até entdo ¢ a hierarquizacao
do ensino. Ensinar os contetidos em blocos fechados, considerando-os como pré-requisitos
aos blocos seguintes como critério tnico, baseado na légica matemética. Segundo o docu-
mento tal visdo impede a articulacao dos diversos segmentos da Matematica, engessando
de certa forma seu estudo. O isolamento dos contetidos da Matemética a um tinico mo-
mento pode impedir o aluno de consolidar os conceitos abordados, levando a dificuldades
em um momento de retomada para aprendizagens de noc¢des mais aprofundadas.

O documento considera que as situagoes-problemas devem ser o ponto de partida
para as abordagens do contetido. Tais problemas devem conter elementos que articulem
as estratégias de resolucao segundo os conhecimentos acumulados pelos alunos, ou seja,
alguns terdao mais subsidios que outros, porém o objeto em aprendizagem devera ser o
foco principal. Segundo o documento os problemas nao devem ser utilizados apods a
formalizacdo do assunto ou serem desenvolvidos paralelamente, eles devem ser o caminho
a ser trilhado para a aprendizagem.

Em Matematica quatro grandes blocos sdao destacados pelo documento: Ntumeros e
Operacoes, Espaco e Forma, Grandezas e Medidas e Tratamento da informagao. Neste
ultimo bloco citado, aparecem os problemas de contagem onde se destacam o desenvolvi-
mento do raciocinio combinatorio e a compreensao do principio fundamental da contagem
que sera aplicado no tema probabilidade. O desenvolvimento do raciocinio combinatoério
devera ser iniciado como nocao ou idéias que terao de ser consolidadas no ensino médio.
Essa abordagem nao deve envolver a utilizacao de formulas e sim apresentar situacoes que
possibilitem o seu progresso.

Quanto a organizacao dos conteidos o documento sinaliza o processo ciclico. Tal
processo prevé retomadas periddicas onde em cada uma delas seja aumentado o grau
de complexidade exigido. Essa organizacao requer planejamento para a articulacao dos
blocos, selecao pertinente dos contetidos mais complexos, avaliagao constante do nivel de
complexidade a ser atingido, estudo sécio-cultural da regiao atendida, entre outros aspéc-
tos. A realizagao de projetos durante o ano letivo é vista como essencial ao complemento
do processo.

Os objetivos relacionados ao ensino da combinatoéria direcionados ao 6° e 7° anos
tratam de resolucao de situagoes-problema que utilizem o raciocinio combinatério para
determinar probabilidades de sucesso de determinados eventos, associando a isso uma
razao entre as possibilidades de acontecimento e o espago amostral. Para os 8° e 9° anos,
as orientacgoes estao direcionadas a estatistica e calculo de probabilidades.

Entre os contetudos citados ha um destaque a importancia em se determinar um espaco
amostral, que servira de referéncia na estimativa de probabilidades de sucesso. As experi-

mentacoes e simulagoes podem contribuir neste processo, validando o calculo matematico.
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Os conceitos e procedimentos que tornarao possivel a realizagdo dos objetivos endossam
a resolucao de problemas de contagem que, além de incluir o principio fundamental como
ja citamos anteriormente, admite a adocao de estratégias variadas como a construcao de

diagramas, tabelas, ou esquemas.

3.2 Formacao de professores no Brasil

A histéria recente do Brasil revela um grande crescimento na demanda educacional.
Para se ter uma ideia, de 1933 a 1998 a populacao brasileira quadruplicou, porém a
quantidade de alunos matriculados em escolas cresceu vinte vezes [23]. Este dado aflora
as discussoes acerca da qualidade de ensino, sobrecaindo vertiginosamente nos métodos e
procedimentos adotados pelos profissionais da educacao.

Até poucos anos atras, a formagao dos professores estava amparada em uma corrente
que privilegiava um dominio em sua area de atuacao, onde os contetidos eram logicamente
organizados e a parte didatico-pedagdgica era desenvolvida com a pratica e experiéncia do
dia a dia. Tal corrente atendia uma demanda voltada exclusivamente ao desenvolvimento
académico, muito decorrente aos meados do século XX.

No final do século XX outra corrente tedrica passou a vigorar na formacgao de professo-
res no Brasil. Além de um dominio técnico em sua area de atuacdo, as licenciaturas pas-
saram a incluir no curriculo um conjunto de temas que prepare o lado pedagogico-didatico
do futuro professor. Essa inclusao veio por for¢ca do Conselho Nacional de Educagao que
condicionou o titulo de professor ao cumprimento de uma carga horaria minima nesses
tépicos [2].

Segundo Gatti[12], a partir dai formou-se um problema de identificacao dos estudantes
de pedagogia. Estariam os cursos de licenciatura vinculados apenas a profissionais da
educacao ou dariam subsidios suficientes para adentrar no mercado de trabalho que nao
seja necessariamente a escola? Estariam os estudantes de licenciatura designados a duas
"meia'formacoes? Conforme a prépria autora argumenta, estas questoes permanecem em
aberto até os dias de hoje.

Quanto ao conjunto de pareceres e resolugoes que norteiam a formagao de professores
atualmente, Saviani [23] faz um levantamento de cinco dilemas encontrados nos documen-
tos oficiais. O primeiro deles é que os documentos apontam de forma clara e pertinente
todos os problemas e obstaculos existentes no sistema educacional, porém nao ha uma
clareza de como resolver tais impasses.

O segundo dilema apontado pelo autor caracteriza que os documentos se restringem
nos temas importantes e se alongam demasiadamente em questoes acessorias, ou seja,
descarta a pratica pedagdgica como um campo de conhecimento cientifico resultante do
acumulo histérico para ressaltar excessivamente os temas transversais.

O terceiro dilema esta vinculado a metodologia que é proposta com base nos ensina-



CAPITULO 3. PRINCIPAIS OBSTACULOS 46

mentos de Piaget em sua teoria construtivista. Segundo o autor, para modificar a linha
de pensamento baseada na transmissao de conhecimento, foi proposto aos docentes uma
mediacao do processo que levasse os alunos a construgao de seus préprios conhecimentos,
em uma relacao de interacao com o ambiente. Para tornar viavel, os documentos propoem
a aquisicao de competéncias pelos alunos, no sentido de serem capazes de executar tarefas
que alcancem tais objetivos. Porém héa uma incapacidade de realizacao no cotidiano dos
docentes, mesmo os recém formados, devido a complexidade de tal mérito pedagogico.

O quarto dilema enfoca a prépria formacao do professor onde, ao se tentar conseguir
mais com menos recursos, objetiva-se a formacao de um professor técnico, que consiga
entrar em sala de aula e executar suas agoes em detrimento a formacao de um profes-
sor culto, que possui dominio cientifico e filoséfico. Isso resulta em perda na formacgao
dos alunos, pois ndo ha compreensao por parte dos professores do processo histérico do
desenvolvimento da humanidade.

O quinto dilema esta na dicotomia entre a formacao de professores da Educacao Infantil
e anos iniciais do Ensino Fundamental e as licenciaturas referente aos anos finais do Ensino
Fundamental e Ensino Médio. Nos primeiros o enfoque é cognitivo, baseado na construgao
de conhecimentos quando nos tultimos ha um enfoque pedagdgico nao inferior a quinta
parte da carga hordria total. O autor julga que, no minimo, os cursos de pedagogia e as
licenciaturas deveriam ser regidas sob a mesma linha de pensamento.

Quanto a formagao docente no Brasil ainda restam perspectivas diante dos desafios
a serem enfrentados [23]. Segundo Borges[2] hd um conformismo histérico na formagao
dos professores no que diz respeito aos resultados esperados a curto e longo prazo. Essa
barreira se caracteriza principalmente por uma "tensao'entre as esferas académicas, tec-
nélogas e educacionais onde este tltimo nao compreende sua finalidade histérica.

Na politica de formacao docente, para superar o fragmento causado principalmente
pela diversidade de concepgoes entre as instituigoes de formagao, Saviani[23] propoe que
haja unicidade baseada em abordagens de padrao universitario, privilegiando estes cursos.
Para que nao haja descontinuidade de politicas é necessaria a formacao de professores
cultos, com cursos de maior duracao e que contemplem a parte didatico-pedagdgica de
forma suficiente.

Concordamos com Saviani[23] que os cursos de formagdo devam ser "ambientes in-
tensos e exigentes', que estimulem a atividade intelectual dos interessados em integrar o
corpo docente. Nao ha como desvincular o processo de formacao das escolas, com uma
articulagdo de estdgio eficiente e que cumpra os requisitos basicos de colaboracao entre
as partes. Também nao podemos omitir que héd um grande desestimulo devido aos baixos
salarios, jornada extensa e baixas condi¢oes de trabalho.

Acreditamos no pensamento de Borges[2] que a prioridade de investimentos na Edu-
cagao seja exercida de direito e de fato, inclusive aumentando o valor da participagdo do

PIB (Produto Interno Bruto) para que os docentes sejam efetivamente valorizados e as
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escolas melhor estruturadas.

Saviani[23] também alerta que a falta de estimulo dos jovens em investir seu tempo
na carreira docente esta diretamente relacionada com o nivel de formagdo dos mesmos
e vice-versa. Ao perceberem que a profissdo sofre de baixo reconhecimento social, os
poucos que dao sequéncia aos estudos sao pessoas desestimuladas, pouco propensas a
uma formacao efetiva e isso influencia diretamente nas institui¢oes que tém de lidar com
esse baixo rendimento de seus alunos.

Se por outro lado houver nas escolas boas condi¢oes de trabalho e salarios atraentes,
muitos jovens disporao todo seu tempo e investimento dos recursos para obterem uma
qualificagdo docente de exceléncia, bem como estimulo para a formagao continuada como
a pos-graduagao. Diante do exposto, a qualidade do trabalho pedagodgico dos docentes

sofrera visivel elevagao criando expectativas em relacao aos resultados educacionais.

3.3 Desenvolvimento do raciocinio combinatoério

A formalizacao do estudo de combinatéria se deu na investigacao sobre as chances de
vitoria em jogos de azar. Desde entao, muitos avangos ocorreram e a area de aplicagao
cresceu muito. Podemos citar algumas aplicagoes de combinatéria, como probabilida-
des, transportes, planos de producao, programagao linear, estatistica, biologia molecular,
elaboragao de horarios, entre outros[13].

O principal foco da combinatoria é determinar a quantidade de elementos de conjuntos
ou subconjuntos, sem no entanto relaciona-los um a um. Para isso sao necessarias técnicas
formais ou informais, que facam uso de argumentos légicos ou férmulas no sentido de
quantificar situacdes que envolvam muitos elementos. E um ramo da Matemética que
estuda a complexidade estrutural das relagoes discretas[17].

Portanto entende-se por raciocinio combinatorio a capacidade de resolver problemas
que envolvem contagem, seja por esquemas, tabelas, organizacao de ideias, esquemati-
zagoes, arvore de possibilidades, tentativa e erro e outras estratégias que busquem sis-
tematizar o resultado de maneira correta. Como se pode observar, nao se trata de um
processo repetitivo onde a simples observagao de regularidades seja capaz de proporcionar
resultados satisfatorios.

Buscamos nas pesquisas de Piaget saber como ocorre a evolugao do raciocinio mate-
matico na faixa etaria que pretendemos atingir com a nossa proposta. O objetivo é avaliar
se ha beneficios em se trabalhar técnicas combinatérias desde o inicio do Ensino Funda-
mental e se isso podera implicar na diminuicdo das dificuldades inerentes a fomalizacao
do conteudo, geralmente no 2° ano do Ensino Médio.

Piaget[21] considera que antes dos 11 anos de idade a crianca adquire a aptdao em
resolver problemas matematicos desde que vinculados a situagoes concretas. Possuem

capacidades que envolvem uniao e dissociagoes, classifica¢oes, encadeamento de relacoes,



CAPITULO 3. PRINCIPAIS OBSTACULOS 48

correspondéncias, inclusoes de classes e de ordem serial (incluindo nimeros), divisoes e
deslocamentos ordenados e suas medi¢oes. Porém ha uma limitacao no que diz respeito
a operacgoes combinatorias e proporcionais que exigem uma estrutura mais elaborada do
pensamento.

Apébs os 11 anos de idade inicia-se uma fase que vai até a adolescéncia, onde se de-
senvolve um novo tipo de raciocinio desvinculado de objetos. Nesta fase, seu pensamento
comeca a aceitar situacoes abstratas e passa a tratar as hipoteses como algo a ser verifica-
vel. As implicagoes, disjungoes, incompatibilidades e conjungoes sao percebidas e desen-
volvidas sem a necessidade de uma comprovagdo empirica ou vinculos com contextos. O
pensamento matematico adquire maturidade para trabalhar as inversoes e reciprocidades,
bem como a formalizacao de um sistema baseado em conjuntos, admitindo a partir de
entao operacoes combinatoérias e proporcionais.

Quanto ao desenvolvimento cognitivo em Matemaética, Piaget[21] trabalhou com a hi-
potese da inteligéncia estar vinculada ao raciocinio légico desenvolvido pelas criancgas,
mesmo antes da formalizacao proporcionada pela escola. Segundo o autor, algumas pes-
soas se mostram extremamente inteligentes para outras areas de estudo e quando vao
formalizar conteidos matemaéaticos acabam fracassando. Isso se deve ao fato de que o
raciocinio logico se desenvolve desvinculado das metodologias que direcionam o ensino,
ademais a propria estrutura da Matematica possui um simbolismo proprio além de exigir
um alto grau de abstracao.

A aptdao ao estudo da Matematica pode estar, segundo o autor, vinculada a uma
compreensao da linguagem, nao obstruindo um conhecimento estrutural dos objetos em
questao. O fato de ndo conhecimento do simbolismo pode acarretar a nao compreensao de
determinado ponto, que implicara a nao compreensao de pontos seguintes, proporcionando
uma barreira no avango dos contetidos abordados. Isso indica que a forma da abordagem
metodoldgica e os complexos afetivos das pessoas que cercam o aluno podem interferir
negativamente em algo que poderia ter um inicio completamente diverso.

Piaget atribui a influéncia do grupo bourbaquista, que fundamentou os estudos da
Matematica na linguagem de conjuntos no inicio do século XX, um fator positivo na
estrutura pscicoldgica do raciocinio légico. Tal organizacao dos contetdos desvinculou
particularidades inerentes ao distanciamento entre os temas, muito recorrente antes dos
bourbaquistas, e contemplou as "estruturas operatérias naturais da inteligéncia e do pen-
samento'. Desde entdo a Matematica divide-se em trés estruturas basicas: algébrica,
de ordenacao e topoldgicas. Estas estruturas estao diretamente encadeadas as operacgoes
fundamentais do pensamento humano.

A Matematica moderna e sua linguagem baseada nos conjuntos teve como objetivo
a introducao formal dos conteudos de maneira precoce, o que de acordo com o autor a
crianca desenvolve naturalmente desde cerca dos 7 anos de idade. A partir de cerca dos

11 anos de idade, como ja fora dito, a estrutura do pensamento ja atingiu um nivel mais
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complexo para comecar a trabalhar "conjuntos de partes que é a fonte da combinatoria e
dos encadeamentos".

A inteligéncia humana é capaz de desenvolver o raciocinio operatorio sem a reflexao
de como isso ocorre. Portanto pode haver um progresso matemético desvinculado dos
simbolos e implicagbes contidos na formalizacao dos contetidos. O grande problema da
pedagogia, segundo o autor, é encontrar o método mais adequado para essa formalizacao,
de tal modo que esse procedimento possa ser teorizado de maneira reflexiva e eficiente.

Tudo isso deriva ao fato do grau de abstracao exigido pela Matematica, onde se procura
a manipulagdo de objetos para atingir esse objetivo, mas a manipulacao excessiva acaba
se tornando um obstaculo pois o vinculo as experiéncias torna o exemplo como referécia
do contetido. No entanto o autor sugere que as experiéncias fisicas sejam trabalhadas de
forma a se tornarem um degrau para a superacao das dificuldades, o que culminara na
utilizagdo da Matematica como ferramenta de resolucao de problemas, tanto os conhecidos
como os que venham a aparecer.

Para finalizar Piaget salienta a importancia de, desde muito cedo, o aluno descobrir
por si mesmo as relagoes, regularidades e as propriedades matematicas pela manipulacao
de objetos, antes mesmo da formalizacao dos contetidos que é baseada no automatismo de
operacoes. Também ¢é necessaria a estensao progressiva baseada nesse mesmo principio,
com experiéncias que proporcionem tal desenvolvimento e ainda criar mecanismos de
verificacao, onde os proprios erros venham a ser verificados e o aluno adquira a pratica

da autocorrecao. Por fim priorizar o raciocinio e a reflexao.



Capitulo 4

PROPOSTA DE ENSINO

Neste capitulo apresentamos um conjunto de atividades que visam o desenvolvimento
do pensamento combinatério desde o 6° ano do Ensino Fundamental. Nos apoiamos nas
pesquisas de [9] que investigou a inclusao de problemas que contenham ideias de arranjos,
combinagoes e permutacoes nos anos que antecedem o Ensino Médio. Segundo a autora,
os problemas apresentados nos anos iniciais envolvem apenas as ideias do principio multi-
plicativo (capitulo 2) e segundo os resultados de sua pesquisa, verificou-se a possibilidade
de ir além desse assunto, sempre utilizando o método de resolugao de problemas. Diante
dessa possibilidade, utilizamos problemas ja existentes nos livros didaticos e que podem
ser solucionados por um método de contagem, outros que fazem uma correlacao entre
temas da Matematica com a combinatéria e elaboramos alguns problemas que julgamos

serem pertinentes ao desenvolvimento do tema.

4.1 Quantidade de diagonais de um poligono convexo

No ensino fundamental, o estudo dos poligonos esta presente nos quatros anos, sendo

feito um reconhecimento conceitual no 6° ano e um maior aprofundamento nos anos

n(n —3)
2

quantidade de diagonais de um poligono convexo qualquer no 7° ano. Em geral é feita uma

subsequentes. Alguns livros didaticos apresentam a férmula , que determina a
observacao em um determinado poligono e apds isso, utiliza-se uma letra para generalizar
a férmula para qualquer outro poligono.

Nossa primeira proposta para este tema é utilizar o principio aditivo da contagem (ca-
pitulo 2) para explorar um pouco mais o assunto, sem a utilizacdo da férmula. Tomemos

como exemplo um octégono.

50
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Os vértices da figura foram enumerados na sequéncia de 1 a 8 para facilitar a visuali-
zagdo. Vamos considerar o par ordenado (x,y) como a diagonal formada pelo segmento
de reta que une esses dois vértices. Assim, (2,5) representa a diagonal formada pelo seg-
mento que une o vértice 2 ao vértice 5. Devemos construir em conjunto com os alunos a
idéia de que = # y, visto que se houvesse a possibilidade de x = y estarfamos diante de
um ponto e nao uma diagonal.

Também devemos mediar a idéia de que z < y ja que a diagonal (2,5) = (5,2). Outra
observacao importante que deve ser analisada pelos alunos é a inexisténcia de algumas
diagonais, como (2, 3) que define um dos lados do octégono. Diante dessas consideragoes

nao sera dificil totalizar a quantidade de diagonais do poligono em questao, pois

Diagonais obtidas pelo vértice 1 = {(1,3), (
Diagonais obtidas pelo vértice 2 = {(2,4), (

As diagonais 7 e 8 ja foram contempladas nas etapas anteriores, portanto uma simples
adicao dos conjuntos acima nos levam ao total de diagonais, que sao 20.

Uma segunda proposta envolvendo a mesma situagao seria utilizar o principio funda-
mental da contagem. Dessa forma pensariamos em como formar o mesmo par ordenado,
sem as restricoes observadas na primeira situagao, onde pensariamos na quantidade de

escolhas que tempos para cada posicao do par:

C.. )
vd N\

8 escolhas 5 escolhas

Sendo assim, temos 8 escolhas para formar o vértice da primeira posicao do par or-

denado, visto que podemos fazé-lo sem restricoes. Para a escolha do vértice que ocupa a
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segunda posicao do par ordenado temos trés restri¢coes: o proprio niimero que foi escolhido
para a primeira posicao e os dois vértices vizinhos que nao formam diagonais, totalizando
5 escolhas.

Logo teriamos 8 -5 = 40 diagonais, o que nao é verdade. Nesse momento devemos ins-
tigar os alunos a deteccao do erro, que esta no simples fato da dupla contagem chegando
assim ao resultado desejado. Apos a solucao de um ou mais problemas deste tipo, o prin-
cipio fundamental da contagem podera ser utilizado para generalizar a férmula descrita

no inicio desta secao.

4.2 Quantidade de divisores de um nimero natural

O estudo de MMC (Minimo miltiplo comum) e MDC (Méximo denominador comum) é
de suma importancia para que o aluno consiga compreender diversas areas da Matematica
até o final do ensino médio. Sua introducao antecede o ensino fundamental mas é no sexto
ano que seu estudo passa a ser sistematizado.

Nesta fase é de total importancia que o aluno compreenda o que sao multiplos e
divisores de um nimero natural[3]. Os miltiplos de um nimero natural sdo infinitos,
porém os divisores sao finitos, logo contaveis. Descrever todos os divisores de um ntimero
natural é uma das tarefas propostas pelos livros didaticos, mas o que se percebe em nossa
pratica é que muitos alunos identificam alguns divisores e nao a sua totalidade.

Nossa proposta para este topico é apresentar uma técnica que totalize a quantidade
de divisores de um nimero para que, de posse dessa informagao, os alunos fiquem mais
seguros ao identifica-los.

Consideraremos um numero primo todo nimero natural maior que 1 que s6 seja di-
visivel por 1 e por ele mesmo[15]. Tomemos o nimero 24 para explorar esta situacao.
Ao decompor o ntimero 24 em fatores primos encontramos 23 - 3, fato este que deve ser
explorado com o aluno para que ele perceba quais sao as combinagoes desses niimeros

primos que geram os divisores do nimero 24. Podemos inferir que:

20.30=1-1=01
21.30=2.1=02

divisor de 24)
divisor de 24)
divisor de 24)
divisor de 24)

divisor de 24)
divisor de 24)
divisor de 24)
divisor de 24)

()
[en]
w
—
|
w
|
]
w
—~ T~ —~ Y~~~

23.31=8.3=24

Esquecendo a base e olhando para os expoentes, nao ¢é dificil perceber que o total de

oito divisores deve-se ao fato de que existe uma arvore de possibilidades (capitulo 2) onde
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hé 4 escolhas para o expoente do niimero 2, e duas escolhas para o expoente do niimero
3:

9{0,1,2,3} o 3{0,1}

Sendo assim, ao efetuar a multiplicacao dos possiveis expoentes observados no niimero
decomposto, atingimos a quantidade de divisores do niimero. Com a pratica espera-se
que o aluno habitue-se com um simples detalhe: basta decompor o nimero em fatores
primos e multiplicar seus expoentes adicionados em uma unidade. Tomemos o nimero 90

como exemplo:
90=2-32-5
Chega-se a quantidade de divisores fazendo-se uma simples conta:
1+1)-24+41)-(1+1)=2-3-2=12

Com a informacao rapida de que o ntmero 90 possui 12 divisores, pode-se esperar
que o aluno deduza-os mentalmente, com a seguranca de saber a quantidade que deve
encontrar.

Esta proposta pode ser considerada muito enriquecedora pois acaba indo além das
técnicas de contagem. Ao conhecer a estrutura que o nimero possui com relacdo aos
fatores primos, o aluno podera perceber de maneira geral como sao elaborados os critérios
de divisibilidade propostos nos livros didaticos.

Além disso, os algoritimos encontrados nos livros didaticos que determinam os divisores
de um nimero sao bem mais complicados de executar que a simples observancia dessa

regra.

4.3 Quantidade de elementos de conjuntos finitos

Conjuntos numéricos é um dos temas abordados no 8° ano do ensino fundamental.
Neste estagio, os PCN propoem que os alunos reconhecam e compreendam as operagoes
envolvendo os conjuntos de nimeros naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais. Além
disso ha uma proposta de resolucao de problemas de contagem incluindo o principio
multiplicativo, com estratégias diversas.

Todos os conjuntos numéricos mencionados possuem infinitos elementos, ou seja, nao
sao conjuntos enumeraveis. Neste nivel de aprendizagem, espera-se que o aluno esteja a
par com as operagoes envolvendo ntiimeros de todos os conjuntos supracitados.

Propomos abrir um parénteses no tema, para trabalhar em nivel bem inicial o prin-
cipio da inclusao-exclusdo (capitulo 2). Para isso elaboramos uma atividade baseada no

contexto diario de diversos alunos, onde sera possivel confirmar a técnica na pratica.
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Utilizaremos para esta proposta o auxilio das redes sociais. Segundo dados do instituto
de pesquisa Ibope!, estima-se que em janeiro de 2013 o Brasil ja teria atingido a marca
de 46 milhoes de usudrios em redes sociais, o que nos da um certo respaldo para esta
Proposicao.

Definiremos um conjunto de amigos do usuario X todos os elementos intitulados como
tal. Podemos citar como o exemplo a rede social "Facebook". Quando o usuario X entra
em sua conta, ele pode verificar a quantidade de amigos que possui. Quando o usudrio
X visita a conta de um amigo qualquer Y, é possivel verificar a quantidade de amigos
comuns de X e Y.

O trabalho em questdao deve ser realizado por duplas que possuam conta em uma
mesma rede social e a questao sera: Quantos amigos a dupla possui? No caso de nao
haverem amigos em comum, o principio aditivo resolve a questao. No caso de haver um
ou mais amigos em comum, espera-se que aplique-se o principio aditivo, descontando os
amigos em comum, que estao se repetindo na contagem.

Também podemos propor uma questao direta para toda a turma, como por exemplo:
Clara é amiga de Beth em uma rede social. Clara possui x amigos enquanto Beth acumula
y. Quando Clara acessa o perfil de Beth, um dos campos da tela informa qua hd z amigos

em comum. Quantos amigos Clara e Beth possuem juntas?
r+y—=z

Além da utilizacdo de um método de contagem, a atividade acima ja inclui intuitiva-
mente a idéia de intersecdo de conjuntos finitos, que também serd um tema trabalhado

apenas no ensino médio.

4.4 Principio fundamental da contagem no 6° ano

E muito comum encontrar nos livros didaticos de 6° ano varias propostas utilizando o

principio fundamental da contagem (capitulo 2). Sdo problemas do tipo:

Exemplo 1 Se possuo duas calgas e cinco camisas, de quantos modos diferentes posso

escolher um par de roupas? (adaptado)

Exemplo 2 Em uma sorveteria existe quatro sabores de sorvetes e trés sabores de co-
bertura. De quantos modos posso compor o sorvete com um sabor e uma cobertura?
(adaptado)?

Entendemos a proposta completamente valida, inclusive passivel de visualizacao de

uma arvore em possibilidades ou qualquer outra composicao, que pode levar o aluno

Thttp:/ /www.ibope.com.br/pt-br /noticias/paginas/numero-de-usuarios-de-redes-sociais-ultrapassa-
46-milhoes-de-brasileiros.aspx
2Retirados do livro "Matemdtica e realidade de Gelson Iezzi e outros.



CAPITULO 4. PROPOSTA DE ENSINO 55

a interpretar toda a esséncia envolvida em situagoes desta espécie. Nao encontramos
nenhuma pesquisa acerca deste assunto, mas nota-se em nossa pratica educativa que, de
maneira geral, os alunos que nao compreendem plenamente o sentido do exercicio também
conseguem chegar ao resultado corretamente.

O fato é que exercicios como os exemplificados acima estao inseridos no contexto de
multiplicagdo de niimeros naturais e, os dados numéricos fornecidos no enunciado podem
ser utilizados sem alteragoes em uma multiplicagdo. Sendo assim, para resolver o Ezemplo
1 o aluno utiliza os nimeros 2 e 5 fornecidos no enunciado e multiplica-os, obtendo o
resultado 10 (o Ezemplo 2 é anilogo).

Nossa proposta é que apds o aluno resolver problemas deste nivel, incluamos situagoes
um pouco mais elaboradas que exijam o uso conjunto do principio aditivo e do principio
fundamental da contagem (capitulo 2). O objetivo desta proposta é verificar se houve
validade no entendimento das situa¢oes mais simples.

Podemos contextualizar da sequinte forma: Em uma lanchonete vocé tem a disposi¢ao
x lanches diferentes, y opc¢oes de sucos naturais e z variedades de refrigerante. De quantas
formas diferentes vocé pode fazer seu pedido, de forma que seja composto por um lanche
e uma bebida? (considere z, y e z nimeros naturais).

Nesta situagao nao basta uma simples multiplicacao das quantidades enunciadas, pois
nao esta sendo feita uma simples escolha de um elemento de cada conjunto. Temos
a certeza da escolha de um tipo de lanche, mas a outra escolha sera feita entre dois
conjuntos disjuntos, ou seja, o conjunto dos sucos ou dos refrigerantes.

O aluno podera elaborar um esquema para elucidar a situacdo e devera perceber
que tratam-se de duas arvores de possibilidades distintas, ou seja, uma arvore formada
pelo conjunto dos lanches e sucos, outra arvore formada pelo conjunto dos lanches e
refrigerantes. Desta forma nao sera dificil perceber que a resolugao de tal problema é a
soma das quantidades obtidas nas duas arvores supracitadas. Logo a resolucao aritmética

do problema consiste em
rT-y+x-z

que distancia-se de uma certa evidéncia fornecida pelo enunciado.

Outros contextos poderao ser trabalhados neste sentido como: Lucia possui x vestidos,
y camisetas, w calcas e z shorts. De quantas maneiras ela podera se vestir se optar por
uma das alternativas abaixo:
a) Usara um vestido.
b) Usard uma camiseta e uma calga.
c¢) Usard uma camiseta e um shorts.
Notemos que a opg¢ao a é independente e nao deve estar vinculada a nenhum outro con-
junto. As opcoes b e ¢ sdo analogas a proposta anterior. Logo a resolugao deste problema

sera
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T+ yw+ yz

onde a primeira parcela refere-se ao item a, a segunda parcela ao item b e a terceira

parcela ao item c.

4.5 Elaborando senhas

Um contexto presente no cotidiano dos alunos do ensino fundamental é a elaboragao
de senhas. Em um passado bem préximo, elaborar senhas era uma tarefa exclusiva de
adultos, como senha de cartoes magnéticos por exemplo. Com a chegada da internet,
a utilizacdo de senhas passou a ser executada por praticamente todas as faixas etarias,
incluindo adolecentes, com a disseminacao de correios eletronicos, ambientes de bate-papo,
redes sociais, etc.

A elaboracao de uma senha pode ser um fato totalmente aleatério ou algo mais me-
morizavel. No primeiro caso ha uma aversao por parte da maioria das pessoas, pois uma
senha escolhida aleatoriamente possui uma boa chance de ser esquecida. No segundo caso,
alguns critérios podem ser adotados no sentido de obter-se uma estratégia que impeca o
esquecimento da mesma.

Apresentaremos uma proposta que podera ser trabalhada nos 8° e 9°s anos do ensino
fundamental, por ser uma faixa etaria mais proxima ao mundo digital. Consiste na ela-
boragao de uma senha com critérios pré-definidos e de forma que cada aluno tenha um
critério préprio.

O contexto pode ser o seguinte: Vocé precisa elaborar uma senha para criagdo de
uma conta em uma rede social. Ha uma exigéncia por parte do fornecedor do servigo de
que sejam utilizadas z letras e y algarismos (x e y sdo nimeros naturais). Para melhor
memoriza-la, vocé adota os seguintes critérios: Para as letras utilizara somente aquelas
contidas em seu primeiro nome. Para os ntimeros utilizara apenas os constantes em seu
ano de nascimento. Quantas sao as possiveis senhas que vocé pode criar?

Note que a tarefa abre um leque de solugoes, pois cada aluno que for resolvé-la devera
utilizar seus dados pessoais. Suponha que uma aluna se chame Maria e tenha nascido
em 2000. O conjunto de letras e algarismos que ela poderd utilizar sdo, respectivamente,

Lntaria = {a,i,m,r} e Aggoo = {0,2}. Logo, sua resposta pessoal serd
4% . 9y

pois para cada caractere das letras ela possui quatro opgoes e para cada caractere dos
algarismos, duas escolhas.

Agora suponha uma aluna chamada Elizabeth, nascida em 1998. Ela possui conjuntos
de opgoes maiores que Maria, pois Ly apern = {@,b,e,h, 4,1, t, 2} e Ajgos = {1, 8,9}. Logo

sua resposta pessoal serd
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8% . 3Y

pois para cada caractere a ser preenchido com letras ela possui oito opc¢oes e para os
algarismos, trés escolhas.

A partir destas solugdes pessoais muitos desdobramentos podem vir a ocorrer, como
por exemplo comparar a quantidade de senhas possiveis entre Maria e Elizabeth. E obvio
que Elizabeth tem mais possibilidades de senhas do que Maria e podemos até instigar
uma situacao probabilistica: Qual senha possui um grau de dificuldade maior de ser
"descoberta"? Espera-se que, por ter um nimero maior de possibilides a resposta seja a
senha de Elizabeth.

Outro desdobramento pode ser: O fato de Elizabeth possuir mais possibilidades de
senhas torna sua semha mais sequra do que a de Maria no sentido de ser "descoberta'?
Espera-se com esta questao que existem possibilidades de senhas com letras e niimeros
repetidos, o que torna a senha nao tao segura como os nimeros podem mostrar.

Podemos variar esta questao modificando um dos critérios adotados, como por exemplo
solicitar que as letras e os nimeros sejam distintos. Neste caso a quantidade de senhas
¢ menor do que a proposta anterior, salvo o caso em que x = y = 1. Vejamos como
fica o caso de um aluno que contenha w letras e z nimeros a disposicao, w > x, z > y
(r,y,w,z € N):

w-(w=—1) (w=2)...(w—x+1)-2z-(z=1)-(2=2)...(z—y+1)

Como as letras e niimeros sao distintos, para cada escolha ja feita ficamos com uma escolha
a menos na proxima casa.

Para esta versao, deve-se tomar o cuidado de estender os critérios de escolha de letras
e niameros, como poder utilizar o nome e o ano de nascimento completos, pois corremos o
risco de encontrar alunos com o primeiro nome muito curto, onde a quantidade de letras
exigidas ultrapassa suas opgoes, tornando-se impossivel a solu¢do do problema, salvo o
caso em que o mediador queira provocar a situacao para que o préprio aluno chegue a

essa conclusao.

4.6 Os pedacos da pizza

No sexto ano do ensino fundamental, o aluno deve ser capaz de reconhecer niimeros
racionais em seus diversos contextos, com a exploracao de situac¢oes que fazem mencao a
relagdo parte/todo, razao e equivaléncia[3]. Em nossa pratica cotidiana percebemos que
uma das formas mais usuais da abordagem desse assunto em livros didaticos é a utilizacao
de figuras geométricas divididas em partes iguais, algumas delas coloridas, onde o aluno

deve indicar uma fracao correspondente a parte pintada da figura.
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Existem também as contextualizagoes com barras de chocolates divididas em pedagos
convenientes e, o mais famoso de todos, a pizza. Nesses contextos sdo abordados assun-
tos como numeros mistos, fragoes improprias, equivaléncia de fragoes, simplificacao das
mesmas, comparagcoes, operagoes, entre outros.

Em nossa proposta queremos explorar essas ideias associadas ao principio das gavetas
(capitulo 2), que por sua simplicidade pode ser de grande utilidade nesta fase de fixagao
dos temas fundamentais da Matematica, como é o caso das fragoes.

Considere a seguinte situagao: Cinco amigos pediram uma pizza de calabresa que veio
dividida em oito pedacos aparentemente iguais. Eles comeram exatamente 1 da pizza.
Pode-se afirmar que pelo menos um dos amigos comeu mais de um pedago de pizza? Por
que?

Antes de responder a primeira pergunta, os alunos devem verificar quantos pedagos
de pizza foram comidos, o que nao estda explicito, devido a fracdo aparecer na forma
irredutivel®. Diante disso, ele deve procurar o denominador que lhe convém, que no caso
é o nimero oito pois é a mesma quantidade de pedacos em que a pizza foi dividida. Ao
fazer a equivaléncia da fracao (figura 4.1) e descobrir que seis dos oito pedagos foram

comidos a informacao ja é suficiente para a primeira resposta.

Figura 4.1: Fracoes equivalentes.

Ao responder o porque, dentre tantas respostas possiveis, espera-se algo parecido com
o principio das gavetas, ou seja, se cada um dos amigos tivesse comido apenas um pedago
da pizza, o total consumido seria de cinco pedagos e nao seis como ficou comprovado.
Logo, pelo menos um deles consumiu mais de um.

Uma variagao interessante da situacgao envolve a versao geral do principio das gavetas.
Considere que os mesmos cinco amigos foram a uma loja de doces e resolveram comprar
um saco de jujubas onde continha os dizeres: Contém 112 jujubas. Eles colocaram em um
recipiente e foram comendo aleatoriamente, enquanto assistiam TV. Quando ja estavam

satisfeitos, dividiram as jujubas restantes para levar para casa. Um deles comentou:

3Chamaremos de fracdo irredutivel uma fracdo que nao pode ser simplificada, ou seja, o numerador e
o denominador sao primos entre si.
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Nossa! Comemos exatamente metade do pacote. Diante dessa afirmacao, é possivel dizer
que pelo menos um dos amigos comeu 12 ou mais jujubas? Por que?

Para esta questao podemos ter os seguintes desdobramentos: Os alunos podem ex-
plorar divisao com resto ou trabalhar com nimeros decimais. O que se espera com esta
proposta é que o aluno explore o fato de metade do pacote representar 56 jujubas que, ao
serem consumidas pelos cinco amigos, nao poderiam por obra do acaso ter sido ingeridas
em partes iguais. Se o aluno trabalhar a divisao com resto, poderéd perceber que na melhor
das hipoteses cada amigo teria comigo 11 jujubas e teria sobrado uma, que na verdade
nao sobrou e foi comida por um deles. Ao trabalhar com nimeros decimais, 11,2 seria o
quociente e remeteria a ideia de que cada amigo consumiu onze jujubas inteiras mais 0,2
de outra, o que também nao condiz com a realidade. De uma forma ou de outra, pelo
menos algum deles comeu 12 ou mais jujubas.

Como se trata da metade da quantidade, pode se esperar também que o argumento
seja utilizado na divisao das jujubas restantes, pois remeteria a ideia de que, ao dividir
igualmente o produto nao consumido, os amigos levariam para casa a quantidade de 11
cada um e restaria a decisao do que fazer com a jujuba restante. Sendo assim, caso a
decisao fosse um sorteio por exemplo, pelo menos um deles levaria 12 jujubas para casa,
situacao analoga a questao proposta.

Os problemas que sao solucionados pelo principio das gavetas deixam margem para
vérias interpretagoes, como é o caso deste dltimo. E certo que a questdo principal de que
pelo menos um dos amigos realmente comeu 12 ou mais jujubas, pode ser justificado de
muitas formas. Como exemplo, algum aluno poderia argumentar que dos cinco amigos,
pode ter ocorrido de dois deles terem comido vinte e cinco jujubas cada e os outros
trés terem comido duas jujubas cada um. Ainda assim, ele teria subsidios de responder
corretamente a questao que nao entra no mérito de quanto cada um comeu e sim se

aconteceu tal evento.

4.7 Construindo estradas

Nesta secao iremos propor algumas atividades baseadas na teoria dos grafos para que
o aluno do ensino fundamental possa construir conceitos sobre minimizacao/otimizacao
de recursos. As atividades nao requerem pré-requisitos e poderao ser exploradas do 6° ao
9° ano do ensino fundamental. Todas as atividades desta sessao sdo de nossa criacao.

Considere que vocé seja governador de um novo Estado onde sete cidades estao sendo
fundadas. Sua missao inicial sera construir um conjunto de estradas, com a maior econo-
mia de recursos possivel, de tal forma que sempre seja possivel se locomover entre duas
cidades (sec¢do 2.7.5), mesmo que para isso seja preciso passar por outras cidades. Veja o
mapa na figura 4.2.

Neste momento espera-se dos alunos que eles elaborem um sistema com o menor nu-
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Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Lambda

Epsilon

Figura 4.2: Estado da Gregolandia.

mero possivel de estradas, neste caso seis (se¢ao 2.7.7), pois como nao estamos trabalhando
com custos, a primeira preocupacao seria levar em consideracgdo apenas a quantidade.
Também nao seria impossivel alguém levar em consideragao a metragem dessas estradas,
embora nao seja o objeto de estudo neste momento.

Apés esse primeiro contato podemos propor aos "Governos'a seguinte questdo: E
possivel construir um sistema de estradas na figura 4.2, na menor quantidade possivel,
em que para se locomover de uma cidade a outra se passe, no maximo, por uma cidade
que nao seja a cidade destino?

Aqui cria-se mais uma regra, sem abrir mao dos custos. E ébvio que néo se quer aqui
a ligacao de todas as cidades duas a duas, pois isso demandaria a construcao de muitas
estradas. O que se quer é minimizar a construgdo das estradas e tornar a viagem, em
certo sentido, mais curta. Essa situacao pode remeter um aluno que criou um sistema de
estradas como na figura 4.3 a repensar o seu sistema pois, em tal situagdo, quem viajar
da cidade Alfa até a cidade Lambda teria que passar por todas as outras cidades do
estado. Note que este sistema é possivel, visto que vocé pode escolher uma cidade-sede e
fazer um sistema no qual todas as outras cidades sejam ligadas a essa cidade-sede, como
mostra a figura 4.4. Dessa forma, se a cidade de Sigma for a origem ou destino nao serd
necessario passar por outra cidade, caso contrario a viagem passarda apenas por Sigma
antes de chegar ao destino.

Agora observe a tabela 4.1. Ela fornece o preco de construcao das estradas do estado
de Gregolandia, por exemplo, construir uma estrada de Alfa para Sigma o custo é de
$ 3.000.000. Por questoes geogréficas, algumas estradas nao podem ser construidas, de
tal maneira que na tabela ao invés do preco de construcao esta a palavra "inviavel'.
Determine, utilizando a figura 4.2, um conjunto de seis estradas, que ligue completamente

as cidades de Gregolandia e possua o menor custo de produgao possivel.
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Estado da Gregolandia

Alfa Sigma Gama

- J

Delta

Epsilon

Figura 4.3: Um possivel sistema de estradas.

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Gama
Lambda%\o’rme‘qa
FEpsilon Delta

Figura 4.4: Cidade-sede Sigma.
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Tabela 4.1: Custo de produgao das estradas de Gregolandia.

Cidade 1 | Cidade 2 | Custo de produgao ($)
Alfa Sigma 3.000.000
Alfa Lambda 2.700.000
Alfa Epsilon 3.000.000
Alfa Gama inviavel
Alfa Omega 3.300.000
Alfa Delta inviavel

Sigma Lambda 2.700.000
Sigma Epsilon 3.300.000
Sigma Gama 3.300.000
Sigma Omega 2.700.000
Sigma Delta 3.300.000
Gama Lambda inviavel
Gama Epsilon inviavel
Gama Omega 2.700.000
Gama Delta 3.000.000
Omega | Lambda 2.700.000
Omega | Epsilon 3.000.000
Omega Delta inviavel
Delta Lambda 3.000.000
Delta Epsilon 3.000.000
Epsilon | Lambda 2.700.000
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Neste exercicio nao basta apenas criar um conjunto de estradas que satisfaca todas
as cidades de Gregolandia. Portanto a regra a ser observada aqui é o menor custo de
producao (secao 2.7.7) na hora de decicir quais estradas serdo construidas. No caso,
escolher as estradas mais em conta nao ¢ apropriado pois a cidade Delta nao teria ligagao

com nunhuma outra, como é possivel observar na figura 4.5.

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Lambda

Epsilon

Figura 4.5: Sistema de estradas com menor custo.

Portanto cabe aos alunos a decisdo de qual (ou quais) estrada com custo de $ 2.700.000
deve ser descartada e decidir pela estrada que sera efetivamente executada. Podemos
incluir a pergunta: O seu sistema de estradas é igualmente justo com todas as cidades?
Com essa questao os alunos podem verificar se a logistica de locomogao entre as cidades

nao prejudica qualquer trajeto entre elas.

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Lambda

FEpsilon

Figura 4.6: Um sistema de estradas com custo minimo.
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Por exemplo, o sistema de estradas da figura 4.6 possui um custo de $ 16.500.000 e
atende aos requisitos do problema, porém a locomocao de Delta para Gama, cuja distancia
nao é tao grande, demanda uma volta bem maior do que se houvesse uma ligacao direta
entre essas cidades. Podemos observar que este tipo de proposta possui um leque de
variagoes que podem ser exploradas de acordo com o publico alvo, podendo ter um grau
de complexidade ainda maior.

Consideremos agora a seguinte situagao: O estado de Gregolandia se desenvolveu e foi

construido um sistema com nove estradas (figura 4.7).

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

g Omega

FEpsilon

Figura 4.7: Sistema com nove estradas.

Para facilitar a identificacdo das estradas, chamaremos cada uma pelas iniciais das
cidades em que ela liga. Por exemplo, AO representa a estrada que liga Alfa & Omega.
Um turista quer conhecer todas as cidades de Gregolandia. Ele chega a cidade Sigma
e quer elaborar um roteiro de modo que passe exatamente uma vez em cada estrada,
terminando a viagem na cidade de Sigma. E possivel elaborar tal roteiro? Em caso
positivo, mostre um dos possiveis roteiros.

Neste caso espera-se que os alunos consigam elaborar um roteiro facilmente, pois como
vimos na sec¢ao 2.7.5, o que queremos na atividade é elaborar um passeio Euleriano, que
¢ possivel pois em todas as cidades incide uma quantidade par de estradas. Logo uma
possibilidade seria: R = {SO;0A; AS; SG;GD; DL; LA; AE; ES}.

Consideremos agora outro sistema contendo nove estradas conforme figura 4.8. Se
o mesmo turista quisesse elaborar um roteiro, comecando e terminando pela cidade de
Sigma, isso seria possivel? Em caso positivo, mostre um dos possiveis roteiros.

Neste caso temos duas cidades onde incide uma quantidade impar de estradas, o
que inviabiliza o roteiro. Devemos permitir que os alunos facam conjecturas a respeito
do problema, que apesar de conter a mesma quantidade de estradas, nao admite uma

programagao como no primeiro caso. Podemos explorar com os alunos sobre alteragoes
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Estado da Gregolandia

Alfa

Epsilon

Figura 4.8: Outro sistema com nove estradas.

no sistema que viabilizaria a exigéncia do turista, ou seja, precisariamos de uma ou mais
alteracoes? Se excluirmos uma ou mais estradas, poderiamos obter esse roteiro? Quais
condicoes vocé listaria como necessarias para que ocorresse tal roteiro? Essas questoes
podem instigar os alunos a elencarem algumas condi¢oes como a conexao de todas as
cidades no sistema, o fato da paridade chegada-saida da cidade e também que a quantidade
de estradas nao interfere necessariamente no passeio proposto.

Baseado nessa informacoes, criamos as atividades do Anexo A que foram aplicadas a
alunos de 6° e 9° anos do Ensino Fundamental onde analisamos a luz da teoria de Piaget[21]
se entre os obstaculos propiciados pela analise combinatéria inclui-se o desenvolvimento
de um raciocinio combinatoério segundo a idade ou a experiéncia do estudante.

Os alunos do 6° ano estudam na Unidade Municipal de Ensino Rui Barbosa, na cidade
de Cubatao. Trata-se de um bairro isolado a margem da Rodovia Imigrantes, onde a
escola ¢é bastante valorizada pela comunidade local. Os estudantes dessa faixa etaria sao
dedicados e atenciosos. Selecionamos 25 alunos para realizar as atividades visto que a
mediagao fica menos tumultuada. As atividades foram realizadas em duas sessoes de
duas horas cada na prépria escola, sendo a primeira sessao com as atividades 1 e 2 e a
segunda sessdo com as atividades 3 e 4.

Os alunos do 9° ano estudam na Unidade Municipal de Ensino Padre José de Anchieta,
também na cidade de Cubatao. Trata-se de uma escola localizada no centro da cidade
onde os estudantes dessa faixa etaria dedicam-se a fim de ingressar em escolas técnicas
ou no Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia, que também oferece um En-
sino Médio integrado ao técnico. Pelos mesmo motivos ja citados foram selecionados 25
alunos e as atividades foram realizadas em duas sessdes, nos mesmos moldes descritos no
paragrafo anterior.

Escolhemos a cidade de Cubatao por ser nossa principal area de atuacao no campo

educacional. Cubatao situa-se na baixada santista, possui cerca de 110.000 habitantes
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e é¢ um importante polo industrial em nivel nacional. A formacao de seus habitantes é
direcionada aos cursos técnicos devido a grande demanda da industria, que muitas vezes
recruta mao de obra de cidades vizinhas pela baixa oferta de pessoas capacitadas na

propria cidade[8].



Capitulo 5

RESULTADOS

Para realizar as atividades convidamos 25 alunos do 6°ano do Ensino Fundamental
e compareceram 22. Ja contavamos com algumas abstencoes pois as atividades foram
realizadas no contra-turno. Dos 25 alunos pré-selecionados do 9°ano compareceram 20.
As atividades foram constantemente mediadas mas demos a total liberdade para que
os estudantes tomassem suas decisoes, deixando claro que as respostas deveriam ser da
conviccao de cada aluno.

Na atividade 1 apresentamos o mapa do estado de Gregolandia com suas respectivas
cidades em quantidade de sete. O aluno deveria contruir tragos entre as cidades que
representavam estradas e decidir, de acordo com seu esquema, qual a menor quantidade
de estradas era possivel para interligar todas as cidades. Com 6 estradas era possivel
a realizacao das interligacoes. O 6°ano obteve apenas duas respostas distintas para a

quantidade de estradas conforme tabela 5.1.

Tabela 5.1: Resultado da Atividade 1 - 6°ano
Quantidade de estradas | Quantidade de alunos | Porcentagem

6 15 63,18%
7 7 31,81%

A mesma atividade foi mediada no 9° ano e obtivemos quatro respostas distintas

conforme mostra a tabela 5.2.

Tabela 5.2: Resultado da Atividade 1 - 9°ano

Quantidade de estradas | Quantidade de alunos | Porcentagem
6 12 60%
7 6 30%
8 1 5%
10 1 5%

Analisando as duas turmas a grande maioria, totalizando 95,24%, optou pela quanti-
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dade de 6 ou 7 estradas para resolver o problema. Desses, 82,5% optaram por um sistema
em sequéncia, ou seja, ligando uma cidade a outra sem tirar o lapis do papel. Aqueles
que optaram por 6 estradas iniciavam a viagem por uma cidade e terminavam em outra
distinta, passando uma vez por cada cidade. Aqueles que optaram por 7 estradas inicia-
vam e terminavam o roteiro na mesma cidade. As figura 5.1 e 5.2 contém dois exemplos

que ilustram as situagoes.
tragos que representardo as estradas que vocé pretende construir.

Estado da Gregolandia,
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a) Quantas estradas vocé precisou construir?
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Figura 5.1: Exemplo de sistema de aluno com 6 estradas
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tragos que representardo as estradas que vocé pretende construir.

Estado da Gregolandia

Sigma

Lambda Omega

.
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1) Quantas estradas vocé precisou construir?

g
Figura 5.2: Exemplo de sistema de aluno com 7 estradas

Quanto as justificativas sobre se o aluno estava com a certeza de ter encontrado a
menor quantidade de estradas, percebemos que o 9° ano apresentou mais clareza em suas
consideracdes. No 6° ano encontramos respostas do tipo "Sim, pois nao hda como ter menos
estradas"ou "Sim, porque esse € o menor numero de estradas possivel". Sete alunos do
6°ano e quatro alunos do 9° ano deixaram a questao em branco ou responderam que nao

tinham certeza. As figuras 5.3 e 5.4 contém exemplos que ilustram as situagoes.
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b) 'YOce tem certeza que essa é a menor quantidade de estradas possivel? Por que?

Observagdes: [
Confira se é possivel se locomover de qualquer cidade para outra.
Confira se ndo dé para reduzir o nimero de estradas do seu projeto.

Figura 5.3: Exemplo de justificativa de aluno do 6°ano

b) Vocé tem certeza que essa é a menor quantidade de estradas possivel? Por que?

Observagdes:
Confira se é possivel se locomover de qualquer cidade para outra.
Confira se ndo dé para reduzir o niimero de estradas do seu projeto.
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Figura 5.4: Exemplo de justificativa de aluno do 9°ano

A Atividade 2 questionou sobre o aspecto logistico das estradas. Para evitar que
cidades proximas enfrentassem longas viagens para se acessarem propusemos que, com a
mesma quantidade de estradas construidas na Atividade 1, os alunos desenvolvessem um
sistema em que para viajar de uma cidade a outra o cidadao passe no maximo por uma

cidade distinta. Os resultados estao apresentados na tabela 5.3.

Tabela 5.3: Resultados da Atividade 2 - 6° e 9° anos
Obtiveram éxito | Nao obtiveram éxito

Gano |10 (45,45%) 12 (54,54%)
9°ano 2 (10%) 18 (90%)

Aqueles que obtveram éxito no 6° ano, 6 deles haviam construido 7 estradas na Ati-
vidade 1 e os outros 4 ja haviam construido o nimero minimo de estradas na primeira
atividade. No 9° ano um dos alunos ja havia construido o mesmo sistema na Atividade 1
e o outro aluno também havia construido o nimero minimo na primeira atividade. Dos
12 alunos que nao obtiveram éxito no 6°ano, apenas 3 alegaram ter conseguido, mesmo o
seu sistema nao atendendo ao requisito. Dos 18 alunos do 9° ano que nao obtiveram éxito
na Atividade 2, 10 deles alegaram ter conseguido, embora 2 realmente tenham conseguido
o sistema porém aumentando a quantidade de estradas.

A Atividade 3 apresentou um orcamento para a construcao das estradas onde, in-
clusive, classificamos algumas delas como inviaveis com a finalidade de desvincula-la da
Atividade 1. O aluno deveria construir um sistema de estradas com a menor quantidade
possivel, ligando todas as cidades e pelo menor preco. Para a realizacao desta atividade
foi permitido o uso de calculadora pois os célculos em si nao eram o objeto de estudo. A

tabela 5.4 mostra o desempenho do 6° e 9° anos.
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Tabela 5.4: Atividade 3 - Construir estradas com orcamento

Atingiram o menor prego % Nao atingiram o menor preco %
6°ano 1 4,55% 21 95,45%
9°ano 5 33,33% 15 66,67%

O tnico aluno do 6°ano que atingiu o menor prego justificou que aquele nao era o
sistema mais barato (pois havia um sistema com 6 estradas com menor prego, porém nao
interligava todas as cidades) mas nao soube explicar porque. Os alunos do 9°ano que
atingiram o objetivo justificaram com argumentos como "porque escolhi as estradas mais
baratas", "porque possui menos estradas'ou "porque foi o menor prego que consegui'.

Quanto a questao da logistica, apenas um aluno do 6°ano, que nao foi o mesmo que
atingiu o menor preco, justificou que nao iria agradar pois "teria que dar muitas voltas para
viajar de uma cidade a outra". A grande maioria disse que iria agradar por ser um sistema
de "menor prego'. No 9°ano sete alunos argumentaram nao ser um sistema bom por
causa logistica e nenhum deles faz parte do grupo que atingiu o menor preco. O restante
considerou que iria agradar a populagao por ter "menor prego'ou nao responderam.

Finalizando a Atividade 3 perguntamos se valeria a pena gastar um pouco mais para
tornar o sistema de estradas mais justo com a populacao. Os resultados estao reunidos
na tabela 5.5.

Tabela 5.5: Atividade 3 - Questionamento sobre o custo-beneficio das estradas

Sim Nao Nao respondeu
6°ano | 9 (40,9%) | 7 (31,82%) 6 (27,28%)
9°ano | 17 (85%) | 3 (15%) 0 (0%)

Apenas 4 alunos do 6°ano e 6 alunos do 9°ano argumentaram sobre suas respostas.
Nao tivemos no 6°ano uma justificativa clara com relagdo aos beneficios que um sistema
otimizado do ponto de vista da logistica poderia ser mais justo com a populagao. A figura
5.5 apresenta um dos argumentos desse grupo.

d) Vale a pena gastar um pouco mais

ara construir is 5
cio? b onstruir um sistema de estradas mais justo com toda popula-

Figura 5.5: Exemplo de justificativa de aluno do 6°ano

Encontramos no 9°ano duas respostas que, embora nao estejam muito claras, referem-
se a uma melhoria no deslocamento da populacao conforme nos mostra a figura 5.6.
A Atividade 4 faz uma alusdo ao passeio Euleriano visto na secao 2.7.5. Apresenta-

mos dois sistemas de estradas prontos, ambos com 9 estradas, onde pedimos que os alunos
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d) Vale a pena gastar um pouco mais para construir um sistema de estradas mais justo cgm toda popula-

cao?
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d) Vale a pena gastar um pouco mais para construir um sistema de estradas mais justo com toda popula-
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Figura 5.6: Exemplo de dois argumentos de alunos do 9°ano

elaborassem um trajeto, iniciando e terminando na mesma cidade, que passasse exata-
mente uma vez por cada estrada. O primeiro sistema de estradas é possivel e o segundo

é impossivel. Os resultados do primeiro sistema estdo reunidos na tabela 5.6.

Tabela 5.6: Atividade 4 - Primeiro sistema com 9 estradas

Elaboraram um roteiro % Nao elaboraram um roteiro %
6°ano 12 54,55% 10 45,45%
9°ano 19 95% 1 5%

Dos 12 alunos do 6°ano que conseguiram elaborar um roteiro para esta atividade
apenas 7 o fizeram corretamente, o que corresponde a 31,82% do total. No 9°ano, dos
19 alunos que conseguiram realizar o roteiro, 10 deles o fizeram corretamente, o que
corresponde a metade dos alunos. No segundo sistema de estradas obtivemos os resultados

que estao reunidos na tabela 5.7.

Tabela 5.7: Atividade 4 - Segundo sistema com 9 estradas

Elaboraram um roteiro % Nao elaboraram um roteiro %
6°ano 7 31,82% 15 68,18%
9°ano 14 70% 6 30%

Dos 7 alunos do 6°ano que elaboraram o roteiro corretamente no primeiro sistema ape-
nas 2 alegaram que no segundo sistema tal roteiro é inviavel , o que corresponde a 9,09%
do total. No 9°ano, dos 10 alunos que elaboraram corretamente o roteiro no primeiro sis-
tema, 4 deles disseram ser impossivel elabora-lo no segundo sistema, o que corresponde a
20% do total. Verificamos também que 10 alunos (45,45%) do 6°ano alegaram nao existir
um roteiro para os dois sistemas enquanto no 9° ano apenas um aluno (5%) fez a mesma
alegacao.

Quanto a alteragdes no segundo sistema para tornar viavel o roteiro levantamos que
6 alunos do 6°ano propuseram modificagoes no sistema, porém 5 deles alegavam té-lo
consiguido na atividade. Apenas um aluno do 6°ano propos uma alteragdo coerente

porém nao justificou-a. No 9°ano encontramos 12 sugestoes de alteracoes donde 6 desses



CAPITULO 5. RESULTADOS 72

alunos alegavam ter conseguido um roteiro no segundo sistema. Dessas 12 sugestoes
apenas 2 alunos apresentaram um sistema coerente, embora nao encontramos em suas
argumentacgoes nada que indicasse a questdao da paridade das estradas em cada cidade,
conforme podemos observar na figura 5.7. Apenas 1 aluno do 9°ano conseguiu acertar a
atividade completa.

¢) Caso ndo tenha conseguido o roteiro em algum dos sistemas de estradas, proponha alguma mudanga que
viabiliza o roteiro (Exemplo: Mudar uma estrada de posigéo, retirar uma ou mais estradas, etc).

Estado da Gregolandia

Sigma

e T

Lambda~_ /mnegu

Epsilon Delta

d) Por que vocé acha que sua alteragdo obteve sucesso?

c) Caso ndo tenha conseguido o roteiro em algum dos sistemas de estradas, proponha alguma mudanga que
viabiliza o roteiro (Exemplo: Mudar uma estrada de posicdo, retirar uma ou mais estradas, etc).

Estado da Gregolandia
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d) Por que vocé acha que sua alteragdo obteve sucesso?
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Figura 5.7: Exemplo de dois argumentos de alunos do 9°ano



Capitulo 6

DISCUSSAO E CONSIDERACOES
FINAIS

Entendemos que o estudo de combinatoria, quando apresentado ao aluno no Ensino
Médio, requer dele uma organizacao de pensamento preciso, que ao esquecer algum de-
talhe pode cometer um erro por falta e ao fazer alguma n-upla contagem pode cometer
um erro por excesso. Por exigir esse grau de precisao esperamos que os alunos possam
construir estratégias coerentes e auto-criticas no sentido de verificar se sua resolugao nao
esta contemplada com faltas ou excessos. Em nossa experiéncia profissional verificamos
uma grande dificuldade com relagdo ao assunto, visto que a utilizacao de férmulas é muito
comum nesse nivel de aprendizagem em matérias como fisica, quimica e na prépria ma-
tematica. O grande problema, como observamos nos estudos de Morgado[17], é que as
formulas apresentadas no contetido de combinatéria podem induzir o estudante a erros se
sua andlise for a simples escolha da férmula mais adequada. Ao fazer isso, os problemas
de contagem recaem a uma tomada de decisao sobre qual férmula utilizar para resolver
o problema em detrimento a compreensao, analise, organizacao de pensamento e tomada
de decisao sobre a questao.

Encontramos nas orienta¢oes dos Parametros Curriculares Nacionais, conforme cita-
mos no capitulo 3, diretrizes com relacao a procedimentos e expectativas esperada dos
alunos nesta faixa etaria. O documento critica o ensino da Mateméatica como um con-
junto de blocos fechados, pois considera que retomadas constantes aos tépicos seja um
instrumento primordial na consolidacao dos assuntos. Desta forma, procuramos construir
nossa proposta de forma a contemplar os quatro anos do Ensino Fundamental e, desta
forma, além de procurar consolidar o tema neste nivel de aprendizagem, também temos
como objetivo a preparacao dos alunos para a sua formalizagdo no Ensino Médio. Isso
procura responder a uma de nossas questoes de pesquisa que indagava como diminuir o
impacto sofrido pelos alunos quando apresentados ao tema.

Ainda nos PCN’s encontramos diretrizes com relacdo aos topicos matematicos que

devem ser trabalhados no Ensino Fundamental, onde encontramos clara mencao da in-
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troducao de combinatoria desde o 3° ciclo, que contempla o 6° e 7° anos. Em nossa
experiéncia pessoal percebemos que alguns livros didaticos utilizados pelos alunos evi-
tam a introdugao do assunto ou se limitam a exercicios béasicos de aplicacao do principio
fundamental da contagem. Em que pese que tais exercicios contribuem bastante no en-
tendimento da arvore de possibilidades, por exemplo, entendemos que da forma que sao
apresentados possuem um facilitador em sua estrutura e que muitos alunos percebem, pois
basta multiplicar os dados numéricos apresentados. Em face disso elaboramos a proposta
4.4 onde ha uma visao aditiva de duas ou mais arvores de possibilidades o que julgamos
ser enriquecedor do ponto de vista didatico.

Quanto a metodologia sugerida pelos PCN’s para o ensino da Matemética, o foco
principal é a énfase na resolucao de problemas. Nao vemos isso como problemética no
ensino de combinatoria visto que, em nossa breve visao histérica do tema, a formalizacao
de tal estudo se deu em avaliar as chances de sucesso em jogos de azar. Também podemos
observar isso nos livros didaticos e, desta forma, nossa proposta procurou permanecer
dentro dessa metodologia.

Um obstaculo que nos preocupa e contribui sobremodo no ensino de Matematica é a
atual formagdo do professor no Brasil. Pudemos observar nos estudos de Saviani[23] que
ao modernizar o curriculo da formagao dos professores no final do século XX, incluiu-se
uma carga horaria minima de matérias pedagogicas sem, no entanto, aumentar o tempo
de formagao dos futuros docentes. Isso implica em uma diminuicao na carga técnica o que
pode ter reflexos negativos na qualidade do ensino, em particular na anédlise combinatéria
que demanda um vasto leque de contetudos.

Acreditamos que a formacao continuada possa suprir as defasagens ocorridas na for-
magao inicial do docente, porém, como vimos também em Saviani[23], a desvalorizagao
da carreira dos professores além de afastar varios jovens de seu ingresso, obriga os que
j& estao atuando nas escolas a dobrar ou mesmo triplicar sua carga de trabalho. Sendo
assim, cria-se um impasse quanto a formagdo continuada pois, ao dispor tempo para
fazé-la faltam recursos, por outro lado para dispor de recursos o profissional abre méao
do seu tempo. Ocorre também que os poucos professores que conseguem aprimorar seus
estudos acabam migrando para os cursos superiores que também carecem de profissionais
qualificados.

Investigamos nos estudos de Piaget[21] como se da a evolucao psicogenética das cri-
ancas para avaliar o grau de complexidade das propostas apresentadas no capitulo 4, em
relacdo ao publico proposto. Segundo Piaget, antes dos 11 anos de idade o raciocinio se
desenvolve a base de intera¢oes com objetos concretos. A partir dos 11 anos de idade a
crianga atinge um nivel mais complexo de pensamento onde seu raciocinio se desenvolve
gradativamente, desvinculado de objetos. E nessa fase que os niveis de abstracio vdo
crescendo e oportunizando um conhecimento mais formal.

Ainda nos estudos de Piaget[21], um grande obstaculo no ensino da Matemética estéd
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vinculado a sua simbologia, que muitas vezes pode ser introduzida de maneira incorreta
pelos docentes, causando um bloqueio que pode desencadear no fracasso dos alunos. Pi-
aget vincula toda inteligéncia do ser humano ao raciocinio 16gico, que se desenvolve em
interagcdes com o meio desde seu nascimento. Desta forma a capacidade de aprendiza-
gem dos alunos pode ser avaliada em outras dreas de conhecimento, mesmo sendo fruto
do desenvolvimento do raciocinio légico. Quando acontece a formalizacdo dos estudos,
no ambiente escolar, os alunos dependem dos atores que farao essa introducao segundo
suas convicgoes, interfirindo substancialmente nas crencas e habilidades dos estudantes.
Acreditamos que este conjunto de obstaculos procura responder nossa questao de pes-
quisa que indagava sobre os principais obstaculos que tornam o tema combinatéria pouco
compreensivel aos alunos.

Fizemos a aplicacao das atividades que constam nos apéndices desta obra, a alunos
do Ensino Fundamental do municipio de Cubatao. Trata-se da introducdao de um tema
que nao consta na Educacao Basica, teoria dos grafos, onde exploramos uma situagao
de contagem modelada pelo mapa de um Estado em construcao. Aplicamos a mesma
atividade a alunos do 6° e 9° anos para, a luz da teoria cognitiva de Piaget[21], analisarmos
o desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Na Atividade 1 pudemos observar um aproveitamento um pouco melhor dos alunos
do 6°ano, onde diante de uma situagdo concreta conseguiram obter um pouco mais de
éxito em relacao a alunos do 9°ano, que estao vivenciando situacoes mais abstratas nesse
nivel de aprendizagem. Na hora de justificar o raciocinio percebeu-se que o 6°ano nao
conseguiu organizar um pensamento baseado em palavras, ja que para isso os alunos
deveriam converter a situagdo concreta para uma situacao abstrata, ou seja, concatenar
suas idéias com simbolos linguisticos.

Na Atividade 2 houve uma grande disparidade na quantidade de éxitos dos alunos do
6°ano em relagdo aos alunos do 9°ano. Além da quantidade de acertos, seis alunos que
nao haviam construido a quantidade minima de estradas na Atividade 1, conseguiram
realizar o sistema na Atividade 2, o que justifica que se deve priorizar o raciocinio e
principalmente, a reflexdo [21]. A Atividade 3 envolvia orcamento e exigiu dos alunos
a tomada de uma estratégia que privilegiasse a escolha de estradas mais baratas, o que
favoreceu ao 9°ano que estd bem mais habituado a algoritmos e processos algébricos. O
6°ano continuou em sua estratégia mais concreta de primeiro montar o sistema de estradas
para depois verificar o preco ou a viabilidade delas. Os argumentos também verificam
uma maior habilidade dos alunos do 9°ano em justificar suas escolhas.

Na Atividade 4 propusemos uma situacao concreta que exigia um certo grau abstragao,
pois a manipulagao deveria ser feita segundo uma logica em passar exatamente uma vez
por cada estrada do Estado. Os resultados foram ligeiramente melhores para os alunos do
9°ano se analisarmos os itens separadamente. Quanto a atividade completa apenas um

aluno do 9°ano conseguiu éxito, o que demonstra que a mescla entre o concreto e o abstrato
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leva o aluno a acertos e erros dentro de um mesmo contexto. Portanto concordamos com
Piaget[21] quando afirma que a inteligéncia humana é capaz de desenvolver o raciocinio
operatorio sem a reflexdo de como isso ocorre.

Introduzimos também como questao de pesquisa se a introdugao do tema combinato-
ria apenas no 2° ano do Ensino Médio seria suficiente para sua compreensao. Conforme
citamos no segundo paragrafo destas consideragoes finais, a abordagem dos assuntos de
forma ciclica contribui na consolidacao dos tépicos matematicos. Também verificamos na
pesquisa de Borba[9] que utilizando o método de resolucao de problemas, é possivel incluir
no Ensino Fundamental temas que vao além do principio multiplicativo, como arranjos,
permutacoes e combinacoes. Diante disso, entendemos que as técnicas de contagem intro-
duzidas gradualmente desde os anos iniciais do Ensino Fundamental poderao contribuir
em estudos futuros, no Ensino Médio, como na propria formalizagao da combinatoéria, pro-
babilidades e estatistica. As atividades aqui propostas ndo demandam um tempo extra
para sua execucao, podendo serem trabalhadas em conteidos pertencentes ao curriculo
escolar atual. Acreditamos que a introducao de noc¢oes iniciais do principio de Dirichlet
e da teoria dos grafos pode estimular uma organizacao do pensamento, sem vincular o
estudo da Matematica a uma ciéncia que explora a simples decisdo de qual formula é mais

conveniente para o caso.
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Apéndice A
Construindo estradas - Parte 1

Prof. Marcelo - Atividades com o Estado da Gregolandia.

Nome: Ne Data: Classe:

Atividade 1 - Construindo estradas - Parte 1

Caro aluno. O Estado de Gregolancia acabou de ser criado e possui sete cidades
conforme o mapa abaixo. A comunidade local vivia nos moldes antigos, subsistindo da
producao de seus proprios alimentos, construindo suas proprias moradias, confeccionando
suas proprias roupas, etc. Esse paraiso comecou a se desenvolver e nao resistiu a glo-
balizagao. O resultado nas urnas elegeu vocé como o primeiro governador. Trata-se de
um Estado muito bonito com belas paisagens e estd havendo uma procura muito grande
por pessoas que adoram estar em contato com a natureza. Sao empresarios, pequenos
agricultores, comerciantes, enfim, pessoas com diversas atividades. Vocé enfrentara um
governo bem dificil, afinal é o primeiro de todos na histéria de Gregolandia. Sua primeira
missao é construir um sistema de estradas que seja capaz de ligar todas as cidades, mesmo
que para isso seja preciso passar por outras cidades para chegar ao destino. Lembre-se
que vocé possui poucos recursos financeiros, entdo o niimero de estradas deve ser o menor
possivel. Considere um trago de uma cidade qualquer a outra como uma estrada. Caso em
seu projeto duas estradas se cruzem elas nao terao alga de acesso, ou seja, nao é possivel
passar de uma estrada a outra. Agora pegue um lapis e faga seu projeto com tragos que

representarao as estradas que vocé pretende construir.
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APENDICE A. CONSTRUINDO ESTRADAS - PARTE 1

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Lambda

Epsilon

a) Quantas estradas vocé precisou construir?

b) Vocé tem certeza que essa é a menor quantidade de estradas possivel? Por que?
Observagoes:

Confira se é possivel se locomover de qualquer cidade para outra.

Confira se nao da para reduzir o nimero de estradas do seu projeto.
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Apéndice B
Construindo estradas - Parte 2

Prof. Marcelo - Atividades com o Estado da Gregolandia.

Nome: Ne Data: Classe:

Atividade 2 - Construindo estradas - Parte 2

Caro governador. Seria possivel construir um sistema de estradas com a mesma quan-
tidade da atividade anterior em que, para se locomover de uma cidade para outra os
moradores passem, no maximo, por uma cidade que nao seja a destino? Pegue seu lapis

novamente e tente construi-lo no mapa abaixo.

Estado da Gregolandia

Alfa Sigma

Lambda

Epsilon

a) Vocé conseguiu produzir esse sistema de estradas?
b) Qual estratégia vocé utilizou ou tentou utilizar para conseguir esse sistema?

¢) Esse novo sistema de estradas pode ajudar na locomocao da populacao? Por que?
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Apéndice C
Construindo estradas - Parte 3

Prof. Marcelo - Atividades com o Estado da Gregolandia.

Nome: Ne Data: Classe:

Atividade 3 - Construindo estradas - Parte 3

Caro governador. Construir estradas nao ¢ algo tao simples como parece. No papel
parece facil mas nao podemos esquecer que condigdes climaticas e geograficas podem in-
viabilizar a construcao de alguma delas. Fizemos uma licitacao para contratar a empresa
que sera responsavel pela construcao das estradas. A vencedora foi a Construtora Egipcia
Ltda. Tenho a honra de lhe apresentar o custo de cada uma das estradas do Estado de
Gregolandia e agora sua missao é desenhar o projeto que:
Ligue todas as cidades de Gregolandia.
Tenha o menor niimero possivel de estradas.

Tenha o menor preco.

Estado da Gregolandia

Alfa

FEpsilon
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APENDICE C. CONSTRUINDO ESTRADAS - PARTE 3

Cidade 1 | Cidade 2 | Custo de producao (9)
Alfa Sigma 3.000.000
Alfa Lambda 2.700.000
Alfa Epsilon 3.000.000
Alfa Gama inviavel
Alfa Omega 3.300.000
Alfa Delta inviavel

Sigma | Lambda 2.700.000
Sigma Epsilon 3.300.000
Sigma Gama 3.300.000
Sigma Omega 2.700.000
Sigma Delta 3.300.000
Gama Lambda inviavel
Gama Epsilon invidavel
Gama Omega 2.700.000
Gama Delta 3.000.000
Omega | Lambda 2.700.000
Omega | Epsilon 3.000.000
Omega Delta inviavel
Delta Lambda 3.000.000
Delta Epsilon 3.000.000
Epsilon | Lambda 2.700.000

a) Quanto custara o seu sistema de estradas?

)
b) Ele é o sistema mais barato de todos? Por que?
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¢) O sistema de estradas que vocé estd propondo ird agradar toda a populagao? Por que?

d) Vale a pena gastar um pouco mais para construir um sistema de estradas mais justo

com toda populacao?



Apéndice D
Passeando pelas estradas

Prof. Marcelo - Atividades com o Estado da Gregolandia.

Nome: Ne Data: Classe:

Atividade 4 - Passeando pelas estradas

As estradas de Gregolandia ficaram muito lindas, com paisagens exuberantes e varios
mirantes. Por conta disso, um atrativo turistico do Estado de Gregolandia é conhecer
suas cidades passando exatamente uma vez em cada estrada, nem que para isso tenha que
passar duas ou mais vezes pela mesma cidade. O importante mesmo é conhecer todas as
estradas sem repeti-las, visto ser um Estado bem extenso e o preco da gasolina estd bem
salgado. O sistema abaixo possui 9 estradas e as identificaremos utilizando as iniciais das
cidades que as ligam. Por exemplo, se vocé se referir a estrada que liga Alfa a Sigma
utilize a notacdo AS. Vocé é capaz de elaborar um roteiro que atenda os requisitos acima

iniciando o trajeto em uma cidade qualquer e terminando-o na mesma cidade?

Estado da Gregolandia

Epsilon

ROTEIRO: { , , : : : , : : }

Veja agora um novo sistema com 9 estradas. Tente elaborar um roteiro turisticos com

0s mesmos critérios do sistema anterior.
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APENDICE D. PASSEANDO PELAS ESTRADAS 85

Estado da Gregolandia

Epsilon

ROTEIRO: { , : : : : : : : }

a) Vocé conseguiu elaborar um roteiro para os dois sistemas com 9 estradas?

b) Em sua opinido, qual é a diferenga entre os dois sistemas, visto que eles possuem a
mesma quantidade de estradas?

¢) Caso nao tenha conseguido o roteiro em algum dos sistemas de estradas, proponha al-
guma mudanga que viabiliza o roteiro (Exemplo: Mudar uma estrada de posigao, retirar

uma ou mais estradas, etc).

Estado da Gregolandia

Epsilon

d) Vocé conseguiu? Por que vocé acha que sua alteragao obteve sucesso?



