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REsuMoO

Este trabalho apresenta uma introducao ao estudo de légica, com a finalidade de
auxiliar a compreensao das demonstragoes matematicas. Nele, apresentamos a lin-
guagem do calculo de predicados de primeira ordem (CPO), o sistema de logica que
estudaremos. Veremos o calculo sentencial (CS), um subsistema do CPO que, em-
bora mais restrito, possui ferramentas para resolver alguns problemas que, embora
mais simples, possuem solugoes similares as demonstracoes matematicas. Iniciare-
mos o estudo do CPO, verificando que suas regras de inferéncia sao uma extensao
das regras do CS. Por fim, veremos algumas aplicagdes do CPO na matematica e
como adapta-lo para ser utilizado no ensino basico, com o propoésito de esclarecer o

conceito e a estrutura das demonstragoes matematicas.



ABSTRACT

This paper presents an introduction of the study of logic, in order to aid unders-
tanding of mathematical statements. Here, we present the language of predicate
calculus of first order (CPO), the system of logic that will be studied. We will see
the sentence calculus (CS), a subsystem of the CPO that although narrower, has to-
ols to solve some problems, though simpler, solutions have similar mathematical
statements. Beggining the study of CPO, checking their inference rules that are
an extension of the rules of CS. Finally, we will see some applications of CPO in
mathematics and how to adapt it for use in primary education, in order to clarify

the concept and the structure of mathematical proofs.



1 INTRODUCAO

Dentre os objetivos da logica, estao o principio e métodos de inferéncia, assim como
a analise de argumentos. Assim, dada uma assercao, gostariamos de saber sua jus-
tificativa ou, supondo verdadeira uma sentenca, o que poderiamos deduzir a partir
dela. Trabalharemos com sentencas declarativas, isto é, sentencas que podemos to-

mar como verdadeiras ou falsas.

Veremos o calculo de predicados de primeira ordem (CPO), "o cerne da logica
classica". Esta, "foi a primeira a ser historicamente desenvolvida e ainda é a 16-
gica mais difundida e usada"[1l]. Além de tratar de sentencas declarativas, a 16gica
classica desconsidera questoes temporais, pois "ela surgiu para auxiliar na funda-
mentacao da matematica, em que o tempo nao é essencial"[1]. Assim, trataremos de
sentencas sempre no presente. O CPO é um sistema de logica formal, com regras
de inferéncias que permitirao a analise de validade de argumentos. Veremos tam-
bém o calculo sentencial, um subsistema do CPO, cujos métodos de inferéncia e
de demonstracoes sao de nosso total interesse por serem similar as demonstracoes

matematicas.



2 ARGUMENTOS

Inicialmente, falaremos de sentengas, enunciados e proposi¢oes. Muitos autores
definem de forma diferente cada um deles. César A. Mortari define sentenca (de-
clarativa) como sendo "uma sequéncia de palavras do portugués que contenha ao
menos um verbo flexionado", proposi¢ao como sendo "o significado de uma sen-
tenca declarativa'e enunciado como sendo "espécie de evento que pode ser datado,
envolvendo a afirmagao por alguém, em alguma situagao, de alguma proposicao".
Essa diferenca pode ser percebida na seguinte situacao: suponhamos que em uma
sala ha duas pessoas, Joao e Paulo, sendo Joao um filésofo e Paulo um contador. A
sentenga "Eu sou filésofo'dita por Jodo é verdadeira, enquanto dita por Paulo é falsa
(supondo, claro, que ambos nao sao filésofo e contador simultaneamente). Usada
por Joao, expressa a proposi¢do verdadeira que Joao é filosofo, enquanto que usada
por Paulo expressa a proposi¢io falsa que Paulo é um filésofo. Agora, suponhamos
que, ainda na mesma sala, Joao profira o enunciado (utilizando a sentenga) "Esta tele-
visao esta desligada", apontado para um canto vazio da sala. Neste caso, o enunciado
nao expressa uma proposi¢do, pois nao ha uma televisao la. Assim, precisariamos de
uma teoria para detalhar a diferenca entre os trés (que nao € o foco deste trabalho).
Logo, trataremos sentencas e proposi¢oes indiferentemente, admitindo que o con-
texto em que aparece a sentenga expressa uma unica proposicao e que as sentencas
respeitarao as regras gramaticais do portugués. Acrescentaremos, ainda, que uma
expressao do portugués sera uma sentenga se esta pode ser considerada verdadeira
ou falsa, nao ambos. No exemplo acima, a sentenga "Eu sou filésofo"seria trocada

por "Joao é filésofo"ou "Paulo é filésofo", dependendo de quem a proferiu.

Considere as seguintes sentencas:

1. O dia esta bonito.
2. Este giz é amarelo.
3. Todos os seres vivos sao mortais.

4. Joao é um ser vivo.



2 Argumentos

5. Joao é mortal.

6. Todos os animais sao répteis.
7. Cavalos sao animais.

8. Cavalos sao répteis.

Nosso bom senso mostra que algumas das sentencas acima sao verdadeiras, outras
falsas e algumas dependem de um contexto, opinido ou defini¢ao. A frase 1 pode
ser verdadeira para uma pessoa e falsa para outra. A frase 2 é facilmente verifi-
cada, a menos que a pessoa a quem foi dita nao pode identificar cores. Enfim, dada
uma sentenga declarativa, temos que esta deve ser verdadeira ou falsa, nao am-
bos. Aqui nao nos cabera, a priori, identificar sentencas como verdadeiras ou falsas.
Interessara-nos a analise de argumentos e/ou a justificativa de sentengas. Diremos
que um argumento é uma lista com n+1 sentencas, sendo a ultima a conclusao e as

demais premissas.

Pela nossa defini¢ao, é um argumento a lista:

(A1)
* P1: O dia esta bonito.
* P2: Este giz é amarelo.
* » Todos os seres vivos sao mortais.

onde P1 e P2 sao premissas e a sentenca antecedida por "»"é a conclusao. Clara-
mente, nao ha um nexo ou sentido entre as premissas e a conclusao. Esse tipo de

argumento serd chamado de ilegitimo.

Vejamos outro argumento:

(A2)
e P1: Todos os seres vivos sao mortais.
e P2: Joao é um ser vivo.

* » Joao é mortal.
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2 Argumentos

Neste argumento, ha uma relagao de sentido entre a conclusao e as premissas. As
premissas garantem a conclusao, nao permitindo concluir o contrario. Este tipo de

argumento sera chamado de legitimo. Agora, considere o argumento:

(A3)
* P1: Todos os animais sao répteis.
* P2: Cavalos sao animais.
* » Cavalos sao répteis.

Pelo que vimos acima, (A3) é um argumento legitimo. Porém, soa-nos estranho,
pois sabemos que a conclusao é falsa. Mas € ai que esta a questao. No estudo de
logica, analisamos a validade dos argumentos. De outra forma, se as premissas
fossem verdadeiras, necessariamente a conclusao também seria verdadeira. Nao ti-

vemos esse problema em (A2), pois as premissas sao verdadeiras.

Em suma, dada uma sentenga ou asser¢ao, gostariamos de obter sua justificativa.
Aqui cabe uma observagao: "nem todas as sentencas podem ser justificadas. A ten-
tativa de justificar todas as asser¢oes leva, como é 6bvio, a um regresso infinito ou a
um circulo vicioso. Com efeito, imagine-se que alguém solicita justificativa para a
assercao A. Para justifica-la é preciso lancar mao de outras asser¢des B, C, etc. Mas
estas novas asser¢oes podem exigir justificacao e se cai numa regressao ao infinito. A
regressao pode ser rompida, caso em que se cai num circulo vicioso, justificando-se
asser¢oes com base em outras que ja haviam exigido justificacao"[2]. Sao quatro os

tipos de sentenca que dispensam justificativa:
* As de constatacao imediata (frase 2, por exemplo);

* As suposicoes, frases do tipo: "Suponhamos que X". Se a sentenca X for a
frase 8, por exemplo, que é sabidamente falsa, nos interessara apenas sua con-

sequéncia logica;
* As "grandes crengas'(frase 3 ou 7, por exemplo),
* Os axiomas de uma teoria (matematica).

Na matematica, deseja-se concluir (deduzir) uma determinada proposicao a partir

de outras proposicoes verdadeiras, estas demonstradas anteriormente. Claramente,

11



2 Argumentos

nao é possivel concluir todas proposi¢oes, pois, como vimos anteriormente, cairia-
mos em uma regressao ao infinito ou a um circulo vicioso. Visto isso, em uma teoria,
ha a necessidade de assumir como verdadeiras determinadas proposigoes das quais
podemos concluir outras proposigoes. Euclides (365?-275? a. C.), em seu livro Ele-
mentos, fez uso de algumas proposi¢oes consideradas autoevidentes (portanto nao
demonstradas), separando-as em dois grupos: os axiomas, proposi¢coes mais gerais,
que podem ser usadas em qualquer ciéncia, como "Coisas iguais a uma terceira sao
iguais entre si", e os postulados, proposi¢oes especificas da teoria (nesse caso, ge-
ométricos), como "Dados dois pontos no plano, é possivel tracar uma linha reta
passando pelos dois". Porém, outros sistemas geomeétricos nao euclidianos, como o
desenvolvido por Bernhard Riemann (1826-1866), contradizem o de Euclides, nao
sendo valido, por exemplo, o famoso quinto postulado de Euclides, que se tivermos
uma reta r e um ponto P fora dela, é possivel tracar uma Unica reta passando por
P que seja paralela a r. Dessa forma, nao se pode mais ter a certeza de que axio-
mas e postulados sao autoevidentes. "O entendimento contemporanea do que sao
axiomas e postulados mudou: nao sao mais proposicoes verdadeiras autoevidentes,
que nao é preciso demonstrar, mas simplesmente qualquer proposicao aceita sem
demonstracao em um sistema"[1]]. Assim, a fun¢ao dos axiomas é dar o alicerce para
a construcao da teoria e, desde Euclides, os sistemas axiomaticos passaram a ser o

ideal nao s6 para a matematica, mas também para a ciéncia.
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3 LINGUAGEM DO CALCULO DE PREDICADOS DE 12 ORDEM

O calculo de predicados de primeira ordem (CPO) sera o sistema de 16gica que va-
mos estudar. Definiremos uma linguagem a fim de abreviar sentencas declarativas

do portugués e eliminar ambiguidades.

3.1 Constantes individuais e variaveis

Analisando os argumentos A2 e A3 do capitulo anterior, vemos que podemos reformula-

los das seguintes maneiras:

(A2)
e P1: Para todo ser, se o ser é um ser vivo, entao o ser € mortal.
e P2: Joao é um ser vivo.
* » Joao é mortal.
(A3)
* P1: Para todo ser, se o ser € um animal, entao o ser € um réptil.
e P2: O cavalo é um animal.
* »O cavalo é um réptil.
Temos que os dois argumentos tem a forma:
e P1: Para todo x, se x é P, entao Q.
e P2:aéP

e paéQ.

13



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

Assim, podemos analisar argumentos pela sua forma, nao necessariamente pelo
seu contetdo. Dessa maneira, definiremos uma linguagem e regras de inferéncia

que tornarao mais simples a analise dos argumentos.

Nos argumentos, geralmente nos referimos ou discorremos sobre algum objeto,
pessoa, numero, etc. E interessante estabelecer em cada situa¢ao um universo de
discurso, isto é, um conjunto cujos elementos estao relacionados com o tema em
discussao. Por exemplo, em (A3), discorre-se sobre seres vivos. Logo, podemos esta-
belecer como universo de discurso o conjunto formado por todos os seres vivos. Em
geral, em discussoes cotidianas, o universo de discurso nao é citado, por estar claro
pelo contexto. Na matematica, ele é estabelecido no inicio da teoria em discussao.
Por exemplo, a discussao sobre nameros pares, permite ter como universo de dis-
curso o conjunto dos nimeros naturais (como € o caso da matematica discreta) ou o

conjunto dos nimeros inteiros, pois € onde estao definidos esses niameros.

Estabelecido nosso universo de discurso, necessitaremos nos referir a seus elemen-
tos. Os elementos deste conjunto serao chamados de objetos de discurso. Em nossa
linguagem, cada objeto de discurso sera representado univocamente por uma das
letras minusculas g, b, c,...,t , munidas ou nao de indice. Estas letras serao chamadas
de constantes individuai. Cabe salientar que essas constantes também poderao
representar objetos com "descri¢oes definidas", isto é, que designa "univocamente
um individuo"[1]. Por exemplo, o objeto "Pelé"poderia ser referido como "o maior
jogador de futebol brasileiro de todos os tempos", ao qual poderiamos dar a cons-
tante p. Assim, a sentenga "O maior jogador de futebol brasileiro de todos os tempos

esta na Europa"pode ser abreviada para "p estd na Europa'em nossa linguagem.

Poderemos discorrer sobre um objeto nao especificado. Neste caso, este objeto sera
representado por uma das letras minusculas x,y,z, munidas ou nao de indices, que
chamaremos de variaveis. Por exemplo, a expressao "Ele estd na Europa'nao pode-
mos dizer se esta é verdadeira ou falsa (ndao sendo assim uma sentenca) ja que nao
podemos identificar com precisao a quem "ele"se refere. Diremos que esse tipo de

expressao € um aberto. Assim, ao invés de dizer "Ele esta na Europa", diremos "x

'Quando estivermos no &mbito da matematica, que é o principal objetivo desse trabalho, usaremos
como constantes individuais as nomenclaturas usuais da teoria em questdo. Por exemplo, na geo-
metria, pontos com letras maiuscula, retas com letras minasculas; quando o universo de discurso
for um conjunto numérico, nao havera a necessidade de utilizar constantes individuais, ou seja, o
objeto de discurso sera seu proprio representante.

14



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

esta na Europa".

3.2 Constantes de predicados

No universo, os objetos tém propriedades ou se relacionam. Considere as sentencas:
1. A baleia é um mamifero.
2. Joao é mais alto do que Maria.
3. O ponto P esta entre o ponto Q e o ponto R.

Em (1) temos que a baleia tem a propriedade de ser um mamifero. Em (2) e (3),
Joao estabelece uma relagao com Maria e o ponto P se relaciona com os pontos Q e
R (ou tem a propriedade de estar entre os dois pontos).

Representaremos as propriedades ou relagoes dos objetos de discurso com letras
maiusculas A, B, C, ..., Z, munidas ou nao de indice. Estas letras serao chamadas
de constantes de predicado. Por comodidade, poderemos utilizar também a, 3,y ...
como constantes de predicado. Assim, podemos definir como M a constante de pre-
dicado que representa "... ¢ um mamifero”, A para "... € mais alto do que ..."e a para
"... esta entre ... e ..", onde as reticéncias indicam o lugar a ser ocupado por um
objeto de discurso. Dessa forma, uma constante de predicado nao pode representar
uma sentenga. Para isso, precisamos "completa-la"com os objetos de discurso que
fazem parte da dela. O numero de objetos relacionados pela constante de predicado
sera o grau da constante predicado. Se P é uma constante de predicado de grau n,

entao diremos que P é um predicado n-ario.

Agora, veremos como abreviar sentengas para nossa linguagem. Devemos iniciar
a expressao com a constante de predicado, seguida das constantes individuais na
ordem em que figuram na sentenga. Sendo b a constante individual para o objeto de
discurso "baleia"e M o predicado 1-ario (ou unario) que representa "... € um mami-
fero", a sentenca (1) sera representada por Mb. Sendo j e m as constantes individuais
para "Joao'e "Maria", respectivamente, e A o predicado 2-ario (ou binario) que repre-
senta "... é mais alto do que ...", a sentenca (2) sera representada por Ajm. Note que a
expressao Amj representa a sentenga "Maria é mais alta do que Joao". Em (3), como
os objetos de discurso sao elementos geométricos, as constantes individuais serao

suas proprias nomenclaturas (no caso, letras maitsculas). Neste caso, é conveniente

15



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

utilizarmos letras gregas como constantes de predicado para nao causar confusao
na leitura. Sendo a o predicado 3-ario (ou ternario) que representa "... esta entre ...
e ...", a sentenca (3) sera representada por aPQR. O procedimento é analogo para
abertos, onde uma variavel substitui um objeto de discurso nao especificado. Por
exemplo, a sentenga "Alguém é mais alto do que ele", que podemos ler como "x é

mais alto do que y"sera representada por Axy.

Até aqui, vimos sentencas que se referiam a pelo menos um objeto de discurso. Ha
o caso de sentencas sem sujeito ou que nao se referem a nenhum objeto de discurso,
como em "Anoitece". Neste caso, teremos um predicado zero-ario N, por exemplo,
que representara a sentenca. Constantes de predicado de grau zero serao chamadas

de letras sentenciais.

3.3 Operadores légicos

Algumas sentencgas apresentam uma estruturam mais complexa. Por exemplo: "Joao
e Maria sao estudantes". Esta sentenca é uma abreviagao (do portugués) para "Joao é
estudante e Maria é estudante", ou seja, é formada por duas sentengas mais simples
("Jodo é estudante", "Maria é estudante") unidas pela expressao do portugués "e'".
"Esse tipo de expressao que forma sentencgas a partir de sentencas mais simples sera
chamado de operador logico ou conectivo"[1]]. Sendo exx: "x é estudante", j: "Joao",
m: "Maria", a sentenc¢a "Joao e Maria sao estudantes"pode ser representada por "Ej
e Em". Sao exemplos de operadores logicos (onde "..."indica um lugar ocupado por

uma sentenca):
* Talvez ...
* Nao ocorre que ...
e .. Mmas...
* Ana cré que ...

Claramente, ha um ntimero muito grande de operadores, mas serao uns poucos de

nosso interesse. Usaremos cinco operadores 16gicos:
: ~ n.n n n
* O operador de conjungado "e", que representaremos por "A ";

* O operador de negagao "nao", que representaremos por "=";

16



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

* O operador de disjuncao "ou", que representaremos por "V";

* O operador de implicagao material ou condicional "se ..., entdo ...", que repre-

sentaremos por "—";

* O operador de bicondicional "... se, e somente se, ...", que representaremos por

.
Assim, usando as defini¢oes acima:
* Ej A Em representa: "Joao é estudante e Maria é estudante".

* —Ej representa: "Joao nao é estudante", ou ainda, "Nao ocorre que Joao é estu-

dante".
* EjV Em representa: "Joao é estudante ou Maria é estudante".
* Ej — Em representa: "Se Joao é estudante, entao Maria é estudante".

* Ej < Em representa: "Joao é estudante se, e somente se, Maria é estudante".

3.4 Formulas

Agora, resta falarmos dos quantificadores. Para o préoximo exemplo, nosso universo

de discurso sera o conjunto dos niumeros inteiros. Considere as sentencas:
1. Todo ntmero é par.
2. Algum numero é par.

Seja Px: "x é par". Queremos abreviar as sentencas (1) e (2), mas elas nao se re-
ferem a um objeto propriamente (ou claramente) dito. Em (1), ela quer dizer para
qualquer objeto do universo, este objeto é par, enquanto que em (2), ela quer dizer
que existe pelo menos um objeto do universo que é par. Nesses casos, usaremos os
quantificador universal "V"(qualquer que seja ou para todo) e o existencial "3"(existe
pelo menos um) para a variavel que ocorre na sentenga. Assim, as abreviagoes para

(1) e (2) sao, respectivamente, YxPx e dxPx.
Até aqui, vimos como abreviar sentencas. Essas sentencas abreviadas facilitarao

nosso estudo de légica. Definamos termo como sendo constante individual ou va-

riavel.

17



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

Definicao 3.1 Se P é uma constante de predicado n-drio e cy,...,c,, sao termos, onde n € 7

en >0, entao Pcy,...,c, é uma formula atomica [1l]. Além disso:

1. Foérmulas atomicas sdao formulas;

2. Se a e B sdo formulas, entdo —a, a AB, aVp, a— pea < Bsdoformulas

(moleculares).

3. Se x é uma varidvel e a é uma formula, entdo Vxa e Axa sao formulas.

Até agora, vimos formulas bem simples, mas precisaremos trabalhar com férmulas
um pouco mais elaboradas. Entao precisaremos de sinais de pontuacao. Esses sinais
serao parénteses (quando necessario, colchetes). A funcao dos parénteses é nao per-
mitir ambiguidades na leitura de uma férmula e, em alguns casos, serao omitidos,
sempre que ndo houver risco de erro na interpretacao. Por exemplo, seja Mx: "x é
um mamifero", b: "baleia", g: "golfinho"e Px: "x é um peixe". Considere as seguintes

sentencas:

1. Se a baleia é um mamifero e o golfinho é um mamifero, entao o golfinho nao é

um peixe ou a baleia ndo é um peixe.

2. A baleia € um mamifero e, se o golfinho é um mamifero, entao nao ocorre que

o golfinho é um peixe ou que a baleia nao é um peixe.

Pelo que vimos até aqui, a formula

permite varias leituras e, aparentemente, seria uma abreviacao para as frases (1) e
(2). Mas vemos que se tratam de sentengas diferentes. Em (2), temos uma conjungao,
onde uma das partes é "A baleia é um mamifero". Ja em (1), temos um condicional.
Assim sendo, vamos estabelecer um critério de leitura de uma féormula, quando
esta nao possuir parénteses, que permitiriam uma leitura nao ambigua. A ordem
de precedéncia dos conectivos (do mais "fraco"para o mais "forte") sera: —,V,A,—
e <. Dessa forma, na formula (3.1I), como ocorre dois conectivos "=", temos que
estes negam a féormula imediatamente a frente, antes do préximo operador. Assim

a primeira "leitura"deve ser

18



3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

Seguindo, o proximo operador a ser analisado deve ser "V", fazendo com que a se-
gunda "leitura"seja
MbAMg — [(-Pg)V (—=PD)].

Agora, o operador "A":

(MbAMg)— [(=Pg)V (=Pb)]

Finalmente, o operador "—", fazendo com que a férmula (3.I) seja lida, univoca-
mente, como
(MbAMg)— [(=Pg) V (—PD)],

tratando-se da sentenca (1). Nada impede de escrevermos a féormula (3.1) como
sendo (MbAMg) — (-PgV —Pb). Estabelecido esse critério, a sentenca (2) sera abre-
viada para Mb A [Mg — —(PgV =Pb)].

As formulas do tipo Yxa ou dxa nas quais x ocorre em « serao chamadas de for-

mulas gerais, onde a, em ambos os casos, € o escopo do quantificador. Note que:

e as formulas y : Vx(Px — Qx) e § : VxPx — YxQx sdo, respectivamente, geral
e molecular. Em y, o escopo do quantificador é (Px — Qx)). Em 0, ha dois

quantificadores. O escopo do primeiro quantificador é (Px) e do segundo é

(Qx).
* Vxy..Yx,a, onde xq,...,x,, ocorrem em «, também é uma féormula geral.

Ha ainda os casos de formulas onde ocorrem variaveis nao quantificadas. Por exem-
plo, em 6 : Vx(Pxy A Qx) — Rx, a variavel y esta no escopo de um quantificador, mas
nao da variavel y. A ocorréncia de x em (Rx) ndo esta no escopo de um quanti-
ficador. Se uma variavel nao esta no escopo de um quantificador dessa variavel
dizemos que a ocorréncia da variavel ¢é livre. Uma férmula que possui pelo menos
uma variavel livre é dita aberta. Caso contrario, a formula é dita fechada, como em

VxVy[(Pxy A Qx) — Rx]. Note que formulas fechadas representam sentencas.

Em suma, uma linguagem de primeira ordem £ do CPO consiste em:
* constantes e variaveis individuais;

* paracada n > 0, constantes de predicado n-arios;
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3 Linguagem do calculo de predicados de 1% ordem

* operadores;
* quantificadores;
* sinais de pontuagao.

De posse desses critérios, podemos converter sentencas para férmulas do CPO.
Aqui, cabe salientar as proposicoes categodricas, da teoria do silogismo de Aristoteles
(384-322 a. C.E. Elas sao da seguinte forma:

Todo A é B.

Nenhum A é B.

Algum A é B.

Algum A nao é B.

Muitas sentencgas de estrutura mais complexa podem ser escritas nesse formato. Por

exemplo:
1. Todo ntimero par é primo.
2. Nenhum numero par é primo.
3. Algum ntmero par é primo.
4. Algum numero par nao é primo.
Sendo Px: "x é par'e Qx: "x é primo", essas sentencgas serao abreviadas para:
1. Vx(Px — Qx).
2. ¥Yx(Px — =Qx).
3. dx(Px A Qx).

4. Ax(Px A =Qx).

2 Aristételes criou a logica como disciplina, embora alguns pensadores ja haviam se ocupado com a
questao da validade de argumentos. A teoria do silogismo foi o cerne da légica aristotélica que,
embora limitada, "foi considerada a légica até bem pouco tempo atras"[1].
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4 CALcuLO SENTENCIAL (CS)

Antes de estudarmos o CPO, vamos analisar argumentos, cujas estruturas internas
das sentengas possamos ignorar. Para esses casos, veremos a nogao de verdade e
como validar argumentos através de regras de inferéncia.

Vejamos alguns argumentos (ja com suas formulagoes sugestivas):

(A4)
* P1: Se Maria danga, entao Joao canta. (Dm — Cj)
* P2: Maria danga. (Dm)
* » Joao canta. (Cj)
(A5)
* P1: Se todo nimero inteiro é maltiplo de 1, entao 0 é par. (YxM;x — P0)
* P2: Todo namero inteiro é maltiplo de 1. (YxM;x)
e » 0 ¢é par. (P0)
(A6)
* P1: Todo professor tem curso universitario. (Vx(Px — Ux))
* P2: Joao é professor. (Pj)
* » Joao tem curso universitario. (Uj)
Analisando (A4) e (A5), vemos que eles sao da forma
e P1: A— B.
e P2: A.

* » B.
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isto é, um condicional antecedido por uma férmula A e sucedido por B na premissa
1, a mesma férmula A na premissa 2 e a mesma féormula B como conclusao. Esse
tipo de argumento sera legitimo (como veremos mais a frente), independente das

formulas A ou B. Analogamente, o argumento (A6) é da forma
e P1: A.
e P2: B.
- » C.

ou seja, a segunda premissa, embora tenha relagao com a primeira, estruturalmente
sao formulas diferentes. Se trata de um argumento legitimo, mas as estruturas inter-
nas das férmulas sao analisadas para a legitimidade do argumento (caso que estu-
daremos mais adiante). Essa parte da logica que estuda os argumentos, ignorando a
estrutura interna das férmulas é o calculo sentencial (CS) ou logica proposicional.
As sentencas (féormulas) serdao abreviadas apenas por letras sentenciais A, B, C, etc.

Assim, teremos somente formulas atomicas e moleculares.

4.1 Valoracao

Para analisar argumentos, ¢ importante saber em que condi¢ao alguma férmula é
verdadeira ou falsa. Assim, precisamos de uma interpretagao para as féormulas do
CS.

Definicao 4.1 Dado um universo de discurso, uma fung¢do verdade v é uma fungao,
cujo dominio é o conjunto de todas as formulas e contradominio o conjunto {V,F}, onde

V é uma abreviagdo para "verdadeiro”e F para "falso”.

Visto que as formulas moleculares sao construidas a partir das férmulas atomicas,
é bastante interessante que possamos determinar o valor de uma férmula molecular
a partir dos valores das formulas atdmicas que as compoem. Sejam A e B férmulas
atomicas e v uma fungao verdade. Pela definicao, pode ocorrer v(A) =V e v(=A) =
V, que é um caso que nao nos interessa. Assim, precisamos estabelecer um tipo

especial de funcao verdade com algumas propriedades de nosso interesse:

* Sendo A uma férmula atomica, temos apenas duas opg¢des, mas nao ambas:
v(A) = V ou v(A) = F. Em qualquer caso, é razoavel que —A tenha o valor

oposto de A. Assim, se v(A) =V, entao v(—A) = F, e vice versa.
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4 Calculo Sentencial (CS)

* Apesar da interpretagao usual, quando dizemos "A ou B", queremos dizer que
"ocorre"A, B ou ambos. Dessa forma, v(A V B) = F somente quando as duas
forem, simultaneamente, falsas, isto é, v(A) = v(B) = F. Em qualquer outro
caso, V(AVB)=V.

* O sentido da conjuncao "e"é de simultaneidade. Assim, quando dizemos "A
e B", queremos dizer que tanto A quanto B "ocorrem". Logo, v(AAB) =V

somente quando v(A) =v(B)=V.

* Alogica classica define que v(A — B) = F se, e somente se, v(A) =V e v(B) = F,
que, equivalentemente, pode ser formulada por v(A — B) = V se, e somente
se, v(wA) =V ouv(B) =V . A escolha v(A — B) = F se, e somente se, v(A)=V
e v(B) = F é razoavel, pois é o caso que nao pode ocorrer numa deducao qual-
quer, mas causa discussoes por tornar verdadeiras sentengas cujo antecedente
do condicional nao tem relacao com seu sucessor. "A razao de a légica classica
ter escolhido o caminho que escolheu é que essa analise do condicional, diz-
se, € adequada para trabalhar na matematica"[1]]. Uma forma de entendermos
isso é que, de uma sentenca falsa, podemos deduzir qualquer coisa, ou seja, se
o antecedente de um condicional é falso, nao importa o valor do sucessor desse
condicional. Para citar um exemplo famoso, "Se 2 + 2 = 5, entao a Lua é feita
de queijo"é verdadeira na logica classica. Outra forma de ver isso é um tipo de
expressao usada em situagoes onde alguém faz uma afirmagao absurda, como
"Cavalos podem voar", e nos respondemos "Se cavalos podem voar, entao eu
sou um mico de circo". Um outro exemplo que pode causar uma certa des-
confianca é a seguinte sentenga: "Se existe um numero real x tal que x # 0 e
x1=0,entdo 1 = 0". Temos um condicional com antecedente e sucessor falsos

e, de fato, a sentenca é Verdadeir.

* Podemos entender "A se, e somente se B'como "A é equivalente a B". Assim, é

natural que v(A < B) = V se os valores das duas férmulas sao iguais.

Estabelecidas as propriedades, teremos:

Definicao 4.2 : Sejam A e B formulas atomicas e v uma fungao verdade. Diremos que v

¢ uma valoracgao se:

1. v(A) =V se, esomente se, v(—~A) = F. Da mesma maneira, se v(A) = F se, e somente
se, v(—=A)=V.

'Demonstraremos essa sentenga posteriormente
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4 Calculo Sentencial (CS)

2. Sev(A) =v(B)=F, entao v(AV B) = F. Em qualquer outro caso, v(AV B)=V.
3. Sev(A)=v(B) =V, entao v(A AB)=V. Em qualquer outro caso, v(A A B) = F.

4. Sev(A)=V ev(B)=F, entdo v(A — B) = F. Em qualquer outro caso, v(A — B) =
V.

5. v(A & B) =V se, e somente se, v(A) = v(B).

Agora, como saber o valor de uma férmula qualquer? Um método que podemos
utilizar é a construcao de uma tabela verdade. Nela, estarao todos os valores pos-
siveis para qualquer valoracao. Podemos construir uma tabela verdade para uma

formula da seguinte maneira:

1. Colocamos na primeira linha todas letras sentenciais que ocorrem na férmula

e, para cada operador, a formula "operada“pelo operador.

2. Atribuimos todos os valores possiveis para as letras sentenciais (note que a
tabela terd 2" + 1 linhas, onde n é o numero de letras sentenciais, excluidas as

repetigoes, que ocorrem na féormula).
3. A partir dos valores das letras sentenciais, completamos a tabela.
Exemplo 4.3 Atribuir todos os valores possiveis para y : (A — B) V(A A C), onde A,

B e C sao formulas atomicas.

Seguindo os passos, a construgao sera:

. A|B|C|(A—>B)|[(AAC)|(A—>B)V(AAC)

2. Como h4 3 letras sentenciais, temos 2% = 8 possibilidades para os valores des-

sas letras.

(A—B) | (AAC) | (A—B)V(AAC)

b m<g < < <|\»
M < < mm< < |\ w
m< o< o< <0
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3. Para completar a 4% e 5% colunas, basta aplicar a defini¢ao. Para completar a al-

tima coluna, devemos considerar a formula ¢V onde a: (A — B)e f: (AAC).

A|B|C|(A=B)| (AAC)| (A= B)V(AAC)
viviv] v v v
V|V|F| Vv F \%
V|F|V| F \% \%
V|F|F F F F
F|lV|IV] V F \%
F|V|E| V F v
F|F|V]| V F

F|F|F| V F \%

Assim, vimos que y recebe o valor V para uma valoragao v, tal que v{(A) =V,
v1(B) = F e v1(C) = V (4 linha). Nesse caso, diremos que val(y) = V segundo vy,
que escreveremos val, (y) = V. Analogamente, sendo v, uma valoragao tal que
v5(A) =V, vy(B) = F e v5(C) = F (5 linha), temos que val,, (y) = F.

Exemplo 4.4 Atribuir todos os valores possiveis para a : (A — B) <> (=B — —A).

A tabela verdade para «a é:

A|B|-A|-B|(A—>B)|(-B—>-A) | (A—>B)< (-B— -A)
V|IV| F | F \% \Y% \%
VIF| F | V F F \%
F|V|V | F \% \Y% \%
F|F|V |V \% \Y% \%

Nesse ultimo exemplo, vimos que a recebe o valor V, para qualquer atribuicao de
valores para A e B. Esse tipo especial de formula é muito importante para nosso

estudo de légica.

Definicao 4.5 Uma formula a é uma tautologia se val(a) =V, para quaisquer valores
dos dtomos que as compoem, ou seja, val,(a) =V, para toda valoragao v. Uma formula
B é uma contradigdao se val(p) = F, para quaisquer valores dos atomos que as compoem,

ou seja, val,(B) = F, para toda valoragao v.

Um bom exemplo de contradi¢ao é a formula a A —a, que podemos verificar fa-

cilmente por uma tabela verdade. Além disso, se uma féormula  é tautologia se,
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4 Calculo Sentencial (CS)

e somente se, —|[5 é uma contradigéo. Posteriormente, faremos muito uso de tau-
tologias para dedugoes e demonstragoes em geral. Verificar, via tabela verdade, se
uma férmula é tautologia pode ser um processo muito trabalhoso. E conveniente
termos "formas"tautoldgicas, isto é, formais gerais de formulas em que podemos fa-
zer substitui¢coes uniformes e ainda termos tautologias. Por exemplo, vimos que
a: (A — B) & (=B — —A) é tautologia, mas sera que se substituirmos todas as ocor-
réncias da letra sentencial A em «a pela férmula (A — B) vV (A A C), por exemplo,

ainda teremos uma tautologia? Para responder esta pergunta, precisamos:

Definicao 4.6 Seja a uma formula. Entdo a[P : B] é a formula obtida a partir de a pela

substituicao uniforme da letra sentencial P pela formula p.

Teorema 4.7 Se o é uma tautologia e p é uma formula, entdo a[P : B] é uma tautologia

[2]

Demonstragdo: Seja a* = a[P : B] e v uma valoragao.

* Caso 1: P nao ocorre em . Seja vy uma valoragdo tal que v, (P) = val,(p) e, para
toda letra sentencial X que ocorre em a”,v(X) = v(X). Assim, val, (a) =val,(a”).
Agora, val, () =V, pois a é tautologia. Entdo, segue que val,(a*) = V. Logo, a*

é tautologia.

* Caso 2: P ocorre em fB. Basta considerar ay = [P : Q], onde Q é uma formula que

nao ocorre em « e seguir de forma andloga para a* = [Q : B].
O

O teorema [4.7] permite-nos dizer que ¥ : (PAQ > AAC) & (=(AAC) > =(PAQ))
¢ uma tautologia, identificando que y é obtida da tautologia (A — B) <> (=B — —A)
pela substituicao uniforme de A por P A Q e de B por AAC.

Apresentamos a lista de algumas tautologias mais notaveis (lembrando que a, e y

sao formulas quaisquer) [2]:
1. Principio da identidade: a — «
2. Cadeia inferencial: (@ = ) = [(f — ) = (a = )]
3. Intercambio de premissas: [a@ — (B — )] < [ — (@ = y)]

4. Importacao e exportagao: [a = (f = y)] < [(a AB) = ]

(&)

. Negacao do antecedente: —a — (a — f3)
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6. Contraposicao: (a — ) & (= — —a)
7. Dupla negagao: ——a < «a
8. Principio da nao contradi¢ao: —(a A —a)

9. Leis de Morgan:
® —|(C¥ /\[5) <~ (—|0( \% —|[5)

* =(aVp) e (man-p)
Mais algumas tautologias que usaremos mais a frente:
1. (@ — B) < (-a V p)
2. (a o p)el(a—p)A (- a)l
3. (anp)—>a
4. (aAP)—> B
5. a — (aVp)

6. B—(aVp)

4.2 Consequéncia tautolbgica

Dado um argumento, gostariamos de legitimar ou ndo tal argumento. Queremos
saber se as premissas acarretam a conclusao. Dito de outra forma, dado um conjunto
finito de formulas (as premissas), se estas forem verdadeiras, entao a conclusao tem

que, necessariamente, ser verdadeira.

Definicao 4.8 Uma formula B é consequéncia tautologica (ou imediata) das féormulas
ay,..., ay, escrevendo ay,...,a, = B, se, nas tabelas de valores, a formula  recebe o valor

V em todas as linhas em que as formulas ay,..., a,, recebem o valor V.
Vimos no inicio do capitulo que o argumento

e P1: A—B.

* P2: A.

* » B.
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é legitimo. Reformulando, dizemos que A — B, A F B. De fato, na tabela verdade

A|B|(A—>B)
Viv| Vv
V|F F
FlV| V
F|F| V

a féormula B recebe V nas linhas em que (A — B) e A recebem V.

Vimos que as tautologias recebem sempre o valor V. Assim, uma tautologia é
consequéncia tautologica de qualquer féormula, ou ainda, de nenhuma férmula. Es-

creveremos F a para dizer "« é tautologia".

Teorema 4.9 Se a F f3 se, e somente se, = a — p.

Demonstragdo: Se a = f, temos que f recebe o valor V em todas as linhas que « recebe
o valor V e, nessas linhas, « — p recebem o valor V. Nas linhas onde « recebe o valor F,
a formula o — B recebe o valor V. Logo, a — f é tautologia.

Se F a — B, quando a recebe o valor V, necessariamente p recebe o valor V. Logo, a F p.
O

Podemos generalizar o resultado, cuja demonstragao é analoga:
Teorema 4.10 ay,..,a,_1,a, = se, e somente se ay,...,a,_1 F a, — .

Teorema 4.11 F a < f3 se, e somentese, a = e f F a.

4.3 Dedugao

Validar um argumento através de uma tabela verdade pode ser uma tarefa bem tra-
balhosa. Por exemplo, se uma féormula possuir 7 letras sentenciais, a tabela verdade
terd 129 linhas. E conveniente termos um modo pratico para concluir se uma fér-
mula S pode ser deduzida de um conjunto de férmulas (admitidas verdadeiras) I'.
Precisaremos estabelecer, de modo razoavel, as regras de inferéncia, isto é, as situa-
¢Oes nas quais podemos obter féormulas a partir de outras férmulas que possuiamos
anteriormente. Utilizaremos essas regras como axiomas em nossa teoria, que serao

baseadas em algumas consequéncias tautoldgicas. Serao as seguintes:

1. Modus Ponnens (MP) : a« e o — f, logo .
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. Modus Tollens (MT): @ — p e =, logo -«

Conjungao (C): a e 8, logo a A B.

Disjuncao (D): a A B, logo a. a A B, logo B.

. Expansao (E): @, entao a V . a, entao f v a.

Silogismo Disjuntivo (SD): a V e —a, logo . a V e =, logo a.
Silogismo Hipotético (SH): @« — 8,  — v, logo a — .
Condicionais para Bicondicionais (CB): a — e f — a, logo a < B.

Bicondicionais para Condicionais (BC): a <> f8,logo a — . @ < 8, logo  — a.

As consequéncias tautologicas (que podem ser verificadas por uma tabela de valo-

res) utilizadas para a escolha das regras acima sao, respectivamente:

1.

2.

3.

a,a—pFEPB
a—p,-pFa
a,pEanp

aNBFa
aNBEP

aFaVp
aFBVa

aVp,-akEp
aVp-pFa

a—=>pp—o>yEa—y

a—pp—oaFaep

aopFa—p

aepEL—a.
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Diremos que uma férmula a é logicamente equivalente a uma férmula g se v(a) =
v(B), para toda valoragao v. Estabeleceremos também o principio da substituicao
(PS): "expressoes logicamente equivalentes sao intercambiaveis em enunciados em
que ocorram. De fato, como s6 tratamos de enunciados cujo valor depende apenas
dos valores dos seus enunciados componentes, se uma parte de um enunciado é
substituida por um outro enunciado equivalente a essa parte, o valor do enunciado

resultante é o mesmo do que o enunciado original"[2]].

Definicao 4.12 Seja I' um conjunto de formulas e p uma formula. Uma dedugao (ou
demonstragdo) de B a partir de I é uma sequéncia ay,...,a,, de formulas, tal que a,, =
B ecada a;, 1<1i<mn, éuma formula que pertence a I' ou foi obtida, por meio de
regras de inferéncia, a partir de formulas anteriores na sequéncia. Diremos que p é uma

consequéncia logica de I (ou que, de I' deduz-se ), escrevendo I - .

Sendo I' = {04,...,0,} e tendo I + 8, ao invés de escrevermos "{d4,...,0,} - ", por
comodidade, escreveremos "1, ...,0, F f". O uso do principio da substitui¢ao pode
tornar uma dedugao mais simples. E conveniente ter em mios algumas equivalén-

cias notaveis:
1. Leis de Morgan:
* (@A) e (mav-p)
* =(aVp) e (man-p)
2. Dupla negacio: ~—a < a
3. Contraposicdo: (a — p) < (= — —a)
4. Definicdo de implicacdo: (a@ — f) © (-a V B)
5. Comutacio:
* (aVp)e (BVa)
* (@anp)e(BAa)
6. Associacio:
*(av(pvy)eavp)Vvy)
c(@an(BAry)eoanp)ry)

Exemplo 4.13 Mostre que A — B,-B,AV C+ C. Queremos explicitar a sequéncia

ay,..., ay, onde a, = C. Primeiramente, listaremos as premissas:
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1. A—= B
2. =B
3. AvC

Cada linha da lista, sera uma féormula da sequéncia procurada. Assim, teremos
que justificar cada uma, citando a regra utilizada e a quais linhas esta se refere. As

premissas serao indicadas pela letra P:

1. A—>B P
2. -B P
3. AvC P

Das premissas A — B e =B (linhas 1 e 2), pela regra Modus Tollens, concluimos —A.

Podemos inclui-la na sequéncia, sendo MT sua justificativa:
4. -A 1,2 MT

Agora, de AV C e —A (linhas 3 e 4), pela regra Silogismo Disjuntivo, concluimos C,

acrescentando-a a sequéncia, seguida de sua justificativa, finalizando a deducao:
5. C 3,4SD

Note que a sequéncia apresentada nao é Unica. De fato, A é equivalente a -—A e,
consequentemente, A V C é equivalente a —=(—A) VvV C, que por sua vez é equivalente
a =A — C (definicao de implicacao). Assim, pelo principio da substitui¢ao, -A —
C poderia ser acrescentada a sequéncia, sendo PS sua justificativa, e ser utilizada,

juntamente com —A para concluirmos C por Modus Ponnens:

1. A—>B P
2. -B P
3. AvC P
4. =(=A)VvVC 3PS
5. -A—-C 4 PS
6. —A 1,2MT
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7. C 5, 6 MP

Alguns argumentos validos nao podem ser deduzidos utilizando apenas as regras
de inferéncia que estabelecemos. E o caso de alguns argumentos onde a conclusio
¢ uma formula do tipo @ — B, ou seja, um condicional. No exemplo acima, vimos
como deduzir C de A — B,-B,A Vv C. Todas férmulas da sequéncia foram obtidas
por meio das regras de inferéncia, sem a necessidade de premissas hipotéticas. Uma

dedugao na qual nao houve adicao de premissas é chamada de derivagao direta.

Seja I' = {04,...,0,} e deseja-se deduzir « — p de I'. Pelo teorema 01,y Oy F
a — f§ se, e somente se, 0y,..,0,,a F f. Baseado nisso, estabeleceremos a regra
demonstragao condicional (DC): se deduz-se p de I' e «, entao deduz-se « — p de
I'. Assim, para deduzir « — p de I, adicionamos uma premissa hipotética a e, se
conseguirmos concluir 8, entao, pela regra demonstragao condicional, concluimos
a — B. E claro que, a partir do momento da adigao de uma premissa hipotética,
as formulas concluidas estarao condicionadas a essa premissa, nao podendo serem

utilizadas na dedugao fora deste contexto. Exemplifiquemos:

Exemplo 4.14Mostre que A —» (B— C),D - A,B+D — C.

Comecemos listando as premissas:

1. A—>(B— () P
2.D—>A P
3. B P

Queremos deduzir D — C, um condicional. Adicionamos, entao, uma premissa
hipotética (PH) D:

4. D *PH

O simbolo "*"indica que as férmulas concluidas a partir desta linha estarao condici-
onadas. Queremos concluir C. Agora, por Modus Ponnens (linhas 2 e 4), concluimos
A:

5. A 2,4 MP

Novamente, por Modus Ponnens (linhas 1 e 5), concluimos B — C e, em seguida,

também por Modus Ponnens (linhas 3 e 6) concluimos C:
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6. B—>C 1,5 MP
7. C 3,6 MP

Conseguimos concluir C, mas a partir de uma premissa hipotética. Queremos, en-
tao, "descarta-la"para obter a real conclusao desejada: D — C. Faremos isso do
seguinte modo: a premissa hipotética foi marcada com o simbolo "™*"; entao marca-
remos a conclusao condicionada a ela com o mesmo simbolo, indicando que esta foi

obtida a partir da férmula com a primeira marcagao:

1. A—>(B—C) P
2.D—>A P
3. B P
4. D *PH
5. A 2,4 MP
6. B—>C 1,5 MP
7. C *3,6 MP

Agora, aplicamos a regra demonstragao condicional, obtendo a conclusao desejada
(a partir da premissas iniciais). A numeragao desta linha indica onde iniciou e onde
encerrou a demonstragdo condicional, sendo que as linhas cuja numeracgao esta entre

esses numeros, incluindo-os, ndao podem ser usadas na sequéncia da dedugao:

1. A—>(B—C) P
2.D—-A P
3. B P
4. D *PH
5 A 2,4 MP
6. B—>C 1,5 MP
7. C *3,6 MP
8. D—C 4,7 DC
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Exemplo 4.15 Mostre que A —» (B— C)+ B — (A — C) Temos que

A—->(B—->C)FrB—(A—C)

se

A—-(B—->C),BFrA—-C

que por sua vez, ¢ valido se

A—(B—C),BA+C

Iniciemos listando a (Gnica) premissa e adicionamos a premissa hipotética, inici-

ando uma demonstracao condicional:
1. A—»(B— () P
2. B *PH

A partir dessa premissa, queremos obter A — C, outro condicional. Entao, inicia-
remos outra demonstracao condicional dentro da anterior. Para isso, adicionaremos
uma segunda premissa hipotética B, da qual queremos concluir C, naturalmente

com uma marcagao distinta da primeira:
3. A “*PH

Seguindo, obtemos as linhas 4 e 5:
4. B—C 1,3 MP

5. C 2,4 MP

Concluimos C, como queriamos. Logo, podemos eliminar a segunda premissa hi-

potética, concluindo A — C pela regra demonstragio condicional:

1. A= (B—C) P

2. B *PH
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3. A *PH
4. B—>C 1,3 MP
5. C 2,4 MP
6. A—>C 3,5DC

Note que a altima conclusao esta condicionada a primeira premissa hipotética. Mas
é exatamente o que queriamos: a partir de B concluir A — C. Assim, eliminamos

essa premissa, obtendo a conclusao desejada:

1. A—>(B— () P
2. B *PH
3. A **PH
4. B—>C 1,3 MP
5. C ** 2,4 MP
6. A—>C *3,5DC
7. B> (A—- () 2,6 DC

Resta-nos analisar um tipo especial de deducao: a derivagao indireta ou demonstragao
por absurdo. Ela consiste em admitir como premissa a negagao da féormula a qual se
quer obter, concluindo, assim, uma contradi¢ao. Dessa forma, a premissa admitida
se torna improépria, de onde concluimos a férmula inicialmente desejada. Dito de

outra forma: suponhamos que desejemos validar I' - a. Agora, se
I,-ar-pAB,
pela regra demonstragao condicional, temos que
I['+=a—(=fAPB),
que, pelo principio da substituicdo, é equivalente a

I‘I-—|—|0(V(—|[5/\[5),
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que por sua vez, € equivalente a

I'-aVv(=pAP).

Como nao desejamos contradigoes, concluimos, entao, a.

Sendo assim, seja I' = {04,...,0,,} e deseja-se deduzir a de I'. Estabelecemos a regra

demonstragdo por absurdo (DA): se deduz-se = A de I e —a, entao deduz-se o de I;

se deduz-se = A p del e a, entao deduz-se —a de I

Exemplo 4.16 Mostre que A —» (BV C),B— —=A,D — -C+ —=(D A A).

Queremos concluir —(D A A). Comecemos listando as premissas e supondo por

absurdo (SPA) a negacao do que se deseja:
1. A-»(BVvC)
2. B—>-A
3. D—--=C

4. ——(D A A)

P

P

P

*SPA

Note que a marcagao ""indica que toda formula concluida a partir desse ponto es-

tara condicionada. Ao final eliminaremos essa premissa adicional similarmente as

demonstragoes condicionais. Prosseguindo:
5. D
6. A
7. BvC
8. =C
9. B
10. -A

11. =AANA

4D
4D
1, 6 MP
3,5 MP
7,8 S8SD
2,9 MP

6,10C

Assim, concluimos —A A A, uma contradigao. Logo, a premissa —=—(D A A) é impro-

pria. Pela regra demonstragdo por absurdo, obtemos a conclusao desejada e elimina-

mos a premissa adicional:
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10.

11.

12.

. A= (BVC)

B—)—|A
D — -C

DAA

BvC

-C

-A
-AANA

~(DAA)

4 Calculo Sentencial (CS)
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5 APLICAGOES DO CALCULO SENTENCIAL

Vimos que o CS permite mostrar, de uma forma efetiva, a validade de alguns argu-
mentos, cujas estruturas internas das premissas possamos ignorar. Claramente, nao
podemos, ainda, analisar premissas, cujas abreviagoes (férmulas) requerem quan-
tificadores. Porém, muitos sao os casos em que, para solucionar um problema ou
concluir alguma informacao, as ferramentas do CS sao suficientes para cumprir o
que desejamos. A ideia principal (que é também um dos principios basicos da mate-
matica) é a seguinte: dado um conjunto de informacdes (supostamente verdadeiras),
queremos obter novas informagoes que sao consequéncias (logicas) das primeiras.

Veremos, através de alguns exemplos, como obter novas informacodes através de
deducbdes logicas. E importante ressaltar que os métodos e principios que utilizare-
mos se assemelham muito as demonstracoes matematicas. Dito de outra forma, as
"técnicas"que utilizaremos podem ser vistas como um "treino"para habituar-se com

demonstragoes matematicas.
Exemplo 5.1(IBMEC-2008)Considere as duas sentencas abaixo.

1. Se o filme ja comegou, entao o telefone esta desligado.

2. O telefone esta desligado se, e somente se, o cidadao é educado.

Sabendo que a sentenca (1) é falsa e a sentenca (2) é verdadeira, é correto

concluir que:

a) o filme ja comecou, o telefone nao esta desligado e o cidadao é educado.
b) o filme ja comecou, o telefone esta desligado e o cidadao é educado.

c) o filme ja comegou, o telefone nao esta desligado e o cidadao nao é edu-
cado.

d) o filme nao comecou, o telefone esta desligado e o cidadao é educado.
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e) o filme nao comecou, o telefone nao esta desligado e o cidadao nao é edu-

cado.

Iniciemos formulando as sentencas:
e F: O filme ja comecou .
* D: O telefone esta desligado.
* C: Ocidadao é educado.
Consequentemente:
* —F: O filme nao comecou .
e —D: O telefone nao esta desligado.
* —C: O cidadao nao é educado.

Assim, a sentenca (1) sera F — D e a sentenca (2) sera D < C. Pelo enunciado,
F — D é falsa. Logo, ~(F — D) é verdadeira, onde teremos —(F — D) e D < C como

premissas. Queremos, entao, obter formulas a partir das premissas:
1. =(F - D) P
2. Do C P
Podemos usar a regra bicondicionais para condicionais:
3. D>C 2BC
4. C—>D 2BC

Agora, utilizamos as equivaléncias notaveis (leis de Morgan, dupla negagao e defi-

nicao de implicacao), salientando a importancia delas nas nossas dedugoes:

5. =(=FV D) 1 PS
6. =—~FA-D 5PS
7. FA=D 6 PS

Seguindo, pela regra disjungdo, obtemos duas féormula de nosso interesse, pois elas

figuram dentre as alternativas do problema:
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9. =D 7D
Resta-nos verificar se podemos concluir C ou —~C. Pela regra Modus Tollens :
10. =C 4,9D

Enfim, obtemos F, =D e —C, isto é, o filme ja comecou, o telefone nao esta desli-

gado e o cidadao nao é educado, sendo c a alternativa correta.

Os proximos exemplos sao enigmas do livro A dama ou o Tigre?, de Raymond
Smullyan, inspirado no conto do escritor americano Frank Stockton, onde um pri-
sioneiro deve escolher uma entre duas portas, sendo que em um dos aposentos ha
uma dama e no outro ha um tigre. Caso o prisioneiro escolha o aposento onde esta
a dama, casa-se com ela; se escolher o aposento onde esta o tigre, sera devorado por
ele. Smullyan, em seu livro, fala a respeito de um rei que, conhecendo a histéria de
Stockton, julgava seus prisioneiros de forma semelhante. O prisioneiro deve esco-
lher uma (entre duas ou mais) das portas baseado em seus letreiros e, se raciocinar

logicamente, salvaria sua vida e ainda ganharia uma esposa. Exemplo 5.2 Um prisi-

oneiro deve escolher um entre dois aposentos, cujas portas continham letreiros com

os seguintes dizeres:
Porta 1: Neste aposento hd uma dama e no outro ha um tigre.

Porta 2: Em um destes aposentos, ha uma dama, e em um destes aposentos ha um

tigre.

O rei explicou ao prisioneiro que cada um dos aposentos continha uma dama ou
um tigre, nao ambos, e que era possivel haver tigres em ambos os aposentos, assim
como damas em ambos. Afirmou, ainda, que um dos letreiros é verdadeiro e que
o outro é falso. Presumindo que o prisioneiro prefere a dama, qual porta ele deve
escolher? [3]]

Podemos resolver esse enigma de forma relativamente facil. O letreiro da porta
1 nao pode ser verdadeiro, pois o da porta 2 também seria. Logo, basta analisar
0s casos que tornam o letreiro 1 falso e escolher o desejado. Porém, usaremos as

ferramentas do CS para resolvé-lo. Iniciemos abreviando as sentencas:
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D;: A dama esta no aposento 1.

T;: O tigre esta no aposento 1.

D,: A dama esta no aposento 2.

T,: O tigre esta no aposento 2.
Consequentemente:

* =D;: A dama nao esta no aposento 1.

e —T;: O tigre nao esta no aposento 1.

* —D,: A dama nao esta no aposento 2.

e —T,: O tigre nao esta no aposento 2.
Dessa forma, os letreiros sao abreviados para:

e Porta 1: D1 A T5.

* Porta 2: (D; ATp) V(T A Dy).

Agora, queremos listar as premissas. Claramente, quanto mais premissas tivermos,
mais facil sera nossa deducao. Pelo enunciado, dado um aposento, este nao esta
vazio e nao ha dois tigres ou duas damas. Comecemos uma analise nao formal.

Assim, temos:

1. D, VT, P

(No aposento 1, ha uma dama ou tigre.)

2. D,V T, P

(No aposento 2, ha uma dama ou tigre.)

3. =(D; ATy) P

(Nao estao, simultaneamente, no aposento 1 a dama e o tigre.)

4. =(Dy A Ty) P

(Nao estao, simultaneamente, no aposento 2 a dama e o tigre.)

Poderiamos admitir como premissa, por exemplo, D; — —Tj, ja que nao é dificil
perceber que, se a dama esta no aposento 1, entao o tigre nao esta. Porém, podemos
obter essa formula de maneira formal a partir da premissa 3 utilizando as equiva-
léncias notaveis. De fato, =(D; A Ty), pela Lei de Morgan, é equivalente a =D; V =Ty,

que por sua vez, é equivalente a D; — —T; pela defini¢ao de implicacao. Logo:
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10.

11.

12.

D,V T,

—~(Dy ATh)
~(DyAT)
Dy —» =T,
D, — =T,
T, — =D,
T, — =D,
--D; VT
--D, VT,
-D; - T

—|D2 — T2

5 Aplicagoes do Calculo Sentencial

P

3PS

4 PS

5PS

6 PS

1PS

2PS

9PS

10 PS

O fato de termos um letreiro verdadeiro e outro falso, faz com que tenhamos a pre-
missa (¢ A=)V (-ma Ap),onde a: D AT, e f: (D ATy V(T; A D2. Ou seja,

temos duas possibilidades. Em geral, quando ha duas possibilidades a serem con-

sideradas, uma delas é impropria, gerando contradi¢oes. Nesse caso, suspeitamos

que o letreiro da porta 2 nao pode ser falso. Assim, iniciaremos formalmente uma

demonstragao condicional:

1. (D1 AT))A=[(Dy ATy)V(Ty AD))]]V (D1 AT,) A[(Dy AT) V(Ty ADy)]] P

(A dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2, nao ocorrendo que em um

dos aposentos haja uma dama e no outro um tigre, ou nao ocorre que a dama

esteja no aposento 1 e o tigre esteja no aposento 2 e ocorre que, em um dos

aposentos, ha uma dama e no outro um tigre.)

D, VT,

(No aposento 1, ha uma dama ou um tigre.)

(No aposento 2, ha uma dama ou um tigre.)

INote que a "ocorre'em f, mas isto nao sera relevante.
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4. -(D; A Ty) P

(No aposento 1, nao ha uma dama e um tigre.)

5. =(Dy A T) P

(No aposento 2, nao ha uma dama e um tigre.)

6. (D1 ATy)) A=[(Dy ATy) V(T) A Dy)] * SPA
(A dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2, nao ocorrendo que em um

dos aposentos haja uma dama e no outro um tigre.)
Facilmente, chegamos a uma contradicao:

7. D, AT, 6D

(A dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2.)

8. =[(D; AT,)V(T; AD,)] 6D

(Nao ocorre que em um dos aposentos ha uma dama e no outro um tigre.)

9. =(Dy ATy) A=(Ty A Dy) 8 PS
(Nao ocorre que a dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2 e nao ocorre

que o tigre esta no aposento 1 e a dama no aposento 2.)

10. —(D; A T) 9D

(Nao ocorre que a dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2.)

11. (D; ATy)A=(Dy ATy) *7,10C
(A dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2 e nao ocorre que a dama

esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2.)

12. =[(D1 ATy) A=[(Dy AT,) vV (Ty ADy)]] 6,11 DA
(Nao ocorre que: a dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2, nao ocor-

rendo que em um dos aposentos haja uma dama e no outro um tigre.)

Para concluirmos a linha 13, reescrevamos as linhas 1 e 12, para simplificar a leitura,
como (@ A=)V (-aAp)e—-(aA—=p), respectivamente. Assim, por silogismo disjuntivo,

concluimos (-a A ), ou seja:

13. =(D; ATy)A[(D1 ATy)V(T; ADy)] 1,12SD
(Nao ocorre que a dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2 e ocorre

que, em um dos aposentos, ha uma dama e no outro um tigre.)

Com isso, podemos finalizar a dedugao:

43



5 Aplicagoes do Calculo Sentencial

14. =(D; A T,) 13D

(Nao ocorre que a dama esta no aposento 1 e o tigre no aposento 2.)

15. (D1 AT,) V(Ty A D,) 13D

(Em um dos aposentos, ha uma dama e no outro um tigre.)

16. Ty A D, 14, 158D
(A dama esta no aposento 2 e o tigre no aposento 1.)

17. T, 16 D

(O tigre esta no aposento 1.)

18. D, 16 D

(A dama esta no aposento 2.)

Portanto, a dama esta no aposento 2.

Note que nao utilizamos as premissas 2, 3 e 4, nao sendo fundamental sua listagem.
Porém, quanto mais informagoes (no nosso caso, formulas) pudermos obter a partir

dos enunciados, mais ferramentas temos para obter o que desejamos.

Exemplo 5.3Um prisioneiro deve escolher uma entre trés aposentos, cujas portas

continham letreiros com os seguintes dizeres:
Porta 1: Ha um tigre no aposento 2.
Porta 2: Ha um tigre neste aposento.
Porta 3: Ha um tigre no aposento 1.

O rei explicou ao prisioneiro que em um dos aposentos havia uma dama e, em cada
um dos outros dois, um tigre. Novamente, nao havia aposento com uma dama e um
tigre. Além disso, era verdadeiro o letreiro na porta do aposento em que estava a
dama, sendo falso pelo menos um dos outros dois. O que deve fazer o prisioneiro?

[3] Uma maneira de resolver este enigma é supor a presenca da dama em cada
aposento:

* se a dama estivesse no aposento 2, entao o letreiro 2 seria verdadeiro e, por-
tanto, haveria um tigre no mesmo aposento, o que nao poderia ocorrer. Logo,

nao é possivel que a dama esteja no aposento 2;
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* se a dama estivesse no aposento 3, entao seria verdadeiro o letreiro 3, ou seja,
haveria um tigre no aposento 1. Assim, deveria haver um tigre também no
aposento 2, fazendo com que os trés letreiros fossem verdadeiros, o que tam-
bém nao pode ocorrer. Logo, também nao é possivel que a dama esteja no

aposento 3.

Portanto, temos que a dama esta no aposento 1.

Vejamos como utilizar o CS para solucionar este enigma. Para i € {1, 2, 3},sejam:

* D;: Ha uma dama no aposento i.
e Ty: Ha um tigre no aposento i.

Os letreiros sao abreviados para:
e Porta 1: T5.
e Porta 2: T,.
e Porta 3: T;.

Inicialmente, temos:
* D;VT e—~(D;AT;), paraie{l,2,3}.
* (DIAT,ANT3)V (T ADy AT3) V (Ty ATy A Dsy).
* D; VD,V Ds

A dama estar num aposento é um fator importante, pois isto torna seu letreiro ver-

dadeiro. Pensando neste caso, temos os condicionais:
* DT
* D, > T,
e D;— T,

Agora, Dy — T,=(D, A T,) + =D,. De fato:

1. Dz—)Tz P

(Se ha uma dama no aposento 1, entao ha um tigre no aposento 2.)
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2. (D, ATy) P

(No aposento 2, nao ha uma dama e um tigre.)

3. D, * SPA
(Ha uma dama no aposento 1.)

4. T, 1,3 MP
(Ha um tigre no aposento 2.)

5. D, AT, 3,4C
(No aposento 2, ha uma dama e um tigre.)

6. =(Dy ATy) A (DyAT) *2,5C
(No aposento 2, nao ha uma dama e um tigre e, no aposento 2, nao ha uma

dama e um tigre.)

7. =D, 3,6 DA

(Ha uma dama no aposento 1.)

Logo, temos que a dama nao esta no aposento 2. Agora, devemos analisar a veraci-

dade dos letreiros. Precisaremos estabelecer, para i € {1,2,3}:
* V;: O letreiro da porta i é verdadeiro.

Agora, pelo texto, o letreiro da porta 1 é verdadeiro se e somente se o tigre esta no
aposento 2; o letreiro da porta 2 é verdadeiro se e somente se o tigre esta no aposento
2; o letreiro da porta 3 é verdadeiro se e somente se o tigre esta no aposento 1. Além
disso, se a dama esta no aposento i, entao o letreiro da porta i é verdadeiro. Assim,

temos:

Vl (—>T2

Vz(—)Tz

V3<—)T1

D; — V;, paraie{l,2,3}.

Como deve haver pelo menos um letreiro falso, temos =V, vV =V, V = V3, que é equi-
valente a =(V; A V) A V3).

Até aqui, reunimos as premissas:
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11.

12.

13.

5 Aplicagoes do Calculo Sentencial

. (D VTi)A=(Dy ATY) P

(No aposento 1, ha uma dama ou um tigre, nao ambos.)

(Dy vV Ty) A=(Dy A Tp) P
(No aposento 2, ha uma dama ou um tigre, nao ambos.)

(D3 V T3) A =(D3 A T3) P
(No aposento 3, ha uma dama ou um tigre, nao ambos.)

(D AT, AT3)V (Ty ADy AT3)V (Ty AT, A Ds). P
(Ha uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha um tigre no
aposento 3 ou ha um tigre no aposento 1 e ha uma dama no aposento 2 e ha
um tigre no aposento 3 ou ha um tigre no aposento 1 e ha um tigre no aposento

2 e ha uma dama no aposento 3.)

(Vi AV AV3) P

(Os trés letreiros nao sao, simultaneamente, verdadeiros.)

Dl—)Tz P

(Se ha uma dama no aposento 1, entdo hd um tigre no aposento 2.)

Dz—)T2 P

(Se hd uma dama no aposento 2, entao ha um tigre no aposento 2.)

.D3—)T1 P

(Se hd uma dama no aposento 3, entao ha um tigre no aposento 1.)

Dl — Vl |
(Se ha uma dama no aposento 1, entao o letreiro da porta 1 é verdadeiro.)
D2 d V2 P
(Se ha uma dama no aposento 2, entao o letreiro da porta 2 é verdadeiro.)
D3 d V3 P
(Se ha uma dama no aposento 3, entao o letreiro da porta 3 é verdadeiro.)
V1 g T2 P

(O letreiro da porta 1 é verdadeiro se, e somente se, ha um tigre no aposento
2.)

Vz d T2 |
(O letreiro da porta 2 é verdadeiro se, e somente se, ha um tigre no aposento
2.)
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].4: V3(—)T1 P

(O letreiro da porta 3 é verdadeiro se, e somente se, ha um tigre no aposento
1.)

Assim, podemos iniciar a dedug¢ao. Como vimos anteriormente, concluimos —D; e,

consequentemente, Ty:

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

D, * SPA

(Ha uma dama no aposento 2.)

T 7,15 MP

(Ha um tigre no aposento 2.)

D,AT, 15,16 C

(Ha uma dama no aposento 2 e ha um tigre no aposento 2.)

~(Dy A Ty) 2D

(Nao ocorre que, no aposento 2, ha uma dama e um tigre.)

—(Dy ATy) A(Dy ATh) *17,18 C
(Nao ocorre que, no aposento 2, ha uma dama e um tigre e ocorre que ha uma

dama no aposento 2 e ha um tigre no aposento 2.)

-D, 15,19 DA

(Nao ha uma dama no aposento 2.)

D,V T, 2D

(No aposento 2, ha uma dama ou um tigre.)

T, 20,21 SD

(H4 um tigre no aposento 2.)

Agora, restam duas opgoes: T; ou T3. Supondo por absurdo T, obtemos:

23.

24.

25.

T, * SPA

(Ha um tigre no aposento 1.)

T,AT, 22,23 C

(H4 um tigre no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2.)

(D1 AT, A T;) ** SPA
(H4& uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha um tigre no

aposento 3.)
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26.

27.

28.

29.

30.

5 Aplicagoes do Calculo Sentencial
Dy 25D
(Ha uma dama no aposento 1.)

D, AT, 23,26 C
(Ha uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 1.)

=(D; A Ty) 1D
(Nao ha, no aposento 1, uma dama e um tigre.)
(Dy ATy) A=(Dy ATy) **27,28 C

(Ha uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 1 e nao ha, no aposento

1, uma dama e um tigre.)

-(D; AT, A T3) 25,29 DA
(Nao ocorre que: ha uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha

um tigre no aposento 3.)

Note que a férmula da linha 30 nao uma conclusao, pois ela estd condicionada a

suposicao por absurdo da linha 23, ou seja, se T;, entao —(D; A T, A T3). Além disso,

a marcacgao da linha 23 é igual a das linhas 15 e 19. Isso nao é um problema pois as

duas primeiras tem a mesma fun¢ao dos parénteses nas expressoes aritméticas, ou

seja, a segunda marcagao "encerra“a primeira, sendo que a nova marcagao (a terceira)

nao tem vinculo com as anteriores. Prosseguindo:

31.

32.

33.

34.

35.

(Ty AD,y A T3) ** SPA
(H& um tigre no aposento 1 e ha uma dama no aposento 2 e ha um tigre no

aposento 3.)

D, 31D

(Ha uma dama no aposento 2.)

D, A =D, 20,32 C

(Ha uma dama no aposento 2 e nao ha uma dama no aposento 2.)

—(T; A Dy A T3) 31,33 DA
(Nao ocorre que: ha um tigre no aposento 1 e ha uma dama no aposento 2 e ha

um tigre no aposento 3.)

(D1 AT, AT3)V (Ty AT, A D3). 4,34 SD
(Ha uma dama no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha um tigre no
aposento 3 ou ha um tigre no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha uma

dama no aposento 3.)
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
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Ti ATy A Ds. 30, 35 SD
(H& um tigre no aposento 1 e ha um tigre no aposento 2 e ha uma dama no

aposento 3.)

D, 36D

(Ha uma dama no aposento 3.)

Vs 11, 37 MP

(O letreiro da porta 3 é verdadeiro.)

TZ_)VI ].2 BC

(Se ha um tigre no aposento 2, entao o letreiro da porta 1 é verdadeiro.)

Tz—)Vz ].3 BC

(Se ha um tigre no aposento 2, entao o letreiro da porta 2 é verdadeiro.)

1% 22,39 MP

(O letreiro da porta 1 é verdadeiro.)

vV, 22, 40 MP

(O letreiro da porta 2 é verdadeiro.)

Vi AV, 41,42 C

(Sao verdadeiros os letreiros das portas 1 e 2.)

ViAV, AV 38,43 C

(Sao verdadeiros os letreiros das portas 1, 2 e 3.)

—(ViAVLAVI) A (VI AV, AVS) *5,44 C
(Nao sao verdadeiros, simultaneamente, os letreiros das portas 1, 2 e 3 e sao

verdadeiros os letreiros das portas 1, 2 e 3.)

ATy 23, 45 DA

(Nao ha um tigre no aposento 1.)

Assim, concluimos T, (linha 22) e =T (linha 46). Resta-nos apenas finalizar a de-

ducao:

47.

48.

D, VT, 1D

(H4a uma dama no aposento 1 ou ha um tigre no aposento 1.)

D, 46,47 SD

(Ha uma dama no aposento 1.)
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Portanto, o prisioneiro deve escolher o aposento 1.

Exemplo 5.4 Um prisioneiro deve escolher um entre nove aposentos, cujas portas

continham letreiros com os seguintes dizeres:
* Porta 1: A dama esta em um aposento de nimero impar.
* Porta 2: Este aposento esta vazio.
* Porta 3: Ou o letreiro 5 esta correto ou o letreiro 7 esta errado.
* Porta 4: O letreiro 1 esta errado.
* Porta 5: Ou o letreiro 2 ou o letreiro 4 esta correto.
* Porta 6: O letreiro 3 esta errado.
* Porta 7: A dama nao esta no aposento 1.

* Porta 8: Neste aposento ha um tigre e o aposento 9 esta vazio.

Porta 9: Ha um tigre neste aposento e o letreiro 6 esta errado.

O rei explicou ao prisioneiro que em apenas um aposento havia uma dama; os oito
restantes, ou abrigavam um tigre ou estavam vazios. Além disso, o rei acrescentou
que o letreiro na porta do aposento da dama era verdadeiro, que eram falsos aqueles
nas portas de aposentos com tigres e que poderiam ser verdadeiros ou falsos os
letreiros dos aposentos vazios.

Apos estudar a situagao por um longo tempo, o prisioneiro indagou o rei, afirmando
que o problema nao havia solu¢ao. "Vamos 14, pelo menos me dé uma pista decente;
o aposento 8 esta ou nao vazio?", perguntou o prisioneiro.

Ao receber do rei a informacao solicitada, o prisioneiro péde deduzir onde estava a
dama.

Em que aposento estava a dama? [3]]

Paraie{l,..., 9}, sejam:

D;: A dama est4 no aposento i.

e T;: Ha um tigre no aposento i.

Z;: O aposento i esta vazio.

V;: O letreiro da porta i é verdadeiro.
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Os letreiros sao abreviado para:
e Porta 1: Dy V D3V DsV D7V Dg
* Porta 2: Z,
* Porta 3: V5V =V
* Porta 4: -V,
* Porta 5: V, V'V,
* Porta 6: =V
e Porta 7: =Dy
* Porta 8: Tg A Zg
* Porta 9: Tg A =V

Agora, vamos extrair do texto nossas premissa. Para i € {1,...,9}, temos que, se a
dama esta no aposento 7, entao o letreiro da porta i é verdadeiro e, se ha um tigre
no aposento i, entao o letreiro da porta i é falso. Além disso, em um aposento ou ha
apenas uma dama ou ha apenas um tigre ou este esta vazio. Logo, nossas primeiras

premissas sao:
* D;VT;VZ
* Di—-V;
* T =V
* ~(DiAT;)
* ~(DiAZ;)
* ~(Z;AT)
Cada letreiro gera um bicondicional:
* Vi & (Dy VD3V DsVD;VDy)
e Vo2

d V3 g (V5 \Y —|V7)
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e ViV

* Vs o (Vv V)
e Vg V3

e V& =Dy

* Vg o (Tg A Zy)
* Voo (To A= Vg)

Note que ha 63 premissas, o que tornaria uma dedug¢ao formal um trabalho nao
muito atraente. Sendo assim, utilizaremos as ferramentas do CS para obter con-
clusoes por partes, ou seja, concluiremos novas formulas utilizando mais de uma
lista e, em cada uma, listaremos apenas as premissas necessarias para a conclusao
desejada.

Iniciemos, notando que, como disse o prisioneiro, esse problema nao tem solugao
apenas com as premissas acima. Isso ocorre pela possibilidade de ter aposentos
vazios, nao permitindo obter nenhuma conclusao precisa, pois, nesse caso, o letreiro
pode ser verdadeiro ou falso. Se o prisioneiro pode deduzir onde estava a dama apds
obter a informacao a respeito do aposento 8, entao ele pdde saber com precisao se
o respectivo letreiro era verdadeiro ou falso, ou seja, a informacao dada a ele pelo
rei era que o aposento 8 nao estava vazio. Logo, obtemos como premissa Dg V Tg.

Assim, temos que
D8 V Tg,Dg - Vg, Vg o (Tg /\Zg), Tg — _'VS F _'VS

. De fato:

1. Dg Vv Ty P

(A dama esta no aposento 8 ou ha um tigre no aposento 8.)

2. Dg—)Vg P

(Se a dama esta no aposento 8, entao o letreiro da porta 8 é verdadeiro.)

3. Vg(—)(Tg/\Zg) P
(O letreiro da porta 8 é verdadeiro se, e somente se, ha um tigre no aposento 8

e o aposento 9 esta vazio.)

4:. T8 —)—|V8 P

(Se ha um tigre no aposento 8, entao o letreiro da porta 8 é falso.)
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10.

11.

12.

13.

14.

5 Aplicagoes do Calculo Sentencial

Dy * SPA

(A dama esta no aposento 8.)

Vs 2,5 MP
(O letreiro da porta 8 é verdadeiro.)

VS—)(Tg /\Zg) 3 BC
(Se o letreiro da porta 8 é verdadeiro , entao ha um tigre no aposento 8 e o

aposento 9 esta vazio.)

Ty A Zo 6,7 MP

(H4 um tigre no aposento 8 e o aposento 9 esta vazio.)

Ts 8D

(Ha um tigre no aposento 8.)

~Vq 4,9 MP
(O letreiro da porta 8 é falso.)

Vg A=V 6,10 C

(O letreiro da porta 8 é verdadeiro e o letreiro da porta 8 é falso.)

~Dyg 5,11 DA

(A dama nao esta no aposento 8.)

Ty 1,12 SD

(H4 um tigre no aposento 8.)

~Vs 4,13 MP
(O letreiro da porta 8 é falso.)

Sendo o letreiro 8 falso, concluiremos que o aposento 9 abriga um tigre e, conse-

quentemente, o letreiro 6 sera verdadeiro, isto é:

—|(D9/\T9),—|V8,D9VT9VZQ, Tg, T9 - —|V9, V9 — (Tg/\—|V6),D9 - Vg, V8 — (Tg/\Zg) F V6

De fato:

1.

—(Dg A Ty) P
(Nao ocorre, simultaneamente: a dama estad no aposento 9 e ha um tigre no

aposento 9.)
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11.

12.

13.
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S Vq P
(O letreiro da porta 8 é falso.)

(A dama esta no aposento 9 ou ha um tigre no aposento 9 ou o aposento 9 esta
vazio.)
D9 — V9 P

(Se a dama esta no aposento 9, entao o letreiro da porta 9 é verdadeiro.)

Ty P

(Ha um tigre no aposento 8.)

T9—>—|V9 P

(Se ha um tigre no aposento 9, entao o letreiro da porta 9 é falso.)

Vg rd (Tg A _'V6) |
(O letreiro da porta 9 é verdadeiro se, somente se, ha um tigre no aposento 9

e o letreiro da porta 6 é falso.)

VS L Sd (Tg AN Zg) P
(O letreiro da porta 8 é verdadeiro se, somente se, ha um tigre no aposento 8

e o aposento 9 esta vazio.)

(Se ha um tigre no aposento 8 e o aposento 9 esta vazio, entao o letreiro da

porta 8 é verdadeiro.)

—(Tg A Zg) 2,9MT
(Nao ocorre, simultaneamente: ha um tigre no aposento 8 e o aposento 9 esta
vazio.)

-TgV —Zy 10 PS

(Nao ha um tigre no aposento 8 ou o aposento 9 ndo esta vazio.)

—Zy 5,11 SD

(O aposento 9 nao esta vazio.)

Dy V Ty 3,12 SD

(A dama esta no aposento 9 ou ha um tigre no aposento 9.)
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Dy * SPA

(A dama esta no aposento 9.)

Vo 4,14 MP
(O letreiro da porta 9 é verdadeiro.)

Vg—)(Tg/\ﬂV6) 7 BC
(Se o letreiro da porta 9 é verdadeiro, entao ha um tigre no aposento 9 e o

letreiro da porta 6 é falso.)

To A Vg 15, 16 MP

(Ha um tigre no aposento 9 e o letreiro da porta 6 é falso.)

Ty 17D

(Ha um tigre no aposento 9.)

Dy ATy 14,18 C

(Se a dama esta no aposento 9, entao ha um tigre no aposento 9.)

(Dg A Tg) A =(Dg A Tg) *1,19C
(A dama esta no aposento 9 e ha um tigre no aposento 9, e simultaneamente

nao ocorre: a dama esta no aposento 9 e ha um tigre no aposento 9.)

—Dyg 14, 20 DA
(A dama nao esta no aposento 9.)

To 13,21 SD
(Ha um tigre no aposento 9.)

-V 6,22 MP

(o letreiro da porta 9 é falso.)

(Tg/\_!V6)—)V9 7 PS
(Se ha um tigre no aposento 9 e o letreiro da porta 6 é falso, entao o letreiro

da porta 9 é verdadeiro.)

—~(To A =Vg) 23, 24 MT

(Nao ocorre: ha um tigre no aposento 9 e o letreiro da porta 6 é falso.)

Ty V ~(=Vy) 25 PS

(Nao ha um tigre no aposento 9 ou o letreiro da porta 6 nao é falso.)
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28.
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—= Vg 22,26 SD

(O letreiro da porta 6 nao é falso.)

Vg 27 PS

(O letreiro da porta 6 é verdadeiro.)

Prosseguindo, sendo verdadeiro o letreiro 6, podemos concluir que sao falsos os

letreiros 3 e 5 e verdadeiro o letreiro 7, isto é:

V6) V6 — —|V3, V3 o (V5 V —|V7) F —|V5 A V7 A —|V3

De fato:

1.

Ve P

(O letreiro da porta 6 é verdadeiro.)

V6 L Sd —|V3 P
(O letreiro da porta 6 é verdadeiro se, e somente se, o letreiro da porta 3 é
falso.)

V3 <~ (V5 Vv —|V7) P
(O letreiro da porta 3 é verdadeiro se, e somente se, o letreiro da porta 5 é

verdadeiro ou o letreiro da porta 7 é falso.)

V6—)_|V3 2BC

(Se o letreiro da porta 6 é verdadeiro, entao o letreiro da porta 3 é falso.)

SV, 1, 4 MP
(O letreiro da porta 3 é falso.)

(V5V—|V7)—)V3 3 BC
(Se o letreiro da porta 5 é verdadeiro ou o letreiro da porta 7 é falso, entao o

letreiro da porta 3 é verdadeiro.)

—(V5V=V7) 5,6 MT
(Nao ocorre: o letreiro da porta 5 é verdadeiro ou o letreiro da porta 7 é falso.)

(O letreiro da porta 5 é falso e o letreiro da porta 7 nao é falso.)

Vs AV, 8 PS

(O letreiro da porta 5 é falso e o letreiro da porta 7 é verdadeiro.)
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Vs AV; A=V3 59C
(O letreiro da porta 5 é falso e o letreiro da porta 7 é verdadeiro e o letreiro da

porta 3 é falso.)

Agora, _|V5 A V7 A —|V3, VS > (V2 \Y V4), V7 > —|D1 F —|V2 A —|V4 N —|D1. De fatO:

1.

10.

(O letreiro da porta 5 € falso e o letreiro da porta 7 é verdadeiro e o letreiro da

porta 3 é falso.)

Vs o (Vo V V) P
(O letreiro da porta 5 é verdadeiro se, e somente se, o letreiro da porta 2 é

verdadeiro ou o letreiro da porta 4 é verdadeiro.)

V7 L Sd —|D1 P
(O letreiro da porta 7 é verdadeiro se, e somente se, a dama nado esta no apo-
sento 1.)

Vs 1D

(O letreiro da porta 5 é falso.)

vV, 1D

(O letreiro da porta 7 é verdadeiro.)

(VzVV4)—)V5 2 BC
(Se o letreiro da porta 2 é verdadeiro ou o letreiro da porta 4 é verdadeiro,

entao o letreiro da porta 5 é verdadeiro.)

(Vo v Vy) 4,6 MT
(Nao ocorre: o letreiro da porta 2 é verdadeiro ou o letreiro da porta 4 é ver-

dadeiro.)

~V, ALV, 7 PS
(O letreiro da porta 2 é falso e o letreiro da porta 4 ¢é falso.)

V7 - —|D1 3 BC

(Se o letreiro da porta 7 é verdadeiro, entao a dama nao esta no aposento 1.)

~D, 5,9 MP

(A dama nao esta no aposento 1.)
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- Vo A=V4 A =Dy 8,10C
(O letreiro da porta 2 é falso e o letreiro da porta 4 é falso e a dama nao esta

no aposento 1.)

Além disso:

—|V5 A V7 A —|V3,D3 - V3,D5 - V5 F —|D3 A —|D5

De fato:

1.

(O letreiro da porta 5 € falso e o letreiro da porta 7 é verdadeiro e o letreiro da

porta 3 é falso.)

D3—)V3 P

(Se a dama esta no aposento 3, entao o letreiro da porta 3 é verdadeiro.)

D5—)V5 P

(Se a dama nao esta no aposento 5, entao o letreiro da porta 5 é verdadeiro.)

~Vs 1D
(O letreiro da porta 5 é falso.)

-V, 1D
(O letreiro da porta 3 é falso.)

~Ds 3,4 MT

(A dama nao esta no aposento 5.)

~D; 2,5 MT

(A dama nao esta no aposento 3.)

~Dj3 A =Ds 6,7 C
(A dama nao esta no aposento 3 e a dama nao esta no aposento 5.)

Como o letreiro 4 é falso, deduzimos que o letreiro 1 é verdadeiro, isto é:

—|V4, V4 > —|V1 F Vl

De fato:

1.

-V, P
(O letreiro da porta 4 é falso.)
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2. Vo=V P
(O letreiro da porta 4 é verdadeiro se, e somente se, o letreiro da porta 1 é
falso.)

3. —|V1 e V4 2 BC
(Se o letreiro da porta 1 é falso, entao o letreiro da porta 4 é verdadeiro.)

4 1,3 MT
(O letreiro da porta 1 nao é falso.)

5.V, 4PS
(O letreiro da porta 1 é verdadeiro.)

Por fim:
Vl — (Dl V D3 V D5 \Y D7 vV Dg), Vl,—|D1,—|D9,—|D3 A —|D5 F D7
De fato:

1. Vl(—>(D1VD3VD5VD7VD9) P
(O letreiro da porta 1 é verdadeiro se, somente se, a dama esta no aposento 1
ou3oub5ou7ou?9.)

2.V, P
(O letreiro da porta 1 é verdadeiro.)

3. =D P
(A dama nao esta no aposento 1.)

4. _|D3 P
(A dama nao esta no aposento 3.)

5. —Ds P
(A dama nao esta no aposento 5.)

6. =Dg P
(A dama nao esta no aposento 9.)

7. Vl—)(D1VD3VD5VD7VD9) ].BC

(Se o letreiro da porta 1 é verdadeiro , entao a dama esta no aposento 1 ou 3

oub5ou?7ou9.)
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8. D, VD3V DsV D,V Dy

(A dama esta no aposento 1 ou 3 ou 5ou?7ou9.)

9. D3V DsV Dy V Dy

(A dama esta no aposento 3 ou 5 ou 7 ou 9.)

10. D5V D,V Dy

(A dama esta no aposento 5 ou 7 ou 9.)

11. D,V Dy

(A dama esta no aposento 7 ou 9.)

12. D,
(A dama esta no aposento 7.)

Logo, a dama estava no aposento 7.
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6 CALCULO DE PREDICADOS DE PRIMEIRA ORDEM (CPO)

Vimos que o CS nao € suficiente para analisar alguns tipos de argumentos. Agora,
a estrutura interna de algumas férmulas sera considerada. Veremos as regras de
inferéncia para férmulas quaisquer, notando o paralelismo dos resultados do CPO

com os do CS. Iniciemos analisando a no¢ao de verdade no CPO.

6.1 Estrutura e Verdade

Gostariamos, como no CS, de determinar se uma foérmula é verdadeira ou falsa,
baseando-nos em seus componentes. Como as féormulas do CPO sao mais comple-

xas, utilizaremos a noc¢ao de "estrutura "[1[]:

Definicao 6.1 Uma estrutura N para uma linguagem L é um para ordenado (A,I),
onde A é um conjunto ndao vazio, e I é uma fungao, que chamaremos de interpretagdo,
tal que:

1. a toda constante individual ¢ de L, I associa um objeto de discurso I(c) € A;
2. a cada letra sentencial S de L, I associa um valor I[(S) € {V,F};

3. a cada constante de predicado n-drio P de L, n > 1, I associa uma subconjunto
I(P)C A".

Exemplifiquemos: Seja A = {Arnaldo, Bernaldo,Cernaldo, Dernaldo} o universo de
discurso e £ = {a,b,c,d, P, Q,R,S uma linguagem, onde P e Q sao constantes de
predicado unario, S uma constante de predicado zero-ario e R uma constante de
predicado binario. Sejam A = (A,I) uma estrutura, S: "Esta calor", P: "... é profes-

sor", Q: "... mora na Italia"e R: "... é mais alto do que ..."tal que:
* I(a) = Arnaldo,I(b) = Bernaldo,I(c) = Cernaldo,I(d) = Dernaldo;

e I(S)=V;

1A rigor, deveriamos incluir em £ as variaveis, operadores e sinais de pontuagao. Porém, por como-
didade, listaremos apenas os elementos necessarios para nossa analise.
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» I(P)={Arnaldo,Bernaldo,Cernaldo};
* I(Q) ={Dernaldo};

* I(R) ={(Arnaldo,Bernaldo),(Arnaldo, Cernaldo),(Arnaldo, Dernaldo),
(Bernaldo, Cernaldo),(Bernaldo, Dernaldo),(Cernaldo, Dernaldo)).

Assim, a estrutura A da a seguinte interpretacao: Arnaldo, Bernaldo e Cernaldo
sao professores, Dernaldo mora na Italia, esta calor e Arnaldo é mais alto do que
Bernaldo, este mais alto que Cernaldo, que é mais alto que Dernaldo. Neste ultimo
exemplo, podemos ter uma nocao informal de como estabelecer se algumas formu-
las sao verdadeiras. Por exemplo, Pa é provavelmente verdadeira , segundo A, ja
que Arnaldo é de fato professor. Da mesma forma, Rba é provavelmente falsa, ja
que Bernaldo nao é mais alto do que Arnaldo. Podemos também analisar, ainda
informalmente, formulas fechadas com quantificadores, como VxPx ou 3xQx. Se-
gundo R, temos que YxPx deve ser falsa, pois nao ocorre que todos os elementos de
A sao professores e IxQx deve ser verdadeira, pois pelo menos um dos elementos

de A mora na Italia .

Agora, dado um aberto, por exemplo Px, nao temos como afirmar se esta férmula
é verdadeira ou falsa. Seja a uma férmula aberta cujas variaveis livres sao xy, ..., x,,.
Diremos que VYxy,...,Vx,a é o fecho de a. Note que o fecho de a é uma férmula
fechada.

Definicao 6.2 Seja a uma formula aberta, cujas variaveis livres sao xy,...,x,. Entdo
a[xy :iy,.,X, ¢ iy] é a formula obtida a partir de a pela substituicao das ocorréncias

livres das varidveis xq,...,x, em « pelas constantes iy, ..., 1.

Seja @ uma férmula. Se a é verdadeira segundo uma estrutura A, escreveremos
A(a) = V. Se «a é falsa segundo uma estrutura A, escreveremos A(a) = F. Se a é
uma férmula aberta cujas variaveis livres sao xy,...,x,, entao A(a) = V se, e somente

se, A(Vxy,...,Vx,a) = V. Utilizaremos a seguinte defini¢ao [1]:
Definigao 6.3 Seja £ uma linguagem de primeira ordem e N uma estrutura para L.
1. A(S) =V se, esomentese I(S) =V, onde S é uma constante de predicado zero-drio;

2. A(Pty...t,)) =V se, e somente se (I(t1),...,I(t,)) € I(P), onde P é uma constante de

predicado n-dria, paran > 1, e ty,...,t,, sao constantes individuais;
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3. A(—a) =V se, e somente se A(a) =F;

4. N(aV B) =V se, e somente se, A(a) =V ou A(B)=V;

5. R(a A B)=V se, e somente se, A(a) = A(B) =V;

6. R(a — p) ="V se, e somente se, A(a) =F ou A()=V;

7. A(a < B) =V se, e somente se, N(a) = A(B);

8. A(Vxa) =1V se, e somente se A(a[x:1i]) =V, para toda constante individual i;

9. A(Axa) =V se, e somente se A(a[x :i]) =V, para alguma constante individual i.

Agora, podemos verificar, no exemplo anterior, a veracidade ou nao de uma férmula,
pelo item 2 da Defini¢ao[6.3] Temos que:

* I(a) € I(P). Logo A(Pa)=V.

* (I(b),I(a)) = (Bernaldo, Arnaldo) ¢ I(R). Logo, A(Rba) = F.

A(Px[x:d])=A(Pd) =F, pois I(d) ¢ I(P).

A(Qx[x: d]) = A(Qd) = V, pois I(d) € I(Q).

6.2 Consequéncia e verdade légica

Vimos a importancia das tautologias no CS. Agora, veremos seu correspondente no
CPO.

Definicao 6.4 Uma formula o é uma verdade logica (ou logicamente verdadeira) se,
e somente se, para toda estrutura R, N(a) = V. Uma formula a é uma contradicdao (ou

logicamente falsa) se, e somente se, para toda estrutura R, A(a) = F.
Vejamos algumas verdades logicas:

1. VxPx & —dx—Px

2. =VYxPx & dx-Px

3. dxPx < =Vx—-Px

4. —dxPx & Vx—Px

5. VxPx — VYxPx
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Note que YxPx — VxPx tem um forma tautolégica A — A. Nas féormulas com for-
mato tautoldgico, as estruturas tém o mesmo papel das valoragoes. Sendo assim,

qualquer féormula com forma tautoldgica é uma verdade légica.

Definicao 6.5 Seja I' um conjunto de formulas e a uma formula. Diremos que a é uma
consequéncia logica de I (ou que T implica logicamente «), escreveremos I' = a, se, e
somente se, para toda estrutura R, se A(y) =V, para todo y €T, entdo A(a)=V.

Note que usamos o mesmo simbolo de consequéncia tautolégica para consequéncia
logica. Assim como fizemos com as tautologias, escreveremos F a para dizer que «

é verdade l6gica. Vejamos que também serao validos, no CPO, os teoremas [4.9],[4.10l

el4.11]

Teorema 6.6 a = f§ se, e somente se, F o — f.

Demonstragdao: Se a F f:

Seja N\ uma estrutura tal que N(a) = V. Por definicao , R(B) = V. Assim, temos que
Ala — ) =V. Agora, seja 1> uma estrutura tal que () = F. Temos, por definigdo, que
B(a — B) = V. Logo, a formula o — p recebe o valor V, para qualquer estrutura, sendo

entdao uma verdade logica.

Se F a — B, quando a recebe o valor V, em uma estrutura R, necessariamente f recebe
o valor V. Logo, a F f.
O

Podemos generalizar o resultado, cuja demonstragao é analoga:
Teorema 6.7 ay,..,a, 1,a,F B se, e somente se ay,...,a, 1 F a, — p.

Teorema 6.8 F a < [ se, e somentese, a FfefF a.

Se F a < B, diremos que a e p sao logicamente equivalentes. Vejamos algumas
verdades logicas e equivaléncias notaveis, sendo A uma estrutura e A o universo de

discurso:

e EVxa & dx—a

De fato, se A(=Vxa) =V, entao A(Vxa) = F, acarretando, por definicao, que
nao ocorre A(a[x :i]) =V para todo i € A, isto é, A(a[x : i]) = F para algum

i € A. Isso implica que A(—a[x :i]) = V para algum i € A. Logo, A(dx—-a)=V
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e, portanto, =Vxa F dx—a.

Se A(dx—a) =V, entao A(—-a[x : a]) = V para algum a € A. Suponhamos, por
absurdo, A(=VYxa) = F. Entao, A(Vxa) = V. Em particular, A(a[x :a]) =V,
0 que nos leva a uma contradicao. Logo, A(=Vxa) = V e, portanto, dx—a F

-Vxa.
* F—dxa & Vx—a
s EVx(aAp)e (Vxa AVxp)
e Fdx(a A p)— (Axa Adxp)

A verificagao das trés altimas segue-se de forma analoga, notando que a ultima
nao vale a reciproca, isto é, nao é uma verdade logica a féormula F (xa A Axp) —
dx(a A B). Basta fazer a = Px: "x é par'e f = Ix: "x é impar", dais quais segue o

resultado.

6.3 Deducao e regras de inferéncia para

quantificadores

Veremos agora as regras de inferéncia para o CPO. Elas serao uma extensao das

regras utilizadas no CS. Assim, se quisermos validar o argumento
PabVv Qcdf,VxSx A =Qcdf + Pab,

procederemos da seguinte maneira:

1. PabV Qcdf P
2. VxSx A =Qcdf P
3. =Qcdf 2D
4. Pab 1,3SD

Voltemos ao exemplo do capitulo 3:

(A6)

* P1: Todo professor tem curso universitario. (Vx(Px — Ux))
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* P2: Joao é professor. (Pj)
* » Joao tem curso universitario. (Uj)

Se utilizassemos as ferramentas do CS, teriamos que o argumento acima seria da

forma
* P1: A.
* P2: B.
* » C.

que nao seria valido. Faz-se, entdo, necessario introduzirmos as regras para quan-

tificadores.

Definicao 6.9 Seja a uma formula, t um termo e x uma varidavel. Dizemos que t é
substituivel por x em « se nenhuma ocorréncia de t em « esteja no escopo de algum

quantificador para x [1]].

Tratemos, inicialmente, do quantificador universal, onde a(c) é uma férmula con-
tendo pelo menos uma ocorréncia da constante c e afc : x] é a formula obtida pela

substituicao de todas as ocorréncias da constante ¢ pela variavel x
 Eliminacao do Universal (EU): Vxa, logo a[x : c|, para qualquer constante c.

¢ Introdugao do Universal (IU): a(c), logo Vxa|c : x|, desde que a constante ¢ nao

ocorra em premissa nem em hipdtese vigente e seja substituivel por x em a.

(1]

A regra (EU) nao oferece muita dificuldade, pois é o significado do quantificador

universal. Assim, podemos validar o argumento (A6):

1. Vx(Px - Ux) P
2. Pj P
3. Pj > Uj 1 EU
4. Uj 2,3 MP

Note que (EU) aplica-se para féormulas gerais. Assim, se tivermos, por exemplo, a
formula YxPx — Ux, nao podemos concluir Pj — Uj, pois YxPx — Ux nao é uma

formula geral (e sim molecular). O principio da regra (IU) é simples: se deduzirmos
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uma determinada féormula para uma constante ¢ qualquer (isto é, sem nenhum tipo
de restri¢cao), entdo a formula é valida para qualquer constante. Analisemos suas
restri¢oes:
* Seja Px: "x é professor"e j: "Joao". Claramente, nao é correta a dedugao:
1. Pj P
2. VxPx 11U
Neste caso, estariamos concluindo que todos sao professores. A constante j

nao teve um carater geral, ocasionando o erro.

* Seja Mxy: "x é maior do que y", no universo dos nimeros reais. Considere
a formula IxMx2. Se aplicassemos, em uma deducao, a regra (IU) para essa
férmula, ficariamos com Yx3xMxx, onde o primeiro quantificador, neste caso,

seria supérfluo, e ficariamos, entao com IxMxx, que nao estaria correto.

Visto isso, para validar, por exemplo,
Vx(Px — Qx),Vx(Qx — Rx) + Vx(Px — Rx),

procederemos como a seguir:

1. Vx(Px — Qx) P
2. ¥x(Qx — Rx) P
3. Pc—> Qc 1 EU
4. Qc —> Rc 2 EU
5. Pc —> Rc 3,4SH
6. Vx(Px — Rx) 51U

Note que o resultado seria valido para qualquer constante, visto que a constante ¢

teve um carater geral. Agora, tratemos do quantificador existencial [1]:

1. Introdugao do Existencial (IE): a(c), logo dxa(c : x), onde a(c: x) é a féormula
obtida pela substitui¢ao de uma ou mais ocorréncias da constante c pela varia-

vel x e ¢ seja substituivel por x em a.
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Eliminac¢ao do Existencial (EE): seja I' um conjunto de férmulas. Se T U{dxa} F
alx : c] — B, tal que ¢ nao ocorre em nenhuma férmula de I (isto é, em ne-
nhuma premissa), nem em hipodtese vigente, nem em «, nem em f, entao
I'u{dxa}+ B.

A regra (IE) também nao oferece dificuldade, salientando que a variavel pode subs-

tituir uma ou mais ocorréncias da constante em questao. Por exemplo, de Pa — Qa,

pela regra (IE), podemos concluir dx(Px — Qx) ou dx(Pa — Qx) ou dx(Px — Qa).

Antes de comentarmos as restri¢coes da regra (EE), vamos ilustra-la com um exem-

plo: suponhamos que desejamos validar o argumento dx(Px A Qx) - dxPx. Procede-

remos como a seguir:

1.

2.

5.

6.

dx(Px A Qx) P
Pc A Qc *PH
. Pc 2D
dxPx *31E
(Pc A Qc) —> dxPx 2,4DC
dxPx 1, 5 EE

Note que a formula obtida na linha 4 est4d condicionada a uma premissa hipotética,

nao sendo, entao, a conclusao desejada. Esta foi obtida na linha 6, apds termos

concluido (Pc A Qc) — JxPx a partir de dx(Px A Qx). Ilustremos as restri¢oes de

(EE) através de um exemplo: seja Px: "x é par", Ix: "x é impar"e Qx: "x é primo".

Claramente, nao esta correta a deducao:

1

2.

dx(Px A Qx) P
dx(Ix A Qx) P
. PcAQc *PH
IcAQc **PH
. Pc 3D
Ic 4D
PcAlc 5 6C
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8. dx(Px A Ix) **4,71E
9. (Ic AQc)— dx(Px A Ix) 4,8 DC
10. dx(Px A Ix) *2,9EE
11. (Pc A Qc) — Ax(Px A Ix) 3,10 DC
12. dx(Px A Ix) 1,11 EE

O erro foi ocasionado pela utilizagao da constante ¢ na linha 4, ja que esta ocorria
em hipdtese vigente (linha 3). Note que, pela regra demonstragdo condicional, pode-
riamos utilizar Ic A Qc como premissa hipotética. Porém, concluiriamos (Pc A Qc) —
[(Ic A Qc) — dx(Px A Ix)].

Por fim, podemos ainda utilizar o principio da substituigcdo, onde também poderao

ser usadas as verdades logicas (VL).

6.4 O simbolo Identidade

Um importante predicado bindrio que utilizaremos bastante é o predicado de iden-
tidade, o qual simbolizamos por "=". Assim, se quisermos expressar "a € idéntico
a b"na nossa linguagem, obteriamos (= ab), que nada mais € afirmar que a e b tra-
tam de um mesmo objeto. Porém, escreveremos de maneira usual, ou seja, a = b.
Da mesma forma, —(= ab) representaremos por a # b. Estabelecemos o principio da

identidade (PI):
* Vx(x =x)

* Secy =cy, entao F a(cy) & a(c; :cy)
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Vimos que um dos objetivos da logica é determinar a validade de sentencas a partir
de um conjunto de premissas. As teorias matematicas sao construidas a partir de um
conjunto inicial de premissas: os axiomas. Deseja-se obter sentengas que sao con-
sequéncia (l6gica) dos axiomas: as proposigoes, os teoremas ou coroldrios (dependendo
do contexto ou importancia de tal sentenca), em cujas demonstragoes sao usadas as
regras de inferéncia da ldgica classica. Nosso principal objetivo é mostrar que as
inferéncias utilizadas nas demonstra¢des matematicas sao aplicagdes das regras de
inferéncia que apresentamos. Mais ainda, que muitos teoremas matematicos, por
mais complexo que sejam, sao consequéncias logicas de premissas relativamente

simples.

7.1 Uma construcao da geometria

A geometria é composta por inimeros teoremas e possui diversas aplicagoes. Ve-
remos os primeiros passos da construgao da geometria (em um plano) a partir do
sistema de axiomas de David Hilbert. Esse sistema é dividido em cinco grupos: in-
cidéncia, ordem, congruéncia, continuidade e paralelismo [4]. Aqui, utilizaremos
os axiomas de incidéncia (comuns as geometrias euclidiana e nao-euclidiana) e o
CPO para demonstrar algumas sentencas geométrica validas. E importante salien-
tar que podemos concluir alguma sentenca (férmula) se, e somente se, esta for uma

consequéncia logica dos axiomas.

Inicialmente, listemos alguns termos nao definidos:
* ponto;
* plano;
* reta;

e estar sobre;
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* estar entre;
* congruente.

Entenderemos "plano"como o conjunto formado por todos os pontos e retas. O termo
"estar sobre"sera entendido, em alguns casos, como "passar por". Por exemplo, serao

equivalentes: "P esta sobre r"e "r passa por P".

Definicao 7.1 Trés pontos distintos P, Q e R sao colineares se existe uma reta r tal que
P, Q e R estao sobre 1.

Definicao 7.2 n retas distintas rq,...,1,, sao concorrentes se existe um ponto P tal que P

estd sobre r;, para todo i € {1,...,n}.

Definicao 7.3 Duas retas r e s sao paralelas se elas nao se intersectam, isto ¢, se nao ha

um ponto que estd sobre ambas.

Agora, os axiomas que utilizaremos:

* Axioma de incidéncia 1 (AX1): dados dois pontos distintos P e Q, existe uma

unica reta r passando por P e Q.

* Axioma de incidéncia 2 (AX2): para toda reta r, existem dois pontos distintos

que estao sobre r.
* Axioma de incidéncia 3 (AX3): existem trés pontos distintos nao colineares.

Adicionemos a lista um famoso axioma usado por Euclides, que aqui chamaremos

de Axioma da Identidade (AXI): "Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si".

Visto isso, queremos demonstrar:

Proposicao 7.4 Ser e s sdo duas retas distintas e ndo paralelas, entdo elas possuem um

1inico ponto em comum.

Vejamos como utilizar o CPO para demonstrar esta proposi¢ao. Definiremos uma
linguagem £ para o nosso propésit. Nosso universo de discurso serd um plano
geométrico 7t. Para mantermos as convencOes usuais da geometria, as constan-
tes individuais para representar pontos serao letras maitisculas e para retas letras

minuasculas. Assim, utilizaremos letras gregas como constantes de predicado para

1 Aqui restringiremos nossa atengao para pontos e retas. Para um estudo mais detalhado de geome-
tria utilizando o CPO, devemos incluir outros entes geométricos (como triangulos por exemplo).
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diferencia-las nitidamente das demais. Seja £ = {a, f,, B3,... ¥, p,=} Um, onde a:

esta sobre ...", B;: "(1), (2),..., (i —1) e (i) sao concorrentes ", onde (1), (2),..., (i—1) e

(i) representam os i "lugares'da constante de predicado i-aria f8;,i € {1,2,3...}, p: "...
e ... sao paralelas'e y: "..., ... e ... sdo colineares". Convencionemos o seguinte: em
qualquer férmula cuja constante individual ou variavel esteja em letra maitscula,
esta trata-se de um ponto; em qualquer féormula cuja constante individual ou varia-
vel esteja em letra miniiscula, esta trata-se de uma reta. Reservaremos as letras X,
Y e Z, munidas ou nao de indice, para variaveis que tratam de pontos. Assim, por

exemplo, se quisermos escrever "o ponto P esta sobre a reta r", escreveremos "aPr'l4.

Agora, reescreveremos os axiomas em nossa linguagem:

o (AX1): VXVYAx[(X =Y) - [(aXx AaYx)AVy[(aXy AaYy)— (x=7)]]]

* (AX2): VxdXAY(XzY AaXxAaYx)

* (AX3): AXAYAZ[X 2 YAX#ZANZ#Y A=yXYZ]

o (AXI): VXVYVZ[(X=YAX=Z)—> (Y =2)|AVxVyVz[(x =y Ax=2) = (y = 2)]
Pela definicoes, temos:

* (Defl): VXVYVZ[( X #YAX#ZANZ2Y) > [yXYZ o Ax(aXxAaYxAaZx)]]

* (Def2): Vxq..Vx,[(x1 # Xo A AXj £ XA AXy 1 2 X)) = [BrXyexy © X (aXx A
..NaXx,)]], paratodoi,je{l,..,n}ei=j.

* (Def3): VxVy[(x = y) — [pxy & -IX(aXx A aXy)]]

Note que (Def2) é um esquema de féormulas. Por exemplo, para n = 3, temos
VaxVyVz[(x 2z Ax =z Ay #2) - [B3xyz & X (aXx A aXy A aXz)]].
Note ainda que (Def2) poderia ser a formula
VXVYVZ[yXYZ & Ax(aXx AaYx A aZx)],

uma vez que, dados trés pontos, sendo pelo menos dois iguais, é garantida, pelos

axiomas 1 e 3, a existéncia de uma reta passando por esses trés pontos. Porém, é

2Esta convencao torna nossas formulas menos carregadas. A rigor, deveriamos introduzir duas
constantes de predicado unarias, por exemplo, o1: "... é ponto'e 0,: "... é reta. Assim, para
escrever "o ponto P esta sobre a reta r", escreveriamos "aPr A o1 P A o,
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mais natural a ideia de colinearidade para pontos (pelo menos trés) distintos.

Reescrevendo a proposi¢ao 6.1, obtemos

(P1):VxVy[(x 2y A —pxy) = [AX(aXx AaXy) AVY((aYxAaYy) - X =Y)]]

Antes de iniciarmos as demonstracoes, estabelecemos mais algumas convencoes,

para torna-las nao excessivamente longas:

1. Poderemos nao listar os axiomas ou defini¢oes, sendo considerados premissas
em qualquer deducao. Quando estes forem utilizados para a conclusao de

alguma foérmula, justificaremos esta por suas abreviagoes.

2. Poderemos fazer algumas aplicagoes das regras de inferéncia simultaneamente,

todas elas justificadas na mesma linha.

Por exemplo: para concluirmos

ao invés de fazermos:

1. VXVYVZ[(X=YAX=Z) > (Y =2)|AVxVyVz[(x =y Ax=2) —> (y = 2)] P

2. VaVyVz[(x=p Ax=2) > (v = 2)] 1D
3. VyVz[(r=yAr=2) > (y=2)] 2EU
4. Vz[(r=sAr=z)—(s=2)] 3EU
5. (r=sAr=t)>(s=t) 4EU

poderemos fazer:
1. VxVyVz[(x =y Ax=2) > (y = 2)] AXI, D
2. (r=sAr=t)—>(s=t) 2EU

Assim, iniciemos a demonstracao. Primeiramente, note que a férmula que quere-
mos deduzir é do tipo YxVy6 e que 6 € um condicional. Logo, podemos introduzir

uma premissa hipotética, utilizando constantes individuais quaisquer e, em caso de
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sucesso, introduzimos os quantificadores universais utilizando a regra (IU). E natu-
ral introduzirmos como premissa hipotética o antecedente do condicional desejado

com constantes quaisquer:

1. r=2sA-prs *PH
2. r#S 1D
3. —prs 1D

Seguindo, utilizaremos a definicao 3:

4. (r=s) - [prs & —AX(aXr A aXs)] Def3, EU
5. prs < —3AX(aXr A aXs) 2,4 MP
6. ~AX(aXr A aXs) — prs 5BC
7. =—dX(aXr A aXs) 3,6 MT
8. AX(aXr A aXs) 7 PS

Note que, de r # s A =prs deduzimos IX(aXr A aXs). Pela regra (IU), deduzimos
VaxVy(x = v A =pxy) — IX(aXx A aXyp), isto é, se duas retas sao nao paralelas e
distintas, entao elas sao concorrentes. Note ainda que, a conclusao que desejamos é

uma conjuncao e que obtemos um de seus componentes. Prosseguindo:

9. aPrAaPs “ PH
10. (@QrAaQs)AP=Q “% GPA
11. Ax[(P = Q) — [(aPx A aQx) AVy[(aPy A aQy) — (x = p)]]] AX1, EU
12. [(P# Q) = [(aPI AaQl) AVy[(aPy A aQy) — (I = p)]]] e PH
13. (P # Q) — [(aPl AaQl) A[(aPr A aQr) — (I =7)]] 12 EU
14. (P # Q) — [(aPl AaQl) A[(aPs A aQs) — (I =s)]] 12 EU
15. aQr A aQs 10D
16. P=Q 10D
17. (aPIAaQI)A[(aPr A aQr) — (I =r1)] 13,16 MP
18. (aPl AaQl) A[(aPs A aQs)— (I=s5)] 14, 16 MP
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34.
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36.

37.
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39.

40.
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42.
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aPl A aQl
(aPrAaQr)—(l=r)

(aPsAaQs)— (Il =s)

[(P#Q)— [(aPIAaQl)AVy[(aPy A aQy) —

r=s
rEsSAT=s

—[(@Qr AaQs) A (P Q)]
—(aQrAaQs)v(P=Q)

(aQrAaQs)—(P=Q)

AXVY[(aYrAaYs)— (X =Y)]

(aPr AaPs) - AXVY[(aYrAaYs)— (X =Y)]

AXVY[(aYrAaYs)— (X =Y)]

AX(aXr AaXs)ANAXVY[(aYrAaYs) — (X =Y)]
AX[(aXr AaXs)AVY[(aYrAaYs)— (X =Y)]]

(r#sA—prs) = AX[(aXr AaXs)AVY(aYrAaYs)— (X =Y)]
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17D

17D

18 D

15D

15D

9D

9D

22,24 C

23,25C

20, 26 MP

21, 27 MP

e 28, 29 AX1, D, EU, C, MP
(I=p)]]] = (r=5s) 12,30 DC
11, 31 EE
2,30 C
10, 33 DA
34 PS
35PS
36 IU, IE
9,37 DC
8, 38 EE
8,39C
*40 PS

1,41 DC
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43. VxVy[(x 2y A —pxy) = AX[(aXx AaXy) AVY (aYxAaYy) - (X =Y)]] 1,41
EE, IU

Note que, na linha 37, pudemos introduzir o quantificador universal para a varia-
vel Y, pois a constante Q nao estava mais em hipotese vigente (encerrada na linha
33). Note ainda que, na linha 42, as constantes r e s ocorriam no escopo de um
quantificador, mas nao para as variaveis x e y, sendo assim substituiveis, respecti-
vamente, por x e y. Agora, visto que (P1) estd demonstrada, ela passa ser uma de

nossas premissas para qualquer outra dedugao.
Proposicao 7.5 Existem trés retas distintas nao concorrentes.
Esta proposicao pode ser reescrita:
(P2):AxJyAz[(x 2y Ax =2 Ay #2) A =p3x)z]

Agora, devemos mostrar a existéncia de trés retas. Uma boa estratégia é partir
de algo cuja existéncia é garantida por algum axioma. Assim, demostraremos esta
proposicao a partir da existéncia de trés pontos nao colineares. Para facilitar as

proximas dedugdes, mostraremos que, do axioma 3, deduzimos

(PO): AXAYAZ[X #YAX#2ZANZ#Y AVx(=aZxV -aYxV -aXx)].

De fato:
1. AXAYAZX #YAX 2 ZANZ =Y A=y XY Z] AX3
2.PQAP#RAR=QA-YPQR *PH
3.P2QAP#RAR=Q 2D
4. =yPQR 2D
5. (PQAP#RAR#Q)— [yPQR & dx(aPx A aQx A aRx)]] Defl, EU
6. YPOR < dx(aPx A aQx A aRx) 3,5 MP
7. dx(aPx A aQx A aRx) = yPQR 6 BC
8. =dx(aPx A aQx A aRx) 4,7MT
9. Vx(=aPxV -aQxV -aRx) 8 PS
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10. PQAP=RAR=QAVx(-maPxV -aQxV -aRx) 3,9C
11. AXAYAZ[X #2YAX2ZANZ Y AVx(maZxV -aYxV -aXx)] *10 IE

12. (P # QAP # RAR # QA-~yPQR) — AXIYAZ[X = YAX = ZAZ # Y AVx(~aZxV
—~aYxV -aXx)| 2,11 DC

13. AXAYAZ[X #YAX2ZAZ =Y AVx(maZxV -aYxV -aXx)] 1,12 EE

Assim como (P1), podemos utilizar (PO) como uma premissa. Iniciemos:

1. AXAYAZ[X 2YAX#2ZAZ Y AVX(maZxV -aYxV -aXx)] PO
2. PQAP#RAQ#RAVx(—aPxV -aQxV -aRx) *PH
3. Ax[(P = Q) — [(aPx A aQx) AVy[(aPy A aQy) — x =p]]] AX1,EU
4. IAx[(P # R) — [(aPx A aRx) AVy[(aPy A aRy) — x = p]]] AX1,EU
5. Ax[(Q #R) = [(aQx A aRx) AVy[(aQy A aRy) — x =p]]] AX1, EU

Vamos considerar, agora, as retas que passam pelos pontos admitidos:

6. (P=Q)—[(aPrAaQr)AVy[(aPy AaQy) > r=19]] > PH
7. (P#R)— [(aPsAaRs) AVy[(aPy A aRy) — s =v]] > PH
8. (Q=R) = [(aQt AaRt) AVy[(aQy A aRy) — t =v]] w0t PH

O que fizemos até aqui foi simplesmente listar os elementos existentes. Continu-

ando:

9. P2 Q 2D
10. P#R 2D
11. Q=R 2D
12. (aPrAaQr)AVy[(aPy AaQy) > r=1] 6, 9 MP
13. (aPsAaRs)AVy[(aPy AaRy) —s=79] 7,10 MP
14. (aQt AaRt) AVy[(aQy A aRy) — t =y] 8,11 MP
15. (aPr A aQr) 12D
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

7 Aplicagoes na Matematica

(aPs A aRs)

(aQt A aRt)

r=s

aRs

(aPr A aQr A aRv)

(aPr AaQr AaRr)A=(aPr AaQr A aRr)

r+Ss

aRt
(aPr AaQr A aRr)
(aPr AaQr AaRr)A—=(aPrAaQrAaRr)

rzt

(aPs A aQs A aRs)
(aPs A aQs A aRs) A—=(aPsAaQs A aRs)
S+t

AX(aXr A aXs A aXt)

13D

14D

$%GPA

16 D

15,18,19 PL, C
4% 20 D, EU, PS, C
18,21 DA

$%GPA

17 D

15, 23,24 PI, C
o044 95 D, EU, PS, C
23,26 DA

$%4GPA

17 D

16, 28,29 PI,C
ek 30 D, BU, PS, C
28,31 DA

>(->(->(->(->(-SPA

Até aqui, concluimos que as trés retas citadas sdo distintas, que é parte integrante

da férmula que desejamos demonstrar. Para concluirmos a outra parte da féormula,

iniciamos (na linha 33) uma demonstragao por absurdo. Como trata-se de um exis-

tencial, necessitaremos introduzir mais uma premissa hipotética. Prosseguindo:

34.

35.

36.

aHr AaHsAaHt
H=0Q

aHs
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*******SPA

34D



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.
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aPs AaQs A aRs 16, 35,36 C, PI
(aPs A aQs A aRs) A—=(aPsAaQs A aRs) et 37 D, EU, PS, C
H=Q 35,38 DA
Ax[(H=Q)— [(aHxAaQx) AVy[(aHy A aQy) = x =y]]] AX1,EU
(H=Q) - [(aHI AaQl) AVy[(aHy A aQy) —1=y]] R
(aHIANaQl)AVy[(aHy AaQy) = 1 =7y] 39, 41 MP
(aHt A aQt) > 1 =t] 42 D, EU
(aHr ANaQr)—1=r] 42 D, EU
aHt A aQt 17,34 D, C
aHr A aQr 15,34 D, C
I=r 44, 46 MP
=t 43, 45 MP
t=r 47,48 AXI, D, EU, C, MP
t=rAt=r w27, 49 C
[(H=Q)—[(aHIANaQl) AVy[(aHyAaQy)—1l=y]]] > (t=rAt=r) 41,50

DC

t=rAt=r x40, 51 EE
(eHr NAaHs ANaHt) > (t=r At =7) 34,52 DC
t=rAt=r w433, 53 EE
—AX[aXr A aXs A aXt] 33, 54 DA
rzSAt#rAs=t 22,27,32C
(resAt=zrAs=t)— [Bzrst & AX(aXr A aXs A aXt)] Def2, EU
Bsrst > AX[aXr A aXs A aXt] 56,57 MP, BC
—Bsrst 55, 58 MT

80



7 Aplicagoes na Matematica
60. dxdpAz[(x 2y Ax =z Ay #2) A —f3xyZ2] (%) (%) (**) (*) 56, 59 C, IE
61. Axdydz[(x =y Ax =z Ay #2) A -p3xyz] 2,60 DC, EE

Observe que, na linha 60, encerramos as quatro premissas hipotéticas (linhas 2, 6,

7 e 8) simultaneamente.

Proposicao 7.6 Para toda reta r, existe um ponto P tal que P nao esta sobre r.

Queremos demonstrar (P3): Vx3dX(-aXx).

1. AXAYAZ[X 2YAX#2ZANZ#Y AVX(~aZxV -aYxV —aXx)] PO
2.PQAP2RAQ#RAVx(-aPxV -aQxV -aRx) *PH
3. =aPrV —aQrV -aRr 2D,EU
4. AXAYAZ(-~aXrV -aYrV -aZr) 31E

A formula concluida na linha 4 afirma que existem trés pontos, onde pelo menos
um deles ndo esta em uma reta qualquer. Este é o resultado que desejamos, porém
nao ¢ a formula desejada. Devemos conclui-la através de alguma inferéncia logica.

Para isto, utilizaremos a verdade logica dx3dy(o(x) V 6(y)) — dxd(x). De fato:

1. dxdy(o(x) vV o()) *PH
2. 5(a) Vv o(b) **PH
3. =3dxo(x) ***SPA
4. Vx(=6(x)) 3PS
5. =d(a) 4 EU
6. —o(b) 4 EU
7. (a) 2,6 SD
8. o(a) A =d(a) ***5,7 C
9. dxo(x) **3, 8 DA
10. (0(a) Vv o(b)) = Ax6(x) *2,9DC
11. Ax(x) 1,10 EE
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Logo, retomando a deducao:

1.

2.

8.

9.

AXAYAZ[X2YAX#2ZANZ2Y AVX(—~aZxV -~aYxV ~aXx)] PO
PQAP#RAQ=#RAVx(~aPxV -aQxV -aRx) *PH
—aPrV -aQrV —aRr 2D,EU
AXAYAZ(-aXrV -aYrV -aZr) 31E
AXAYAZ(waXrV -aYrV -aZr) > AX-aXr VL
. AX—-aXr *4, 5 MP
[P2QAP#RAQ#RAVX(-aPxV -aQxV -aRx)] > IX-aXr 2,6 DC
AX-aXr 2,7 EE
VxdX-aXx 8 IU

O que fizemos aqui foi mostrar o rigor nas demonstra¢oes matematicas, onde qual-

quer sentenca deve ser uma consequéncia logica dos axiomas. As inferéncias logicas

utilizadas nas demonstragoes usuais sao, na verdade, uma aplicacao das regras de

inferéncia que utilizamos. Vejamos uma demonstracao matematica usual da propo-

sicao 6.1 e comparemo-la com nossa demonstracao:

Sejam r e s duas retas distintas e nao paralelas. (linha 1)

Pela definicao 6.3 e por hipétese, elas se intersectam, isto €, existe um ponto P

que esta sobre r e s. (linhas 2 a 9)

Suponha por absurdo que exista um ponto Q, diferente de P, tal que Q esteja

sobre r e s. (linha 10)

Pelo axioma de incidéncia 1, a linha r seria determinada univocamente pelos
pontos P e Q. (linhas 11 a 13)

Pelo axioma de incidéncia 1, a linha s seria determinada univocamente pelos
pontos P e Q. (linhas 11 a 14)

Assim, teriamos que r = s, levando-nos a um absurdo pois, por hipotese, r # s.
(linhas 10 a 33)

Logo, r e s possuem um Unico ponto em comum. (linhas 34 a 43)
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Num primeiro momento, essas proposi¢oes podem ser entendidas como "0bvias",
principalmente sob um olhar "euclidiano". Porém, ao assumir alguma sentenga
como verdadeira, pode-se cometer graves erros em demonstragoes. Um caso famoso
€ a controvérsia sobre o quinto postulado de Euclides. "Por dois mil anos, matemati-
cos tentaram deriva-lo a partir dos outros quatro postulados ou substitui-lo por um
mais auto-evidente"[4]]. Todas tentativas de demonstra-lo foram frustradas por con-
ter passagens nao devidamente justificadas, assim como as tentativas de substitui-
lo, pois estas substitui¢coes foram feitas por sentencas logicamente equivalentes ao

quinto postulado.

7.2 Demonstracoes no ensino médio

Veremos agora como o estudo de logica pode auxiliar no entendimento das demons-
tragdes matematicas no ensino médio. Suponhamos que um aluno do ensino médio
precise demonstrar o seguinte teorema: "Seja P : C — C um polinomio e a um nu-
mero complexo. Se P(x) é divisivel por (x —a), entdo a é raiz de P(x)."E natural que
algumas questoes podem surgir para esse aluno: "o que devo fazer?"; "como come-

car?"; "onde quero chegar?".

Primeiramente, devemos ter claro o enunciado do teorema. A primeira parte deste
simplesmente diz sobre o que estamos falando. Numa linguagem da logica, o uni-
verso de discurso seria a uniao do conjunto dos niimeros complexos com o conjunto
das fung¢oes polinomiais com coeficientes complexos. A segunda parte trata-se de

um condicional: "Se ... entao ...".

Poderiamos introduzir uma linguagem a fim de construirmos formulas para a de-
monstracao. Porém, uma linguagem formal do CPO, neste (e talvez muitos) caso(s),
pode ser uma tarefa muito trabalhosa, talvez até mais do que a prépria demonstra-
¢ao. Assim, podemos estabelecer uma linguagem um pouco mais curta, de forma
que possamos traduzir as sentengas para féormulas, sem o risco de interpretagoes
erroneas. Uma boa estratégia, assim como fizemos no capitulo anterior, é utilizar
notacoes usuais da teoria. Por exemplo, podemos utilizar letras minasculas para
constantes e variaveis que tratam de niimeros e letras maitisculas para constantes e
variaveis que tratam de polindomios. Estabeleceremos: para nos referir ao polindmio
P(x) escreveremos simplesmente P; P(a), para todo a € C, sera seu proprio represen-

tante; nao utilizaremos as variaveis x ou X, para nao confundi-las com as variaveis
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dos polindmios; se P(x) é divisivel por Q(x), escreveremos Q|P; as expressdoes mate-

maticas serao expressas como usualmente.

Analisemos o teorema: No enunciado, P(x) é um polinomio qualquer. Logo, que-
remos demonstrar:
VY[(x—a)lY = Y(a) =0].

Agora, devemos ver quais sao as premissas que temos a disposicao (talvez o passo
mais importante). Por definicao (Def), se a é raiz de P(x) , entao P(a) = 0. Também
por definicao, se P(x) é divisivel por Q(x), entdo existe um polinomio H(x) tal que
P(x) = H(x)-Q(x). Assim, temos como uma das premissas VY,V Y,3Z[(Y,|Y;) — (Y1 =
Z -Y,)], assim como as verdades logicas em geral e os teoremas matematicos (Teo)

até entao demonstrados. Iniciemos:

L. (x—a)lP “PH
2. VY VY,AZ[(Y,|Yy) = (Y = Z- 1)) Def
3. 3Z[((x—a)|P) = (P = Z - (x —a))] 2 EU
4. (x—a)lP) > (P=Q-(x—a) “PH
5. P=Q-(x—a) 1, 4 MP

O que fizemos até aqui, usualmente traduz-se: "Seja P(x) um polindémio tal que
P(x) seja divisivel por (x—a) . Por definicao, existe um polinomio Q(x) tal que P(x) =

Q(x)-(x—a)". Continuando:

6. VYVZVy[(Y =Z) = (Y(v) = Z())] Def
7. [P=Q-(x—a)] - [P(a) = Qa)- (a—a)] 6 EU
8. P(a)=Q(a)-(a—a) 5,7 MP
9. Vy(y—p = 0) Teo
10. P(a)=Q(a)-0 8,9 EU, PI
11. Yy(y-0=0) Teo
12. P(a)=0 10, 11 EU, PI
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A partir da linha 6, fizemos: "Por definicao, P(a) = Q(a)-(a—a) = Q(a)-0 = 0".
Note que, em cada igualdade, ha uma implicagao logica implicita, que fica evidente
na deduc¢ao acima, onde utilizamos teoremas matematicos (linhas 9 e 11). Dessa
forma, chegamos ao resultado desejado. Basta apenas utilizarmos as regras de in-
feréncia para encerrar as premissas hipotéticas, que serdo equivalentes a conclusao

da demonstragao: "Logo, P(a) =0".

1. (x—a)P “PH
2. VY YY,3Z[(YalYy) = (Y = Z- Y,)] Def
3. AZ[(x—a)|P) > (P = Z - (x—a))] EU
4. (x—a)P) > (P=Q-(x—a) “PH
5. P=Q-(x—a) 1,4 MP
6. VYVZVy[(Y =Z) = (Y(v) = Z())] Def
7. [P=Q-(x-a)] > [P(a) = Q(a) - (a—a)] 6 EU
8. P(a)=Q(a)-(a—a) 5,7 MP
9. Vp(y -y =0) Teo
10. P(a) = Q(a)-0 8,9 EU, PI
11. ¥y(y-0=0) Teo
12. P(a)=0 410, 11 EU, PI
13. 3Z[((x-a)|P) = (P = Z - (x—a))] — (P(a) 4,12 IE, DC
14. P(a)=0 *3,13 EE
15. (x—a)|P — P(a)=0 1,14DC
16. VY[(x—a)|Y — Y(a)= 0] 151U

Assim, a utilizagao do CPO pode facilitar a compreensao de uma demonstragao

matematica, pois pode limitar a demonstragao a procurar formulas validas (teore-

mas, defini¢des, etc.) compostas por féormulas que figuram nas premissas ou na

conclusao desejada e aplicar convenientemente as regras de inferéncia. Vejamos

como transformar o problema de demonstrar uma sentenc¢a com essa perspectiva.
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Utilizaremos o exemplo apresentado no capitulo 3: "Se existe um namero real x tal
que x # 0 e x”! =0, entdo 1 = 0". Primeiramente, passemos para uma linguagem
de primeira ordem (ja adequada convenientemente) o que queremos demonstrar:
Ax(x20Ax1 =0) = (1=0).

1. Ix(x=0Ax1=0) “PH
2.a#0Aa =0 >EU

Agora, devemos procurar teoremas matematicos relacionados as formulas que ocor-
rem acima. Um bom candidato é o teorema que diz que para todo namero real
diferente de zero, o produto desse nimero pelo seu inverso é igual a 1, isto é,

Vx(x20—>x-x"1=1).

3.a%0 2EU,D
4. a1 =0 2EU,D
5. Vx(x#0 - x-x"1=1) Teo
6. az0—>a-al=1 5 EU
7.a-al=1 3, 6 MP

Um outro bom candidato é um axioma matematico (AX): VxVyVz(x =y —> z-x =

z-7p), juntamente com um teorema que utilizamos anteriormente:

8. VxVyVz(x =y —>z-x=2-7) AX
9. a'=0>a-a'l=a-0 8 EU
10. a-al=a-0 4,9 MP
11. Vy(y-0=0) Teo
12.1=0 **7,10, 11 PI, EU
13.1=0 *2,12 DC, EE
14. Ix(xz0Ax1=0) - (1=0) 1,13 DC

Devemos salientar que demonstramos um condicional, ou seja, que "1=0"se (no

eventual caso) ocorresse x # 0 A x~1 = 0.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Vimos como a légica pode auxiliar na compreensao das demonstragoes. O CS, em-
bora tenha algumas limitagoes, pode ser um 6tima ferramenta para a compreensao
e pratica do assunto, pois permite deduzir certas afirmacgdes, a partir de outras, de
uma forma "algébrica", ou seja, permite organizar as informagoes por meio de for-
mulas simples e, a partir delas, concluir outras por meio das regras de inferéncia.
Essa organizagao pode ser considerada como uma "transcri¢ao'do pensamento, faci-
litando a compreensao e, sobretudo, a justificativa dos argumentos. Além disso, o
CS pode ser aplicado em situagoes atraentes para um aluno de ensino basico, como
enigmas, onde esse aluno estaria praticando seu raciocinio, o que poderia melhorar
sua compreensao da matematica. O CPO, por sua vez, é um sistema mais rico e sua
aplicagao na matematica mostra como € sua esséncia, mostrando como sao rigorosas
suas demonstracdes. E claro que sua aplicagao integral pode nao ser a melhor opgao
para o ensino basico, pois a tradugao, para sua linguagem, de sentencas razoavel-
mente simples podem ser formulas demasiadamente complexas. Porém, uma adap-
tacao conveniente dessa linguagem pode ser apresentada, nao para que este aluno
necessariamente utilize o CPO, mas que ele possa compreender por meio dele uma
demonstragao, uma vez que, em suas deducoes, cada passagem ¢é claramente justifi-

cada.

Por fim, devemos ter claro que tudo o que é conhecido na matematica nada mais é
do que uma consequéncia légica dos axiomas de cada teoria, e que, para fazermos
uma demonstracao, devemos ter duas coisas em mente: quais sao as premissas que
temos a disposi¢ao e como, a partir delas e das aplica¢des das regras de inferéncia
logicas, obtemos a conclusao desejada.
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