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Resumo

O presente estudo nase da neessidade de uma abordagem da geometria

analítia no espaço tridimensional no ensino médio.

Observando livros e materiais de apoio de geometria, nota-se a au-

sênia de um tratamento analítio da geometria espaial. Usualmente,

na maioria dos textos perebe-se apenas uma breve análise de problemas

geométrios espaiais do ponto de vista da geometria lássia (no volume

de sólidos). Assim sendo, pode ser útil ao estudante uma introdução,

através de uma visão algébria, da geometria tridimensional.

Pensando nisto, este trabalho proura despertar o interesse do leitor

para a geometria analítia do espaço através de um problema de interesse

de muitos: a plani�ação da esfera e suas apliações à artogra�a.

Palavras-have:geometria analítia espaial, projeções, plani�ações,

vetores, meridianos, paralelos, esfera, plano.



Abstrat

The subjet of this work is an attempt to ful�l some of the needs

of high shool students on analyti geometry in the three dimensional

spae.

By observing geometry books and supporting materials, one an no-

tie that most referenes lak an approah to spatial analyti geometry.

Usually, most texts only present a brief approah to spaial geometry

from a lassi geometry's point of view (on the volume of solids). So, it

might be useful for the student an introdution of the spatial geometry

from an algebrai point of view.

Thus, this work tries to awake the interest of the reader about the

spatial analyti geometry by presenting a problem whih athes the

interests of many: the plani�ation of the sphere and its appliations to

artography.

Key-words: spatial analyti geometry, projetions, plani�ation, ve-

tors, meridians, parallels, sphere, plane.
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Notação

∃ : existe

∀ : qualquer que seja ou para todo(s)

⇒ : implia

⇔ : se, e somente se

∴ : portanto

:= : de�nição (o termo à esquerda de := é de�nido pelo termo

ou expressão à direita)

i.e. : id est (em português, isto é)

✷ : india o �nal de uma demonstração

←→
AB : reta passando pelos pontos A e B

AB : segmento de reta ligando os pontos A e B

AB : segmento orientado de reta ligando os pontos A e B

−→
AB : vetor determinado pelos pontos A e B

−→v : vetor v

−→v .−→u : produto esalar entre os vetores u e v

‖AB‖ : omprimento do segmento AB

‖−→v ‖ : omprimento do vetor v

‖−→AB‖ : omprimento do vetor

−→
AB

|A| : determinante da matriz A

←→
R : reta R

P−→ : semi-reta P



Introdução

Busamos abordar a geometria analítia no espaço tridimensional

omo uma poderosa ferramenta para uma melhor ompreensão de pla-

nos, ones, esferas e quaisquer outros elementos provenientes destes te-

mas através da visão algébria.

Iniiamos este trabalho om o oneito referente a oordenadas e tra-

balhamos om os diferentes sistemas e as diferentes formas de se inter-

pretar pontos em um dado plano, analisamos também o espaço tridimen-

sional e sua representação de pontos, posteriormente exploramos a idéia

de vetores e suas operações passando por dependênia e independênia

linear além de produto vetorial e esalar.

Na seqüênia utilizamos o estudo de vetores para onstrução de retas

e planos ambos no espaço, analisamos as posições relativas a ada um e

suas peuliaridades, observamos as propriedades inerentes a ada par de

retas e planos, busamos e de�nimos ada interseção proposta, além de

ressaltarmos as prinipais araterístias de ada plano e sua respetiva

onstrução.

Partindo do onteúdo já abordado apresentamos o oneito de ar-

togra�a traçamos um panorama a respeito de sua importânia e seu

desenvolvimento ao longo da história, evideniamos as diferentes manei-

ras de exeuta - la além das peuliaridades e diferenças deorrentes de
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ada uma.

Enerramos este estudo om uma abordagem prátia do oneito ar-

tográ�o, de�nimos esferas, planos e retas de interseção projetamos pon-

tos, alulamos distânias e evideniamos as alterações na projeção de

meridianos e paralelos, exempli�amos ada tipo de projeção e suas pe-

uliaridades através de exeríios resolvidos e uma abordagem intuitiva.

Por �m a riação deste trabalho visa despertar o interesse do leitor

para este ampo tão vasto e repleto de apliações que é a geometria

analítia, abrindo preedentes para exploração deste tema de diversas

outras formas suprindo quaisquer outros propósitos.



Capítulo 1

Coordenadas no plano e vetores

1.1 Coordenadas Cartesianas

Iniiamos este apítulo om o estudo de ferramentas que nos propor-

ionam ompreender um importante oneito matemátio à geometria

analítia. A geometria analítia é o estudo de elementos geométrios

através de métodos algébrios. Ela é vista omo a união da geometria

om a álgebra e utiliza para isso um sistema de oordenadas previa-

mente estabeleido, um dos sistemas de oordenadas muito utilizados

neste desenvolvimento é o sistema de oordenadas artesinas.

O sistemas de oordenadas artesinas foi desenvolvido pelo matemá-

tio franês René Desartes, este sistema proura identi�ar pontos em

um determinado plano através de eixos perpendiulares entre si, abor-

daremos neste apítulo o sistema de duas dimensões e posteriormente o

de três dimensões.

Sistema artesiano em duas dimensões

Neste sistema temos o eixo x hamado de eixo das abissas e o eixo y

hamado de eixo das ordenadas. A junção da abissa do ponto e de sua

ordenada formam as oordenadas do ponto, o eixo x é perpendiular ao

eixo y e ambos eixos são divididos em intervalos igualmente espaçados,
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o ponto de interseção entre os eixos é hamado de origem do sistema e

pode ser representado por O = (0, 0), onvenionou-se que as oordena-

das dos pontos seriam dadas por (x0, y0), onde x0 representa a abissa

do ponto e y0 sua ordenada.

Figura 1.1: Plano artesiano

A partir do ponto O = (0, 0) de�ne-se o sentido dos eixos. As ab-

issas e ordenadas em sentido ontrário reebem o sinal negativo. Logo

podemos dividir o plano artesiano em quatro quadrantes:

• I quadrante → pontos na forma (x0, y0).

• II quadrante → pontos na forma (−x0, y0).

• III quadrante → pontos na forma (−x0,−y0).

• IV quadrante → pontos na forma (x0,−y0)

Sejam dois pontos P e Q dados no plano artesiano a ada par de

pontos no plano orresponde um número real denominado distânia en-
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tre os pontos, utilizaremos a notaçao d(P,Q) para representar no plano a

distânia entre os pontos P e Q, de�nimos então algumas propriedades.

• d(P,Q) > 0.

• d(P,Q) = 0 ⇐⇒ P = Q.

• d(P,Q) = d(Q,P ).

• d(P,Q) < d(P,K) + d(K,Q) (desigualdade triangular) onde P,K

e Q não são olineares.

• d(P,Q) = d(P,K) + d(K,Q)⇐⇒ onde P,Q e K são olineares e

K está entre P e Q.

Sistema artesiano em três dimensões

Similar ao sistema artesiano de duas dimensões, o sistema arte-

siano de três dimensões mantém todas as propriedades já menionadas,

porém temos um arésimo de um eixo, ou seja, a representação de ada

ponto no sistema tridimensional é dada por P = (x0, y0, z0), onde temos

x omo eixo das abissas, y omo eixo das ordenadas e z omo eixo das

otas.
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Figura 1.2: Plano em três dimensões

Como podemos ver os eixo x, y e z são mutuamente pependiulares

e a interseção dos eixos resulta no ponto O = (0, 0, 0) que é tido omo

a origem do sistema.

1.2 Coordenadas Polares

Além das oordenadas artesianas existem também outras formas de

identi�ar pontos no plano, veremos agora uma delas as oordenadas

polares.

No sistema de oordenadas polares é de�nido primeiramente a ori-

gem O e o eixo polar, onde o eixo polar é uma semi-reta de origem O.

Adotamos também uma unidade de medida que expressa a distânia de

qualquer ponto P a origem.

Logo as oordenadas polares são dadas no seguinte formato P =

(r, θ), onde r india a distânia de P a origem do sistema O e θ é o

ângulo que o segmento OP faz om o eixo polar.
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Figura 1.3: Sistema de Coordenadas Polares

Convenionou-se que a medida do ângulo θ tomada no sentido anti-

horário em relação ao eixo polar é positiva, e negativa se tomada no

sentido horário, portanto podemos ter duas oordenadas polares que

representam o mesmo ponto.

Figura 1.4: Diferentes representações polares de um mesmo ponto

Sendo r a medida da distânia à origem de nossa oordenada polar

é aeitável que r é sempre maior que zero, porém podemos ter também
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oordenadas polares onde r < 0, isto signi�a, que tomamos o raio em

sentido oposto a semi-reta que ontém o ponto om raio positivo, veja:

Figura 1.5: representação polar onde o raio é negativo

1.3 Coordenadas Cartesianas e Coordenadas Pola-

res

Podemos failmente transpor oordenadas polares em oordenada

artesianas e vie-versa, admitindo que temos dois sistemas (artesiano

e polar), onde a origem de ambos sistemas é a mesma e ambos utilizam

a mesma unidade de medida, vamos de�nir a relação que existe entre o

ponto P = (x0, y0) em oordenadas artesianas para o ponto P = (r, θ)

em oordenadas polares.
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Figura 1.6: relação entre sistema artesiano e polar

Logo temos as relações entre as oordenadas polares e artesianas,

onde podemos obter também r =
√

x2
0 + y20.

cos(θ) =
x0

r
⇐⇒ x0 = r.cos(θ)

.

sen(θ) =
y0

r
⇐⇒ y0 = rsen(θ).

Seja o ponto P = (
√
3, 1) e o ponto Q = (2, π4 ), vamos onverter o

ponto P para oordenadas polares e o ponto Q para oordenadas arte-

sianas.
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Figura 1.7: oordenada artesiana para oordenada polar

x0 = r.cos(θ)⇐⇒ (
√
3 =

√

(
√
3)2 + 1).cos(θ)⇐⇒

√
3 = 2cos(θ)

cos(θ) =

√
3

2
⇐⇒ θ = Arccos(

√
3

2
)⇐⇒ θ =

π

6
.

Logo podemos onluir que o representante do ponto P = (
√
3, 1) em

oordenadas artesianas é o ponto P = (2, π6 ) em oordenadas polares.

Faremos agora a onversão do ponto Q para oordenadas artesianas.

Figura 1.8: oordenada polar para oordenada artesiana
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x0 = r.cos(θ)⇐⇒ x0 = 2.cos(
π

4
) =
√
2

y0 = r.sen(θ)⇐⇒ y0 = 2.sen(
π

4
) =
√
2

Conluímos que o ponto P = (2, π4 ) em oordenadas polares orres-

ponde ao ponto P = (
√
2,
√
2) em oordenadas artesianas.

1.4 Vetores

Uma ferramenta que nos dará suporte para ompreender vários as-

petos da geometria analítia onsiste no estudo de vetores.

Um vetor é de�nido omo um segmento orientado dotado de dire-

ção, sentido e omprimento. Vetores são frequentemente representados

por uma seta ou segmento de reta orientado, o omprimento da seta

representa o tamanho do vetor e a seta aponta a direçao do vetor.

Seja dois pontos quaisquer A e B em um espaço vetorial V n
, ou seja,

um espaço vetorial de n dimensões, o segmento orientado partindo do

ponto A ao ponto B denomina-se vetor

−→
AB, ou seja, tomando um espaço

V 2
se A = (x1, y1) e B = (x2, y2) logo

−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1).

Observe que podemos utilizar qualquer base vetorial para a ons-

trução de vetores, no deorrer de nosso estudo abordaremos primordi-

almente o espaço V 2
e o espaço V 3

, ou seja, sendo A = (x0, y0, z0)

e B = (x1, y1, z1) o vetor

−→
AB em V 3

será representado por

−→
AB =

(x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0).
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Figura 1.9: vetor AB

Vetor Nulo, é o vetor que tem omo representante um segmento

orientado nulo, e pode ser indiado por

−→
0 .

1.5 Vetores Equipolentes

Dizemos que dois vetores são equipolentes se ambos são nulos ou

possuem mesmo sentido, direção e omprimento, ou seja, tomando um

espaço vetorial V 2
, tal que, vetor

−→
AB onde A = (x1, y1) e B = (x2, y2),

e o vetor

−−→
CD onde C = (x3, y3) e D = (x4, y4) se x2 − x1 = x4 − x3 e

y2− y1 = y4− y3 podemos dizer que existe uma relação de equipolênia

entre os vetores

−→
AB e

−−→
CD representada por

−→
AB ∼ −−→CD.
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Figura 1.10: vetor AB equipolente ao vetor CD

Exemplo 1.1 Dado o vetor

−→u = (3, 2) ontido no espaço V 2
e o

ponto P = (32,
1
2), determine o ponto P ′ que satisfaz −→u ∼

−−→
PP ′.

Seja P ′ = (x, y)

−−→
PP ′ = (x, y)− (

3

2
,
1

2
)

−−→
PP ′ = (x− 3

2
, y − 1

2
)

(x− 3

2
, y − 1

2
) = (3, 2)

logo x− 3

2
= 3 e y − 1

2
= 2

portanto : P ′ = (
9

2
,
5

2
) onde

−−→
PP ′ ∼ −→u
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1.6 Operações om Vetores

1.6.1 Adição de Vetores

Dado um móvel que desloa-se de por três pontos A,B e C em um

determinado plano, partindo de A até B e posteriormente de B até C,

logo podemos representar a trajetória deste móvel por:

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

Figura 1.11: soma do vetor AB om o vetor BC

Analisando esta operação no plano tridimensional sendo dois vetores

quaisquer onde

−→
AB = (x1, y1, z1) e

−−→
BC = (x2, y2, z2), podemos onside-

rar a soma destes dois vetores omo

−→
AB+

−−→
BC = (x1+x2, y1+y2, z1+z2),

onde a soma de

−→
AB e

−−→
BC também pode ser hamada de resultante entre

−→
AB e

−−→
BC.
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1.6.2 Regra do Paralelogramo

Seja dois vetores não paralelos

−→u e

−→v ,ontidos no espaço onde

−→u =
−→
AB e

−→v =
−−→
CD, e dado um ponto P qualquer do espaço, tomamos

dois vetores equipolentes a

−→u e

−→v onde

−→u =
−→
PT e

−→v =
−→
PR, se PRST

é um paralelogramo onde S é um ponto ontido no plano o vetor

−→
PS é

a resultante de

−→u e

−→v .

Figura 1.12: Paralelogramo PRST

1.6.3 Subtração de vetores

A subtração de vetores também pode ser tratada omo uma soma,

para isso basta lembrarmos que a subtração vetorial é apenas a soma de

um vetor om o simétrio de outro.

Seja o vetor

−→
AB = (x1, x2) e o vetor

−−→
CD = (y1, y2) logo, o vetor

simétrio a

−−→
CD é igual a −−−→CD = (−y1,−y2), portanto:

−→
AB −−−→CD = (x1, x2) + (−y1,−y2)
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−→
AB + (−−−→CD) = (x1 − y1, x2 − y2)

Figura 1.13: subtração do vetor AB om o vetor CD

Como podemos ver na �gura 1.13 aima existe uma relação de equi-

polênia entre os vetores

−→
AB e

−−→
A′B′ e tratando-se de uma subtração

vetorial entre

−→
AB e

−−→
CD temos:

−→
AB ∼

−−→
A′B′ e

−−→
CD ∼ −

−−→
C ′D′

logo:

−→
AB −−−→CD ∼

−−→
A′B′ +

−−→
C ′D′

portanto:

−→
AB −−−→CD ∼

−−→
C ′B′

Exemplo 1.2 Determine os vetores que são onstruídos a partir de

operações entre

−→u e

−→v sendo

−→u = (3, 8) e −→v = (2, 5)

−→α = 2−→u +−→v
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−→α = 2(3, 8) + (2, 5)

−→α = (6, 16) + (2, 5)

−→α = (8, 19)

−→
β = 3−→u −−→v
−→
β = 3(3, 8)− (2, 5)
−→
β = (9, 24)− (2, 5)
−→
β = (7, 19)

1.6.4 Soma de vetor e ponto

Como já vimos a soma de vetores resulta em um vetor. Já a soma de

um vetor om um ponto nos dá um ponto.

Dado um ponto P e um vetor

−→u , e um ponto Q onde o segmento

orientado PQ é equipolente ao vetor

−→u , é hamada soma de P om

−→u
o ponto Q.

Figura 1.14: soma do ponto P om o vetor u

P +−→u = Q⇔ −→PQ ∼ −→u

Logo podemos entender P +

−→u omo o resultado do desloamento
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do ponto P ao longo de um representante do vetor

−→u , onde o ponto P

está situado iniialmente na origem do representante do vetor

−→u .

1.6.5 Propriedades de Operações om Vetores

Algumas propriedades das operações om vetores satifazem às pro-

priedades aritmétias, o que failita a transposiçao de problemas algébri-

os em problemas geométrios, seguem as propriedades onde os vetores

−→u ,

−→v e

−→w , estão ontidos em um espaço vetorial V n
:

• Comutatividade :

−→u +−→v = −→v +−→u

• Assoiatividade :

−→u + (−→v +−→w ) = (−→u +−→v ) +−→w

• Existênia de elemento neutro aditivo : o vetor

−→
0 (ou vetor

nulo) é tal que

−→u +
−→
0 = −→u

• Existênia de inversos aditivos : para ada vetor

−→u existe um

únio vetor, que designamos

−→−u, o simétrio aditivo de

−→u , tal que

−→u + (−−→u ) =
−→
0

1.7 Combinação Linear

Seja a expressão

−→u =
−→
V1a1 +

−→
V2a2 + ........

−→
Vnan, se existem esalares

(a1, a2, .......an) que veri�quem a igualdade então podemos dizer que

−→u

é ombinação linear dos vetores

−→
V1,
−→
V2.........

−→
Vn.

Sejam os vetores em V 2
,

−→u = (x1, y1),
−→v = (x2, y2) e

−→w = (x3, y3),

e os esalares a1 e a2 se existir (x1, y1) = a1(x2, y2) + a2(x3, y3) teremos

o sistema:
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a1x2 + a2x3 = x1

a1y2 + a2y3 = y1

Se o sistema aima apresentar solução únia, então podemos dizer que

o vetor

−→u pode ser esrito omo ombinação linear dos vetores

−→v e

−→w .

1.8 Vetores linearmente dependentes e linearmente

independentes

• Um vetor

−→u é linearmente dependente apenas se for nulo, ou

seja,

−→u =
−→
0 , aso ontrário é linearmente independente onde

−→u 6= −→0 .

• Sejam dois vetores

−→u e−→v , se −→u e

−→v são paralelos então eles são

linearmente dependentes, se

−→u e

−→v não são paralelos então

são linearmente independentes.

• Sejam três vetores

−→u ,−→v e

−→w se ambos vetores são paralelos a

um plano π então

−→u ,

−→v e

−→w são linearmente dependentes, aso

ontrário são linearmente independentes.

• Quaisquer quatro ou mais vetores são sempre linearmente de-

pendentes.

Seja qualquer expressão da forma a1
−→
V1+a2

−→
V2+.......+anVn =

−→
0 onde

a1, a2, ....., an são esalares, se a expressão se veri�a somente para todos

esalares nulos então os vetores são linearmente independentes, aso
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qualquer esalar for diferente de zero então os vetores são linearmente

dependentes.

Dada uma sequênia de vetores V1, V2, V3........Vn se qualquer vetor

da sequênia pode ser esrito omo dos ombinação linear dos demais

vetores, então trata-se de uma sequênia de vetores linearmente de-

pendentes .

1.9 Produto Esalar

Tendo em vista que já foram abordadas diversas propriedades ele-

mentares no estudo de vetores, um oneito primordial e que será uma

ferramenta indispensável no estudo de Geometria Analítia é o oneito

de produto esalar o qual se relaiona diretamente om ângulos e

ortogonalidade.

Utilizaremos a notação

−→u .−→v para simbolizar o produto esalar.

Sejam dois vetores

−→u e

−→v , onforme a �gura 1.15 e θ o menor ângulo

entre eles.

Figura 1.15:



1.9 Produto Esalar 31

O produto esalar é dado pelo produto dos módulos de

−→u ,

−→v e o

osseno do ângulo θ, vamos demonstrar o produto esalar para o espaço

vetorial V 2
onde

−→u = (x1, y1) e
−→v = (x2, y2).

O módulo do vetor

−→u representado por ‖−→u ‖ será de�nido omo o

omprimento do vetor, ou seja, dado o vetor

−→u = (x1, y1) seu módulo é

igual a

√

x2
1 + y21, este raioínio segue análogo para o vetor

−→v .

Logo pela lei dos ossenos podemos onluir:

‖−→v −−→u ‖2 = ‖−→v ‖2 + ‖−→u ‖2 − 2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ)
2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = −‖−→v −−→u ‖2 + ‖−→v ‖2 + ‖−→u ‖2

2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = −((x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2) + x2
2 + y22 + x2

1 + y21

2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = −(x2
2+x2

1−2x2x1+y22−2y1y2+y21)+x2
2+y22+x2

1+y21

2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = −x2
2−x2

1+2x2x1−y22+2y1y2−y21+x2
2+y22+x2

1+y21

2‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = 2x1x2 + 2y1y2

‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = x1x2 + y1y2 =
−→u .−→v

Logo a partir da demosntraçâo aima, podemos de�nir o osseno do

menor ângulo entre dois vetores:

‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = x1x2 + y1y2 =
−→u .−→v

‖−→v ‖‖−→u ‖cos(θ) = −→u .−→v
cos(θ)=

−→u .

−→v
‖−→v ‖‖−→u ‖ =⇒ θ = arccos(

−→u .

−→v
‖−→v ‖‖−→u ‖)

Como podemos ver o produto esalar possibilita de�nir o ângulo

entre dois vetores, independente de sua posição no plano. A demonstra-

ção segue análoga para qualquer base vetorial.
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1.9.1 Propriedades do Produto Esalar

Dados quaisquer vetores

−→u ,−→v e

−→w e qualquer esalar ρ seguem

as seguintes propriedades do produto esalar:

• −→u .(−→v +−→w ) = −→u .−→v +−→u .−→w .

• −→u .(ρ−→v ) = (ρ−→u ).−→v = ρ(−→u .−→v ).

• −→u .−→v = −→v .−→u .

• Se

−→u 6= −→0 , ento−→u .−→u > 0

1.10 Produto Vetorial

A idéia de produto vetorial é largamente difundida no espaço ve-

torial V 3
, onde possui maior signi�ado, o álulo do produto vetorial

vem suprir a neessidade de alular vetores ortogonais no espaço, já no

aso de um espaço vetorial V 2
, utilizamos este produto para áulo de

áreas de �guras geométrias quaisquer, delimitadas por ligações entre

pontos.

Quando se alula o produto vetorial de dois vetores

−→u e

−→v em

V 3
enontra-se um vetor

−→w ortogonal simultaneamente a

−→u e a

−→v .
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−→u

−→v

−→u x −→v

Figura 1.16: Produto vetorial entre o vetor u e o vetor v

Sejam dois vetores

−→u = (x1, y1, z1) e
−→v = (x2, y2, z2) dados em um

espaço vetorial V 3
onde

−→u e

−→v são linearmente independentes, podemos

utilizar o produto vetorial para enontrarmos um representante da lasse

de vetores ortogonais a

−→u e

−→v simultaneamente. Utilizaremos a notação

−→u ×−→v para representar o produto vetorial.

Logo sendo

−→u = (x1, y1, z1) e

−→v = (x2, y2, z2), temos

−→u x

−→v =

(y1z2 − z1y2, z1x2 − x1z2, x1y2 − y1x2).

Podemos ainda alular o produto vetorial através de um determi-

nante simbólio.

−→u ×−→v =











x y z

x1 y1 z1

x2 y2 z2











Onde o vetor (y1z2 − z1y2, z1x2 − x1z2, x1y2 − y1x2) é ortogonal si-
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multaneamente a

−→u e a

−→v .

1.10.1 Propriedades do Produto Vetorial

Vamos de�nir algumas propriedades do produto vetorial dados os

vetores

−→u ,

−→v , −→w e o esalar λ

• −→u ×−→v = −−→u ×−→v .

• λ(−→v ×−→u )=(λ−→v )×−→u = −→v × (λ−→u ).

• −→w × (−→v +−→u ) = −→w ×−→v +−→w ×−→u .

• Se

−→u × −→v 6= −→0 , então −→u ,−→v e

−→u × −→v são linearmente indepen-

dentes.

Como podemos ver o produto esalar de dois vetores resulta em

um número real, já o produto vetorial entre dois vetores resulta em

um vetor.



Capítulo 2

Retas e Planos no Espaço

2.0.2 Retas no Espaço

Uma das maneira de de�nirmos uma reta em duas dimensões, é en-

ontrando um ponto pertenente a reta e um vetor que represente sua

direção.

Já no espaço trimensional, seguimos basiamente o mesmo prinípio.

Preisamos de um ponto que pertença a reta e um vetor que represente

sua direção, abordaremos algumas formas de representar a reta,equação

paramétria da reta e equação simétria da reta.

Figura 2.1: reta no espaço
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Equação paramétria da reta

Neste tipo de equação, utilizamos o vetor que dá direção a reta ha-

mado vetor diretor e um ponto qualquer que pertene a reta, de�nimos

ainda um parâmetro t que a ada variação fornee um representante do

vetor diretor que possui mesma direção da reta.

Seja (x0, y0, z0) um ponto qualquer que pertene a reta

←→
R e

−→u =

(a, b, c) um vetor que seja paralelo a reta. A partir destas informações,

já podemos de�nir a equação paramétria da reta

←→
R .

←→
R :



















x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

Como podemos ver, ada ponto da reta dado por (x,y,z) é determi-

nado pela variável t.

Equação simétria da reta

Como podemos observar na equação paramétria, todas as oorde-

nadas dos eixos x,y e z são dadas em função do parâmetro t logo, na

equação simétria isolamos os parâmetros t em ada dimensão, veja:

←→
R :



















x = x0 + at⇒ t = x−x0

a

y = y0 + bt⇒ t = y−y0
b onde a, b, c 6= 0

z = z0 + ct⇒ t = z−z0
c

Logo teremos

x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c que é a equação simétria da

reta.
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2.0.3 Posições relativas entre retas no espaço

Seja

←→
R1 = (A+ −→u t) e

←→
R2 = (B +−→v k) retas no espaço onde A e B

são pontos quaisquer, se

←→
R1 e

←→
R2 não pertenem ao mesmo plano então

as retas são reversas, aso

←→
R1 e

←→
R2 pertençam ao mesmo plano então

as retas podem ser oinidentes, paralelas ou onorrentes, veja:

• onorrentes se −→u e

−→v não são múltiplos e

−→u ∩ −→v 6= ∅.

• oinidentes se −→u e

−→v são múltiplos e

−→u ∩ −→v 6= ∅.

• paralelas se −→u e

−→v são múltiplos e

−→u ∩ −→v = ∅.

• reversas se −→u e

−→v não são múltiplos e

−→u ∩ −→v = ∅.

Planos no espaço

Como veremos, podemos representar um plano por meio de equações,

ou seja, dados três pontos quaisquer de um plano π podemos onstruir

a equação oplanar que os ontém e ainda de�nir quais outros pontos

pertenem a este plano.

Figura 2.2: equação do plano pelos pontos A,B e C
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Equação Vetorial do Plano

Sejam dois vetores

−→u e

−→v linearmente indepententes e dois pontos

P e Q do espaço, podemos esrever o ponto Q omo a soma de P om

uma ombinação linear entre os vetores

−→u e

−→v , ou seja:

Q = P +−→u θ +−→v λ i.e. equação vetorial do plano

onde θ e λ são esalares que admitem a igualdade.

Equação paramétria do plano

Podemos ainda utilizar a forma paramétria para representar uma

equação oplanar. Seja

−→u = (a, b, c) e

−→v = (c, d, e) dois vetores li-

nermente independentes e P = (x0, y0, z0) um ponto qualquer, logo

podemos esrever a equação vetorial do plano que nomeamos π e onse-

quentemente sua equação paramétria.

Assumindo π :(x, y, z) = (x0, y0, z0)+(a, b, c)θ+(c, d, e)λ omo equa-

ção vetorial do plano, podemos utilizar esta equação vetorial para riar-

mos um sistema de equações paramétrias do plano.

π :



















x = x0 + aθ + cλ

y = y0 + bθ + dλ

z = z0 + cθ + eλ
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Figura 2.3: O ponto P1 é resultado da soma do ponto P om uma ombinação linear

entre os vetores u e v

Como podemos ver, a equação paramétria da reta ontém apenas

um parâmetro, enquanto a equação paramétria do plano ontém dois

parâmetros, por esta razão dizemos que a reta é unidimensional en-

quanto o plano é bidimensional.

Equação artesiana do plano

Também podemos utilizar a equação artesiana para desrever um

plano neste tipo de equação, neessitamos apenas de um vetor normal

ao plano hamado vetor diretor do plano e um ponto que pertene ao

plano.

Seja

−→
AB = (a, b, c) um vetor normal ao plano π , ondeA = (x0, y0, z0)

é um ponto do plano já de�nido e K = (x, y, z) um ponto qualquer que

pertene ao plano π tal que A 6= K, podemos onluir que o produto

esalar entre

−→
AB e

−−→
AK deve ser igual a zero pois

−→
AB ⊥ −−→AK, logo:
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Figura 2.4: vetor AB perpendiular ao vetor AK

−→
AB.
−−→
AK = 0

(a, b, c).(x− x0, y − y0, z − z0) = 0

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

ax+ by + cz − ax0 − by0 − cz0 = 0

Tendo em vista que o vetor

−→
AB = (a, b, c) e o ponto A = (x0, y0, z0)

já estão de�nidos então −ax0 − by0 − cz0 é um esalar, logo podemos

esrever d = −ax0 − by0 − cz0 portanto a equação artesiana do plano

pode ser esrita omo ax + by + z + d = 0.

Posições relativas entre planos

Dados dois planos no espaço π = A +

−→u a +

−→v b e π′ = B +

−→
u′ 

+

−→
v′ d , estes podem ser oinidentes, paralelos ou onorrentes.

• oinidendes π = π′ se e somente se

−→
u′ e

−→
v′ são ombinações

lineares de

−→u e

−→v e B petene a π
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Figura 2.5: planos oinidentes

• paralelos π ∩ π′ = ∅ se e somente se

−→
u′ e

−→
v′ são ombinações

lineares de

−→u e

−→v e B não petene a π

Figura 2.6: planos paralelos

• onorrentes se e somente se alguma das ombinações (

−→
u′ ,−→u e

−→v ),(
−→
v′ ,−→u e

−→v ),(−→u ,

−→
u′ e

−→
v′ ) e (

−→v ,
−→
u′ e

−→
v′ ) for linearmente in-

dependente
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Figura 2.7: planos onorrentes

2.0.4 Distânias relativas a pontos, retas e planos

Tendo em vista que já estudamos as diferentes posições entre retas e

planos no espaço, veremos agora omo alular a distânia entre estes

elementos. Vale ressaltar porém que existem inúmeras maneiras de rea-

lizar estes álulos. Elenamos apenas algumas om base no que já foi

estudado.

Distânia de ponto a ponto

Sejam dois pontos A = (x0, y0, z0) e B = (x1, y1, z1) ontidos no

espaço tridimensional, podemos alular a distânia entre estes pontos

utilizando o estudo de vetores.
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Figura 2.8: vetor AB

Utilizando o oneito de vetor apresentado na seção 1.4 podemos de-

duzir que a distânia entre A e B é dada através do módulo do vetor

−→
AB

sendo representado por ‖−→AB‖ =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 + z0)2

Atividade 2.1. Sendo A = (3, 2, 2) e B = (2, 1, 5) dois pontos ontidos

no espaço tridimensional qual a distânia entre A e B

Resolução: ‖−→AB‖ =
√

(2− 3)2 + (1− 2)2 + (5− 2)2 =

=
√

(−1)2 + (−1)2 + (3)2 =
√
11

✷

Distânia de ponto a reta

Dada uma reta s : (x0, y0, z0) + (a, b, c)t e um ponto P = (x1.y1, z1)

ontidos no espaço, qual a distânia entre s e P
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Figura 2.9:

Como visto na �gura 2.9 podemos de�nir a distânia entre P e s,

simplesmente om a de�nição de área de triângulos.

De�nindo dois pontos quaisquer Q e Q1 ontidos na reta s, podemos

alular a área do triângulo PQQ1 através do produto vetorial.

Sendo um triângulo uja área pode ser representada por AT onde os

pontos P,Q e Q1 de�nem o triângulo, temos:

AT =
‖−→PQ×−−→PQ1‖

2

Logo sendo d(P, s) a distânia do ponto P a reta s, podemos onluir:

‖−→PQ×−−→PQ1‖
2

=
‖−−→QQ1‖ × d(P, s)

2
portanto d(P, s) =

‖−→PQ×−−→PQ1‖
‖−−→QQ1‖

Atividade 2.2. Seja um ponto P = (1,−2, 5) e uma reta r : (−7, 8, 0)+
(1,−3, 6)t, determine a distânia entre o ponto P e a reta r.

Resolução: Sendo Q = (−7, 8, 0) e Q1 = (−6, 5, 6) pontos ontidos

na reta r, vamos determinar primeiramente a área do triângulo PQQ1,
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onde

−→
PQ = (−8, 10,−5),−−→PQ1 = (−7, 7, 10) , −−→QQ1 = (1,−3, 6) repre-

sentando por AT a área do triângulo PQQ1 temos:

AT =
‖−→PQ×−−→PQ1‖

2
∼= 31.88

enontrando a área do triângulo PQQ1 e de�nindo por d(P, r) a

distânia do ponto P a reta r temos:

d(P, r).‖−−→QQ1‖
2

∼= 31.88 portanto d(P, r) ∼= (31.88).2

6.78
∼= 9.40

✷

Distânia de ponto a plano

Sendo um plano α : Ax + By + Cz + D = 0 e um ponto qualquer

P = (x0, y0, z0) omo de�nir a distânia entre P e α.

Figura 2.10:

Observe na �gura 2.10 que onstruindo uma reta s perpendiular ao

plano α passando por P onde P ∩ α = {Q} temos d(P, α) = d(P,Q).

Logo a distânia entre ponto e plano pode ser entendida omo a

distânia entre ponto e ponto.



46

Atividade 2.3. Sendo um ponto P = (4,−1, 2) e um plano de equação

π : −2x+ 5y − z + 3 = 0, determine a distânia entre P e π.

Resolução: Vamos onstruir uma reta s perpendiular a π passando por

P , neessariamente

−→u = (−2, 5,−1) é o vetor diretor do plano π, logo

de�nimos omo s : (4,−1, 2) + (−2, 5,−1)t a equação vetorial da reta.

Realizando a interseção entre s e π temos:

s ∩ π : −2(4− 2t) + 5(−1 + 5t)− (2− t) + 3 = 0

onde:

t =
2

5
portanto s ∩ π = (

16

5
, 1,

8

5
)

Adotando s ∩ π = Q onde P = (4,−1, 2) e Q = (165 , 1,
8
5), temos

d(P,Q) = d(P, π) = 2
√
30
5 . ✷

Distânia da reta ao plano

Seja uma reta s e um plano α, podemos ter neste aso três posiçoes

relativas entre reta e plano.

A reta s pode ser seante ao plano α, pode estar ontida no plano α

ou pode ser paralela a α. Sendo a distânia entre a reta s e o plano α

de�nida pela menor distânia de um ponto ontido em s a α, neessari-

amente a reta s deve ser paralela ao plano pois aso ela esteja ontida

ou seja seante ao plano a distânia será zero.

Logo sendo s uma reta paralela ao plano α temos que todo ponto P

ontido em s mantém a mesma distânia a α o que nos leva a onluir
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que d(s, α) = d(P, α), ou seja, o problema de alular a distânia entre

reta e plano se resume a alular a distânia de ponto a plano, portanto

a solução deste problema segue análoga ao que já foi feito no álulo da

distânia entre ponto e plano.

Figura 2.11:

Atividade 2.4. Calule a distânia entre a reta r : (1, 2,−1)+(−2, 5,−3)t
e o plano α : −x+ 2y + 4z + 7 = 0.

Resolução: Sabemos que d(r, α) = d(P, α) onde P é qualquer ponto

ontido na reta r, logo sendo P = (1, 2,−1), alulamos a distânia

entre P e α.

Construindo uma reta s perpendiular a α passando por P , temos:

s :



















x = 1− t

y = 2 + 2t

z = −1 + 4t

Busamos agora a interseção entre s e α:

s ∩ α : −(1− t) + 2(2 + 2t) + 4(−1 + 4t) + 7 = 0

Sendo t = −2
7 , nomeamos a interseção entre s e α por Q, logo
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d(r, α) = d(P,Q) onde Q = (97,
10
7 ,
−15
7 ) e P = (1, 2,−1) portanto

d(r, α) = 2
√
21
7 . ✷

Distânia entre planos

De�nimos a distânia entre dois planos α e β omo a menor distânia

entre um ponto ontido em α e um ponto ontido em β, onde neessa-

riamente α é paralelo a β, pois aso sejam onorrentes ou seantes a

menor distânia é dada por zero.

Figura 2.12:

De�nindo o ponto P ou o ponto P ′ nosso problema se transforma na

distânia de um ponto ao plano, ou seja, d(α, β) = d(P, β) = d(P ′, α)

sendo P ∈ α e P ′ ∈ β .

Atividade 2.5. Calule a distânia entre o plano α : 4x−2y+6z+5 = 0

e o plano β : 2x− y + 3z + 1 = 0

Resolução: Adotando um ponto pertenente a β temos P ′ = (0, 4, 1),

onstruindo agora uma reta s perpendiular a β passando po P ′ utili-

zando para isso o vetor diretor do plano β dado por

−→u = (1,−1, 3),
temos:
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s :



















x = 2t

y = 4− t

z = 1 + 3t

faremos agora a interseção entre s e α

s ∩ α : 4(2t)− 2(4− t) + 6(1 + 3t) + 5 = 0

Obtemos então t = −1
8 , logo enontramos o ponto P = (−314 ,

115
28 ,

37
28) e

sabendo que P ′ = (0, 4, 1) temos d(α, β)=d(P, P ′), portanto.

d(α, β) =
√

(18)
2 + (4− 115

28 )
2 + (1− 37

28)
2 = 3

√
14

28

✷

Distânia entre retas

No aso de posições relativas entre retas omo já vimos no apítulo

anterior, elas podem ser onorrentes, oinidentes, paralelas ou rever-

sas, tendo em vista que desejamos alular a distânia entre as retas,

apenas o aso em que elas são paralelas ou reversas nos interessa, pois

em qualquer outro aso a distânia é zero.

Logo vamos omeçar pelo aso em que as retas são paralelas.

Sendo s e r duas retas paralelas, onde

−→u é vetor diretor de s e

−→v
é vetor diretor de r neessariamente

−→u = −→v .λ onde λ é um esalar

qualquer e s e r pertene ao mesmo plano.
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Figura 2.13:

Logo omo observamos ver na �gura 2.13 podemos alular a distân-

ia entre retas paralelas utilizando a área do triângulo, tendo em vista

que d(s, r) = d(P, s) onde P é qualquer ponto que pertene a r, observe

que segue o raioínio análogo a distânia de ponto a reta.

‖−→PQ×−−→PQ1‖
2

=
‖−−→QQ1‖.d(P, s)

2
onde d(P, s) =

‖−→PQ×−−→PQ1‖
‖−−→QQ1‖

Atividade 2.6. Sendo as retas s : (1, 2,−1)+(−1, 2, 4)t e r : (5, 0, 3)+
(2,−4,−8)k alule a distânia entre estas retas.

Resolução: Trata-se de retas paralelas pois, (2,−4,−8) = λ(−1, 2, 4)

onde λ = −2.

Logo temos P = (1, 2,−1) ∈ a s, Q = (5, 0, 3) e Q1 = (7,−4,−5)
onde P ∈ s,Q ∈ r e Q1 ∈ r , sendo assim

−→
PQ = (4,−2, 4), −−→PQ1 =

(6,−6,−4) e

−−→
QQ1 = (2,−4,−8), de�nimos então por AT a área do

triângulo PQQ1 segue:

AT =
‖−→PQ×−−→PQ1‖

2
∼= 26.30
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Logo temos:

‖−−→QQ1‖.d(P, s)
2

∼= 26.30 onde d(P, s) ∼= 5.74

Sendo P ∈ s onde s ‖ r temos d(r, s) = d(P, s) = 5.74 portanto

d(r, s) = 5.74

✷

Faremos agora o aso de distânias de retas no espaço onde as retas

são reversas, sendo s : P + −→u t e r : Q +−→v t retas ontidas no espaço

tal que neessariamente

−→u e

−→v são vetores linearmente independentes

e s ∩ r = ∅, alule a distânia entre s e r.

Figura 2.14:

Observe que a distânia entre retas reversas pode ser dada pela dis-

tânia dos planos que ontém as retas r e s, logo nosso problema pode

ser resumido no álulo da distânia entre planos.

Atividade 2.7. Sendo as retas r : (5, 2, 1)+ (2,−2, 3)t e s : (1, 2, 2)+

(1, 5,−1)m. Calule a distânia entre r e s

Resolução:
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A distânia entre retas reversas r e s pode ser resumida pela distânia

dos planos que ontém as respetivas retas. Dados os vetores

−→u =

(2,−2, 3) e −→v = (1, 5,−1) diretores das retas r e s respetivamente,

vamos de�nir

−→u x

−→v , que nos dará um vetor normal ao plano α que

ontém a reta r e normal ao plano β que ontém a reta s, logo:

−→u ×−→v =











x y z

2 −2 3

1 5 −1











onstruindo o plano α om vetor diretor

−→u x

−→v =(-13,5,12) passando
pelo ponto (5, 2, 1) temos:

α : −13x+ 5y + 12z + 43 = 0

analogamente onstruimos o plano β pelo ponto (1, 2, 2) temos:

β : −13x+ 5y + 12z − 21 = 0

Vamos agora alular a distânia entre os planos α e β.

Sendo k a reta ortogonal aos planos α e β passando pelo ponto ontido

em α, p = (5, 2, 1).

k :



















x = 5− 13t

y = 2 + 5t

z = 1 + 12t

Logo faremos a interseção entre k e β.
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k ∩ β : −13(5− 13t) + 5(2 + 5t) + 12(1 + 12t)− 21 = 0

Dado t = 32
169

onde a interseção entre k e β é dada pelo ponto Q =

(3313,
498
169,

553
169), onluímos d(r, s) = d(P,Q) = 32

√
2

13

✷



Capítulo 3

Cartografia

Vamos introduzir neste apítulo, uma importante apliação da geo-

metria espaial à artogra�a.

A artogra�a é a iênia que trata da onepção, difusão, utilização

e estudo dos mapas, existem mapas datados de 2500 a., ou seja, este é

um tema milenar que foi se desenvolvendo ao longo do tempo e já serviu

a vários propósitos sejam eles bélios, geográ�os ou ainda demarações

de território.

Algumas ivilizações omo os egípiios e os hineses, também domi-

naram a ténia da artogra�a, para eles além do sentido de orientação,

os mapas também serviam para ontrolar a obrança de impostos pois

haviam regiões previamente demaradas, porém foram os gregos que

deram um salto signi�ativo nesta iênia, o sistema artográ�o grego

nasido nas esolas de Alexandria e Atenas, utilizava oneitos matemá-

tios e ientí�os para onstrução dos mapas.

A matemátia teve grande in�uênia no desenvolvimento artográ-

�o espeialmente om a riação do álulo, Carl Friedrih Gauss entre

outros matemátios formularam trabalhos de grande importânia para

este desenvolvimento.

Um dos desa�os da artogra�a é representar o mais �elmente possível
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a superfíie esféria da terra em um dado plano, ontudo todos os mapas

tem distorções que são ontroláveis e aeitáveis desde que analisadas e

interpretadas previamente. Sabendo que não há omo evitar as distor-

ções, algumas projeções artográ�as são lassi�adas de aordo om a

araterístia que preservam. Projeções equidistantes preservam distân-

ias entre pontos, projeções onformes preservam ângulos e projeções

equivalentes mantém a proporção entre as áreas em toda a superfíie.

3.1 Coneitos Cartográ�os

Seja a Terra um planeta esfério que gira em torno de si mesmo,

de�nindo assim um eixo de rotação. As interseções deste eixo om a

superfíie terrestre denominamos de polo sul e polo norte.

Para loalização de pontos na Terra, foi neessário o desenvolvimento

de dois oneitos primordiais são eles meridianos e paralelos.

Paralelos: A interseção de ada plano perpendiular ao eixo de

rotação terrestre om o globo é denominado paralelo, o paralelo entral

da esfera é denominado linha do equador e divide a terra em hemisfério

norte e hemisfério sul.
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Figura 3.1: representação de paralelos no globo

Meridianos: Seja um semi-plano que passa neessariamente pelo

polo norte e polo sul, a interseção deste semi-plano om a esfera de-

nominamos meridianos, o meridiano mais onheido é o meridiano de

Greenwih e por onvenção, o plano que o ontém divide o globo

terrestre em oidente e oriente.

Figura 3.2: representação de meridianos no globo
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3.1.1 Coordenadas através de Longitude e Latitude

Através dos meridianos e paralelos riamos um sistema de loaliza-

ção exata de pontos no globo terrestre, primeiramente devemos lembrar

que todo sistema de oordenadas neessita de uma origem e a origem de

nosso sistema será a interseção da linha do equador om o meridiano

de Greenwih, a partir desta de�nição podemos onstruir o oneito de

latitude e longitude.

Longitude: Seja um ponto P , ontido em um determinado paralelo

α e um ponto Pm pertenente ao meridiano de Greenwih, o ângulo

medido em graus (

◦
) entre PCPm onde o ponto C é o entro da esfera,

representa a longitude do ponto P . Esta distânia varia de 0

o

a 180

o

para leste ou para oeste, ou simplesmente adotamos sinal negativo para

loalidades a oeste e positivo para loalidades a leste.

Observe na �gura 3.3 um ponto uja longitude orresponde a 70

◦

Oeste

Figura 3.3: Longitudes

Latitude: Seja um ponto P ontido em um determinado meridiano
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β e um ponto Pe pertenente a linha do equador, o ângulo medido em

graus (

◦
) entre PCPe, onde o ponto C é o entro da esfera, representa

a longitude do ponto P . Esta distânia esta ompreendida entre 0

o

e

90

o

para norte ou para sul, sendo positiva no sentido norte e negativa

no sentido sul.

Observe na �gura 3.4 um ponto uja a latitude orresponde a 90

◦

Norte.

Figura 3.4: Latitudes

Veja uma das possíveis plani�ações

1

do globo terrestre, observe que

os paralelos são representados por linhas horizontais enquanto os meri-

dianos por linhas vertiais. A origem do sistema é dada pela interseção

entre o meridiano de Greenwih e a linha do equador.

1

Disponível em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5f/MillerprojectionSW.jpg >

Aesso ago. 2014.
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Figura 3.5: Latitudes e Longitudes

3.1.2 Longitude, latitude e oordenadas artesianas tridimen-

sionais

No deorrer de nosso trabalho, vamos onstruir diferentes tipos de

projeções e explanar ada uma de suas peuliaridades, porém para fa-

ilitar nosso desenvolvimento utilizaremos o sistemas de oordenadas

artesianas (x0, y0, z0). Deorre então a importânia da projeção do

oneito de latitude e longitude para oordenadas artesianas no espaço.

Tomando om referênia uma esfera γ de raio r que representa o globo

terrestre, representaremos esta esfera no plano artesiano tridimensional

através da equação γ : x2 + y2 + (z − r) = r2.
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Figura 3.6: esfera γ no plano tridimensional

Seja a idade de Santo André no estado de São Paulo tendo aproxima-

damente as oordenadas latitude

∼= -23

o

39' e longitude

∼= -46

o

32', va-

mos obter suas oordenadas no sistemas artesiano tridimensional sendo

o globo terrestre representado pela esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2.

Figura 3.7: oordendas da idade de Santo André

Observe que devemos transportar as oordenadas latitude

∼= −23o39′

e longitude

∼= −46o32′ para o formato (x0, y0, z0), vamos iniialmente

nomear omo C o ponto que representa o entro da esfera, O a origem
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do sistema e P o ponto referente a idade de Santo André.

Primeiramente vamos determinar a oordenada do eixo das otas (z).

Observe na �gura 3.8 a seção que ontém o aro referente a latitude.

Figura 3.8: Seção ontendo o meridiano pertenente a idade de Santo André

Neessariamente nossa oordenada no eixo z será :

sen(23o39′) =
z0

r
logo z0 = rsen(23o39′) ∴ z = r−rsen(23o39′)

Utilizando agora a seção que ontém o aro referente as longitudes,

podemos de�nir a oordenada do eixo das abissas e do eixo das orde-

nadas.

Figura 3.9: seção ontendo o paralelo pertenente a idade de Santo André
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Busando a abissa do ponto P temos:

sen(46o32′) =
x

rcos(23o39′)
logo x = r.cos(23o39′).sen(46o32′)

Busando a ordenada de P temos:

cos(46o32′) =
y

r.cos(23o39′)
logo y = r.cos(23o39′).cos(46o32′)

Observe que o sinal das oordenadas do ponto é determinado pelo

otante o qual o ponto está situado, esta relação está diretamente li-

gada a posição da esfera no plano tridimensional. Tendo em vista que

nosso ponto pertene ao otante de oordenadas (−x,−y, z) a posi-

ção da idade de Santo André em oordenadas artesianas será P =

(−r.cos(23o39′).sen(46o32′),−r.cos(23o39′).cos(46o32′), r−rsen(23o39′))

3.2 Plani�ações da esfera

Busando superar o desa�o de plani�ar o globo terrestre, vários ar-

tógrafos desenvolveram diferentes maneiras de realizar este feito, lem-

brando que ada projeção desenvolvida possui suas próprias araterís-

tias distorções e alterações provenientes de sua exeução.

Veja o mapa da Continente Afriano representado de diferentes ma-

neiras. Observe que as projeções divergem em relação a área. A esolha

da projeção se relaiona diretamente om a araterístia a ser preser-

vada.
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Figura 3.10: Continente Afriano

Veremos agora alguns tipos de projeções suas apliações, formas de

onstrução e peuliaridades.

3.2.1 Projeção ilíndria

Na projeção ilíndria o globo terrestre é envolvido por um ilindro,

este tipo de projeção foi largamente utilizado nas artas naútias, uma

de suas variações mais onheidas é a projeção de Merator.

A projeção de Merator foi a primeira representação artográ�a

que abrangeu todo o globo terestre. Ela foi elaborada pelo geógrafo,

artógrafo e matemátio Gerhard Merator (1512-1594) nasido na

região de Flandres (atual Bélgia). Ingressou na Universidade de Lo-

vain para estudar iênias humanas e �loso�a (1530), dois anos depois

obteve o grau de mestre, a projeção de merator é onsiderada uma das

projeções mais utilizadas em todo o mundo.
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Gerhard Merator foi onsiderado por muitos, omo pai da artogra-

�a moderna. Grande parte de suas obras, foram inspiradas nos esritos

antigos de Ptolomeu, um dos grandes nomes da geogra�a e representa-

ções grá�as na antiguidade.

Adotamos os pontos S e N omo polo sul e polo norte respetiva-

mente.

Figura 3.11: representação da projeção ilíndria

Para onstrução deste modelo de projeção, adotamos um eixo si-

métrio omum tanto a esfera, omo ao ilindro e traçamos semi-retas

perpendiulares ao eixo simétrio intersetando esfera e ilindro.

Na �gura 3.12 analisamos uma seção proveniente da interseção da

esfera om um plano de eixo simétrio

←→
NS, as retas perpendiulares ao

eixo intersetam esfera e ilindro, transpondo assim pontos do ilindro

para a esfera.
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Figura 3.12: seção da projeção ilíndria

Prinipais araterístias da projeção ilíndria

• Os polos norte e sul não são plani�ados.

• As regiões próximas dos polos norte e sul possuem a representação

de sua área ampliada, ou seja, om o aumento da latitude tomado

em módulo oorrem a ampliação das regiões próximas aos extremos

do globo.

• Meridianos e paralelos são representados por linhas perpendiula-

res entre si sendo: meridianos linhas vertiais e paralelos linhas

horizontais.

• Todos paralelos possuem o mesmo omprimento da linha do equa-

dor, onde a linha equatorial é o únio ponto de tangênia entre

esfera e ilindro.

• É uma projeção onforme, ou seja, mantém a forma e os ângulos

das oordenadas geográ�as

Observe um mapa onstruído na �gura

2

3.13 a partir da projeção

2

Disponível em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ea/Equirectangular−
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ilíndria.

Figura 3.13:

3.2.2 Projeção �nia

Neste tipo de projeção, temos o globo envolvido por um one que

posteriormente será plani�ado, os paralelos são representados no one

plani�ado na forma de semi-írulos e os meridianos omo retas seantes

em um únio ponto omum.

projection.jpg > Aesso ago. 2014.
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Figura 3.14: representação da projeção �nia

Observe uma seção do one representada pela interseção entre um

plano om eixo simétrio

←→
NS e o one, para projeção de pontos da esfera

para o one, tomamos semi-retas om origem S e intersetando-as om

a esfera e o one.

Figura 3.15: seção �nia

Prinipais araterístias da projeção �nia

• O polo sul não possui representação no one plani�ado.

• Os meridianos são representados por linhas onvergentes em um
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únio ponto, sendo este o vértie do one e os paralelos são repre-

sentados por írulos onêntrios também ao vértie do one.

• As regiões mais distantes da interseção entre esfera e one tem sua

área ampliada.

Veja uma plani�ação

3

do globo terrestre onstruída através da pro-

jeção �nia.

Figura 3.16:

3.2.3 Projeções azimutais

Existem várias formas de riar uma projeção azimutal, basiamente

este tipo de projeção se baseia na plani�ação do globo através de um

plano tangente ao globo onde a interseção entre plano e globo é de�nida

omo entro da projeção. Vamos abordar previamente três tipos de

projeções azimutais: projeção estereógra�a,projeção gnom�nia

e projeção ortogonal, posteriormente nos aprofundaremos mais nestas

projeções.

3

Disponível em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/1f/AlbersprojectionSW.jpg >

Aesso ago. 2014.
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Projeção estereográ�a

Nesta projeção temos uma semi-reta partindo do ponto oposto ao

ponto de tangênia entre esfera e plano.

Figura 3.17: representação de projeções azimutais

Observe à seção que representa a interseção entre a esfera e um plano

que passa neessariamente pelo ponto N e pelo ponto S. Adotamos

semi-retas om origem no ponto N e intersetamos esfera e plano.

Figura 3.18: projeçao estereográ�a
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Projeção gnom�nia

Na projeçao gnom�nia temos uma semi-reta partindo do entro da

esfera e intersetando plano e esfera juntamente.

Figura 3.19: projeçao estereográ�a

Observe a seção que representa a interseção de um plano que passa

por N e S. Pontos da esfera são projetados por semi-retas que passam

pelo entro da esfera e intersetam o plano.



3.2 Plani�ações da esfera 71

Figura 3.20: Projeçao Gnom�nia

Projeção ortogonal

Nesta forma de projeção azimutal, a esfera é intersetada por retas

perpendiulares ao plano de projeção.

Figura 3.21: Projeção ortogonal

Observe na �gura 3.22 que os pontos ontidos na esfera são projetados

a partir de retas perpendiulares ao plano.
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Figura 3.22: Projeção Ortogonal

Prinipais araterístias das projeções azimutais

• O ponto de tangênia entre esfera e plano torna-se o entro do

mapa.

• As regiões distantes do entro do mapa tem sua área ampliada

• Meridianos são representados por retas que se intersetam no entro

e paralelos são dados por írulos onêntrios ao entro do mapa.

Observe um mapa

4

onstruído a partir de uma projeção azimutal.

4

Disponível em: < http : //upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/37/Lambert −
azimuthal− equal− area.jpg > Aesso ago. 2014.
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Figura 3.23:



Capítulo 4

Projeções da Esfera

Neste apítulo estudaremos mais pontualmente algumas projeções da

esfera no plano, uma das inúmeras apliações da geometria analítia es-

paial. Tais projeções, onforme já disutido no Capítulo 3, apareem

em abundânia no estudo da artogra�a, iênia que trata da onep-

ção, difusão, utilização e estudos de mapas.

Existem várias maneiras de �mapear� a esfera. Trataremos aqui

das projeções Estereográ�a, Cilíndria, Ortogonal, Gnom�nia

e C�nia. Antes porém, adotemos algumas onvenções de notação.

4.1 Convenções

Ao longo desse apítulo onsideraremos �xados uma esfera γ de raio r

e dois pontos diametralmente opostos dessa esfera, os quais denotaremos

por N e S e hamaremos pólo norte e pólo sul de γ, respetivamente.

Motivados pelo estudo do globo terrestre, hamaremos a reta

←→
NS de

eixo de rotação da esfera.

Ainda motivados pela apliação lássia das projeções em artogra-

�a, de�nimos numa esfera γ om eixo

←→
NS �xado, urvas denominadas

meridianos e paralelos:
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• Meridianos são semi-irulos obtidos pela interseção de γ om

os semi-planos de base

←→
NS.

• Paralelos são as urvas obtidas pela interseção de γ om planos

ortogonais ao eixo de rotação

←→
NS.

Para nós, uma projeção da esfera γ no plano eulideano E
2
é uma

apliação bijetora ontínua p : U → V , onde U é um subonjunto da

esfera γ e V um subonjunto do plano E
2
. Isto é, p é uma apliação um-

a-um de U em V que, em algum sentido, leva pontos em U em pontos

em V .

É interessante notar que não existem bijeções ontínuas entre toda a

esfera e todo um plano. Isso é um fato topológio deorrente de funções

ontínuas preservarem ompaidade e a esfera ser um espaço ompato

e o plano não.

Nas seções seguintes, denotaremos por π o plano (do espaço) a ser

identi�ado om o plano eulideano E
2
e assumiremos E

2
munidos das

oordenadas artesianas usuais.

4.2 Projeção Estereográ�a

Na versão mais lássia da projeção estereográ�a, projetamos a es-

fera γ no plano π que tangenia a esfera em S, traçando retas seantes

a esfera a partir de N (Ver Figura 4.1). Cada ponto P da esfera será

mapeado no ponto Q dado pela interseção de π om a reta

←→
NP .
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Figura 4.1: Projeção Estereográ�a

Observe que a projeção p desrita aima é uma bijeção entre U =

γ − {N} e todo o plano π (p : (γ − {N})→ π).

4.2.1 Projeção estereográ�a em oordenadas artesianas

Para parametrizarmos a esfera de uma forma simples, porém geral,

adotemos algumas onvenções que failitarão nossos álulos.

Considere a esfera γ entrada no ponto C = (0, 0, r). Sejam S =

(0, 0, 0) e N = (0, 0, 2r). Desse modo temos que π é o plano Oxy.

Observamos que para toda esfera γ de raio r e quaisquer esolhas de S

e N , podemos tomar um sistema de oordenadas entrado em S onde o

entro C de γ tem as oordenadas aima desritas (e de modo que π é

o plano Oxy).
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Para tal sistema de oordenadas temos:

γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2

π : z = 0.

Seja P = (x0, y0, z0) um ponto qualquer da γ. Enontremos as oor-

denadas de sua projeção Q ∈ π.

Para tal onsidere a reta

←→
NP de equação vetorial X = N + t(

−−→
NP ).

Tomando X = (x, y, z), temos as equações paramétrias de

←→
NP :

←→
NP :



















x = x0t

y = y0t

z = 2r + (z0 − 2r)t

Tomando a interseção de

←→
NP om o plano z = 0 obtemos:

2r + (z0 − 2r)t = 0

Donde temos que a reta

←→
NP interseta π para o parâmetro:

t =
2r

2r − z0
.

Observe que é neessário que 2r−z0 6= 0, tendo em vista que onforme

onstruimos a reta

←→
NP e o plano π, a interseção entre mesmos nuna

poderá ser vazia, logo:

Q =

((

2r

2r − z0

)

x0,

(

2r

2r − z0

)

y0, 0

)

Fazendo a identi�ação an�nia de π = Oxy om o plano artesiano
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(projeção nas duas primeiras oordenadas) temos a projeção:

p : (γ − {N}) −→ E
2

(x0, y0, z0) 7−→
((

2r
2r−z0

)

x0,
(

2r
2r−z0

)

y0

)
(4.1)

Observação 4.1. É um bom exeríio observar que, tivessemos nós

tomado γ om entro na origem do sistema de oordenadas e π : z =

(−r) teríamos obtido a projeção:

p : (γ − {N}) −→ E
2

(x0, y0, z0) 7−→
((

2r
r−z0

)

x0,
(

2r
r−z0

)

y0

)
(4.2)

4.2.2 Projeção estereográ�a de meridianos e paralelos

Projetando Meridianos

Como já sabemos, os semi-írulos da esfera passando om extremos

pelo polo norte e pelo polo sul são hamados meridianos. Vimos que,

�xado um meridiano, existe um únio semi-plano µ que o ontém e

que ontém o eixo de rotação da esfera (e, portanto o pólo norte da

esfera). Notando que a imagem pela projeção estereográ�a de pontos

da esfera ontidos no plano µ ontinuam no mesmo semi-plano, não é

difíil onluir que a imagem do meridiano por tal projeção é a semi-reta

dada pela interseção de µ om o plano Oxy.

Considere o meridiano pelo ponto A = (x0, y0, z0) da esfera, A 6= N ,

A 6= S. Enontremos a equação de π:
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−−→
AN = (0, 0, 2r)− (x0, y0, z0) = (−x0,−y0, 2r − z0)

−→
AS = (0, 0, 0)− (x0, y0, z0) = (−x0,−y0,−z0)

Daí temos

−→
AB ×−→AC = ((2y0), (−2x0), 0) e,

π : (2y0)x− (2x0)y = 0 (x0x) > 0.

Logo para enontrar a projeção R−→ do meridiano ontido no plano π

basta enontrar a interseção de µ om o plano Oxy (z = 0):

R−→ :







(2y0)x− (2x0)y = 0

z = 0 (x0x) > 0.

Dessa interseção obtemos omo equações paramétrias da R−→:

R−→ :



















x = x0t

y = y0t t > 0.

z = 0

Um estudo de extrema relevânia no ampo das projeções artográ-

�as, é onstituído justamente pelas distorções ao tentar plani�ar uma

esfera, omo já sabemos é impossível se manter todas as araterístias

do globo simultaneamente sejam elas distânias, proporções ou ângulos.

Logo vamos abordar em ada projeção as alterações ometidas prin-

ipalmente na projeção de meridianos e paralelos

Obseve agora na projeção estereográ�a de meridianos algumas pe-

uliaridades.
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Figura 4.2:

Considere na �gura 4.2 aros orrespondentes a ângulos de

π
6 radia-

nos.

Figura 4.3:

Observe porém, na �gura 4.3 que a projeção destes pontos que distam

(π6)r ≈ 0.52r entre si na esfera, têm distânia resente no plano a

medida que o ponto a ser projetado se afasta do ponto S, sendo |−−→SP1| ≈
0.53r,|−−→P1P

′
1| ≈ 0.62r e |−−−→P ′1P

′′
1 | ≈ 0.85r

Podemos então, onluir que os aros a serem projetados próximos do

ponto N possuem uma distorção maior que os aros próximos do ponto

S.
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Projetando Paralelos

Paralelos são irunferênias ontidas em planos perpendiulares ao

eixo de rotação da esfera. Iremos utilizar novamente o plano Oxy omo

plano projeção e o eixo Oz omo eixo de rotação da esfera.

Podemos deduzir que a projeção de um paralelo ontido na esfera para

o plano se resume a um írulo, ujo raio é multipliado por uma ons-

tante. Como já sabemos a transposição de um ponto qualquer da esfera

dado por P = (x0, y0, z0) resulta no ponto P
′ = (( 2r

2r−z0).x0, (
2r

2r−z0).y0, 0)

que pertene ao plano, logo para projetarmos um paralelo α para o plano

Oxy, basta multipliarmos o raio do paralelo pela onstante ( −2rz0−2r) onde

z0 representa a oordenada z de todos os pontos que pertenem ao plano

α , logo se x2 + y2 = R2
onde z = z0 é um paralelo ontido na esfera

então x2 + y2 = (( 2r
2r−z0)R)2 é a projeção deste paralelo no plano Oxy .

Comparando a projeção de dois paralelos idêntios da esfera, enon-

tramos algumas diferenças signi�ativas.

Seja uma esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 onde está ontido o

paralelo α que pertene ao plano z = r
2 e o paralelo β pertenente ao

plano z = 3r
2 , neessariamente α e β possuem raio igual a

r
√
3

2 , porém na

projeção estereográ�a destes paralelos enontramos alguns ontrastes.

Projetando o paralelo α temos:

j : (γ) −→ Oxy






x2 + y2 = (r
√
3

2 )2

z = r
2

7−→ x2 + y2 = (2r
√
3

3 )2
(4.3)
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Projetando o paralelo β temos:

j : (γ) −→ Oxy






x2 + y2 = (r
√
3

2
)2

z = 3r
2

7−→ x2 + y2 = (2r
√
3)2

(4.4)

Observe que apesar de α e β serem paralelos idêntios, na projeção

estereográ�a o raio de α foi multipliado pela onstante

4
3 , enquanto o

raio de β foi multipliado pela onstante 4, ou seja, quanto mais próximo

do ponto N maior será o raio do paralelo.

Figura 4.4:

4.2.3 Atividades Propostas

Atividade 4.1. Dada uma esfera de raio 2 e entro (0, 0, 2), enontre

a projeção estereográ�a do ponto P = (
√
2,
√
2, 2) pertenente a esfera

no plano Oxy

Resolução: Consideremos, omo feito na Seção 4.2, a esfera de equação

x2 + y2 + (z − 2)2 = 4, N = (0, 0, 4) e z = 0, o plano de projeção.

A reta

←→
NP tem omo equações paramétrias:
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Figura 4.5: esfera =⇒ x2 + y2 + (z − 2)2 = 22

Podemos projetar pontos da esfera diretamente para o plano, para

isso vamos utilizar a função 4.1 já onstruída anteriormente.

p : (γ − {N}) −→ E
2

(x0, y0, z0) 7−→
((

2r
2r−z0

)

x0,
(

2r
2r−z0

)

y0

)
(4.5)

Logo:

p : P −→ E
2

(
√
2,
√
2, 0) 7−→ (2

√
2, 2
√
2)

(4.6)

✷

Atividade 4.2. Dado o ponto P = (2, 0, 2) e o ponto S = (0, 0, 0)

que pertenem a equação de esfera x2 + y2 + (z − 2)2 = 22, alule a

distânia entre estes dois pontos na esfera, projete através da projeção

estereográ�a estes pontos no plano e ompare suas distânias na esfera

e no plano.

Resolução:



4.2 Projeção Estereográ�a 84

Como já sabemos, a distânia entre pontos em uma esfera não pode

ser alulada omo uma linha reta, por isso preisamos do ângulo POS

onde o pontoO é o entro da esfera. Temos

−→
OS=(0, 0,−2) e−→OP=(2, 0, 0).

Como

−→
OS.
−→
OP = 0 temos:

θ =
π

2

Sabendo que o perímetro da maior irunferênia da nossa esfera

orresponde a 4π e por sua vez este perímetro orresponde a 2π radianos,

logo

π
2 radianos irá orresponder a uma distânia de π.

Portanto a distânia entre os pontos P e S que pertenem a esfera é

igual a π.

Usando a equação (5.26) para projetar os pontos S = (0, 0, 0) e

P = (2, 0, 2) em S ′ e P ′ respetivamente obtemos:

S ′ = (0, 0)

P ′
((

4

2

)

2, 0

)

= (4, 0)

Assim a distânia de P a S na esfera é igual π ≈ 3.1415, mas estes

mesmos pontos projetados no plano distam 4 entre si, logo podemos

onluir que a distânia entre dois pontos em uma esfera pode não ser a

mesma aso estes pontos sejam projetados no plano. De fato, a projeção

estereográ�a sempre aumenta as distânias entre pontos. ✷

Atividade 4.3. Dada uma esfera de entro C = (0, 0, 5) onde raio r =

5, um paralelo ontido no plano z = 2 e um meridiano ontido no plano
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π : −4x + 2y = 0 onde o ponto (
√
5, 2
√
5, 5) pertene ao meridiano,

faça a projeção estereográ�a deste meridiano e deste paralelo no plano

Oxy.

Resolução:

Projetando o paralelo

Podemos deduzir que a equação do paralelo é dada por x2 + y2 = 42

onde todos os pontos que atendem esta equação mantêm z = 2.

Como já sabemos na projeção estereográ�a para projetar um ponto

P = (x0, y0, z0) da esfera para o plano Oxy deve-se multipliar as o-

ordenadas pela onstante t = 2r
2r−z0 onde z = 0 assim temos P ′ =

(x0.
2r

2r−z0 , y0.
2r

2r−z0 , 0), portanto podemos onluir que a projeção de um

paralelo da esfera onsiste em uma irunferênia om o raio multipli-

ado pela onstante t = 2r
2r−z0 onde r é o raio da esfera e z0 é onde o

paralelo está ontido.

Logo, se x2 + y2 = 42 é a equação do paralelo ontido na esfera onde

z = 2, então a projeção deste paralelo no plano Oxy será dada por

x2 + y2 = (( 2.5
2.5−2).4)

2
.

Assim, se temos o paralelo x2+y2 = 42 então a projeção deste paralelo

no plano Oxy será x2 + y2 = 52.

Projetando o meridiano

Vamos projetar agora o meridiano que está ontido no plano π :

−4x + 2y = 0 no plano Oxy, para realizar esta projeção sabemos que

basta fazer a interseção do plano π om o plano Oxy.



4.2 Projeção Estereográ�a 86

Seja

−→u = (0, 0, 1) vetor diretor do plano Oxy e

−→u = (−4, 2, 0) vetor
diretor do plano π e sabendo que a interseção entre estes dois planos é

uma reta podemos de�nir o vetor diretor desta reta através do produto

vetorial entre

−→u e

−→v , logo:

−→u ×−→v =











x y z

0 0 1

−4 2 0











Sendo

−→u ×−→v =(−2, 4, 0) basta agora de�nir um ponto que pertene

a reta de interseção entre Oxy e π, para isso adotando z = 0 temos:







−4x+ 2y = 0

z = 0

Neessariamente temos vários pontos de ota igual a zero ontidos na

reta de interseção, logo adotaremos o ponto (1, 2, 0) para onstrução da

reta de interseção.

π ∩Oxy :



















x = 1− 2t

y = 2− 4t

z = 0

Tendo em vista que o ponto (
√
5, 2
√
5, 5) pertene ao meridiano e

a reta de projeção deve estar ontida no mesmo otante do ponto, o

parâmetro t deve assumir t > 0.

✷
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4.3 Projeção Cilíndria

Nesta projeção temos uma esfera γ que será insrita no interior de

um ilindro equilatéro β om o mesmo eixo de rotação

←→
NS e raio da

base igual ao raio r da esfera.

Para projetar um ponto P da esfera tomamos a semi-reta E−→ por

P perpendiular a

←→
NS. O ponto de interseção da semi-reta E−→ om o

ilindro, denominamos Q e é a projeção de P no ilindro.

Finalmente, plani�amos o ilindro �reortando-o� ao longo de uma

reta vertial s pré-determinada e assim, obtemos a projeção da esfera

numa região retangular V do plano eulideano (−πr 6 x < πr, 0 < y <

2r).

Figura 4.6: Projeção ilindria

A omposta da função que projeta a esfera no ilindro om a plani�-

ação do ilindro, é o que hamamos de projeção ilíndria p da esfera.

A função p : U → V é uma bijeção entre a esfera sem seus pólos,

ou seja, U = (γ − N, S) e a região retangular V de E
2
desrita pelas

desigualdades :
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V :







−πr 6 x < πr

0 < y < 2r

4.3.1 Projeção da esfera no ilindro

Para failitar nossos álulos, onsideraremos uma esfera om entro

C = (0, 0, 0), onde o eixo de rotação

←→
NS seja o eixo oordenado Oz

e o ponto de tangênia da esfera om a base do ilindro seja o ponto

S = (0, 0,−r). Tomamos estes parâmetros tendo em vista que todo

ilindro e toda esfera pode ser desloada no espaço assumindo essas

posições sem que suas propriedades sejam alteradas.

Vamos enontrar a projeção Q do ponto P = (x0, y0, z0) onde Q é

um ponto do ilindro e P um ponto da esfera.

De�nindo algumas equações esseniais temos:

γ : x2 + y2 + z2 = r2

β : x2 + y2 = r2, 0 6 z < 2r

←→
NS : (0, 0, 1)t (t ∈ R).

Tomamos então E−→ omo a semi-reta P1P−−→ onde P1 = (0, 0, z0). Tal

semi-reta é assim, perpendiular a

←→
NS e passa por P .

E−→ :



















x = x0t

y = y0t onde t > 0

z = z0

Realizando a interseção da semi-reta E−→ om o ilindro β teremos a

projeção Q.



4.3 Projeção Cilíndria 89

E−→∩ β : (x0t)
2 + (y0t)

2 = r2

Podemos observar na equação de interseção que o parâmetro t as-

sume dois valores.

t2 =
r2

x2
0 + y20

logo temos t =
√

r2

x2

0
+y2

0

ou t = −
√

r2

x2

0
+y2

0

Sabendo que ada parâmetro t dá origem a um ponto, neessaria-

mente temos dois pontos para Q, tendo em vista que busamos o parâ-

metro onde t > 0 é neessário neste aso desartar o valor negativo.

g : (γ − {N, S}) −→ β

(x0, y0, z0) 7−→
((

x0r√
x2

0
+y2

0

)

,

(

y0r√
x2

0
+y2

0

)

, z0

)

(4.7)

Neste aso partiular, podemos assumir omo representante do ponto

P no ilindro β o ponto Q =

((

x0r√
x2

0
+y2

0

)

,

(

y0r√
x2

0
+y2

0

)

, z0

)

4.3.2 Plani�ação do ilindro e Projeção ilíndria no plano

Na projeção ilíndria, projetamos a esfera γ no ilindro β, porém

estamos trabalhando om esferas plani�adas, logo este ilindro preisa

tomar a forma de um plano.

Seja Q = (x1, y1, z1) um ponto que pertene ao ilindro, vamos pro-

jetar este ponto no plano.

Como já sabemos, o eixo Oz é o eixo simétrio de nosso ilindro

equilátero de raio r, logo para abrirmos o ilindro em um retângulo, é
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preiso de�nir uma reta de orte paralela ao eixo Oz que esteja ontida

no ilindro.

Para mapearmos o ponto Q = (x1, y1, z1) do ilindro num ponto do

plano artesiano Oxz, basta tomarmos a oordenada y igual a z1 e x

omo a �distânia�(no ilindro) do ponto Q a uma reta de referênia

←→
R .

Para failitar nossos álulos, tomaremos

←→
R omo a reta vertial pelo

ponto X = (r, 0, 0):

←→
R :



















x = r

y = 0

z = t

Mais preisamente, seja Q = (x1, y1, z1) om y1 > 0. Considere o

írulo por Q num plano normal a

←→
NS. A oordenada x da projeção

de Q no plano artesiano é então, o omprimento do aro entre Q e Q1,

onde Q1 é a interseção do írulo om a reta

←→
R . De modo a mantermos

a ontinuidade da projeção do ilindro no plano artesiano, se y1 6 0

tomamos a oordenada x da projeção de Q omo menos o omprimento

aima desrito. Tal esolha �reorta� o ilindro ao longo da reta

←→
K :

←→
K :



















x = −r
y = 0

z = t

Observação 4.2. Essa divisão em y1 > 0 e y1 6 0 do ilindro aparee,

pois por de�nição, o ângulo entre dois vetores está entre 0 e π porém,

para darmos uma volta ompleta no ilindro temos que variar o ângulo

θ = QQ2Q1 entre −π e π.
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Figura 4.7: reta de orte

Para o álulo da distânia deQ a reta de orte, alulemos utilizando

o produto interno do ângulo entre Q = (x1, y1, z1) e Q1 = (r, 0, z1) om

vértie Q2 = (0, 0, z1).

Figura 4.8: Triângulo QQ1Q2

Primeiramente, vamos alular o ângulo QQ2Q1 de�nido por θ.

Sendo

−−→
QQ2 = (−x1,−y1, 0),

−−−→
Q1Q2 = (−r, 0, 0) onde ‖−−→QQ2‖ =

√

x2
1 + y21 e ‖−−−→Q1Q2‖ = r desenvolvendo o oneito de produto interno

temos:
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cos(θ) =

−−→
QQ2.

−−−→
Q1Q2

‖−−→QQ2‖.‖
−−−→
Q1Q2‖

donde cos(θ) =
x1

r
,

logo,

θ = arccos
(x1

r

)

A de�nição do ângulo θ, possibilita o álulo da distânia entre o

ponto Q e a reta

←→
K , sendo 2πr o perímetro da irunferênia para

um ângulo de 2π radianos, podemos reorrer a proporionalidade para

de�nir a distânia prourada.

Logo podemos de�nir a distânia entre Q e

←→
K omo r.arccos(x1

r )

Estamos em ondições agora de identi�ar a projeção de pontos do

ilindro β no plano Oxz.

f+ : (β+) −→ Oxz

(x1, y1, z1) 7−→
((

r.arccos(x1

r )
)

, z1
)

(4.8)

onde β+
é a região do ilindro β om y > 0.

Agora, se Q = (x1, y1, z1) om y1 6 0,

θ = −arccos
(x1

r

)

Assim,

f− : (β−) −→ Oxz

(x1, y1, z1) 7−→
((

−r.arccos(x1

r )
)

, z1
)

(4.9)

onde β− é a região do ilindro β om y 6 0.
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Finalmente temos:

f : (β) −→ Oxz

(x1, y1, z1) 7−→
((

y1
|y1|

)

r.arccos(x1

r
), z1

)
(4.10)

A projeção ilíndria da esfera (no plano artesiano) é desse modo a

omposta p = (f ◦ g), da equação aima e da equação 4.7, logo temos:

p : γ −N, S −→ Oxz

(x0, y0, z0) 7−→
(

(

y0
|y0|

)

r.arccos( x0√
x2

0
+y2

0

), z0

)

(4.11)

4.3.3 Projeção ilíndria de meridianos e paralelos

Projetando Meridianos

Seja γ uma esfera de entro O = (0, 0, 0), ontida em um ilindro β

ujo eixo simétrio seja z e seja π um plano que ontém o meridiano α

o qual desejamos projetar.

Podemos deduzir que a projeção do meridiano α no ilindro β se

reduz a interseção do plano π om o ilindro β.

De�nindo a equação do ilindro e do plano, temos β : x2 + y2 = r2

onde 0 < z < 2r e π : x(y0) − y(x0) = 0, observe que o plano π

nada mais é que um plano om eixo simétrio z por um ponto qualquer

P = (x0, y0, z0) que também pertene ao meridiano.

Interseção do ilindro β om o plano π:

β ∩ π :

(

y(x0)

y0

)2

+ y2 = r2
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desenvolvendo nossa equação teremos:

β ∩ π : y2 =
y20.r

2

x2
0 + y20

observe a existênia de dois resultados possíveis:

β ∩ π : y = ± y0.r
√

x2
0 + y20

Logo podemos onstruir duas retas de interseção entre ilindro e

plano, que poderiam representar a projeção do meridiano α ontido no

plano π.

β ∩ π :























x = x0.r√
x2

0
+y2

0

y = y0.r√
x2

0
+y2

0

z = t

β ∩ π :























x = − x0.r√
x2

0
+y2

0

y = − y0.r√
x2

0
+y2

0

z = t

É importante ressaltar que apenas uma reta representa o meridiano

α proposto, tendo em vista que uma únia reta está ontida no mesmo

otante que o ponto P = (x0, y0, z0), logo a equação que representa a

projeção do meridiano α no ilindro β será:

β ∩ π :























x = x0.r√
x2

0
+y2

0

y = y0.r√
x2

0
+y2

0

z = t
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Projetando o meridiano no plano artesiano pela função f desrita

na seção anterior temos :

f(β ∩ π) :











x =
(

y0
|y0|

)

r.arccos

(

x0√
x2

0
+y2

0

)

z = t

Que desreve uma reta por p(P ) paralela ao eixo Oz

Vamos analisar, agora as variações ometidas pela projeção ilíndria

estudando a projeção de meridianos.

Seja a esfera γ ontida no ilindro β e um meridiano α ontido em

γ, onforme a �gura 4.9, onde admitimos a existênia de dois aros do

meridiano α om ângulo entral

π
4

Figura 4.9: Aros do meridiano α ontidos na esfera

Observe que na �gura 4.10 que apresenta a projeção de dois aros

idêntios pertenentes ao meridiano α no ilindro β, existe uma variação

no omprimento das projeções, sendo ‖−−→EQ‖ = r
√
2

2 e ‖
−−→
QQ′‖ = 2r−r

√
2

2
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Figura 4.10: Projeção de aros do meridiano α no ilindro β

Note que quanto mais distante da linha do equador, maior será a

diferença entre o omprimento do aro e sua respetiva projeção, ou

seja, as áreas próximas da linha do equador possuem uma representação

mais �el do que as próximas dos pontos N e S.

Projetando paralelos

Seja γ uma esfera de entro C = (0, 0, 0) e raio r ontida em um ilin-

dro β, havendo um paralelo δ pertenente a esta esfera neessariamente

há um plano π que ontém este paralelo.

Logo a projeção do paralelo δ no ilindro β, se resume a interseção

do plano π om o ilindro β.

Construindo a equação do ilindro temos β : x2 + y2 = r2 onde

−r < z0 < r, para o plano π vamos adotar a equação π : z = z0, logo

temos a interseção:
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π ∩ β :



















x = rcos(t)

y = rsen(t)

z = z0

Tendo em vista que parametrizamos π ∩ β podemos agora utilizar a

função p a �m de transpor o paralelo δ para o plano Oxz.

p : γ − {N, S} −→ Oxz

(rcos(t), rsen(t), z0) 7−→
((

rsen(t)
|rsen(t)|

)

r.(t), z0

)
(4.12)

Neessariamente também há peuliaridades na projeção de paralelos,

quando utilizamos a projeção ilíndria.

Na �gura 4.11 podemos notar laramente que todos paralelos onti-

dos em γ quando projetados, possuem o mesmo perímetro da base do

ilindro, porém sabemos que o únio paralelo que possui este perímetro

é a linha do equador.

Figura 4.11: projetando paralelos
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Logo todos os paralelos ontidos na esfera γ possuem projeções ujo

omprimento é 2π.r, onde r é dado pelo raio da base do ilindro.

Portanto o únio paralelo representado �elmente é a linha equatorial,

todos os outros paralelos tem seu perímetro aresido.

4.3.4 Atividades Propostas

Atividade 4.4. Dado um ilindro de equação β:x2 + y2 = 22 onde

0 < z < 4 e uma esfera γ:x2+y2+(z−2)2 = 22 ontida neste ilindro,

identi�que o representante do ponto P = (1,
√
2, 3) pertene a esfera no

ilindro.

Resolução: Sendo o eixo z simétrio omum tanto na esfera omo ao

ilindro, traçamos uma reta semi-reta

←→
K perpendiular a z passando

por P .

←→
K :



















x = t

y =
√
2t onde t > 0

z = 3

realizando a interseção entre β e

←→
K temos:

β ∩←→K : (t)2 + (
√
2t)2 = 4

o parâmetro t assume dois valores distintos, logo:

β ∩←→K : t =
2
√
3

3
ou t = −2

√
3

3

Neessariamente exluímos o parâmetro negativo e obtemos a função
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g:

g : (γ − {N, S}) −→ β

(1,
√
2, 3) 7−→

((

2
√
3

3

)

,
(

2
√
6

3

)

, 3
)

(4.13)

✷

Atividade 4.5. Seja um ilindro β de raio da base 5 e altura 10, uja

base está ontida no plano Oxy, sendo z eixo simétrio. Dê as oor-

denadas do ponto P = (4, 3, 1) pertenente ao ilindro, em uma esfera

γ:x2 + y2 + (z − 5)2 = 52 insrita em β.

Resolução: Construímos uma semi-reta K−→ que seja perpendiular a z e

passe pelo ponto P = (4, 3, 1).

K−→ :



















x = 4t

y = 3t onde t > 0

z = 1

Para que seja de�nida a projeção é neessário a interseção entre a

semi-reta K−→ e a esfera γ : x2 + y2 + (z − 5)2 = 52.

←→
K ∩ γ : (4t)2 + (3t)2 = 9

logo:

←→
K ∩ γ : t2 =

9

25

Sendo t = 3
5 ou t = −3

5 adotamos o parâmetro que mantém a reta no
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mesmo otante do ponto (4, 3, 1)

(β) −→ γ

(4, 3, 1) 7−→
((

12
5

)

,
(

9
5

)

, 1
)

(4.14)

✷

Atividade 4.6. Considere um ilindro de equação β: x2+ y2 = 9 onde

−3 < z < 3 e uma esfera de raio 3 entrada na origem. Realize a

projeção no plano Oxz do paralelo α ontido no plano π: z = 1.

Resolução: Para alular a projeção do paralelo α ontido no plano π,

primeiramente vamos de�nir a interseção entre β e π

π ∩ β :



















x =
√
8cos(t)

y =
√
8sen(t)

z = 1

Utilizamos agora nossa função f para transpor o paralelo ontido no

ilindro para o plano Oxz:

f : (β − {N, S}) −→ Oxz

(
√
8cos(t),

√
8sen(t), 1) 7−→

(( √
8sen(t)

|
√
8sen(t)|

)

.r.arccos(
√
8cos(t)
r ), 1

)

(4.15)

✷

Atividade 4.7. Dado um meridiano ontido em uma esfera γ de en-

tro C = (0, 0, 0) e raio igual a 5, tal que o semi-plano µ representado

pela equação 2y − x = 0 onde y > 0 ontém o meridiano α. Projete

este meridiano no plano Oxz, utilizando o ilindro β : x2 + y2 = 52
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onde −5 < z < 5, sabendo que o ponto P = (2, 1, 2
√
5) pertene ao

meridiano.

Resolução: para projetar o meridiano primeiramente devemos fazer a

interseção entre β e µ.

β ∩ µ : (2y)2 + y2 = 52

omo esperado teremos dois valores que satisfazem a interseção.

β ∩ µ : y ±
√
5

Logo podemos onstruir duas retas de projeção do meridiano α no

ilindro β

β ∩ µ :



















x = 2
√
5

y =
√
5

z = t

β ∩ µ :



















x = −2
√
5

y = −
√
5

z = t

Sabemos que ambas as retas estão ontidas no ilindro logo, é ne-

essário de�nir qual reta representa a projeção do meridiano α, observe

que neste aso qualquer meridiano e sua respetiva projeção no ilin-

dro mantém o mesmo otante, sabendo que o ponto P = (2, 1, 2
√
5)

pertene ao meridiano, temos:
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β ∩ µ :



















x = 2
√
5

y =
√
5

z = t

Porém ainda é neessário a projeção desta reta no plano Oxz, para

isto basta utilizarmos a função já onstruída f , para projeção da reta

β ∩ µ.

f : (β ∩ µ) −→ Oxz

(2
√
5,
√
5, t) 7−→

(

5.arccos
(

2
√
5

5

)

, t
)

(2
√
5,
√
5, t) 7−→ (2.318, t)

(4.16)

✷

4.4 Projeção Ortogonal

Este tipo de projeção, possibilita apenas a projeção de metade da es-

fera sendo neessário duas plani�ações para ontemplar toda a esfera,

faremos a plani�ação apenas uma vez tendo em vista que o proedi-

mento para a outra metade é análogo.

Considere γ a esfera om eixo de rotação

←→
NS. Seja π um plano orto-

gonal a

←→
NS. A projeção de um ponto P na semi-esfera inferior(superior)

de γ é dada pela interseção de uma reta

←→
K paralela a

←→
NS passando por

P om o plano π.
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Figura 4.12: Projeção Ortogonal

4.4.1 Projeção ortogonal em oordenadas artesianas

Projetando pontos da esfera para o plano

Adotando a semi-esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 onde z 6 r e

o plano de projeção o plano Oxy, estudemos qual a projeção do ponto

P = (x0, y0, z0) pertenente a semi-esfera inferior (z 6 r) no plano π.

Sendo z = 0 a equação do plano Oxy, desejamos onstruir uma reta

←→
K perpendiular a π passando por P logo:

←→
K :



















x = x0

y = y0

z = z0 + t

A interseção da reta

←→
K om o plano Oxy resulta na projeção do

ponto P sobre π.

k ∩ π : (z0 + t) = 0

Sendo t = −z0 basta agora utilizar este parâmetro para transposição
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do ponto P

p : (γ−) −→ Dr

(x0, y0, z0) 7−→ (x0, y0)
(4.17)

onde γ− é a região de γ om z 6 r e Dr é o diso de raio r entrado

no ponto (0, 0) do plano artesiano.

Projetando pontos do plano para a esfera

Faremos agora o aminho inverso da projeção, seja o ponto Q =

(x0, y0, 0) pertenente ao plano Oxy, projete este ponto na semi-esfera

γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 onde z 6 r .

Traçando uma reta

←→
R perpendiular a Oxy por Q temos:

←→
R :



















x = x0

y = y0

z = t

Logo basta de�nirmos a interseção de

←→
R om a esfera γ

←→
R ∩ γ : (x0)

2 + (y0)
2 + (t− r)2 = r2

onde temos:

←→
R ∩ γ : t2 − 2tr + x2

0 + y20 = 0

Observe que nosso parâmetro t assume dois valores:

t1 =
2r +

√

(−2r)2 − 4(x2
0 + y20)

2
ou t2 =

2r −
√

(−2r)2 − 4(x2
0 + y20)

2
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Neessariamente devemos optar pelo parâmetro t que proporiona

uma distânia de Q ao ponto de projeção menor que o raio da semi-

esfera, para isso basta observar que o parâmetro t2 é o únio que atende

as ondições propostas, logo:

g : Dr −→ γ−

(x0, y0, 0) 7−→ (x0, y0, r −
√

r2 − (x2
0 + y20))

(4.18)

4.4.2 Meridianos e paralelos na projeção ortogonal

Projetando meridianos

Seja uma semi-esfera γ : x2+y2+(z−r)2 = r2 onde z 6 r sobreposta

ao plano Oxy onde a interseção de Oxy e γ resulta no ponto P =

(0, 0, 0) e um meridiano α ontido em um plano θ, podemos deduzir

que a projeção do meridiano α no plano Oxy se resume a semi-reta de

interseção entre Oxy e θ, sendo o ponto P = (x0, y0, z0) pertenente

ao meridiano α.

Sabemos que θ : y(x0) − x(y0) = 0, tendo em vista que este plano

possui eixo simétrio z e passa pelo ponto P = (x0, y0, z0) .

Logo realizando a interseção de θ om o diso Dr, temos:

θ ∩ Oxy :



















x = x0.t

y = y0.t

z = 0

Observe que apenas os pontos onde t > 0 representam a projeção do

meridiano α no plano Oxy, pois trata-se da projeção de um semi-írulo

ontido no mesmo otante do ponto (x0, y0, z0).
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Na projeção ortogonal não é possível projetarmos um meridiano om-

pleto, apenas metade de seu omprimento.

Observe a projeção na �gura 4.13 que representa a projeção do me-

ridiano α no plano Oxy

Figura 4.13: Projeção Ortogonal

Observe que apesar dos aros projetados serem idêntios à

π.r
4 , temos

a projeção do omprimento do aro mais próximo de S dada por ‖−→SQ‖ =
r
√
2

2 , enquanto o aro mais distante de S possui projeção igual a ‖−−→QQ′‖ =
2r−r

√
2

2
.

Conluímos então que aros mais próximos de S possuem uma mar-

gem de erro menor em sua projeção, logo quanto mais distantes de S

maior a margem de erro referente a projeção dos aros.

Projetando paralelos

Dada uma semi-esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 onde z 6 r e o

plano Oxy, onde γ ∩ Oxy = (0, 0, 0), seja um paralelo θ : x2 + y2 = r2

em que z = r, observe que a projeção deste paralelo no plano Oxy nada

mais é do que o írulo de equação x2 + y2 = r2 onde z = 0.
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Figura 4.14: Projetando Paralelos na Projeção Ortogonal

Logo neste aso a projeção de paralelos na projeçao ortogonal se trata

apenas da mudança de oordenada para z = 0.

A projeção ortogonal é a únia projeção estudada neste apítulo que

não há alteração nos paralelos projetados, ou seja, todas as araterís-

tias do paralelo iniial são mantidas apenas o plano é mudado.

4.4.3 Atividades Propostas

Atividade 4.8. Dada a esfera γ : x2+y2+(z−2)2 = 22 onde 0 6 z 6 4

e o ponto P = (
√
2,
√
2, 2) pertenente a esfera qual a projeção do ponto

P sobre o plano Oxy.

Resolução: Sabemos que um representante da lasse de vetores normais

ao plano Oxy é dado por

−→u = (0, 0, 1), podemos então onstruir uma

reta

←→
K que passe por P e tenha o vetor

−→u omo vetor diretor:

←→
K :



















x =
√
2

y =
√
2

z = 2 + t

Sendo a reta

←→
K já determinada, basta que seja feita a interseção
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entre

←→
K e Oxy.

←→
K ∩ Oxy : 2 + t = 0

Logo teremos t = −2, estamos então em ondições de projetar o

ponto P no plano Oxy.

p : (γ) −→ Oxy

(
√
2,
√
2, 2) 7−→ (

√
2,
√
2, 0)

(4.19)

Dada a maneira omo foi onstruída a projeção, podemos observar

que dado um ponto P qualquer pertenente a esfera, a projeção deste

ponto no plano é dada pelas mesmas oordenadas no eixo x e no eixo y,

porém a oordenada em z deverá ser igual a zero.

✷

Atividade 4.9. Dado o ponto P = (1, 1, 0) pertenente ao plano Oxy,

qual a projeção deste ponto na esfera γ de raio 3 e entro C = (0, 0, 3)

Resolução: Construindo uma reta

←→
K perpendiular ao plano Oxy pas-

sando pelo ponto P temos:

←→
K :



















x = 1

y = 1

z = t

Sendo γ : x2 + y2 + (z− 3)2 = 32 faremos a interseção entre γ e

←→
K

γ ∩←→K : 12 + 12 + (t− 3)2 = 32
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onde:

γ ∩←→K : t2 − 6t+ 2 = 0

Logo, temos dois parâmetros que orrespondem a nossa projeção t =

3+
√
7 ou t = 3−

√
7, estes parâmetros geram os pontos (1, 1, 3+

√
7)

e (1, 1, 3−
√
7), basta agora identi�ar qual ponto possui distânia ao

plano menor ou igual a 3.

Neste aso, neessariamente adotamos o ponto que possui a menor

oordenada no eixo z, tendo em vista que a oordenada z representa a

distânia entre o ponto P e o plano Oxy, ou seja, (1, 1, 3−
√
7).

logo:

g : (Oxy) −→ γ

(0, 0, 1) 7−→ (1, 1, 3−
√
7)

(4.20)

✷

Atividade 4.10. Dada uma esfera γ : x2 + y2 + (z − 3)2 = 52 onde

−2 6 z 6 8, um paralelo ontido no plano α : z = 1 e um meridiano

pertenente ao plano π : 3y − 2x, projete o meridiano e o paralelo no

plano θ : z = −2 onde o ponto P = (3, 4, 3) pertene ao meridiano.

Resolução:

Projeção do Paralelo

Construindo a equação que representa o paralelo temos:

π ∩ θ :



















x =
√
21cos(t)

y =
√
21sen(t)

z = 1
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projetando este paralelo no plano z = −2, temos a mesma equação

de paralelo porém agora �xado o parâmetro z = −2, ou seja.

π ∩ θ :



















x =
√
21cos(t)

y =
√
21sen(t)

z = −2

Projeção do Meridiano

Sabendo que o meridiano está ontido no plano π : 3y−2x, basta que
seja feita a interseção entre o plano π e o plano de projeção θ = −2,
logo temos:

π ∩ θ :



















x = 3t

y = 2t

z = −2

Sabendo que o ponto P = (3, 4, 3), pertene ao meridiano logo a

projeção está de�nida onde o parâmetro t ≥ 0.

✷

4.5 Projeção Gnom�nia

Este tipo de projeção é muito semelhante à projeção ortogonal, a

projeção gnom�nia também propiia apenas o mapeamento de metade

dos pontos da esfera.

Seja uma semi-esfera γ de entro C e um plano qualquer π de�nido

no espaço que tangenia a semi-esfera, a relação entre os pontos da semi-

esfera γ e do plano π é dada por uma semi-reta K−→ seante a esfera γ e
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ao plano π om origem C

Figura 4.15: Projeção Gnomonia

Como podemos ver na �gura 4.15 a semi-reta que parte do ponto C,

interseta tanto a esfera omo o plano, logo podemos de�nir uma bijeção

ρ : γ− → Dr, onde γ
−
são pontos da semi-esfera que mantém distânia

do plano de projeção menor ou igual ao raio da esfera e V = Dr a região

irular que ontém a projeção da semi-esfera γ

4.5.1 Projeção gnom�nia em oordenadas artesianas

Dada a semi-esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 onde z 6 r, sendo

o plano Oxy tangente a semi-esfera no ponto Q = (0, 0, 0). Qual o

representante do ponto P = (x0, y0, z0), pertenente a semi-esfera no

plano.

Primeiramente vamos de�nir uma reta K−→ passando neessariamente

por P = (x0, y0, z0) e pelo entro da esfera dado pelo ponto O = (0, 0, r).
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K−→ :



















x = x0t

y = y0t

z = r + (z0 − r)t

Realizando a interseção entre a semi-reta

←→
K e o plano Oxy temos:

K−→∩Oxy : r + (z0 − r)t = 0

Obtemos então o parâmetro t = r
r−z0

Substituindo o parâmetro t na reta K−→ adotamos (x0.
r

r−z0 , y0.
r

r−z0 , 0)

omo ponto que representa a projeção do ponto P no respetivo plano

Oxy.

Logo:

ρ : γ− −→ Dr

(x0, y0, z0) 7−→ (x0.(
r

r−z0), y0.(
r

r−z0), 0)
(4.21)

4.5.2 Projeção gnom�nia de meridianos e paralelos

Projetando meridianos

A projeção de Meridianos na projeção gnom�nia se dá de forma

similar a projeção de meridianos na projeção ortogonal, ou seja, sendo

uma semi-esfera γ, um plano α que ontém o meridiano a ser projetado

e um plano π que tangenia a esfera, a projeção do meridiano se resume

a interseção dos planos π e α.

Dado um plano α : y(x0) − x(y0) = 0 que ontém um meridiano

θ que passa pelo ponto (x0, y0, z0), qual a projeção deste meridiano no

plano Oxy.
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Realizando a interseção entre o plano α e o plano Oxy temos:

α ∩ Oxy :



















x = x0t

y = y0t onde t > 0

z = 0

Neessariamente a semi- reta α ∩ Oxy representa a projeção do me-

ridiano θ no plano Oxy.

Analisando a projeção de aros idêntios de um meridiano θ na �gura

4.16 notamos algumas distorções sigini�ativas.

Figura 4.16: Projeção gnomonia de meridianos

Observe que apesar de projetarmos aros idêntios orrespondentes

a

rπ
6 , o aro mais distante do ponto S possui maior margem de erro,

sendo ‖−→SQ‖ = r
√
3

3
e ‖−−→QQ′‖ = 2r

√
3

3
, logo onluímos que quanto mais

nos afastarmos do ponto S, maior as alterações nos aros do meridiano

a serem projetados.
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Projetando Paralelos

Na projeção de paralelos podemos observar algumas semelhanças om

a projeção de paralelos estereográ�a, ou seja, se temos um paralelo on-

tido na semi-esfera a projeção deste paralelo se resume a um írulo de

raio multipliado por uma onstante, omo já sabemos se P = (x0, y0, z0)

é um ponto da esfera então P ′ = (x0.(
r

r−z0), y0(
r

r−z0 ), 0) é um ponto do

plano, portanto se temos um paralelo de equação x2 + y2 = R2
ontido

no plano z = z0 a projeção deste paralelo no plano Oxy se trata de

uma irunferênia om raio multipliado pela onstante ( r
r−z0 ) onde r

é dado pelo raio da esfera, logo a equação do paralelo ontido na esfera

projetado no plano Oxy será x2 + y2 = (R.( r
r−z0))

2
.

Portanto se x2 + y2 = R2
é um paralelo ontido na esfera então

x2 + y2 = (R.( r
r−z0))

2
é a projeção deste paralelo no plano Oxy.

Como podemos deduzir há uma distorção signi�ativa de paralelos

quando projetados em um dado plano, tendo em vista que todo paralelo

tem seu raio multipliado por

r
r−z0 podemos onluir que quanto maior

a distânia do paralelo ao ponto S = (0, 0, 0) maior será sua distorção.
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Figura 4.17: Projeção gnomonia de meridianos

4.5.3 Atividades Propostas

Atividade 4.11. Seja o ponto P = (5, 2, 0) que pertene ao plano Oxy,

qual o representante do ponto P em uma semi-esfera γ de raio 3 e entro

C = (0, 0, 3).

Resolução: Vamos de�nir uma semi-reta K−→ passando por C e P .

K−→ :



















x = 5t

y = 2t onde t > 0

z = 3− 3t

Sendo γ : x2 + y2 + (z − 3)2 = 32 para z 6 3 basta enontrarmos a

interseção entre K−→ e γ

K−→∩ γ : (5t)2 + (2t)2 + (−3t)2 = 9

onde o parâmetro t assume dois valores t = 3
√
38

38 e t = −3
√
38

38 , logo

P ′ = (15
√
38

38 , 6
√
38

38 , 114−9
√
38

38 ) e P ′′ = (−15
√
38

38 ,−6
√
38

38 , 114+9
√
38

38 ), portanto
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é neessário de�nir qual parâmetro proporiona o ponto om distânia

em relação ao plano Oxy menor que 3.

Sendo d(P ′, Oxy) = 1, 54 e d(P ′′, Oxy) = 4, 45 neessariamente o

ponto andidato a projeção será P ′ = (15
√
38

38
, 6
√
38

38
, 114−9

√
38

38
).

✷

Atividade 4.12. Dada uma semi-esfera de raio 2 e entro C = (0, 0, 2),

onde o plano π tangenia a esfera no ponto P = (0,
√
3, 1) qual a re-

presentação do ponto P ′ = (
√
2,
√
2, 2) pertenente a esfera no plano π

Resolução:

Construindo uma semi-reta K−→ partindo de C e passando por P ′,

temos:

K−→ :



















x =
√
2t

y =
√
2t

z = 2

Para de�nirmos a equação do plano π, neessariamente preisamos

de um vetor normal ao plano e um ponto que pertene a π.

Utilizando os pontos C e P , enontramos o vetor

−→u = (0,
√
3,−1),

então basta agora adotar o ponto P = (0,
√
3, 1), logo π :

√
3y−z−2 =

0. Sendo de�nido K−→ e π, basta agora fazer a interseção entre reta e

plano, logo:

K−→∩ π =
√
3(
√
2t)− 4 = 0
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γ− −→ Dr

(0,
√
3, 1) 7−→ (4

√
3

3 , 4
√
3

3 , 2)
(4.22)

✷

Atividade 4.13. Sendo uma semi-esfera γ : x2 + y2 + (z − 2)2 = 22

onde z < 2 e o paralelo α ontido no plano π : z = 1. Projete através

da projeção gnom�nia o paralelo α no plano Oxy.

Resolução:

Vamos parametrizar a equação do paralelo α ontido na esfera, logo:

α :



















x =
√
3cos(t)

y =
√
3sen(t)

z = 1

Como já vimos, para realizar a projeção de paralelos, basta multipli-

ar o raio do paralelo por ( r
r−z0), onde r é dado pelo raio da esfera e z0 a

oordenada em z do eixo que o ontém, logo podemos utilizar a função

ρ a �m de projetar o paralelo α

ρ : γ− −→ Dr

(
√
3cos(t),

√
3sen(t), 1) 7−→ (2

√
3cos(t), 2

√
3sen(t), 0)

(4.23)
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Figura 4.18: Projeção Pararelos om a Projeção Gnom�nia

✷

Atividade 4.14. Sendo um meridiano α ontido no plano π : −2x +

y = 0 e uma semi-esfera γ : x2+y2+(z−5)2 = 52 onde z > 5, projete o

meridiano α no plano Oxy, sabendo que o ponto P = (−1, 2, 0) pertene
ao meriano α.

Resolução: Sendo dada a equação do plano π que ontém o meridiano,

basta realizar a interseção do plano Oxy e π, logo:

Oxy ∩ π :



















x = −t
y = 2t

z = 0

Sabendo que o ponto P = (−1, 2, 0) pertene ao meridiano a reta

Oxy ∩ π representa a projeção do meridiano α apenas para t > 0. ✷

4.6 Projeção �nia

Nesta projeção, iremos projetar a esfera em um one e posteriormente

plani�á-lo.
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Considere um one β de altura h e raio da base h, om base no plano

Oxy e uma esfera γ de raio r(r = h(
√
2−1)) e entro C inrita no one.

Dado P em γ, tomaremos a K−→ passando por P om vértie no pólo

sul S de γ. A interseção da K−→ om o one nos dará um ponto Q

que é a projeção de P sobre o one. A projeção �nia será dada,

então �reortando-se� o one ao longo de uma reta geratriz pré-�xada

e identi�ando-o om uma seção do diso Dr de raio r do plano, mais

espei�amente a região om oordenadas polares 0 < r < g e

−π
2 6

θ < π
2 , onde g é o omprimento da geratriz do one.

Figura 4.19: Projeçao C�nia

Projeção �nia em oordenadas artesianas

Para failitar nossos álulos sem perder sua generalidade, adotare-

mos um one β uja base está ontida no planoOxy, tem eixo de simétria

Oz e raio da base igual a altura h. Considere γ a esfera insrita no one
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de raio r e entro C = (0, 0, r) (Pólo sul S = (0, 0, 0)).

Figura 4.20: semelhanças no one

Para onstrução da equação deste one é neessário esrever a al-

tura(h) referente ao one β em função do raio(r) da esfera γ insrita no

one, logo:

Figura 4.21:

Por Pitágoras h2 − hr = rh
√
2, donde enontramos h = r(1 +

√
2).

Assim temos que a equação que representa o one β é β : x2 + y2 =
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(r(1 +
√
2)− z)2 onde 0 6 z 6 r(1 +

√
2).

Sendo P = (x0, y0, z0) um ponto qualquer pertenente a esfera, pode-

mos enontrar a equação da semi-reta K−→ que estabelee a relação entre

os pontos do one e da esfera:

K−→ :



















x = x0t

y = y0t onde t > 0

z = z0t

Observe que temos agora tanto a equação do one β : x2 + y2 =

(r(1 +
√
2) − z)2 omo da semi-reta K−→ = (0, 0, 0) + t(x0, y0, z0), para

enontrarmos a projeção do ponto P = (x0, y0, z0) pertenente a esfera

no one basta que seja feita a inteseção entre β e K−→.

β ∩←→K : (x0t)
2 + (y0t)

2 = (r(1 +
√
2)− z0t)

2

Usando que x2
0 + y20 + (z0 − r)2 = r2 temos:

β ∩ K−→ : t2(x2
0 + y20 − z20) + t(2z0r(1 +

√
2))− r2(1 +

√
2)2 = 0

Simpli�ando nossa equação temos:

β ∩ K−→ : t2(2z0r − 2z20) + t(2r(1 +
√
2)z0)− r2(1 +

√
2)2 = 0

A solução om t > 0 é então:

t =
r(1 +

√
2)

z0 +
√

2z0r − z20
=

(1 +
√
2)r

z0 +
√

x2
0 + y20
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Donde temos:

Q =

[

(1 +
√
2).r

z0 +
√

x2
0 + y20

]

(x0, y0, z0)

Desse modo, temos a projeção g de (γ−{N, S}) no one β−{V, C},
onde V é o vértie do one e C a irunferênia da base do one, dada

por:

g : (γ − {N, S}) −→ (β − {V, C})

(x0, y0, z0) 7−→
[

(1+
√
2).r

z0+
√

x2

0
+y2

0

]

(x0, y0, z0)
(4.24)

4.6.1 Plani�ando o one

Como já sabemos, a simples transposição dos pontos da esfera para

pontos do one não é su�iente, é neessário plani�ar o one, ou seja,

enontrar pontos no one e transpor para pontos em um determinado

plano.

Tomando omo referênia o one β : x2 + y2 = (z − (r + r
√
2))2

onde 0 6 z 6 r + r
√
2, vamos plani�ar as oordenadas deste one

para o plano artesiano. Para isso, utilizaremos o oneito de oorde-

nadas polares om o intuito de simpli�ar nossos álulos. Tomemos

Q = (x1, y1, z1) um ponto qualquer pertenente ao one e enontremos

a projeção f(Q) = (p, θ) de Q no plano (em oordenadas polares).

Lembrando que o vértie do one é dado por V = (0, 0, r+r
√
2) e seja

Q = (x1, y1, z1) um ponto qualquer pertenente ao one que desejamos

plani�ar, podemos tomar p = d(V,Q) =
√

x2
1 + y21 + (z1 − r(1 +

√
2))2

=

√

2(x2
1 + y21).
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Figura 4.22: Plani�ação do one

É neessário agora enontrarmos o ângulo θ de nossa oordenada

polar, primeiramente vamos alular o ângulo α do setor irular que dá

origem ao one.

Seja g o omprimento da geratriz do one.

Figura 4.23: de�nindo a geratriz do one
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Considere A = (h, 0, 0) um ponto da base do one. Temos:

g = d(V,A) = h
√
2

Como 2πh é o omprimento do írulo da base do one temos:

α

2π
=

2πh

2πg

Logo α = π
√
2 é o ângulo em radianos orrespondente ao setor ir-

ular do one.

Ainda om A = (h, 0, 0) e V o vértie do one, tomemos agora a reta

←→
V A omo referênia no �orte� do one. Note que, analogamente ao que

�zemos na plani�ação do ilindro, faremos o orte no one ao longo da

reta

←→
V B onde B = (−h, 0, 0).

Nosso próximo passo será de�nir o ângulo ϕ entre os pontos Q =

(x1, y1, z1), Qz = (0, 0, z1) e Q1 = (
√

x2
1 + y21, 0, z1), onde o triângulo

QQzQ1 está ontido em um plano α paralelo ao plano Oxy e o ponto

Q1 pertene a reta

←→
V A onforme a �gura 4.24. Para isso vamos utilizar

o oneito de produto interno.

Considere iniialmente (omo �zemos na projeção do ilindro) que o

ângulo ϕ é menor que π radianos, ou seja, que y1 > 0.



4.6 Projeção �nia 125

Figura 4.24: Triângulo QQ
z
Q1 ontido em α

Como

−−→
QQz = (x1, y1, 0),

−−−→
Q1Qz = (0,

√

x2
1 + y21, 0) onde ‖QQz‖ =

√

x2
1 + y21 e ‖Q1QZ‖ =

√

x2
1 + y21, logo

cos(ϕ) =

−−→
QQz.

−−−→
Q1Qz

‖QQz‖.‖Q1Qz‖
onde cos(ϕ) =

x1
√

x2
1 + y21

Logo:

ϕ = arccos

(

x1
√

x2
1 + y21

)

Já tendo de�nido o ângulo ϕ estamos agora em ondições de deter-

minar o ângulo θ da oordenada polar da projeção de Q no plano.

Sabemos que

π
√
2

2 está para π
√

x2
1 + y21 omo θ está para ϕ.

√

x2
1 + y21.

Portanto:

θ =

(√
2

2

)

ϕ
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E assim:

θ =

(√
2

2

)

arccos

(

x1
√

x2
1 + y21

)

Se y1 6 0, de modo análogo ao que �zemos na projeção do ilindro,

tomamos:

−θ = −
(√

2

2

)

arccos

(

x1
√

x2
1 + y21

)

Assim, de modo geral, temos:

θ =

(

y1

|y1|

)

(√
2

2

)

arccos

(

x1
√

x2
1 + y21

)

Desse modo a projeção f do one β no setor irular S de raio g =

h
√
2 = r(2 +

√
2) e ângulo π

√
2 dado em oordenadas polares por

S = {(ρ, θ); 0 < ρ < g,−
(√

2

2

)

π 6 θ <

(√
2

2

)

π},

é:

f : (β − {V, C}) −→ S

(x1, y1, z1) 7−→
(

√

2(x2
1 + y21),

(

y1
|y1|

)(√
2
2

)

arccos

(

x1√
x2

1
+y2

1

))

(4.25)

Finalmente, ompondo a projeção g da esfera no one f e fazendo a
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plani�ação do one, temos a projeção �nia da esfera p = f ◦ g :

p : (γ − {N, S}) −→ S

(x0, y0, z0) 7−→
(

(1+
√
2).r.
√

2(x2

0
+y2

0
)

z0+
√

x2

0
+y2

0

,
(

y0
|y0|

)(√
2
2

)

.arccos

(

x0√
x2

0
+y2

0

))

(4.26)

Figura 4.25: Transposição de pontos do espaço para o plano

4.6.2 Projeção �nia de paralelos e meridianos

Projetando paralelos

Similar a plani�ação do one, também utilizaremos as oordenadas

polares para projeção de paralelos, omo podemos observar um paralelo

de�nido na esfera, nada mais é do que uma seção de um írulo no plano

om raio igual a distânia do vértie do one a qualquer ponto ontido

no paralelo.

Seja uma esfera γ : x2 + y2 = (z − r)2 insrita em um one β :

x2 + y2 = (z − (r + r
√
2))2 onde 0 6 z 6 r + r

√
2 e um paralelo α
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ontido no plano π : z = r
2, vamos de�nir a equação deste paralelo no

plano Oyz.

Vamos primeiramente de�nir a equação do paralelo α parametrizada:

α :























x =
(

r
√
3

2

)

cos(t)

y =
(

r
√
3

2

)

sen(t)

z = r
2

Sendo o paralelo α ontido na esfera utilizaremos a função omposta

p : f ◦ g a qual leva pontos da esfera diretamente para o setor irular S

p : (γ − {N, S}) −→ S
((

r
√
3

2

)

cos(t),
(

r
√
3

2

)

sen(t), r2

)

7−→
((

(1+
√
2)r.
√
6

1+
√
3

)

,
(√

2
2

)

.t)
)

(4.27)

Note que na projeção de paralelos também existem alterações.

Seja uma esfera γ : x2 + y2 + (z − r)2 = r2 insrita em um one

β, ujo diâmetro da base é igual a altura e dois paralelos ontidos na

esfera, sendo o paralelo α ontido no plano z = r
4
e o paralelo θ ontido

no plano z = 7r
4 , neessariamente ambos possuem o mesmo raio, porém

ao projetarmos os paralelos α e β o paralelo que possui maior distânia

em relação ao ponto N , sofre a maior distorção, observe a �gura.
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Figura 4.26:

Notamos que |−−→QV | > |−−→Q1V |, laramente podemos onluir que quanto

mais próximo distante do ponto N , maior será a diferença entre o para-

lelo ontido na esfera e sua respetiva projeção.

Projetando Meridianos

Seja uma esfera γ : x2 + y2 + z2 = r2 e sabendo que todos os me-

ridianos desta esfera estão ontidos em semi planos que possuem eixo

Oz, logo podemos deduzir que a projeção de um meridiano α ontido

em um plano π no one β é a interseção entre π e β, posteriormente

preisamos transpor o meridiano α para o plano de projeção, para isso

basta observarmos que a projeção do meridiano no plano se resume a

reta que passa pelo vértie (V) do one e pela projeção de um ponto

qualquer ontido no meridiano α.

Logo vamos utilizar novamente a função omposta p : f ◦ g a �m de

transpor um ponto qualquer P = (x0, y0, z0) ontido no meridiano α e
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na esfera γ, para o setor irular S.

p : (γ − {N, S}) −→ S

(x0, y0, z0) 7−→
((

(1+
√
2).r.
√

2(x2

0
+y2

0√
x2

0
+y2

0
+z0

)

,
(√

2
2

)

arccos

(

x0√
x2

0
+y2

0

))

(4.28)

Neessariamente a equação polar de uma reta s é dada por (r, θ),

onde r pertene aos reais e representa a distânia de qualquer ponto da

reta ao polo do sistema, já θ está de�nido e representa o ângulo entre

os pontos ontidos na reta e o eixo polar do sistema.

Portanto partindo da projeção do ponto P = (x0, y0, z0) ontido na

esfera para o setor irular S, podemos de�nir a equação da projeção do

meridiano α que será dada por:

α :

(

r,

(√
2

2

)

arccos

(

x0
√

x2
0 + y20

))

Observe que r pertene aos reais, onde o polo de nosso sistema é dado

por (0, 0, r+ r
√
2) e nosso eixo foal tem equação (r, 0, 0) + (0, 0, 1)t.

Ao realizarmos a projeção �nia de um meridiano α pertenente a

uma esfera γ, onde a esfera está ontida em um one β, existem algumas

peuliaridades que vale a pena ressaltar.
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Figura 4.27:

Note que a distorção oorrida na projeção �nia depende do one

que é esolhido para insrever a esfera. Sendo uma esfera γ: x2 + y2 +

(z− r)2 = r2 e um one β que irunsreve a esfera onde o diâmetro da

base é igual à duas vezes a altura (h), podemos deduzir que a projeção

de um meridiano α ujo omprimento é π.r, é dado pelo omprimento

da geratriz do one, no aso espeí�o do nosso one β será h
√
2, ou

seja, as distorção de nossa projeção �nia é dada através da esolha do

one que fará projeção

4.6.3 Atividades Propostas

Atividade 4.15. Seja um one β om eixo simétrio z, altura 2, raio

da base 1 e vértie V = (0, 0, 2). Determine a equação do one e a

equação da esfera γ insrita no one.

Resolução: Com as informações que temos, podemos onstruir a equação

referente ao one utilizando seu vértie e a base, logo:
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β : x2 + y2 =

(

z − 2

−2

)2

Observe a seção que representa uma vista frontal entre one e esfera.

Figura 4.28: seção frontal da esfera e do one

apliando a semelhança de triângulos temos

r
√
5 = 2− r logo r =

2

1 +
√
5

De�nindo o raio da esfera temos juntamente as oordenadas de seu

entro, potanto estamos em ondições de onstruir a equação da esfera,

logo:

γ : x2 + y2 +

(

z − 2√
5 + 1

)2

=

(

2√
5 + 1

)2

✷

Atividade 4.16. Seja uma esfera de equação γ : x2+y2+(z−2)2 = 22 e

um one β que irunsreve a esfera, onde o raio da base é igual a altura.

Determine a equação do one β e a projeção do ponto P = (
√
3, 1, 2)

pertenente a esfera γ no one .
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Resolução:

Vamos utilizar o oneito de proporionalidade para de�nir a equação

do one, observe a �gura 4.29 que representa uma seção do one β e da

esfera insrita γ.

Figura 4.29:

a partir da relação de proporionalidade obtemos a seguinte equação:

h2 − 2h− 2h
√
2 = 0

logo:

h = 0 ou h = 2 + 2
√
2

sendo a altura do one de�nida por h = 2 + 2
√
2 estamos agora em

ondições de de�nir sua equação β : x2 + y2 = (z − (2 + 2
√
2))2 onde

0 6 z 6 2 + 2
√
2.

Para projetarmos o ponto P = (
√
3, 1, 2) pertenente a esfera γ no
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one β, vamos utilizar a função g que já onstruímos anteriormente.

p : (γ − {N, S})) −→ β − {V, C}
(
√
3, 1, 2) 7−→

((

(1+
√
2)

2

)

.
√
3, 1+

√
2

2 , (1 +
√
2)
)

(4.29)

✷

Atividade 4.17. Seja a esfera γ : x2 + y2 + (z − 2) = 22 onde 0 <

z < 2 + 2
√
2 que ontém o paralelo λ no plano z = 1 e um meridiano

α ontido no plano x− y = 0, projete o paralelo π e o meridiano α no

one β plani�ado no plano Oyz, dado que o ponto Q = (1, 1, 2 +
√
2)

pertene ao meridiano α.

Resolução:

Projetando o paralelo.

Sendo onheida a equação de γ e o plano que ontém o paralelo λ,

podemos parametrizar λ, logo

λ :



















x =
√
3cos(t)

y =
√
3sen(t) onde t > 0

z = 1

Utilizando agora a função p : f ◦ g que leva pontos da esfera direta-

mente para o setor irular, temos:

p : (γ − {N, S})) −→ S

(
√
3cos(t),

√
3sen(t), 1) 7−→

((

(1+
√
2)r
√
6

1+
√
3

)

,
(√

2
2

)

.(t)
)

(4.30)



4.6 Projeção �nia 135

Projetando o meridiano.

Assumindo que o ponto Q = (
√
2,−
√
2, 2) pertene ao meridiano,

usaremos a função p : f ◦ g a �m de transpor Q da esfera para o setor

irular S

(γ − {N, S}) −→ S

(
√
2,−
√
2, 2) 7−→

(

(1+
√
2).r.
√
2

2 ,
(√

2
2

)

.arccos
(√

2
2

))
(4.31)

Para de�nirmos a equação polar da reta, basta utilizarmos o ângulo

já de�nido referente ao ponto Q, logo em nosso sistema polar de polo

(0, 0, 2 +
√
2) e eixo polar (0, 0, 2 +

√
2) + (0, 0, 1)t, temos omo repre-

sentante da equação do meridiano α a equação

(

r,
(√

2
2

)

.arccos
(√

2
2

))

onde r está ontido nos reais.

✷



Referênias Bibliográfias

[1℄ P. Boulos; I. de Camargo, Geometria Analítia: Um Tratamento

Veotrial, Makron Books, 3a Edição (2005).

[2℄ C. de Oliveira, Curso de Cartogra�a Moderna, Fundação Instituto

Brasileiro de Geogra�a e Estatístia (1988).

[3℄ S. Duth, Spherial Projetions, University of Wisonsin - Green

Bay, http://www.uwgb.edu/duths/strutge/sphproj.htm.

[4℄ C. Faria, História da Cartogra�a,

http://www.infoesola.om/artografia/historia-da-artografia/.

[5℄ C. A. Furuti, Cartographial Map Projetions,

http://www.progonos.om/furuti/MapProj/Normal/TOC/artTOC.html.

[6℄ R. Grisi; D. Miranda; S. Lodovii, Geometria Analítia e Vetorial,

http://gradmat.ufab.edu.br/disiplinas/ga/notas-de-aulas/.

[7℄ J. C. Polking, Mapping the sphere,

Park City Mathematis Institute,

http://math.rie.edu/~polking/artography/art.pdf.

[8℄ J. Stewart, Cálulo, Vol. 2, Cengage, 7a Edição (2013).

[9℄ Laboratório de Cartogra�a, UFSM,

http://oral.ufsm.br/artografia/.

http://www.uwgb.edu/dutchs/structge/sphproj.htm
http://www.infoescola.com/cartografia/historia-da-cartografia/
http://www.progonos.com/furuti/MapProj/Normal/TOC/cartTOC.html
http://gradmat.ufabc.edu.br/disciplinas/ga/notas-de-aulas/
http://math.rice.edu/~polking/cartography/cart.pdf
http://coral.ufsm.br/cartografia/


REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 137

[10℄ Site �Só Geogra�a�, Cartogra�a,

http://www.sogeografia.om.br/Conteudos/Cartografia/.

http://www.sogeografia.com.br/Conteudos/Cartografia/

	Coordenadas no plano e vetores
	Coordenadas Cartesianas
	Coordenadas Polares
	Coordenadas Cartesianas e Coordenadas Polares
	Vetores
	Vetores Equipolentes
	Operações com Vetores
	Adição de Vetores
	Regra do Paralelogramo
	Subtração de vetores
	Soma de vetor e ponto
	Propriedades de Operações com Vetores

	Combinação Linear
	Vetores linearmente dependentes e linearmente independentes
	Produto Escalar
	Propriedades do Produto Escalar

	Produto Vetorial
	Propriedades do Produto Vetorial


	Retas e Planos no Espaço 
	Retas no Espaço
	Posições relativas entre retas no espaço
	Distâncias relativas a pontos, retas e planos


	Cartografia
	Conceitos Cartográficos
	Coordenadas através de Longitude e Latitude
	Longitude, latitude e coordenadas cartesianas tridimensionais

	Planificações da esfera
	Projeção cilíndrica
	Projeção cônica
	Projeções azimutais


	Projeções da Esfera
	Convenções
	Projeção Estereográfica
	Projeção estereográfica em coordenadas cartesianas
	Projeção estereográfica de meridianos e paralelos
	Atividades Propostas

	Projeção Cilíndrica
	Projeção da esfera no cilindro
	Planificação do cilindro e Projeção cilíndrica no plano
	Projeção cilíndrica de meridianos e paralelos 
	Atividades Propostas

	Projeção Ortogonal
	Projeção ortogonal em coordenadas cartesianas
	Meridianos e paralelos na projeção ortogonal
	Atividades Propostas

	Projeção Gnomônica
	Projeção gnomônica em coordenadas cartesianas
	Projeção gnomônica de meridianos e paralelos 
	Atividades Propostas

	Projeção cônica
	Planificando o cone
	Projeção cônica de paralelos e meridianos
	Atividades Propostas



