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RESUMO

Dissertacdo de Mestrado
Curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT
Universidade Federal de Santa Maria

ENSINO DE POLINOMIOS NO ENSINO MEDIO
UMA NOVA ABORDAGEM
AUTOR: ANDRE RICARDO DIERINGS
ORIENTADORA: MARIA INES MARTINS COPETTI
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 22 de agosto de 2014.

O presente trabalho de dissertagdo tem como objetivo propor uma nova forma de
abordagem no ensino de polinbmios. Como este assunto é trabalhado no Gltimo ano do Ensino
Médio, oferecemos uma proposta focada no Ensino Superior, porém de uma forma
investigativa e intuitiva sem deixar de dar énfase as definicGes e teoremas. No primeiro
capitulo faremos um apanhado histérico sobre o estudo dos polinémios destacando 0s
principais fatos e seus estudiosos, bem como sua relevancia. No segundo capitulo trataremos
sobre a forma que o assunto é abordado atualmente nas escolas e livros de Ensino Médio do
Brasil, salientando os aspectos que consideramos importantes que sejam revistos. Uma nova
proposta de trabalho de estudo de polindmios é apresentada no terceiro capitulo. Concluimos
com o quarto capitulo onde relataremos a aplicacdo parcial desta proposta em uma turma de

terceiro ano técnico em informatica do IFRS — Campus Ibiruba.

Palavras-chave: 1.Polinémios. 2. Fungédo Polinomial. 3. Equagdes Polinomiais.



ABSTRACT

Master's Dissertation
Course Professional Master in Mathematics in National Network - PROFMAT
Federal University of Santa Maria

TEACHING OF POLYNOMIALS IN SECONDARY EDUCATION
A NEW APPROACH
AUTHOR : ANDRE RICARDO DIERINGS
GUIDANCE : MARIA INES MARTINS COPETTI
Date and Venue of Defense : Santa Maria , august 22, 2014

This dissertation aims to propose a new approach in teaching polynomials. As this
subject is worked in the last year of high school, we offer a proposal focused on higher
education, but in an investigative and intuitive way while emphasizing the definitions and
theorems. In the first chapter we will make a historical overview about the study of
polynomials, highlighting the most important facts and their researchers, as well as their
relevance. In the second chapter we will deal with the way the subject is approached in
schools and books currently in high school in Brazil, emphasizing the important aspects that
we think should be revised. A new proposal for the study of polynomials is presented in the
third chapter. We conclude with the fourth chapter where we report the partial application of
this proposal in a class of third year of the technical computer course in IFRS - Campus
Ibiruba.

Keywords: 1.Polynomials. 2. Polynomial Function. 3. Polynomial Equations
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INTRODUCAO

Ao longo dos anos de trabalho em escolas de Ensino Fundamental e médio, tanto pablicas
quanto privadas, observamos que a maioria dos alunos apresenta grande dificuldade em
entender os conceitos, defini¢des, teoremas e aplicacdes envolvendo polindmios. O mesmo
ocorre quando assunto € tratado e aprofundado no Ensino Superior.

A maioria dos livros didaticos de Ensino Médio apresenta o conteudo de uma forma
puramente algébrica que nem sempre possibilita 0 bom entendimento do tema. Nota-se que
em algumas situacbes ocorre certa distorcdo quanto a aplicacdo de certos teoremas e
algoritmos. Um bom exemplo disso € o algoritmo de Briot-Ruffini que é apresentado nos
livros para dividir polinémios por binbmios quando na verdade pode ser utilizado no célculo
de valor numeérico, reduzindo significativamente o nimero de operacdes a serem realizadas.
Além disso, salvo raras excecOes, ndo apresentam nenhuma demonstracdo de como este
dispositivo funciona.

Percebemos, ainda, falta de compreensdo do processo de fatoracdo e de sua relacéo
com as raizes de polinémios. Mais ainda, pouco se discute sobre os graficos de funcdes
polinomiais.

Observamos também que o préprio ementario da parte de polinbmios no Ensino
Médio da pouca importancia para o calculo do valor numérico e a localizacdo de raizes de um
polindmio. Tratam o assunto de forma superficial como se fosse algo muito simples.

Revisando a bibliografia, encontramos duas dissertacdes sobre o tema que gostariamos
de citar. Em CARRASCHI (2014), a solucdo de equagdes polinomiais quadréticas, cubicas e
quarticas, por diversos métodos, foi investigada, enquanto que SILVA (2013) apresenta e
utiliza recursos computacionais como videos e o software GeoGebra para o estudo de
polinémios no ensino médio. O nosso trabalho tem alguma semelhanca com o trabalho de
SILVA (2013).

Diante do exposto, pensamos na relevancia de aprofundarmos estas questdes
utilizando ferramentas tecnoldgicas e alguns resultados tedricos relacionados ao assunto. N&do
estamos cogitando que o aluno ja seja capaz de entender demonstracdes com o devido rigor
matematico, mas que os resultados sejam apresentados de forma investigativa facilitando a

assimilacéo.
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1 FATOS HISTORICOS DO DESENVOLVIMENTO DA ALGEBRA

H& mais de 1500 a. E. C., o desenvolvimento da algebra, no sentido de resolucao de
problemas que futuramente seriam denominados como equagdes polinomiais, surge quase que
de forma natural para os antigos matematicos. Talvez as evidéncias mais antigas e famosas
disso sejam o Papiro de Ahmes (ou de Rhind) e o Papiro de Moscou, ambos egipcios. Nos
mesmos aparecem, de forma discreta, equacdes de primeiro grau. Acredita-se que o Papiro de
Moscou, que contém a formula correta para o calculo do volume de uma pirdmide, seja um
pouco mais antigo.

Os matematicos egipcios e babilénios desenvolveram métodos para encontrar as raizes
de polinbmios de primeiro e segundo graus e com isso eles conseguiam encontrar, de forma
aproximada, as raizes quadradas de nimeros. Tudo isso era exposto de forma muito pratica,
expresso atraves de problemas do cotidiano.

Ja no século V a. E.C., embora haja controvérsias, atribui-se aos pitagoricos a
descoberta de grandezas incomensuraveis. Conta a histéria que esta descoberta teria criado
uma imensa crise na escola pitagorica. Até entdo os gregos usavam desenhos geométricos a
régua e compasso para resolver equacdes de primeiro, segundo e terceiro graus. Nesta época
também surge uma divisdo entre a geometria e a aritmética.

As primeiras formas algébricas de resolucdo de equagdes de segundo grau aparecem
no século Il a. E. C. com o matemaético Diofanto de Alexandria, quando se introduz a forma
de simbolismo algébrico. A aritmética de Diofanto estd para a algebra assim como os
elementos de Euclides estdo para a Geometria.

Os Axiomas de Euclides contribuiram para que se chegasse a forma de resolucdo de
equac0Oes polinomiais de primeiro grau, principalmente os seguintes:

)] Se duas coisas sdo iguais a uma terceira, entdo sdo iguais entre si.

i) Se iguais somam-se a iguais, 0s resultados permanecem iguais.

iii) A parte é menor que o todo.

E importante citar o matematico Mohammed ibu-Musa al-Khowarismi que, na idade
média, introduziu novos simbolos algébricos melhorando o que foi desenvolvido pelos arabes.

Tanto ele, quanto Bhéaskara, utilizavam praticamente o mesmo método para resolver equacdes
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polinomiais de segundo grau do tipo ax? + bx = ¢, porém a utilizagdo de simbolos ainda era

restrita e 0 método consistia basicamente em completar quadrados.

Vimos até aqui que os procedimentos de al-Khowarismi e de Bhaskara resolvem o
que chamamos hoje de equacdo de segundo grau. Ainda assim, seria um exagero
atribuir-lhes a invencédo da férmula que usamos atualmente. Por qué?

Os indianos ja utilizavam simbolos para as incognitas e para as operacdes. O persa
al-Khowarismi forneceu algoritmos de resolucdo justificados por procedimentos
geométricos. Os métodos enunciados por Bhaskara e al-Khowarismi permitem
reduzir uma equagdo do segundo grau em uma equacdo do tipo ax? + bx = ¢, mas
ainda ndo havia simbolos algébricos para expressar coeficientes genéricos da
equacéo, no caso, os coeficientes a, b e ¢.Se traduzirmos o método usado por eles na
linguagem atual e o aplicarmos a uma equacdo geral do tipo ax? + bx +c = 0,
obteremos o equivalente da formula para resolucdo de equagdes do segundo grau.
Isto quer dizer que havia um método geral para resolugdo de equagdes de segundo
grau, ainda que expresso por palavras. No entanto, ndo podemos dizer que ja
existisse uma “formula”, no sentido que entendemos hoje, uma vez que ndo se usava
nenhum simbolismo para os coeficientes. Isto s6 sera feito por Viete, como veremos
ao final deste capitulo (ROQUE, T., 2012, p. 204).

No final do século XV, matematicos italianos da Universidade da Bolonha
desenvolveram métodos para resolver equacdes de terceiro e quarto graus.

A resolucdo de equagBes de terceiro grau do tipo x3 + p.x + g = 0 atribui-se ao
matematico Niccol6 Fontana Tartaglia, apesar da publicacdo da férmula ter sido feita por
Gerolamo Cardano na Ars Magna. Porém se faz necessario constar que, segundo Cardano, o
professor Scipione Del Ferro ja havia desenvolvido o método sem té-lo publicado. Segue a

férmula para uma das raizes:

S RN ORIORENE S NORIOR

Na sequéncia, Cardano desenvolve um método de resolucdo de equacgdes polinomiais

de quarto grau reduzindo-as a grau trés. No ano de 1522, um de seus alunos chamado
Lodovico Ferrari resolveu a equagdo x* + 6x% — 60x + 36 = 0, e novamente Cardano
publica a solucdo na Ars Magna. Teoricamente o método era perfeito, pois a solucdo era
obtida apenas com operacdes algébricas, porém muito trabalhosas.

Ao contrario do que muitos livros de Ensino Médio propdem, os nimeros complexos
surgem na resolucdo de equacgBes de terceiro grau e ndo nas de segundo. O matematico
bolonhés Rafael Bombelli (1526-1572) ao resolver a equacdo x3 = 15x + 4, pelo método de

Tartaglia, chega a solucdo encontrando um nmero diferente. E facil notar que uma solugéo
da equagdo é 4, porém Bombelli chega a seguinte solucdo x = V2 +V—121 +
V2 —+V=121. Como x =4, o referido mateméatico conclui que +2++vV—121 e
3\/ 2 —+/—121 deveriam ser niumeros da forma m + v/n e m — +/n, respectivamente. De fato,
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2+V=121 = (2+V=1) e 2—vV—=121 = (2—v=1) e, portanto, x =2 +vV—1+2—
V-1=4.

De forma independente, no inicio do século XVII, Pierre de Fermat e René Descartes
desenvolveram, quase que simultaneamente, a Geometria Analitica. As descobertas de Fermat
foram, principalmente, em Teoria das Probabilidades, Teoria dos Numeros e estudo das
fungdes. Nesta ultima area, Fermat contribuiu com métodos para tragar tangentes a curvas e a
determinacdo de méaximos e minimos. Descartes, no entanto, desenvolve um método
algébrico, bem mais trabalhoso, para o tragcado de tangentes a curvas. Atribui-se a Descartes a
denominacdo de numero imaginario para v/—1, contribuindo com a aceitacdo das raizes
quadradas negativas como solucdo de equagdes.

O estudo sobre a localizacdo de raizes reais de polindmios avanga muito com 0s
métodos desenvolvidos por lIsaac Newton, também no século XVII. Basicamente ele
desenvolveu métodos algébricos aproximados para encontrar raizes, um método nao algébrico
utilizando elementos do calculo diferencial e um método de pesquisa de raizes.

Muito tempo e energia foram gastos em encontrar férmulas para determinar raizes de
polinbmios de grau igual ou superior a cinco.

No final século XVIII, mais precisamente no ano de 1799, Carl Friedrich Gauss,
influenciado por Joseph Louis Lagrange, prova o Teorema Fundamental da Algebra: “Toda
equagao algébrica p(x)=0 de grau n>1 admite, a0 menos, uma raiz complexa”, em sua tese de
doutorado, a qual é considerada a maior tese em matematica de todos os tempos. E importante
ressaltar que Jean le Ronald D’ Alembert ja havia enunciado o teorema anteriormente, porém
sua prova apresentava falhas.

Ja no século XIX, quinze anos antes do inglés William George Horner, o matematico
e médico italiano Paolo Ruffini, prova que ndo existe uma férmula para resolver equacdes de
grau 5. Em 1824, baseado em Ruffini, o matematico noruegués Niels Henrik Abel coloca um
ponto final na incansavel busca por formulas resolutivas para equagdes de grau superior a 4,
mostrando que é impossivel resolver equacdes deste tipo por meio de radicais. Mesmo assim,
ele continuou na busca por métodos para a resolucdo de equacgdes de grau geral até sua morte.

Fato € que a busca por métodos continuou durante o desenvolvimento da algebra.
Muitos estudiosos, desenvolveram métodos numéricos (iterativos), entre 0s quais podemos
citar, além dos que ja constam no texto, Daniel Bernoulli, Karl Heinrich Graeffe e Jean
Batiptiste Joseph Fourier e Evariste Galois.
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Uma discussé@o mais profunda e abrangente sobre o tema pode ser encontrada em
BOYER (2012) e ROQUE, T. (2012).
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2 ESTUDO DE POLINOMIOS NO ENSINO MEDIO DAS ESCOLAS
BRASILEIRAS.

Neste capitulo discutiremos o ensino atual de polindmios e funcéo polinomial.

2.10rientacOes dos PCNs

De acordo com os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais), o ensino de matematica
é sistematizado basicamente em trés eixos: algebra (nimeros e fungdes), geometria e medidas
e analise de dados. Como 0 objeto de estudo no nosso caso é o ensino de polinémios, faremos
uma breve analise do que o PCN da matematica diz a respeito do eixo algebra, principalmente

no que diz respeito ao estudo de funces.

O estudo de fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situacBes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e
permitindo varias conexdes dentro e fora da prépria matematica. Assim, a énfase do
estudo das diferentes funcGes deve estar no conceito de fungdo e em suas
propriedades em relagdo as operacdes na interpretacdo de seus gréficos e nas
aplicac6es dessas funcdes.

Com relagdo a algebra, ha ainda o estudo das equagbes polinomiais e de sistemas
lineares. Esses dois conteudos devem receber um tratamento que enfatize sua
importancia cultural, isto é, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre
a resolucdo de equagOes de primeiro e segundo graus sobre a resolucdo de sistemas
de duas equagdes e duas incognitas para sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse
estudo a resolucdo de problemas simples de outras areas do conhecimentos. Uma
abordagem mais qualitativa e profunda deve ser feita dentro da parte flexivel do
curriculo, como opcao especifica de cada escola (PCNs, Ensino Médio, pag. 119).

Observa-se que, segundo 0s parametros curriculares nacionais, polinémios, equagdes
polinomiais e funcdo polinomial devem constar na parte flexivel do curriculo, apesar da sua
importancia no desenvolvimento de boa parte das ciéncias. Podemos citar aqui
principalmente, os Bacharelados em Engenharias e as licenciaturas de Matematica e de Fisica.

Chama-nos muito a atenc¢do esta Ultima parte (esse contetdo deve constar na parte
flexivel do curriculo) que sugere que, para os autores dos PCNs, ndo é fundamental que se
estude de forma aprofundada esse contetdo. Salvo escolas técnicas, que focam seus

ementarios em determinadas areas, a maioria das escolas brasileiras trabalha, ou pelo menos
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deveria trabalhar, na “preparagcdo” de um aluno com condi¢des minimas de acompanhar um
Ensino Superior, qualquer que seja a area. Diante disso, observamos no Ensino Superior
alunos com baixissimo rendimento e altas taxas de reprovacdo nas disciplinas de calculo
integral e diferencial, matérias obrigatorias nos cursos citados no paragrafo anterior. MOLON
(2013), faz uma anélise das reprovacdes nas disciplinas de calculo integral e diferencial nos
cursos da UFSM no periodo de 2009 a 2012 e verifica que o indice de reprovacdo chega
58,14%, valor expressivo e preocupante, com o agravante dos dados apontarem um
crescimento nas reprovacdes. Nesse mesmo trabalho, Molon sugere a introducdo do calculo

infinitesimal j& na educacg&o bésica.

2.2 Ementas e livros didaticos

Vivemos em um pais onde os professores da educacdo basica possuem uma sobrecarga
de trabalho, sobrando assim pouco tempo para planejamento e atividades de pesquisa. Dessa
forma, os livros didaticos, disponiveis nas bibliotecas das escolas e no mercado, acabam
sendo as Unicas referéncias para suas aulas e também para a elaboracdo das ementas dos
planos de ensino.

De um modo geral, os livros didaticos disponiveis no mercado, amplamente utilizados
no Ensino Médio, pouco diferem na disposi¢do dos conteddos, tanto que é muito comum
encontrarmos exercicios repetidos em livros de autores diferentes. A maioria traz na
introducdo a ideia de aplicacdo de polinbmios em sélidos geométricos, principalmente
paralelepipedos.

Em praticamente todos os livros pesquisados encontramos 0s seguintes topicos:

Definicéo de polindmios;

Grau de polindmio;

Valor numérico de polindmio;

Identidade de polinémios;

Operag6es com polinémios;

Dispositivo pratico de Briott-Ruffini;

Teorema do Resto;

Relag0es de Girard.
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(DANTE, 2010; MARCONDES, 1998; SILVA, C.X. 2009; GIOVANNI, 1992, 2002,
SILVA, J.D., 2005; BORRETO FILHO, 2000).

No topico de operagdes com polindmios ndo se da muita énfase para a soma e
multiplicacdo de polinbmios. Faz-se uma revisdo, pois para o aluno no final do terceiro ano,
isso ja € bem natural. Dedica-se a maior parte do tempo na divisdo de polinbmios. Em raras
obras encontramos 0 método dos coeficientes a determinar. A demonstracdo dos métodos néo
é feita no Ensino Médio, ele é ensinado atraves de exemplos.

Quanto ao dispositivo de Briot-Ruffini, este dispositivo também ndo € provado e
aparece apenas como um método mais pratico para divisdo de polinémios por binémios.

Segue 0 passo a passo, conforme é apresentado aos alunos, para efetuar a aplicacéo do
dispositivo, para a diviséo de um polindbmio de grau 4
P(x) = asx* + asx® + a,x? + a;x + a, por um binémio do tipox — a :

e 1°passo — Dispomos os coeficientes de p(x) e a raiz de x — a conforme segue
abaixo.

a ‘ as as ay ay ‘ do

e 20 passo — Repetimos o primeiro coeficiente que passa a ser 0 primeiro
coeficiente gz do polinbmio quociente. Na sequéncia multiplicamos gz por «a e
somamos com az e assim obtemos o segundo coeficiente g, do quociente.
Repetimos 0 processo para encontrarmos os demais coeficientes. O ltimo
termo encontrado sera o resto da divis&o.

a ‘ a as a a1 ‘ ao

‘ Gs 02 Oa Jo ‘ r(X)

Encontramos a demonstracdo do Teorema do Resto em boa parte dos livros didaticos.
Por outro lado, ndo ddo énfase a relacdo que existe entre o valor numérico e o resto da
divisdo, principalmente no sentido de tentar diminuir a quantidade de operagfes para o
calculo do valor numérico. Alguns autores tratam esse resultado como Teorema de
D’Alembert e outros fazem apenas a observacdo de que um polindmio é divisivel por um
polindmio se, e somente se, o resto da divisdo é zero.

Geralmente, em capitulos separados, encontramos referéncia a equacgdes algébricas

enunciando-se o Teorema Fundamental da Algebra.
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A busca pelas raizes geralmente é feita através das relacfes de Girard ou pela pesquisa
das raizes racionais quando as equacdes possuem coeficientes inteiros.

Talvez pela falta de incentivo do uso de tecnologia ndo se trabalhe com tracado de
gréficos nessa parte do contetdo. O fato de usar tracado de graficos, mesmo com apoio de
programas computacionais, seria uma ferramenta importante para o desenvolvimento da
nocdo de localizagdo de uma ou mais raizes reais de uma funcéo polinomial.

Cabe salientar que, entre um item e outro, todos os livros contém listas de exercicios
para pratica e memorizacao. Encontramos inclusive exercicios extras, geralmente questdes de

vestibulares, para que o aluno possa aprofundar seus estudos.
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3 PROPOSTA DE UMA NOVA ABORDAGEM

Diante do exposto até o momento propomos uma nova abordagem para o estudo de
polinbmios. Pensamos que seja importante enfatizar as definicbes e usar recursos
tecnoldgicos, principalmente no tracado de graficos e calculo de valor numérico.

Procuraremos, assim, desenvolver no aluno o carater investigativo e intuitivo.

3.1 Polinémio x Funcéo Polinomial.

Geralmente quando iniciamos a desenvolver esse contelldo no terceiro ano surge a
duvida:
e Seré necessério distinguir o que é polinémio e o que é fungdo polinomial?

Segundo Lima (2006) ndo se faz necessaria esta distincao.
Note que o conceito de polinbmio contempla apenas a lista de seus coeficientes e a
forma pela qual os somamos e multiplicamos; quando nos referimos a funcédo
polinomial, passamos a estar interessados na correspondéncia entre ndmeros
complexos estabelecida pelo valor que a fungdo assume em cada ponto. E claro que
a todo polindmio corresponde uma Unica fungdo polinomial; por outro lado, vimos
acima que duas func¢des polinomiais s6 sdo iguais quando tém a mesma lista de
coeficientes. Em outras palavras, duas fungdes polinomiais s6 sdo iguais quando os
polindmios a elas associados sdo iguais. Assim, a fun¢do polinomial também
corresponde a um Gnico polindmio. Desse modo, existe uma correspondéncia
biunivoca entre fun¢des polinomiais e polindmios, 0 que nos permite, sem risco de
confuso, nos referirmos indistintamente ao polindmio p ou a fung&o polinomial p. E
conveniente muitas vezes nos referirmos a um “polindmio p(x)”, especialmente em
situacBes em que outros polinémios aparecam descritos apenas por sua expressao
(LIMA, 2006, p.233).
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3.2 Definicéo

Dados um ndmero ne N e a,,a,_1,an_2,...,0, a1 € Ay € C, denomina-se Funcédo
Polinomial, ou simplesmente, Polindmio em C, onde C é e o conjunto dos numeros
complexos, a funcdo P: C — C, definida por:

P(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ ap_x™" % + L+ apx? + ax + a,
sendo
® a,a,_1,a,_7,..,02,0; € ay € C chamados de coeficientes
e x €C avariavel.

Como em anos anteriores ja foram estudadas as fungdes polinomiais de primeiro e
segundo graus, mesmo que com o nome de funcdo afim e funcdo quadratica, e ainda as
funcBes trigonométricas, ndo é dificil para o aluno entender que a cada funcdo polinomial
pode-se associar um grafico tracado no plano cartesiano. Com isso ja introduzimos algumas
ideias interessantes, tais como, a nocdo de que para cada valor de x real temos um valor
numerico respectivo para a funcdo, a no¢ao de continuidade da funcéo polinomial, intersec¢do
do grafico com os eixos do sistema, sinal do polinbmio, crescimento e decrescimento.
Chamamos a aten¢do para o crescimento e decrescimento, no sentido de visualizar pontos de
maximo e de minimo, bem como para a constatacdo de que podem existir valores numéricos
iguais para valores diferentes de x. Portanto, nos exemplos a seguir, iremos fazer o tragado do
gréfico utilizando o programa GeoGebra e faremos as observacdes mesmo antes de
definirmos cada ponto a ser observado. Trabalharemos inicialmente com polinémios que

possibilitem a verificagcdo visual desses itens.

Atividade 01:
Em todos os exemplos de polindmios utilize 0 GeoGebra para desenhar o grafico e faca as
seguintes observagoes:
e Verifiqgue em quais pontos o grafico intersecta o eixo das abscissas e 0 eixo das
ordenadas.
e Verifique para quais valores de x a funcdo é crescente ou decrescente.
e Verifique para quais valores de x o sinal do polinbmio é positivo e para quais €

negativo.



a) P(x) =x+2

Figura 1- Gréfico referente atividade 01 letra a

b) P(x) =x>’—5x+6

)

T T T i T T
-2 -1 ] 1 2 4 5

4

Figura 2 - Grafico da atividade 01 letra b

) Px)=x"+4x’+x—-6
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Figura 3 - Grafico da atividade 01 letra c

d P(x)=x*+x*—7x’—x+6

T T T
-4 -2 o 4
2

Figura 4 - Grafico da atividade 01 letra d

e) P(x) =x°+3x*—5x3—15x2+ 4x + 12

25
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_44

Figura 5 - Grafico da atividade 01 letra e

Além da observacdo dos itens citados, incentivamos o aluno a pensar na quantidade de
vezes em que o gréafico intersecta o eixo das abscissas e com isso estabelecer uma relacdo com
0 grau do polinémio. Outro fato interessante de observar € a quantidade de vezes em que a
funcdo passa de crescente para decrescente e vice-versa. Durante essa andlise ja utilizamos
termos, mesmo que ainda ndo definidos, tais como, raiz de polinbmio e ponto de maximo e de

minimo.

3.3 Valor numérico de um polinémio

3.3.1 Definicéo

Dado um polindmio P(x) = ap,x™ + ap_1x" 1+ ap_,x" 2 + ..+ ayx? + ajx +
ag, 0 valor numérico de P(x) para x = k, keC, € o nimero que se obtém substituindo x por k

e efetuando as operagdes indicadas em P(x), ou seja:
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P(k) = apk™ + ap_ (k™ 1+ a,_,k™ % + ...+ ak? + ajk + a,.

Quando P(k) = 0 dizemos que k € uma raiz ou zero do polinémio P(x). Além disso é
importante ressaltar que o esboco do gréafico que representa esse polindbmio intersecta o eixo
das abscissas no ponto (k, 0).

Feitas as definicdes acima, tanto para valor numérico quanto para a raiz de um
polinémio, sugerimos que se volte aos esbogos gréaficos dos exemplos do item anterior para
que se faca a interpretacéo gréfica do valor numérico e das raizes.

Observamos ainda que a quantidade de operagdes de soma e multiplicacédo feitas para

n(n+1)
2

(ROQUE, W. L., 2000). Nenhum livro de Ensino Médio que pesquisamos faz referéncia a

o célculo de P(k), para um polinémio completo de grau n, é n e

, respectivamente

esse fato. Claro que, tratando-se de polinbmios de graus baixos e coeficientes inteiros, ndo
temos grandes problemas. Mas imaginemos polindmios de graus elevados e coeficientes ndo
inteiros. Mesmo utilizando ferramentas computacionais aumenta muito a possibilidade de
erros, bem como o tempo necessario para o calculo. Desta forma, induzimos o aluno a pensar
que possam existir maneiras de diminuir essa quantidade de operagdes.

Na tabela 1 apresentamos o nimero de operagdes necessarias para o calculo do valor

numérico de um polinémio.

Tabela 1 — NUmero de operacBes para o calculo do valor numérico de um polindmio

Grau Polindmio Somas Produtos  Total
0 0 0 0 0
1 a.x + ag 1 1 2
2 a,x? + a;x + ag 2 3 5
3 asx3 + a,x? + a;x + a, 3 6 9
4 asx* + azx3 + a,x? + a;x + a 4 10 14
5 a’xstaxt + azx3 + ax? + a;x + aq 5 15 20
6 agx® + a’xs+ax* + azx® + a,x? + ayx + ag 6 21 27

Percebe-se da tabela 1 que o numero de somas é igual ao grau do polinémio. Quanto

aos produtos verificamos recursivamente o que acontece, conforme segue na tabela 2.
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Tabela 2 — Tabela de Recorréncia

Grau Produtos P;

0 P,=0

1 P,=Py+1

2 P, =P +2

3 P;=P,+3

4 P,=P;+4

5 Ps=P,+5
n-1 Ppy =Py ,+(n—1)
n P,=P,_1+n

Fazendo uma soma “telescopica”, ou seja, somando membro a membro as equagdes da
tabela 2 temos:
Po+P +Py+ 4Py +P=Py+1+P +2+P,+3+-+P,_,+n.
Portanto
P,b=14+2+4+3+-+n

Esta soma trata-se da soma de uma progressdo aritmética de razdo 1 cuja soma é

@. O total de operagdes é dado por n + @ ou seja,

nn+3)
2

Atividade 02:

Seja P(x) = 2x* — 2x® — 13x? + 10x — 1. Encontre o valor de P(2).
P(2)=2.2*—2.23-13.22+ 102 — 1

P(2) =22222-2222+13.22+102-1

P(2) = -17

Note que forma realizados 10 produtos e 4 somas, ou seja, 14 operacgdes.

3.3.2 Método de Briot-Ruffini ou de Horner

Consideremos o polinémio

P(x) = ax"+a,_x" 1+ ..+ax+a,.
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Dividindo P(x) pelo binémio x — ¢ temos P(x) = (x — c)Q(x) + r sendo Q(x) o
polinémio quociente de grau n-1 e r uma constante que é o resto da operacao.
Observe que o resto r € o proprio valor numérico de P(c). Sendo r = 0 entdo P(c) =
0, donde concluimos que c € raiz desse polinémio.
Como
Apx™ + -+ ax+ag=(x—c)(bpx™ 1+ b1 x" % ..+ byx + by) +71,
efetuando o produto indicado no segundo termo obtemos
apx™ + a,_x™1

=byx"+ (by_q; —cb)x™ 1 + -+ (b —cby))x —cbhy+ 1

~tax+ag

donde segue que
a, = by,

Ap—q = bp_1 — by = by_1 = ay_1 +cby,
apo=1r—cb, =>r=ay+ch;.

Estas mesmas relacbes podem ser obtidas evidenciando-se n-1 vezes a varidvel x no
polinémio do seguinte modo:
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ a,_px" 2+ Lt ayx®+ax+ag

= (( (@px + an_1)x + -+ az)x + a;) + ag.

O método de Briot-Ruffini (ROQUE, W. L., 2000) consiste em organizar as relacfes
anteriores de forma esquematica para determinar o valor numérico de um polinémio do

seguinte modo:

an an_l an_z aq Ay
c cb, cbn_4 cb, cb,
bn bn_1 bn_z b1 r = P(C)

Observe que para encontrar o valor numérico de um polinémio usando este método
fazemos n somas e n multiplicacdes, o0 que gera um total de 2n operagdes. Note ainda que 0s
coeficientes b,,, b,,_1, b,—», ..., b; s80 0s coeficientes de Q(x) que &, por hipétese, o quociente

de P(x) por x — c.
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Atividade 03
Vamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini para resolver o exemplo anterior:
2 -2 -13 10 -1
2 4 4 -18 -16
2 2 -9 -8 -17

Logo, P(2) = —17. Com esse método fizemos 4 somas e 4 produtos totalizando 8 operacdes.

Além de encontrarmos o valor numérico do polinémio encontramos também o

quociente e o resto da divisdo de P(x) por x-2, ou seja,
2x* = 2x3 —13x2 + 10x — 1 = (x — 2)(2x3 + 2x* — 9x — 8) -17.

Gostariamos de salientar a importancia do fato de reduzirmos a quantidade de
operacOes. Se a funcdo polinomial é de grau 100, o total de operacdes se reduz de 5150
operacbes para 200 a cada valor calculado. Além disso, normalmente, um sistema
computacional é alimentado em base decimal, uma conversdao para binario é feita, e 0
resultado € apresentado em decimal novamente com aproximacdes sendo efetuadas. Quanto
mais operacOes sdo realizadas, maiores as chances de ocorrerem diferencas no final do

calculo.

Atividade 04

Inicialmente utilizaremos o GeoGebra e faremos o esbogo gréafico do polinémio citado
na atividade anterior. Na sequéncia montaremos uma tabela em uma planilha de célculo para
valores de —2,5 < x < 2,5 com intervalo de 0,05 usando os dois métodos. Faremos ainda

uma coluna para verificar se ha discrepancia entre os resultados obtidos por cada método.



Figura 6 - Grafico da atividade 04

Tabela 3 - Célculo do valor numérico do polinémio da atividade 04 por dois métodos

Pela Briott Discrepancia

X Definicdo  Rufini/Horner
-2,5 2,125 2,125 0
-2,45  -2,0602375 -2,0602375  -7,105E-15
-2,4 -5,8768 -5,8768 0
-2,35  -9,3407375 -9,3407375 0
-2,3 -12,4678 -12,4678 0
-2,25 -15,2734375 -15,2734375 0
-2,2 -17,7728 -17,7728 0
-2,15 -19,9807375 -19,9807375 0
-2,1 -21,9118 -21,9118 0
-2,05  -23,5802375 -23,5802375 0
-2 -25 -25 0
-1,95 -26,1847375 -26,1847375 0
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(continua)

-1,9 -27,1478 -27,1478 0
-1,85 -27,9022375 -27,9022375 0
-1,8 -28,4608 -28,4608 0
-1,75 -28,8359375 -28,8359375 0
-1,7 -29,0398 -29,0398 0
-1,65 -29,0842375 -29,0842375 0
-1,6 -28,9808 -28,9808 0
-1,55 -28,7407375 -28,7407375 0
-1,5 -28,375 -28,375 0
-1,45  -27,8942375 -27,8942375 0
-1,4 -27,3088 -27,3088 0
-1,35 -26,6287375 -26,6287375 0
-1,3 -25,8638 -25,8638 0
-1,25 -25,0234375 -25,0234375 0
-1,2 -24,1168 -24,1168 0
-1,15 -23,1527375 -23,1527375 0
-1,1 -22,1398 -22,1398 0
-1,05 -21,0862375 -21,0862375 0
-1 -20 -20 0
-0,95 -18,8887375 -18,8887375 0
-0,9 -17,7598 -17,7598 0
-0,85 -16,6202375 -16,6202375 0
-0,8 -15,4768 -15,4768 0
-0,75 -14,3359375 -14,3359375 0
-0,7 -13,2038 -13,2038 0
-0,65 -12,0862375 -12,0862375 0
-0,6 -10,9888 -10,9888 0
-0,55  -9,9167375 -9,9167375 0
-0,5 -8,875 -8,875 0
-0,45  -7,8682375 -7,8682375 0
-0,4 -6,9008 -6,9008 0
-0,35  -5,9767375 -5,9767375 0
-0,3 -5,0998 -5,0998 0
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(continua)

-0,25  -4,2734375 -4,2734375 0
-0,2 -3,5008 -3,5008 0
-0,15  -2,7847375 -2,7847375 0
-0,1 -2,1278 -2,1278 0
-0,05  -1,5322375 -1,5322375 0
0 -1 -1 0
0,05 -0,5327375 -0,5327375 0
0,1 -0,1318 -0,1318 0
0,15 0,2017625 0,2017625 -2,22E-16
0,2 0,4672 0,4672 0
0,25  0,6640625 0,6640625 0
0,3 0,7922 0,7922 0
0,35  0,8517625 0,8517625 0
0,4 0,8432 0,8432 0
0,45 0,7672625 0,7672625 0
0,5 0,625 0,625 0
0,55 0,4177625 0,4177625 6,6613E-16
0,6 0,1472 0,1472 -2,22E-16
0,65 -0,1847375 -0,1847375 0
0,7 -0,5758 -0,5758  -8,882E-16
0,75  -1,0234375 -1,0234375 0
0,8 -1,5248 -1,5248  2,2204E-15
0,85 -2,0767375 -2,0767375 0
0,9 -2,6758 -2,6758 0
0,95 -3,3182375 -3,3182375 0
1 -4 -4 0
1,05 -4,7167375 -4,7167375 0
11 -5,4638 -5,4638 0
1,15  -6,2362375 -6,2362375 0
1,2 -7,0288 -7,0288 0
1,25  -7,8359375 -7,8359375 0
1,3 -8,6518 -8,6518 0
1,35 -9,4702375 -9,4702375 0
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1,4 -10,2848 -10,2848 0
1,45 -11,0887375 -11,0887375 0
1,5 -11,875 -11,875 0
1,55 -12,6362375 -12,6362375 0
1,6 -13,3648 -13,3648 0
1,65 -14,0527375 -14,0527375 0
1,7 -14,6918 -14,6918 0
1,75 -15,2734375 -15,2734375 0
1,8 -15,7888 -15,7888 0
1,85 -16,2287375 -16,2287375 0
1,9 -16,5838 -16,5838 0
1,95 -16,8442375 -16,8442375 0
2 -17 -17 0
2,05 -17,0407375 -17,0407375 0
2,1 -16,9558 -16,9558 0
2,15 -16,7342375 -16,7342375 0
2,2 -16,3648 -16,3648 0
2,25 -15,8359375 -15,8359375 0
2,3 -15,1358 -15,1358 0
2,35 -14,2522375 -14,2522375 0
2,4 -13,1728 -13,1728 0
2,45 -11,8847375 -11,8847375 0
2,5 -10,375 -10,375 0
2,55  -8,6302375 -8,6302375 0
2,6 -6,6368 -6,6368 0
2,65  -4,3807375 -4,3807375 0
2,7 -1,8478 -1,8478  -1,243E-14
2,75 0,9765625 0,9765625 0
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Observe que héa discrepancia entre alguns valores numéricos. A tabela 3 apresenta

apenas algumas casas decimais, porem quando fizemos o célculo da diferenca foram

consideradas todas as casas calculadas. Dessa forma levamos o aluno a entender que mesmo
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programas computacionais podem apresentar erros, mesmo que pequenos, quando calculam
valores que geram niimeros com muitas casas decimais.

Continuando esta atividade, sugerimos a localizacdo e a determinacéo das raizes desse
polindbmio. Podemos observar que nem o grafico n°® 06 nem a tabela n°3 nos déa a certeza da
localizacdo das raizes. Graficamente podemos observar que sdo quatro raizes reais.
Observando a tabela 3 temos que:

P(—2,45) < 0eP(—2,5) > 0;
P(0,1) < 0eP(0,15) > 0;
P(0,6) > 0e P(0,65) < O0;
P(2,7) < 0eP(2,75) > 0.

Portanto, se k € uma raiz real desse polindmio entdo —2,5 < k < —2,45 ou 0,1 < k < 0,15
ou0,6<k<0650u27<k<2,75.

3.4 Localizacao das raizes de um polinémio

3.4.1 Teorema do Valor Intermediério

Seja f uma funcéo continua que assume valores de sinais opostos nos extremos do
intervalo [a, b], isto €, f(a).f(b) < 0. Entdo, o intervalo [a, b] contera no minimo uma raiz
da equacdo f(x) =0. Havera no minimo um numero xg€la,b[, tal que f(x,) =
0 (RUGGIERO, 1996).

Atividade 05
Utilizando os resultados da tabela 3 aproximaremos o valor de k € |—2,5; —2,45]

com a aproximacéo de duas casas decimais na tabela 4.

Tabela 4 — Primeira aproximacao

X P(x)
-2,5 2,125
-2,49 1,258
-2,48 0,406

-2,47 -0,431
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Note que, na tabela 4, k € ]-2,48;—2,47[ . Na tabela 5 apresentamos uma

aproximagcéao de trés casas decimais.

Tabela 5 — Segunda aproximacao

X P(x)
-2,48 0,406
-2,479 0,321
-2,478 0,237
2,477 0,153
-2,476 0,069
-2,475 -0,015

Podemos dizer que k = —2,475.
Prosseguindo sucessivamente chegamos a raiz do polinbmio com a aproximagao que
julgarmos necessaria. Como exercicio sugerimos que se encontre as demais raizes do

polinbmio com aproximagao de trés casas decimais.

3.4.2 Teorema Fundamental da Algebra
Uma equacdo algébrica de grau n tem exatamente n raizes, reais ou complexas, desde

que cada raiz seja contada levando em consideragéo sua multiplicidade (BARROS, 1972).

A fim de melhorar a compreensdo deste teorema propomos uma atividade de
composi¢do de polinbmios, ou seja, ao invés de apenas decompor o polinémio, conforme
geralmente acontece, solicitamos exatamente o contrério. Isso tornard evidente que 0s zeros
do polindmio coincidem com as raizes dos bindmios que compde o polinémio. Para fins de
registro historico, pensamos que seja importante enfatizar que a demonstracdo desse teorema

foi feito por Gauss.

Atividade 06
Efetue os seguintes produtos de bindémios e utilize 0 GeoGebra para gerar o grafico do
polindbmio formado. Na sequéncia, através do gréafico, localize as raizes desses polindmios.
a) P)=(x—-3)x+Dx-1)

Segue que P(x) = x> — 3x* — x + 3.
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Figura 7 - Grafico da atividade 06 letra a

Note gue as raizes desse polinémio sdo {-1,1,3}. Cabem aqui alguns questionamentos:
e O que o conjunto das raizes tem a ver com 0s binébmios que compde o polinémio?
e Foi ao acaso que isso ocorreu?
e E 0 ponto de intersecgdo com o eixo das ordenadas?

Gostariamos de ressaltar a importancia destas perguntas, considerando que a
experiéncia nos mostra que a maioria dos nossos estudantes finalistas do Ensino Médio néo
consegue realizar as associa¢fes necessarias para verificar o que nos parece evidente.

Respondendo:

Por definicdo, k € raiz de polindbmio se, e somente se, P(k)=0. Portanto se

PxX)=x>-3x*—x+3=(x-3)x+1Dx-1)=0
e como um produto € igual a zero se, e somente se, pelo menos um dos fatores for igual a
zero, podemos concluirque x —3=0o0ux+1=00ux—1=0. Daix=3oux=-1

ou x = 1. Observe ainda que o produto das raizes é -3.

E ainda P(0) = 0° — 3.0> — 0 + 3 = 3, ou seja, 0 ponto de interseccdo do grafico de
um polinbmio como o eixo OY sempre tera como ordenada o seu termo independente, em
particular, se este for nulo o grafico passa pela origem do sistema cartesiano.

b) P(x) =x(x — 1?*(x+1)
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Neste caso P(x) = x* —x®>—x*+ x. Com o exercicio anterior, antes de gerar o
gréafico, j& podemos deduzir que as raizes desse polindmio serdo {-1,0,1} e o tracado passara
pela origem.

Figura 8 - Grafico da atividade 06 letra b

Agora temos uma situacdo nova em que o polinémio é de quarto grau e possui apenas
trés raizes reais. Reescrevendo temos P(x) = x(x — 1)(x — 1)(x + 1) , ou seja, a raiz 1 tem
multiplicidade 2. Nesse caso é notavel o fato que o Teorema do Valor Intermediério ndo

detecta a raiz 1.

Atividade 07

No intuito de introduzirmos o conceito de raizes complexas propomos a constru¢do do
gréafico do polinémio P(x) = x*+ x?+ x + 1 . Graficamente, observamos que -1 é uma raiz
de P(x).
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Figura 9 - Grafico da atividade 07

Nesse caso, a raiz -1 ndo tem multiplicidade 3 pois x* + x* + x + 1 # (x + 1)3, no
entanto é necessario que se atenda ao Teorema Fundamental da Algebra. De qualquer forma,
x + 1 é um fator que compde esse polindbmio, portanto localizaremos as demais raizes. Como
ja sabemos dividir polinbmio por bindmio, utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini vamos

decompor P(x).

1 1 1 1
-1 -1 0 -1
1 0 1 0

Entdo temos que P(x) = (x + 1)(x%? + 1) donde segue (x + 1)(x2+1) =0 se, e
somente se, x + 1 = 0, cujo resultado ja temos, ou x2 + 1 = 0. Resolvendo essa equacio
temos x? = —1, isto &, x = +v/—1.

Como a raiz quadrada ndo estd definida para nimeros reais negativos, vamos
considerar v—1 =i em que i é a unidade imaginaria. Diante disso temos nosso polindmio
decomposto em fatores lineares P(x) = (x + 1)(x + i)(x — i), cujas raizes sdo {1, —i,i},

portanto trés raizes, sendo duas complexas.
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3.4.3 Raizes Complexas
Sobre as raizes complexas é importante ressaltar que elas sempre aparecem aos
pares, ou seja, se z = a + bi, com a real e b real ndo nulo, é raiz de um polinémio de

coeficientes reais, entdo o conjugado Z = a — bi também o é.

Demonstragéo:
Seja

P(x) = ax"+a,_1x" 1+ ..+ a;x +a,

Az + an_1z" '+ .+ a;z+a,=0.

Como complexos iguais tem conjugados iguais, segue que

Az + ap_1z" 1+t az+a,=0

e, pelas propriedades dos complexos, temos

Az + an_1z" 1+ t+az+ay=a,@"+a,, @D+ +a,z+a; =0 -
(RIBEIRO, 2007)

Conforme ja foi dito no primeiro capitulo, ndo existe um método algébrico para
encontrar as raizes de um polinémio de grau n, porém na necessidade de conhecé-las, varios
estudiosos desenvolveram métodos numéricos para calcula-las. Além dos métodos gréficos
que ja apresentamos e a utilizacdo do Teorema do Valor Intermediario, apresentaremos mais
alguns métodos.

A atividade a seguir podera ser desenvolvida pelo professor e alunos de forma
conjunta. O objetivo principal é introduzir a Regra de Sinal de Descartes e a pesquisa de
raizes racionais.

Atividade 08

Desenvolva o polinémio P(x) = (x — 2)(x + 3).

Temos:

P(x) = x* — 2x + 3x — 2.3,

P(x) =x*+(-2+3)x — 2.3,

P(x) =x*+x—6.

Facamos as seguintes observacdes:
e Conforme ja vimos, as raizes desse polindmio sdo 2 e -3. Note que o termo
independente {-6} de P(x) é composto pelo produto dessas raizes, ou seja, as raizes

fazem parte do conjunto de seus divisores.
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e O polindbmio é composto por dois termos com sinal (+) e um termo com sinal (-), ou
seja, a sequéncia de sinais € + + - havendo apenas uma troca de sinais.
e Temos uma raiz positiva e uma negativa.
a) Desenvolva P(x) = (2x + 5)(x + 3).
Neste caso
P(x) = 2x*+5.x + 2.3x + 5.3,
P(x) = 2x*+ (5 + 2.3)x + 5.3,
P(x) = 2x* + 11x + 15.

Note que:

e Asraizes sdo — g e —3 e, nesse caso,—3 e um dos divisores de 15.

e Reescrevendo P(x) = 2 (xz + %x + 175) podemos observar melhor a composi¢cdo do
termo independente entre parénteses, isto é, 175 = g 3= (— g) - (—3).

e Todos os sinais dos termos sdo positivos, ou seja, a sequéncia € + + +, ndo ha troca de
sinais.

e Nao hé raizes positivas.

b) Desenvolvaagora P(x) = (x + 1)(x — 2)(x + 5).

Obtemos:
P(x) =[x+ (1 —-2)x—12](x+5),
P(x)=x>+(1-2)x*—1.2x +5x*+5(1 — 2)x — 1.2.5,
PxX)=x*+(1-2+5)x*+[-1.2+5(1—2)]x — 1.2.5,
P(x) = x®+ 4x — 7x — 10.

e Asraizes sdo -1, 2 e -5, todas divisores do numero -10.
e Existem dois termos de sinal positivo e dois termos de sinal negativo e a sequéncia
dada é + + - -, ou seja, ha uma troca de sinais.

e Hauma raiz positiva.

Do exposto até aqui, tiramos importantes conclusées importantes que poderdo nos ajudar
na hora da busca por raizes racionais de um polinémio, que sao:

e Os divisores positivos e negativos do termo independente devem ser testados.

e Uma vez encontrada uma raiz podemos decompor o polinbmio em um binémio

multiplicado por um polinémio com um grau menor que o original por Briot-Ruffini.
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e As trocas de sinais que foram observadas acima sao relevantes.

3.4.4 Regra de sinal de Descartes

Dado um polindmio de coeficientes reais, 0 nimero de raizes reais positivas, p, ndo
excede o numero de variagdes de sinais dos coeficientes, v. Mais ainda, v — p = 2k, keN
(ARENALES, 2013).

3.4.5 Teorema das Raizes Racionais

Se 0 numero racional s, com p e g primos entre si, € raiz de um polinémio de

coeficientes inteiros
P(x) = apux"+ an_1x" 1+ a, ,x" %2+ ..+ a,x*+a,x+aycoma, 0

eay #= 0, entdo p € divisor de ape g € divisor de a, (DANTE, 2010).

Atividade 09

Utilizando os conceitos e teoremas vistos até 0 momento, vamos determinar as raizes
dos seguintes polinémios:

a) P(x) =x*+5x*+3x—9

Para determinarmos as raizes vamos resolver a equacao

x>+ 5x*+3x—9=0.

Observe que a sequéncia de sinais é + + -, ou seja, ha uma troca de sinais, portanto
existe no maximo uma raiz positiva. Pelo que vimos até aqui, um dos divisores de 9 deve ser
candidato a raiz desse polinémio.

Montaremos uma tabela em uma planilha de célculo e determinaremos o valor

numérico de P(x) para os divisores positivos de 9.
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Tabela 6 — VValor numérico dos divisores de 9.

Conforme haviamos sugerido, existe uma raiz positiva e é divisor de 9. Sendo 1 uma
das raizes entdo x-1 € um dos fatores que compde esse polindmio. Aplicando Briot-Ruffini

faremos a decomposicao.

1 5 3 -9
1 1 6 9
1 6 9 0

Portanto, (x — 1)(x%? + 6x +9) = 0.
Note que x*+ 6x + 9 = (x + 3)?, logo as raizes do polindmio P(x) sdo {1,-3} sendo que a
raiz -3 é de multiplicidade 2.
b) P(x) =x*—x3—x*—x—2
Note que,
P(-D)=(-D*-(-1)%-(-1)-2=1-1+14+41-2=0

P(2)=2*—23-22-2-2=16-8-4-2-2=0
Sabendo que -1 e 2 sdo raizes, temos que x+1 e x-2 sdo fatores desse polindmio. Na

sequéncia, dividiremos P(x) por x+1 e por x-2 pelo método de Briot-Ruffini.

1 -1 -1 -1 -2
-1 -1 2 -1 2

1 -2 1 -2 0
2 2 0 2

1 0 1 0
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Portanto

P(x) = (x+ 1D(x—2)(x%+1).
Como as raizes da equacdo x*+1=0 sdo i e —i, o conjunto de raizes de P(x)
é{-2,—1,—1i,i}.

Pela busca de raizes de uma funcdo polinomial poderiamos ainda desenvolver
atividades relacionadas ao Método de Newton entre outros. Ndo o fizemos nesse trabalho
considerando que requer o pré requisito de derivadas, o que, atualmente ndo é desenvolvido
na maioria das escolas de Ensino Basico Brasileiras.

Acreditamos ser importante trabalhar, em paralelo ou ap0s essa proposta, 0s contetdos

da forma que sdo propostos pelos livros didaticos.
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4 APLICACAO DA PROPOSTA EM TURMA REGULAR DE ENSINO
MEDIO

4.1 Introducéo

Durante o ano letivo de 2013, desenvolvemos parcialmente a proposta descrita no
capitulo 3 em uma turma de terceiro ano do Ensino Médio Técnico em Informatica do
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul — IFRS — Campus
Ibiruba. A aplicagdo foi parcial em funcdo da carga horaria, trés periodos semanais durante
um més apenas, considerando o final do ano letivo e periodo de provas.

No desenvolvimento das atividades inerentes ao conteddo utilizamos alguns recursos
tecnoldgicos, tais como o software GeoGebra e planilha de célculo (Excel). Os graficos foram
trabalhados em GeoGebra e ndo consideramos que fosse necessario que cada aluno o

transcrevesse.

4.2 Desenvolvimento das atividades

Comecamos os trabalhos do estudo de polindmios pela definigdo de polinémio e valor
numeérico e raizes de polinbmio, de acordo com 0 que apresentamos no capitulo anterior.
Todos os demais conceitos e teoremas foram introduzidos por alguma atividade conforme

segue.

4.2.1 Atividade 01

Com o0 objetivo de dar uma ideia do comportamento de uma fung&o polinomial,
identificacdo das raizes, crescimento e decrescimento, propomos que se monte uma tabela
calculando o valor numérico do polindmio P(x) = 2x®> + x* — 5x + 2. Os valores de x

foram previamente estabelecidos de modo que se aproximassem dos valores das raizes.
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Feita a tabela responda aos seguintes questionamentos:
a) Observe a tabela e descreva o que mais lhe chamou a atengdo em relagdo aos valores
encontrados.

b) Observe que nenhum valor de x na tabela é raiz do polinémio, ou seja, nenhum P(x),

calculado resultou em zero. Diante disso estime, qual(s) o(s) valor(s) de x para o(s)
qual(s) P(x)=0.

Figura 10 — Atividade 01 Aluno A
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Figura 11 — Atividade 01 Aluno F



Figura 12 — Atividade 01 Aluno K
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Figura 13 — Continuagéo da Atividade 01 Aluno K

No final da atividade, além da coleta dos materiais fizemos o esboco do grafico e o
projetamos para fazermos mais algumas observacGes. No momento aproveitamos para
introduzir a nocdo de limite, fazendo com que o aluno indicasse a tendéncia do grafico
guando os valores de x se aproximavam de um determinado valor ou tendessem ao infinito.

Notamos que varios alunos perceberam a continuidade da funcdo, mesmo que
intuitivamente, e com isso deduziram que se temos um determinado P(a) negativo e na
sequéncia um P(b) positivo entdo existe um valor de c, sendo a < ¢ < b, tal que P(c) = 0.
Nesse momento apresentamos a eles o Teorema do Valor Intermediario. Mesmo sem fazer a
demonstracdo o mesmo foi compreendido e assimilado.

Com o entendimento do teorema acima propomos as atividades 02 e 03 para que 0
aluno encontrasse as raizes de um polinémio. O objetivo principal dessa atividade é que o

aluno use “naturalmente” a ideia do método da bissecao.

4.2.2 Atividade 02

Utilizando o Teorema do Valor Intermediario e alguma ferramenta de calculo,

encontre as raizes dos seguinte polinémio
P(x) = x* — 10x3 — 165x% 4+ 990x + 8424.



Figura 14 — Atividade 02 Aluno |

Figura 15 — Atividade 02 Aluno J




4.2.3 Atividade 03

Proceda de forma analoga para o polinémio
P(x) = x3 — 7,14x% — 11,6359x + 36,048276.

Figura 16 — Atividade 03 Aluno F
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Figura 17 — Atividade 03 Aluno G

Observamos nesta atividade que boa parte dos alunos usou corretamente as
ferramentas e o Teorema do Valor Intermediario. Claro que, na medida em que as raizes eram
localizadas foi inevitavel que comentérios surgissem e alguns alunos nao fizeram a busca
conforme haviamos proposto.

Gostariamos de relatar um fato interessante ocorrido nesse exercicio. As raizes do
polindmio em questdo sdo decimais exatos, porém alguns alunos, dependendo da ferramenta
utilizada ndo estavam conseguindo localizar precisamente alguma delas. Chegavam préximo a
raiz, porém ndo ao valor exato. Como a turma que esta desenvolvendo esta atividade é de
Técnico em Informética, ndo foi dificil explicar que a quantidade de operagdes em questdo e
que o computador opera em base binéria e apresenta a resposta novamente em base decimal, o

programa utilizado por eles havia chegado num limite de precisdo. Nesse momento
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aproveitamos para provocar a possibilidade de existirem métodos que possam minimizar esses
problemas.

Cabe lembrar que o Teorema Fundamental da Algebra ainda n3o foi enunciado, por
isso orientamos quanto a quantidade de raizes a serem localizadas. Para enunciar tal teorema,
propomos uma atividade de composi¢do de polinémio, conforme j& foi citado no capitulo

anterior. Pensamos ser fundamental esse passo.

4.2.4 Atividade 04

Desenvolva o polinémio P(x) = (x + 3)(x — 2)(x + 1)(x — 4), encontre as raizes e
escreva como as localizou.

Essa atividade é interessante, pois mesmo que depois de encontrado as raizes de P(x)
fica explicito que elas coincidem com as raizes dos bindmios que o compde, observou-se que
os alunos ndo conseguiram estabelecer a relacdo. Feito esse esclarecimento propomos, nesta

mesma atividade o desenvolvimento de mais alguns polinbmios conforme segue.



Figura 18 — Atividade 04 Aluno A




Figura 19 — Atividade 04 Aluno H
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Figura 20 — Atividade 04 Aluno |

Figura 21 — Continuacédo da Atividade 04 Aluno |
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Aproveitamos esse momento para falar sobre multiplicidade de uma raiz e enunciamos

o Teorema Fundamental da Algebra.

4.2.5 Atividade 05

Pedimos aos alunos que, intuitivamente, fizessem a divisdo do polindmio a seguir por

cada um de seus fatores.

Visto que P(x) =(x+3)(x—2)(x + D(x+4) = x* — 2x3 — 13x* + 14x + 24,
efetue as seqguintes divisoes:
a) P(x):(x+3)
b) P(x):(x—2)
c) P(x):(x+1)
d) P(x):(x+4)

Encontre o quociente e 0 seu grau.
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Figura 23 — Atividade 05 Aluno B
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Figura 25 — Atividade 05 Aluno L

Observando o desenvolvimento da Atividade 05, notamos que 0s alunos, mesmo sem
conhecer nenhuma ferramenta de divisdo de polindbmios, perceberam que bastaria efetuar o
produto dos polinémios excluindo o divisor.

Na sequéncia, propomos a ideia de que poderiamos dividir o polinémio da atividade 5
por outro polindmio que ndo fosse fator do mesmo, como por exemplo, dividir P(x) por x+2.
Nesse momento demonstramos o Algoritmo de Horner e de Briot-Ruffini. Demos a devida
atencdo ao fato de encontrarmos o quociente da divisdo e que o resto é o valor numérico do
polindmio quando a variavel é a raiz do divisor. Atentamos para o fato de que o nimero de
operagOes para encontrarmos o valor numérico reduz consideravelmente.

Como se tratava de uma turma que tinha conhecimento de programacao, fizemos os
seguinte questionamento:

- Se vocés fossem desenvolver um sistema que tivesse que calcular valores numéricos

de um polindmio de grau muito grande, qual método usariam?
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Todos foram unanimes em dizer que usariam o metodo que faria 0 mesmo calculo com
menos operacdes.
4.2.6 Atividade 06

Diante do exposto anteriormente, pedimos aos alunos que realizassem a divisdo do
polindmio da Atividade 05 por x+2 e encontrassem o valor de P(-2).

Figura 26 — Atividade 06 Aluno A

Figura 27 — Continuagdo da Atividade 06 Aluno A

Figura 28 — Atividade 06 Aluno B



Figura 29 — Continuacéao da Atividade 06 Aluno F

Figura 30 — Atividade 06 Aluno G

Figura 31 — Atividade 06 Aluno H

Figura 32 — Atividade 06 Aluno |
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Percebemos que, 0 método que Horner exposto na forma proposta por Briot-Ruffini
foi bem assimilado pelos alunos.
4.2.7 Atividade 07

Para a fixacdo do método propomos a seguinte atividade: dado o polinémio P(x) =
x* — 5x° + 2x? + 3x — 1, encontre o valor de P(2), P(-2), P(10), P(8), P(500), pelo método

de Briot-Ruffini, utilizando calculadora se for necessario.

Figura 33 — Atividade 07 Aluno A

Figura 34 — Continuacédo da Atividade 07 Aluno A
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Figura 35 — Atividade 07 Aluno C
Todos os alunos concordaram que esse processo € mais rapido e pratico para encontrar

o valor numérico de um polinémio. Alguns inclusive fizeram planilhas eletronicas fazendo
com que o software fizesse os calculos pelo método de Horner.

4.2.8 Atividade 08

Em todas as atividades pedimos aos alunos que fizessem o eshoco do grafico no
GeoGebra e visualizassem as raizes e chamamos a atencdo quanto as concavidades.

Na sequéncia, demos continuidade aos contetidos de acordo com a forma tradicional.
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CONSIDERACOES FINAIS

No desenvolvimento do nosso trabalho procuramos atender um dos principais
objetivos do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, que é o
de buscar novas formas de ensino de matematica no ensino medio a fim de melhorar os
indices de aproveitamento na referida disciplina. Procuramos assim propor de forma pratica,
intuitiva e com recursos computacionais 0s contetidos referentes ao estudo de polindmios
nesse nivel de ensino.

No momento em que nos propomos a realizar o ensino de polindmios de uma forma
diferenciada com a referida turma, tivemos uma grande preocupac¢ao quanto ao tempo que
demandaria e quanto as questdes referentes a preparacdo para o vestibular dos formandos do
Ensino Medio.

Apos a aplicagdo das atividades sugeridas, e seguindo com 0s exercicios normais do
livro bem como questdes de vestibular, observamos que os alunos ndo apresentavam grandes
dificuldades em resolvé-las. Também ndo necessitamos de mais tempo que o habitual para a
execucdo das atividades, o que nos surpreendeu. Diante do que foi trabalhado, com um pouco
de leitura complementar, os estudantes apresentaram um melhor entendimento dos teoremas e
questBes inerentes ao contetdo, comparados as outras turmas onde trabalhamos da forma
tradicional. Cabe salientar que os alunos demonstraram mais interesse no estudo do contetido
em questdo. O fato de estarem participando de uma nova proposta de ensino foi assimilado de
forma positiva.

Com esse trabalho, concluimos que a nossa proposta € vidvel e contribui
significativamente com o que ja é recomendado atualmente. Tanto € que a mesma atividade ja
vem sendo aplicada a mais turmas de terceiro ano do Ensino Médio e vem trazendo étimos
resultados. Dessa forma, acreditamos que tenhamos um aluno concluinte do Ensino Médio
bem preparado e um graduando muito mais habilitado para prosseguir seus estudos nas
ciéncias exatas e tecnologicas.

Acreditamos que o Ensino Basico precisa ser repensado em todos 0s seus aspectos,
dos quais destacamos o tempo para as atividades, que precisa ser maior, a selecdo de
conteudos e sua abordagem.

Sugerimos a leitura dos trabalhos:
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» Uso de ferramentas computacionais no processo de ensino e aprendizado na
teoria de polinbmios na educacdo basica de Magno de Oliveira Silva (2013),
dissertacdo de mestrado do Profmat - UFRJ.

» Equac6es polinomiais de Jonas Eduardo Carraschi (2014), dissertacdo de mestrado

do Profmat — USP.
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