UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL - PROFMAT

CLAUDIO TAVORSKI

ANAMORFOSE: UMA ARTE NO ENSINO DE MATEMATICA E SUA
APLICACAO EM ATIVIDADES INTERDISCIPLINARES

DISSERTACAO

CURITIBA

2014



CLAUDIO TAVORSKI

ANAMORFOSE: UMA ARTE NO ENSINO DE MATEMATICA E SUA
APLICACAO EM ATIVIDADES INTERDISCIPLINARES

Dissertacdo apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matemdtica em Rede Nacional -
PROFMAT da Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana como requisito parcial para obtengdo do grau
de “Mestre em Matematica”.

Orientadora:  Olga Harumi Saito

CURITIBA
2014



Dados Internacionais de Catalogacéo na Publica¢do

111la lavorski, Claudio
Anamorfose: uma arte no ensino de mateméatica e sua aplicagdo em atividades
interdisciplinares / Claudio lavorski. — 2014.
79f.:il; 30 cm

Orientadora: Olga Harumi Saito.

Dissertagéo (Mestrado) — Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional. Curitiba, 2014.

Bibliografia: f. 67-69.

1. Perspectiva. 2. Coordenadas polares. 3. Projecdo. 4. Matematica - ensino. 5.
Matematica — Dissertagdes. |. Saito, Olga Harumi, orient. Il. Universidade Tecnoldgica
Federal do Paranad. Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede
Nacional. IlI. Titulo.

CDD (22. ed.) 510

Biblioteca Central da UTFPR, Campus Curitiba



A
l ' I rPR UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA “"‘
UNVERSOACH TRCHOLOGICA FEDERAL DO PARARA Ca"m pUS Curitiba FYYYY
CAMPUS CURITIBA P RO m AT

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

Titulo da Dissertacdo No. 20

“Anamorfose: uma arte no ensino de matematica e
sua aplicacao em atividades interdisciplinares”

por

Claudio lavorski

Esta dissertacdo foi apresentada como requisito parcial a obtencédo do
grau de Mestre em Matematica, pelo Programa de Mestrado em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT - da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana -
UTFPR - Campus Curitiba, as 15h do dia 21 de novembro de 2014. O trabalho foi
aprovado pela Banca Examinadora, composta pelos doutores:

Profa. Olga Harumi Saito, Dra.

(Presidente - UTFPR/Curitiba) Frg VItOEOJEIS:eS;Detry, Dr.

Prof. Mateus Bernardes, Dr.
(UTFPR/Curitiba)

Visto da coordenacgdao:

Prof. Ronie Peterson Dario, Dr.
(Coordenador do PROFMAT/UTFPR)



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais, Maria Elena lavorski e Aleixo lavorski, que torcem, incentivam e rezam,

me apoiando em cada obsticulo e comemorando cada conquista.
Ao meu irmao, Alessandro lavorski, que foi um grande companheiro nessa jornada.

Aos colegas da Turma 2012 que foram responsdveis por tornar as aulas mais descon-
traidas, assumindo, algumas vezes, o papel de professores nos corredores da Univer-
sidade ou nas redes sociais esclarecendo vdérias dividas nos momentos das atividades
extra-classe. Agradeco principalmente ao Marlon Miilhbauer e ao Marcio Dominicali

Rigoti.

Aos professores que contribuiram com a nossa formacao, possibilitando o aprimoramento
de nosso conhecimento de forma clara e objetiva, sendo acessiveis, responsaveis e funda-

mentais para o entendimento dos contetdos apresentados.

A minha orientadora, Olga Harumi Saito, que se mostrou muito prestativa e atenciosa
em todos os momentos que precisei de sua ajuda, se tornando assim, figura indispensavel

para a conclusdo desse trabalho.

A todos os amigos que tiveram alguma participacdo, de forma direta ou indireta na

elaboracao deste trabalho.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) pela re-
comendagdo do Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional
(PROFMAT) por meio do parecer do Conselho Técnico Cientifico da Educagdo Superior

e pelo incentivo financeiro.

A Sociedade Brasileira de Matemadtica (SBM) que na busca da melhoria do ensino de

Matemadtica na Educacdo Bdésica viabilizou a implementagdo do PROFMAT.



RESUMO

IAVORSKI, Claudio. ANAMORFOSE: UMA ARTE NO ENSINO DE MATEMATICA E
SUA APLICACAO EM ATIVIDADES INTERDISCIPLINARES. 87 f. Dissertagdo — Pro-
grama de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade
Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2014.

Este trabalho apresenta o software livre Anamorph Me! e a técnica da anamorfose, também
conhecida como ‘“Matematica do Disfarce”. A anamorfose combina matemaética e arte e pos-
sibilita desenvolver conteddos matematicos como coordenadas polares, vetores, projecio e tri-
gonometria. Sdo apresentadas atividades para motivar o estudante a aprender matemética sob
a perspectiva da anamorfose, associando-a a diferentes areas da ci€ncia através de problemas
aplicados.

Palavras-chave: anamorfose, projecdo, coordenadas polares, reflexao, ensino de matematica.



ABSTRACT

TAVORSKI, Claudio. ANAMORPHOSIS: AN ART IN TEACHING MATHEMATICS AND
ITS APPLICATION IN INTERDISCIPLINARY ACTIVITIES. 87 f. Dissertacdao — Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tec-
noldgica Federal do Parana. Curitiba, 2014.

This work introduces the open source Anamorph Me! and the technique of anamorphosis, also
known as ‘“Mathematics of Disguise”. Anamorphosis combines math and art and allows de-
veloping mathematical subjects as polar coordinates, vectors, projection and trigonometry. We
present activities to motivate students to learn mathematics from the perspective of anamorpho-
sis, linking it to different areas of science through applied problems.

Keywords: anamorphosis, projection, polar coordinates, reflection, mathematics teaching.
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1 INTRODUCAO

Um dos grandes obstdculos enfrentados pelo professor de Matemdtica € ensinar os
conteddos de maneira a atrair e cativar o aluno pois, muitas vezes, na visao desse, sdo conheci-
mentos de pouca utilidade e com caréncia de outros atrativos. Provocando uma certa antipatia

pela disciplina.

A desmotivagdo dos alunos pelas aulas de Matematica €, frequentemente, resultado da
forma como sdo incentivados a se comportarem: como maquinas de calcular, repetindo procedi-
mentos apresentados como se fossem perfeitos e inquestionaveis, nao tendo oportunidade para
que atuem como cidaddos pensantes capazes de melhorar, construir ou reconstruir processos

matematicos.

Em outras disciplinas, como Arte, hd maior flexibilidade nesse sentido e € comum ver
0 oposto: alunos participantes, com opinido e criatividade, porque mesmo essa disciplina tendo
seu lado tedrico, assim como a Matemética, em muitos momentos ela permite ao aluno expor

sua opinido e ter certa liberdade para desenvolver o seu trabalho.

Com base nesta preocupacao, a anamorfose pode ser uma ferramenta para aproximar o
aluno dos contetdos da Matemadtica através da Arte. Com muito a ser explorado, a anamorfose
permite permear por outras disciplinas como Fisica, Geografia, Biologia, Arte e Historia pois
existem vdarios elementos matematicos abordados na constru¢do de uma figura anamorfica que

sao estudados no desenvolvimento de contetidos de outras areas.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), referente a evolu¢ao de modelos ma-

tematicos e a pluralidade de modelos geométricos, tem-se:

“Fruto da criacdo e inven¢do humanas, a Matematica ndo evoluiu de forma linear e
logicamente organizada. Desenvolveu-se com movimentos de idas e vindas, com rup-
turas de paradigmas. Freqilientemente um conhecimento foi amplamente utilizado na
ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a um dos sistemas l6gicos formais do
corpo da Matematica. Exemplos desse fato podem ser encontrados no surgimento dos
ndmeros negativos, irracionais e imaginarios. Uma instancia importante de mudanca
de paradigma ocorreu quando se superou a visdo de uma Unica geometria do real,
a geometria euclidiana, para aceitacdo de uma pluralidade de modelos geométricos,
logicamente consistentes, que podem modelar a realidade do espago fisico.” (SECRE-
TARIA DE EDUCACAO FUNDAMENTAL, 1998a)
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Mesmo sabendo que a geometria tem a sua importincia na formag¢do do aluno, ela
nao € devidamente explorada em sala de aula, com pouco destaque nas aulas de Matematica
e, muitas vezes, confunde-se seu ensino com o ensino de Sistemas de Medidas (comprimento,

area e volume), destaque apontado pelos PCNs:

“Em que pese seu abandono, ela desempenha um papel fundamental no curriculo, na
medida em que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento particular para
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que vive.
Também € fato que as questdes geométricas costumam despertar o interesse dos ado-
lescentes e jovens de modo natural e espontineo.” (SECRETARIA DE EDUCACAO
FUNDAMENTAL, 1998a)

O estudo de conteudos de geometria possibilita ainda explorar interessantes aspectos
histéricos uma vez que a geometria € um dos ramos mais antigos da Matematica, desenvolvido
em fun¢do de necessidades humanas (GUERATO, 2008). Além disso, a geometria € um campo
fértil para elaborar situacdes-problema que favorecem o desenvolvimento da capacidade para
argumentar e elaborar demonstragdes. Como campo de problemas, o estudo do espaco e das

formas envolve trés objetos de naturezas diferentes:

* 0 espaco fisico, ou seja, 0 dominio das materializagdes;

* a geometria, concebida como modelizacao desse espacgo fisico, o dominio das figuras

geométricas;

* o(s) sistema(s) de representacao plana das figuras espaciais, o dominio das representacoes

graficas.

Vale lembrar que o tema geometria engloba também as geometrias ndo-euclidianas.
Porém, essa geometria € pouco trabalhada pela maior parte dos professores de Matemdtica do
Ensino Bésico. Sao vérios os motivos que fazem com que os professores nao desenvolvam esse

tema, seja a priorizacdo de outros ou a falta de dominio do assunto.

Para se ter ideia, uma “pesquisa foi realizada em sites de diversas Institui¢des de Ensino
Superior brasileiras, a fim de verificar o estado da arte do ensino das geometrias nao-euclidianas
nos Cursos de Licenciatura em Matematica. De 43 instituicdes pesquisadas, somente 5 abor-
davam conceitos de geometria ndo-euclidianas nas suas matrizes curriculares” (BARRETO;
TAVARES, 2010), o que confirma a pouca importancia dada a tal assunto, até mesmo a nivel

superior. E que acarreta na ma formacao do professor para lecionar tal assunto.
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Segundo as Diretrizes Curriculares da Educacdo Basica da Secretaria de Educacdo
do Parand, o Conteddo Estruturante Geometrias, no Ensino Fundamental, tem o espaco como
referéncia, de modo que o aluno consiga analisd-lo e perceber seus objetos para, entdo, repre-
sentd-lo. Neste nivel de ensino, o aluno deve compreender os conceitos da geometria plana, da
geometria espacial, da geometria analitica e no¢des de geometrias nao-euclidianas.

Em relacdo a geometrias ndo-euclidianas, a necessidade de trabalhar esses temas é
apresentada nas Diretrizes Curriculares da Educagdo Basica do Parana (DCEs):

“O Contetdo Estruturante Geometrias, no Ensino Fundamental, tem o espaco como
referéncia, de modo que o aluno consiga analisa-lo e perceber seus objetos para, entdo,
representd-lo. Neste nivel de ensino, o aluno deve compreender: [...]

e nocgdes de geometrias ndo-euclidianas: geometria projetiva (pontos de fuga e li-
nhas do horizonte); geometria topoldgica (conceitos de interior, exterior, fronteira,
vizinhanga, conexidade, curvas e conjuntos abertos e fechados) e no¢ao de geometria
dos fractais.” (SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO DO PARANA, 2008).

Ao abordar o tema anamorfose no Ensino Basico uma relevante vantagem € o grande
potencial de interdisciplinaridade, permitindo que o aluno ndo tenha as disciplinas isolada-
mente, ao contrario disso, que ‘“haja momentos em que as questdes relativas aos temas sejam
explicitamente trabalhadas e contetidos de campos e origens diferentes sejam colocados na pers-
pectiva de respondé-las” (SECRETARIA DE EDUCACAO FUNDAMENTAL, 1998b).

A Figura 1 apresenta um diagrama mostrando as possibilidades de associar a Ma-
temadtica com as outras dreas, como em Fisica no tema Gtica geométrica, em Histdria na contextualizacao
da histéria da anamorfose, em Educacdo Artistica para falar sobre luz, sombra e perspectiva

conica, em Geografia nos estudos e representacdo de mapas, entre outros.

Arte

Geografia Matematica Fisica

<

Historia

Figura 1: Diagrama representando a relacio da Matematica com outras disciplinas.
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Nas mesmas diretrizes, ainda cita-se na abordagem tedrico-metodoldgica, que nos
conteddos bésicos do Ensino Fundamental sugerem-se encaminhamentos metodoldgicos que
sirvam de aporte tedrico para as abordagens dos conteidos propostos nesse nivel de ensino, e
que € importante a utilizacdo de recursos didaticos-pedagdgicos e tecnoldgicos como instru-
mentos de aprendizagem. Na Tabela 1 € apresentado o conteudo estruturante e objetivos de

geometrias para o 6° ano.

Conteddo Estruturante | Contetidos especificos | Objetivos

Geometrias e Geometria Plana; e Reconheca e represente ponto,
e Geometria Espacial. | reta, plano, semi-reta e segmento de
reta;

e Conceitue e classifique poligonos;
e Identifique corpos redondos;

e Identifique e relacione os ele-
mentos geométricos que envolvem
o cdlculo de area e perimetro de di-
ferentes figuras planas;

e Diferencie circulo e circun-
feréncia, identificando seus elemen-
tos;

° Reconheca 0s s6lidos
geométricos em sua forma pla-
nificada e seus elementos.

Tabela 1: Conteiddo estruturante e objetivos de Geometrias do 6° ano, (SECRETARIA DE ES-
TADO DA EDUCACAO, 2008).

No Ensino Médio, deve-se garantir ao aluno o aprofundamento dos conceitos da geo-
metria plana e espacial em um nivel maior de abstracdo. Nesse nivel de ensino, os alunos re-
alizam andlises dos elementos que estruturam a geometria euclidiana, através da representacao

algébrica, ou seja, a geometria analitica plana.

Também, no Ensino Médio, aprofundam-se os estudos das nocdes de geometrias nao-
euclidianas ao abordar a geometria dos fractais, geometria projetiva, geometria hiperbodlica e
eliptica, Tabela 2, conduzindo o aluno a refletir e observar o senso estético presente nessas enti-
dades geométricas, estendendo para as suas propriedades, através da “regularidade harmoniosa
nas suas proprias irregularidades” (BARBOSA, 2002).

A abordagem dos Contetidos Bésicos de Matematica nesta fase, devera ser feita articu-
ladamente, contemplando os conteidos ministrados no Ensino Fundamental e também através

da intercomunicacao dos Conteudos Estruturantes. As tendéncias metodoldgicas apontadas nas
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Diretrizes Curriculares de Matematica sugerem encaminhamentos metodoldgicos e servem de
aporte tedrico para as abordagens dos conteidos propostos neste nivel de ensino, visando de-
senvolver os conhecimentos matematicos a partir do processo dialético que possa intervir como
instrumento eficaz na aprendizagem das propriedades e relagdes matematicas, bem como as
diferentes representacdes e conversdes através da linguagem e operacdes simbdlicas, formais e

técnicas.

E importante a utiliza¢io de recursos didatico-pedagégicos e tecnolégicos como instru-
mentos de aprendizagem. Os procedimentos e estratégias a serem desenvolvidas pelo professor
objetivam garantir ao aluno o avan¢o em estudos posteriores, na aplicacdo dos conhecimen-
tos matemadticos em atividades tecnologicas, cotidianas, das ci€ncias e da prdpria ciéncia ma-
tematica. Em relagdo as abordagens, destacam-se a andlise e interpretacao critica para resolu¢ao
de problemas, ndo somente pertinentes a ciéncia matemadtica, como nas demais ciéncias que, em

determinados momentos, fazem uso da Matematica.

Conteudo Estruturante | Conteddos especificos | Objetivos

Geometrias e Geometria Plana; e Amplie e aprofunde os conheci-
e Geometria Espacial; mentos de Geometrias Plana e Es-
e Geometria Analitica; | pacial;

e Geometrias ndo- | e Determine posicoes e medidas de
euclidianas. elementos geométricos através da
Geometria Analitica;

e Perceba a necessidade das geo-
metrias ndo-euclidianas para a com-
preensdo de conceitos geométricos,
quando analisados em planos dife-
rentes do plano de Euclides;

e Compreenda a necessidade das
geometrias ndo-euclidianas para o
avango das teorias cientificas;

e Articule ideias geométricas em
planos de curvatura nula, positiva
ou negativa;

e Conheca os conceitos basicos
da geometria eliptica, hiperbdlica
e fractal (geometria da superficie
esférica).

Tabela 2: Contetdo estruturante e objetivos de Geometrias no Ensino Médio, (SECRETARIA DE
ESTADO DA EDUCACAO, 2008).
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1.1 OBIJETIVOS

1.1.1 OBIJETIVO GERAL

O principal objetivo deste trabalho €, por meio da interdisciplinaridade, buscar fazer

uso de uma ferramenta que motiva o aluno no aprendizado matemaético, a técnica de anamorfose.

1.1.2  OBJETIVOS ESPECIFICOS

Destacam-se como objetivos especificos:

* apresentar ao leitor a técnica de anamorfose em seus aspectos historicos, artisticos e,

principalmente, em seu aspecto matematico;

 explorar a abrangéncia desse tema em diversos assuntos matematicos, assim como nos

varios niveis da educacdo bdsica;

* estabelecer relacdes entre o cotidiano do aluno e a anamorfose, levantando questiona-
mentos entre como as coisas sdo vistas (interpretadas) e como elas realmente sdo, além

de anamorfismos presentes no cotidiano;

* desenvolver a capacidade de observar diferencas ou semelhanca da forma dos objetos e

as associagoes;

* trabalhar com o tema, permeando por outras disciplinas que se mostram necessarias para

melhor compreensdo e enriquecimento do assunto.

1.2 METODOLOGIA E ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Para atingir os objetivos propostos, € feita uma investigacao tedrica que refere-se a um
levantamento da histéria da anamorfose ao longo do tempo e aplicagdao desse conhecimento a

Matematica e a outras areas.

Estudo de um software livre, 0o Anamorph Me!, a ser utilizado na confec¢ao de material

para uma oficina com os alunos e outras atividades.

E aplicado um questionario aos alunos e também realiza-se uma oficina apds apresentagao

da ferramenta anamorfose.
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A presente dissertacao encontra-se estruturada em cinco capitulos. No primeiro capitulo
apresenta-se a necessidade deste estudo, com as preocupagdes e motivagdes que levaram a

elaboracdo deste material, os objetivos a atingir e a metodologia utilizada.

No Capitulo 2 € apresentada a técnica da anamorfose, sua contribui¢do na histéria da

Arte e da Matemaética e uma breve descri¢ao dos tipos de anamorfose.

No Capitulo 3 apresenta-se a Matematica envolvida na construcdo de alguns tipos de

anamorfose.

No Capitulo 4 € desenvolvida uma oficina com o emprego da anamorfose do tipo
cilindrica além de uma lista de exercicios multidisciplinares e uma breve descri¢ao do software

Anamorph Me!.

No Capitulo 5, tece-se as consideracdes finais e, ainda é possivel verificar em anexo, o

questiondrio aplicado aos alunos (Anexo A).
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2 ANAMORFOSE

Neste capitulo é apresentada a historia desta curiosa arte, a anamorfose, 0s principais
personagens que constribuira para a sua evolugdo e a classificagdo de acordo com algumas

caracteristicas.

2.1 O QUE E ANAMORFOSE?

Escrever o significado da palavra anamorfose ndo € uma tarefa ficil. Isso porque o
termo € aplicado em diversas dreas, algumas vezes com diferentes significados sendo que em
geral, a anamorfose pode ser entendida como a técnica artistica utilizada para deformar uma
imagem de tal forma que o observador seja levado a vé-la sem a deformacdo a partir de um
certo ponto de vista ou ainda, por espelhos especiais que reconstituem a imagem. Essa técnica
encanta ndo s6 pelo fato da reconstru¢do da imagem de um ponto tinico, mas também porque
isso pode gerar ilusdes de 6tica, efeitos tridimensionais, esconder informacgdes intencionalmente

e gerar dupla interpretacao da imagem conforme a posi¢ao do observador.

O termo deriva do grego avauopP®wcis (anamdrphosis) e tem como siginificado
“reformacao, retorno da forma, reiteragdo da forma, reversao da forma, formar de novo” (WIKI-
PEDIA, 2014a). Alguns autores diferem a palavra anamorfose de anamorfismo, considerando
que a primeira € a técnica para se criar o anamorfismo e este € considerado o resultado, a arte

em si.

O significado dado pelo Dicionério Priberam da Lingua Portuguesa para anamorfose
¢é: “representacdo ou imagem que parece deformada ou confusa e que se apresenta mais regular
ou mais perceptivel em determinado angulo ou posicao ou ainda através de lente ou espelho
nao plano” (PRIBERAM, 2014). Além de significados mais abrangentes e generalizados exis-
tem outros mais especificos, conforme a drea que o termo € usado, como os apresentados no

dicionario Novissimo Aulete:

“1 Opt. Fendmeno 6ptico pelo qual a dimensdo vertical da imagem de um objeto
aparece com grau de ampliagdo diferente do da dimensdo longitudinal ou transversal.
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3 Mat. Substituicdo de escalas métricas por funcionais para simplificar o grafico re-
sultante.

5 Art. Pl Técnica artistica que confere a obra pictdrica ou grafica, ou parte dela,
formas distorcidas, cuja configuragdo real sé é visivel quando olhada por um certo
angulo ou por meio de uma lente ou de um espelho conico ou convexo.” (GEIGER,
2011)

Essa técnica surgiu no século XV para a pintura de murais e € utilizada até os dias
de hoje com aplicagdes em dreas como: matemdtica, Otica, artes visuais, biologia, geologia,
cartografia. Suas aplicacOes vao desde exemplos mais simples como sinaliza¢des horizontais
de transito até outros mais complexos como a teoria da evolugdo das espécies, uma vez que a

palavra também traz o sentido de transformacao.

A Figura 2 mostra exemplos de anamorfismos presentes no dia-a-dia como as placas

de marketing de um estadio de futebol ou as sinaliza¢des de transitos pintadas no asfalto.

(a)

Figura 2: Exemplos de anamorfismos no cotidiano: (a) placas de marketing no futebol, (YOU-
TUBE, 2014) e (b) sinalizacoes horizontais de transito, (SOROCABA.COM, 2014).

2.2 A ANAMORFOSE ATRAVES DOS TEMPOS

O interesse do homem em registrar o mundo a sua volta ou imagens que eram apenas
fruto de sua imaginacao, através da pintura, vem desde os tempos pré-historicos. Da pré-historia
até o periodo que antecedeu o Renascimento, as pinturas em sua maioria, ndo apresentavam
perspectiva otica, ndo havendo propor¢ao e nem nogao de profundidade. A Figura 3 ilustra um
quadro onde o castelo, 0s guerreiros e os barcos sdo vistos num mesmo plano. Nele, os barcos
que estdo mais distantes, préximos da linha do horizonte, assim como os que estdo situados
no primeiro plano possuem o mesmo tamanho e o castelo, que estd em tamanho visivelmente

desproporcional, esta situado numa ilha representada por um circulo.
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Figura 3: Pintura do século XII sem perspectiva 6tica. (WIKIPEDIA, 2014b)

Porém, nao se pode dizer que as pinturas datadas antes do século XV, de forma geral,
eram desprovidas de qualquer perspectiva. Desde o periodo Magdaleniano, 15.000 anos a.C.,
as imagens pintadas nas paredes das cavernas ja tinham tragos que davam a sensa¢ao de profun-
didade, como efeitos de sombra e luzes ou reduzindo os objetos para indicar que estavam mais
distantes, Figura 4. Mesmo na Grécia e Roma antigas, muitas das obras apresentavam efeitos
de perspectiva, porém ainda nao condizente com as leis da perspectiva, que surgiram tempos

depois, com o inicio do Renascimento.

Figura 4: Pintura do periodo Magdaleniano. (WIKIPEDIA, 2014c)



20

O Renascimento trouxe grandes mudancas na organizagao da civilizacdo europeia e na
maneira do homem interpretar o mundo a sua volta. Entre as mudancas provocadas pela visao

renascentista estd a evolucdo nas técnicas de pinturas com a formulagdo das leis da perspectiva.

Em 1436, o humanista, escritor, pintor, tedrico da pintura e arquiteto florentino Leon
Battista Alberti (1404-1472) concluiu um trabalho intitulado De Pictura, impresso somente em
1540. Nele tem-se a primeira formulagdo clara do principio da perspectiva central e o conceito
de piramide visual onde o olho do pintor € o topo. Segundo Alberti o pintor deve “representar
as superficies de varias formas numa unica superficie” e dando uma definicdo a perspectiva
diz que: “A pintura serd uma seccao da piramide visual em uma determinada distancia”. Algo
curioso nessa obra € que nao hd nenhuma figura mas sim, explicagdes bem detalhadas das

construgoes.

Outro trabalho de grande destaque nessa época foi o livro De Prospectiva Pingendi, de
Piero della Francesca. Escrito entre 1470 e 1485, foi o primeiro tratado dedicado a perspectiva
e apesar de poucos exemplares terem circulado, seu impacto foi considerdvel. Embora seja um
livro destinado a pintores, a linguagem € essencialmente geométrica. Como destaques dessa
obra pode-se citar que Piero desenvolveu um processo mais pratico que Alberti na constru¢do
de imagens, além do conceito de que a “deteriorizagdo” de uma varidvel (reducdo relativa na
sua projecao) € inversamente proporcional a distancia ao olho. Outro destaque é que essa obra

trazia pela primeira vez o conceito de anamorfose, explicada segundo a perspectiva.

Outro personagem importante na fundamentacio e aplicabilidade da perspectiva foi
Albrecht Diirer (1471-1528). Em um tratado escrito em 1525, ensina varios métodos que per-
mitem reproduzir fielmente as formas mais complexas. Uma de suas contribuigdes a perspectiva
foi a inveng¢do do perspectégrafo. Nele o artista deve olhar apenas com um olho a partir de um
ponto fixo em direcdo a uma janela quadriculada. Atrds da janela estd o objeto a ser pintado.
Para facilitar mais o processo, o pintor desenha numa folha quadriculada como a janela, po-
dendo dar aten¢do quadrado por quadrado, sem se preocupar com a imagem como um todo,

Figura 5.
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Figura 5: Obra de Albrecht Diirer: utilizacao de um perspectégrafo. (THUILLIER, 1994)

Com sua difusdo, as leis da perspectiva ganhavam destaque e se tornavam presentes
em obras ndo sé na Itdlia, mas em toda a Europa. Um artista que teve grande destaque nessa
época foi Leonardo di Ser Piero da Vinci (1452-1519). Algumas de suas obras como “Mona
Lisa”, “A Ultima Ceia” e o “Homem Vitruviano” foram imortalizadas e atualmente sdo co-
nhecidas pelo mundo todo. Além de seu interesse pela pintura, da Vinci também demonstrava
bastante interesse em anatomia, fisiologia, histéria natural, medicina, 6tica, acustica, astrono-
mia, botanica, geologia, geografia, fisica, cartografia, estudo da atmosfera, na questao do vdo
e constru¢do de méquinas voadoras, estudo do movimento, matematica, balistica, hidrdulica,
poesia, entre outras dreas. E considerado por alguns, o maior génio da histéria, gracas a sua
multiplicidade de talentos e sua criatividade incompardvel (THUILLIER, 1994). Outro crédito
dado a da Vinci € o de criador da primeira figura anamérfica obliqua, Figura 6. (MEDEIROS;
FLORES, 2011)

E importante dizer que antes de da Vinci, na China ja eram criadas figuras deforma-
das que se reconstituiam refletidas em espelhos cilindricos, similares a anamorfose catdptrica
cilindrica que s6 seria criada na Europa séculos depois. Mas isso nao tira de Leonardo o mérito

de criador do primeiro anamorfismo obliquo.
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Figura 6: Olho e rosto retratados anamorficamente por Leonardo da Vinci: (a) visto de frente e
(b) visto da posicao sugerida. (ARTILLO et al., 2014)

Com a divulgagao da nova técnica, outros artistas aderiram a criagdo de figuras de-
formadas como Erhard Schon (1491-1592), principalmente com imagens religiosas e satiras
sociais. (THE BRITISH MUSEUM, 2014).

Quando se fala em anamorfose, € impossivel ndo citar a obra “Os Embaixadores” de
Hans Holbein (1497-1543). Essa obra ganhou destaque, porque enquanto os anamorfismos
daquela época se preocupavam muito mais em camuflar a imagem anamorfica através de varios
tracos, essa deixava-a explicita em meio a uma imagem nitida e de qualidade. Outra obra com
tamanha qualidade s6 foi possivel ser verificado muitos anos depois, estando a obra de Holbein

muito a frente de seu tempo.

Holbein retrata dois jovens com cargos importantes, Jean de Dinteville e Georges de
Selve, embaixador e bispo da igreja catdlica, respectivamente. Atrds deles, hd uma mesa com
diversos objetos representando as grandes descobertas e a sabedoria da Europa renascentista,

entre elas um manual pratico de aritmética aberto na pagina de divisao.

Além das imagens diretamente visiveis, existe uma que estd disfarcada ao centro, uma
mancha marrom na altura dos pés dos dois jovens, Figura 7 (a). E a imagem de um cranio
deformada anamorficamente, que s6 pode ser vista reconstituida se o observador estiver numa

posicao especifica, Figura 7 (b).
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(b)

Figura 7: Obra de Hans Holbein: (a) vista de frente, (ZEKZANDER, 2014) e (b) vista em uma
posicao obliqua e dando énfase ao cranio. (PINTURA QUE FALA, 2014)

Os significados para os itens dispostos nessa obra sao diversos. Por exemplo, para
a presenca do cranio anamorfico, ha quem defenda que ele esta ali para lembrar que mesmo
homens jovens e importantes, cercados de grandes descobertas, irdo morrer algum dia. Ja outros
defendem que aquilo ndo passa de uma espécie de assinatura do autor (de origem alema), onde
seu sobrenome (Holbein) é comparado a um “osso oco”(em alemao “hohle bein”). Trocadilhos

desse tipo eram muito comuns naquela época.

O matematico francés Jean Louis Niceron (1613-1646) foi quem, em 1638, publicou
uma das mais importantes obras sobre anamorfose, “A curiosa perspectiva”. Tal trabalho tra-
tava de temas como perspectiva e tica geométrica, mas principalmente anamorfose. Parte de
seu trabalho ¢ dirigido ao problema de estabelecer perspectiva em superficies curvas ou irregu-
lares (abdbadas e nichos por exemplo), determinando as deformagdes de superficie necessarias
para trazer uma imagem em perspectiva, quando vista de determinado ponto. Ele mostrou por
exemplo, como construir na superficie interior de um cone uma imagem distorcida, para que

ela apareca na proporcao adequada quando vista da base do cone (SONS, 2008).

Durante os séculos XVIII e XIX a anamorfose foi perdendo destaque, caindo muitas
vezes no esquecimento. Mas a partir do século XX até os dias de hoje essa técnica foi ganhando
espaco novamente: o que antes era aplicado basicamente na pintura de murais, atualmente esta

presente em outras dreas como marketing e arquitetura.

Na utilizacao da anamorfose como ferramenta para o marketing, o artista Julian Be-
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ever € considerado um fendmeno. Sua técnica consiste em pintar anamorfismos obliquos em
cal¢cadas de grandes cidades pelo mundo utilizando apenas giz. Essas imagens carregam men-
sagens de conscientizacdo, humor ou propagandas, chamando a atenc¢do do ptblico que passa

pela rua pois, se vistas do ponto certo, parecem reais e tridimensionais.

Na Figura 8 (a) tem-se essa ilusdo, dando a impressao de que o homem estd sobre o
globo e na Figura 8 (b), vendo a imagem de outro angulo, percebe-se que ela estd totalmente

deformada.

(@)

Figura 8: Imagem pintada com giz por Julian Beever: (a) vista da perspectiva proposta e (b) vista
de outra perspectiva qualquer. (SAMPAIO, 2014)

Também, na arte anamorfica, com a evolugdo do cinema, a tela foi sendo redimensio-
nada tomando forma mais alongada. Essas novas dimensdes ndo ficaram proporcionais ao filme
e a filmadora teve que ser adaptada, sendo munida com uma lente anamoérfica, que deforma a
imagem captada (WIKIPEDIA, 2014d).

2.3 TIPOS DE ANAMORFOSE

Ao longo da histdria, a criagdo de anamorfoses foi se tornando mais sofisticada e houve
uma evolugdo nas formas e aplicagdes, mas tradicionalmente predominam dois tipos: obliquas

e catoptricas.

2.3.1 ANAMORFOSE OBLIQUA

A anamorfose obliqua € aquela que usa a perspectiva para criar as imagens em Su-
perficies obliquas em relagdo ao eixo do cone visual do observador. Quando a imagem esta em

um plano perpendicular ao eixo do cone visual, € vista sem deformagao, Figura 9 (a). E quando
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nao estd em um plano perpendicular, € vista deformada, Figura 9 (b).

(@) (b)

Figura 9: Anamorfose do circulo: (a) o plano é perpendicular ao eixo do cone visual e (b) o plano
¢é obliquo em relacéo ao eixo do cone visual.

2.3.2 ANAMORFOSE CATOPTRICA

Na anamorfose catdptrica, a imagem sO poderd ser vista normalmente se for utili-
zado um objeto para refleti-la adequadamente. Normalmente € utilizado um espelho cilindrico,

conico ou piramidal, mas pode ser um outro tipo de sélido refletivo.

Na Figura 10 vé-se um exemplo de anamorfose catdptrica utilizando um cilindro,

também conhecido como anamorfose catdptrica cilindrica.

Figura 10: Anamorfose em espelho cilindrico. (AMUSING PLANET, 2014)

Da mesma forma pode ser vista na Figura 11 a imagem refletida em um cone, € impor-
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tante observar que o angulo (ponto de vista) é fundamental para que identifique o objeto a ser

representado no cone (imagem real). Tal anamorfose € conhecida por catdptrica conica.

(a) (b)

Figura 11: Anamorfose com espelho conico: (a) visto de um ponto de vista qualquer e (b) visto do
ponto de vista correto. (KENT, 2013)

Na anamorfose catdptrica piramidal, como o nome ja sugere, o processo se dd através
da reflexdo em um conjunto de espelhos planos dispostos em forma de piramide, a técnica
se assemelha a anamorfose cOnica, pois coloca-se a base da piramide num plano onde esta
ficard rodeada pela figura que serd refletida; o observador fica num ponto pertencente ao pro-
longamento do eixo da piramide, fazendo com que a imagem refletida aparente estar pintada

interiormente na base da piramide, Figura 12.

(b)

Figura 12: Anamorfose com espelho piramidal: (a) visto de uma posicao qualquer e (b) visto da
posicao correta. (PETTERSSON, 2014)
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E comum que sejam usadas pirimides com bases regulares, porém isso nio é uma
limitagdo. O principal diferencial dessa anamorfose para as outras ja mencionadas € que a figura
pintada fica disposta de forma seccionada, conforme o nimero de lados da base. Na Figura 13
tem-se um exemplo onde a base da piramide € quadrada e € possivel ver que a imagem original
precisou ser dividida em quatro partes triangulares, as quais ficam dispostas separadamente no

papel para que seja possivel recriar a imagem no espelho.

_——

Figura 13: Exemplo de anamorfose piramidal de base quadrada. (AECHIVIOMACMAT, 2014)

De forma geral, ao planejar a disposi¢do da imagem final em um anamorfismo pira-
midal, se a piramide tem base com n lados, a imagem precisard ser dividida em n partes e
pintadas separadamente. Essas partes serdo definidas pela projecao ortogonal das faces laterais
da piramide sobre a base. Na Figura 14 € possivel ver como fica a separagdo. Para cada caso, o
espaco reservado para a imagem final € o poligono ABCD e ABCED respectivamente. Assim, a
imagem que aparece na regido 1, é reflexo da regido /, a imagem da regido 2 € reflexo da regido

11 e assim sucessivamente.
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(a)

28

Figura 14: Esquema representativo da distribuicao e seccio da imagem em uma anamorfose pira-

midal: (a) base quadrada e (b) base pentagonal.
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3 MATEMATICA E ANAMORFOSE

Algumas técnicas para a criacdo de uma anamorfose derivam de um planejamento ma-
temdtico apoiado pela 6tica geométrica. Assim, neste capitulo trata-se de apresentar a Gtica
geométrica, o comportamento da luz em uma anamorfose e com isso, o entendimento da ima-

gem pelo observador, justificando sua reconstitui¢do.

3.1 UM POUCO DE PERSPECTIVA E GEOMETRIA PROJETIVA

Para entender o funcionamento de uma anamorfose, é preciso conhecer alguns elemen-

tos da perspectiva e ter uma ideia introdutdria de geometria projetiva.

3.1.1 SISTEMA DE PROJECAO

Quando se faz um desenho, seja ele representando uma realidade ou nao, geralmente
provém de um objeto tridimensional representado em um plano. Para cada ponto do objeto
tridimensional hd uma correspondéncia, sendo ela biunivoca, relacionando ponto-a-ponto o ob-
jeto tridimensional com sua imagem no plano. A este procedimento did-se o nome de Sistema

de Projecao, Figura 15, onde estdo presentes os seguintes elementos:

o observador ou o centro de projecao;
* o objeto;

* a projecao;

o plano de projecao;

* ¢ areta projetante.
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Projetante

Figura 15: Elementos no Sistema de Projecao.

As retas que t€ém como ponto comum o observador, passando pelos pontos a serem
projetados (objetos) e intersectando o plano de projecdo sdo chamadas de projetantes. De acordo
com a posicdo ocupada pelo observador (a uma distancia finita ou no infinito), os sistemas de

projecao se classificam em: sistema de projecao conico ou sistema de projecao cilindrico.

* Sistema de Projecao Conico: tem como caracteristica o centro de projecdo a uma
distancia finita do objeto e as retas projetantes convergindo num ponto, formando uma
figura similar a um cone. Nesse sistema, € proporcionada a perspectiva real ou exata,
ou seja, reproduz exatamente a realidade, estando o observador a uma distancia finita do

objeto, Figura 16.
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QUABRD

Figura 16: Modelo de Sistema de Projecao Conico. (VELASCO, 2006)

* Sistema de Projecao Cilindrico: sua caracteristica é ter o observador no infinito, con-

sequentemente, as retas projetantes sao paralelas entre si. Dependendo da posicdo do

observador, ainda € classificada em obliqua ou ortogonal, Figura 17.

O - infinito

: LN

BI

¢ A Q c

(b)

Figura 17: Modelos de Sistema de Projecao Cilindrico: (a) obliquo e (b) ortogonal. (VELASCO,

2006)

3.1.2  PROJETANDO UM OLHAR NA PERSPECTIVA

Enquanto a geometria euclidiana estuda os objetos como eles realmente sdo, a geome-

tria projetiva, além disso, d4 enfase a como esses objetos sdo vistos. E comum haver diferenca

entre como se enxerga um objeto e como ele realmente €. Exemplo disso sdo os trilhos de um

trem que, pela geometria euclidiana sdo paralelos, mas aparentam estar cada vez mais proximos

entre si a medida que se distanciam do observador. Outro exemplo é o canto de uma sala, o qual

¢ formado por trés angulos retos que, no entanto, sao vistos como trés angulos que totalizam

um giro completo (360°). De forma geral, comprimento, angulo, paralelismo e forma podem
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ser distorcidos quando olha-se um objeto (WYLIE, 1970). Essa deformacao que o objeto sofre

ao ser observado de diferentes pontos pode ser entendido com o auxilio da geometria analitica.

Um exemplo disso € quando se quer pintar (projetar) um objeto que estd num plano
horizontal em um quadro que estd num plano de projecao vertical. Para isso, pode-se apresentar

um modelo matematico que relaciona cada ponto objeto P a sua projecdo P'.

Considere o semi-plano 7,, tal que 7, : z=0, y < 0. Considere também o semi-plano
m;, tal que ; : y =0, z > 0. my serd denominado “semi-plano objeto” e é onde estard o objeto
que sera projetado no “semi-plano imagem” (7;) segundo a perspectiva de um observador no
ponto O = (0,y,,2,), com y, > 0 e z, > 0. A projecao de cada ponto ocorre da seguinte forma:
dado um ponto P € 7, sua respectiva projecdo em 7; serd o ponto P’, tal que Oﬁﬂ =P,

Figura 18.

linha de fuga

o

T

/ linha da Terra

Figura 18: Observador em O vé o objeto em P sendo projetado na posi¢ao P'.

Vale destacar dois elementos da perspectiva: a “linha da terra” e a “linha de fuga”. A
linha da terra é a reta 7, N 7;, onde todo ponto objeto P terd como projecéo o ponto P, tal que
P = P'. Alinha de fuga é a reta contida em 7; com z = z,, onde seus pontos ndo sdo proje¢do

de nenhum ponto em 7.

O objetivo sera, dado a posi¢ao do observador O e dado qualquer ponto P, encontrar
sua imagem P’. Sendo assim, tome P = (x,,y,,0) e O = (0,y,,2,), a equacdo da reta OP & dada

por:
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ob - =0 _ =¥ _1T%
x—=0 yp,—yo 0—2

Eliminando os zeros:

op. LYY 7% (1)
Xp  Yp—Yo —Zo0

Tem-se que P’ serd o ponto de Oﬁ comy =0, pois P’ = O% N 7;. Assim, igualando y a

zero em (1):

p.l= T _tT%
Xp Yp—Yo —Z0
(2)
poto o o7t
Xp Yo—Yp 2o
Utilizando a primeira igualdade de (2), tem-se:
A {0
Xp Yo _Yp,
x = “pko
Yo —Yp
E utilizando a segunda igualdade de (2), tem-se:
Yo _ Zo— <
Yo = Yp 20
Z
;= YoZo + 2,
Yp—Yo
; = 2o
Yp—Yo
Portanto, cada ponto P = (x,,y,,0) em 7,, terd sua imagem P’ em 7;, tal que:
P’:( Yo o 2r%o ) 3)
Yo—Yp Yp—DYo

A partir dai, alguns resultados interessantes da perspectiva podem ser verificados.
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Exemplo: Considere a familia de semi-retas paralelas r : x =k, z=0,comy <0 e
k € R vistas por um observador em O = (0,5,4). Assim substituindo esses valores em (3), a

imagem de r sera:

—5k
Yo = Y =07 =
)’p_s

2y,
)’p_s

A projegdo ¥/, com k variando de —5 a 5 com incremento de 0,5, Figura 19, mostra
que a projecao dessas semi-retas paralelas é dada por segmentos concorrentes. Em geral, toda
familia de semi-retas paralelas, concorrentes a linha da terra, terdo como projecao segmentos
concorrentes que tendem a se interceptar num ponto da linha de fuga (ponto de fuga). E inte-
ressante que a medida que a semi-reta tende ao infinito, sua projecdo vai tendem ao ponto de

fuga, Figura 19.

Figura 19: Grifico de /, com k variando de —5 a 5 com incremento de 0, 5.

3.1.3 CONSTRUCAO DE UMA ANAMORFOSE OBLIQUA

A anamorfose obliqua € muito presente em nosso cotidiano, como exemplo tem-se as
sinalizagdes de transito horizontais, que sdo as mensagens pintadas no proprio asfalto com o ob-
jetivo de, além de canalizar e orientar o fluxo, complementar os sinais verticais de regulamentacao.
E comum as pessoas perceberem e se perguntarem o porqué das letras, setas e simbolos estarem

desproporcionais, alongados verticalmente.

Tal procedimento se justifica uma vez que o grande empecilho ao usar o solo como
espacgo para sinalizacdes, € que ele estd num plano obliquo em relacdo a visao do motorista, o
qual s6 poderia ler com maior clareza a mensagem quando ja estivesse muito proximo dela. Por
isso, as mensagens sofrem essa deformacdo anamorfica linear vertical, de forma que, quanto
mais alongada for a mensagem, o motorista podera ter uma leitura satisfatéria de uma distancia

maior.
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Em relacdo as medidas, existem certos padroes de legalidade. Segundo o Manual
Brasileiro de Sinaliza¢do de Transito (CONSELHO NACIONAL DE TRANSITO, 2007), as
legendas (mensagem escritas) devem ter altura, em vias urbanas, de 1,60m onde a velocidade
permitida é menor do que 80km/h e 2,40m onde a velocidade é maior do que 80km /h. J4 em
vias rurais as alturas sdo de 2,40m e 4,00m para velocidades menores do que 80km /h e maiores
do que 80km/h respectivamente. E essas sdo criadas a partir de um modelo com altura de 50cm,
onde as letras ndo estdo deformadas. Como exemplo, a Figura 20 (a) mostra o modelo de letras
para legenda sem deformagdes, cada quadrado mede 10cm x 10cm. Ja na Figura 20 (b), é dado
o modelo de letras para ser pintado em vias rurais com velocidade permitida acima de 80km /h.

Cada retangulo mede 10cm x 80cm.

(b)

Figura 20: Modelo para letras de legendas de sinalizacoes de transito horizontais: (a) sem
deformacao e (b) com deformacao para ser pintado em vias rurais. (CONSELHO NACIONAL
DE TRANSITO, 2007)

Exemplo: Considere um motorista dirigindo seu veiculo em via rural, onde a veloci-
dade permitida seja superior a 80km/h, Figura 21. Para esse caso, segundo a regulamentagio
de transito, as letras devem ter altura de 4m (|AC| = 4m). Supondo que nesse modelo de carro
os olhos do motorista ficam a uma altura de 1,6m ([VE| = 1,6m) em relagio ao solo. Conside-

rando também que o motorista estd olhando para frente (com o eixo do cone visual em posi¢ao
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horizontal) e que a superficie da estrada naquele trecho € plana e horizontal. O objetivo deste

exemplo € descobrir a qual distancia o motorista pode ler a mensagem.

Figura 21: Representacao da situacao problema. Adaptado de (BLOGSPOT, 2014)

A pintura no chao terd sua projecao do segmento AB, pois a projecao deve ser perpen-
dicular ao eixo do cone visual. Assim os extremos da projec¢do serdo os pontos A e C’, onde
a mensagem terd sua leitura facilitada quando a projecdo tiver as medidas originais (50cm de

altura), Figura 22.

1,6m

3 A 4m
Figura 22: Esquema representativo da situacao problema.

A distincia ideal para que o motorista leia a mensagem é |EA| = x. Note que os

tridngulos CVE e CC'A sdo semelhantes e a distincia |[EA| pode ser calculada pela relagéo:

1,6 0,5
x+4 4
0,5x+2 = 6,4,
0,5x = 4.4,
44

x = 07—5,

x = §,8.

Logo, a distincia ideal para que o motorista leia a mensagem é a |[EA| = 8,8m. Vale
destacar que conforme a situacdo, a altura do ponto de vista ou irregularidades na pista por

exemplo podem provocar variacdes no resultado.
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3.2 CONSTRUCAO DE UMA ANAMORFOSE CONICA

A anamorfose conica € aquela que ocorre pela reflexdo do objeto em um cone espe-
lhado, com o observador a certa distancia, sobre o vértice do cone. A deformagdo deixa a figura

irreconhecivel mas, analisando a matemaética envolvida, descobre-se a sua simplicidade.

3.2.1 PROPAGACAO DA LUZE A OTICA GEOMETRICA

A luz propaga-se por meio de ondas de comprimento relativamente pequeno, cerca de
500nm ou 5 x 10~ "m, por isso “sob algumas circunstincias, as ondas se comportam como se
viajassem em linha reta, sendo bloqueadas por barreiras e projetando sombras bem definidas”
(HALLIDAY; RESNICK, 1991). Por isso, para situacdes que ndo envolvam medidas muito
pequenas, pode-se considerar como se a luz propagasse em linha reta. A Otica geométrica

baseia-se nesse modelo aproximado da propagacdo da luz.

Quando a luz transita de um meio para outro, geralmente ocorrem dois fendmenos: a
reflexdo e a refragc@o, sendo para esse trabalho, revelante apenas o primeiro fendmeno. Quando
a luz reflete, tem-se dois raios que intersectam-se no ponto de incidéncia /: o raio de incidéncia
e o raio de reflexao. Estes por sua vez, formam os angulos de incidéncia (definido pelo raio de
incidéncia e a normal a superficie em /) e de reflexdo (definido pelo raio de reflexdo e a normal

a superficie em /), Figura 23.

Raio de )
S Raio de
incidéncia
reflexdo

Figura 23: Esquema representativo da reflexao da luz.

Seja o plano de incidéncia definido pelo raio de incidéncia e a reta normal a superficie

refletora em relagdo ao ponto de incidéncia. A reflexdo da luz é governada pela seguinte Lei,



38

(HALLIDAY; RESNICK, 1991).

Lei da Reflexdo: O raio de reflexdo permanece no plano de incidénciae o' = a. .

3.2.2 A MATEMATICA NA ANAMORFOSE CONICA

Para mostrar os conceitos matematicos envolvidos na anamorfose conica, considera-se,
por exemplo, o observador no infinito ou seja, os raios refletidos que chegam ao observador sao
paralelos entre si e também, paralelos ao eixo do cone como ilustra a Figura 24. Note que, por

exemplo os pontos A, B, C e D, tém como imagem os pontos A, B', C' e D', respectivamente.

Figura 24: Reflexdo da luz e formacao da imagem na anamorfose cénica, com o observador no
infinito.

Partindo desse modelo, o objetivo €, dado o raio b e a altura & do cone, encontrar uma
equacdo que relacione cada ponto P’ = (+/,0’) da imagem formada na base do cone com um
ponto P = (r,0) do objeto. Como o raio de incidéncia, raio de reflexdo e reta normal estdo

contidos no plano de incidéncia, tem-se que 60 = 6’

Para relacionar r e 7/, secciona-se o cone como apresentado na Figura 25, obtendo o
triAngulo AABC. O observador vé a imagem P’ através do raio de reflexdo ﬁ, paralelo ao eixo

do cone, sendo I o ponto de incidéncia e consequentemente ﬁ o raio de incidéncia, Figura 25.

Considerando o a medida da bissetriz do angulo ZBAC tem-se que:

b
tan(ot) = W

o = tan! (é)
h



39

- -4

Figura 25: Reflexao de raio de luz no espelho conico e relacao entre os elementos envolvidos.

S S v
Observa-se que AM || DP' ejﬁ é transversal a ambas, logo /MAC e /P'IC sdo angulos
colaterais e sendo assim, ZMAC = ZP'IC = a. Note também que ZDIA é o Angulo oposto pelo
vértice de ZP'IC, logo ZDIA = «.

Tem-se também que ZDIA = ZCIP, pelo fato de que, pela Lei da Reflexdo, angulos

de incidéncia e de reflexdao sdao congruentes.

Pelo tridngulo AIP'C, obtém-se:

b s
tan(ot) = h/r )

W o= tan Y(a).(b—7).

“4)

Considerando x a medida do segmento P'P, pelo tridAngulo AIP'P, tem-se que:

x
tan(2.a) = W
x = Hh.tan(2.a).

Como resultado ja conhecido, a tangente da soma de arcos € dada por:

tan(a) + tan(b)
1 —tan(a).tan(b)’

tan(a+b) =

entao:
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_ 2.tan(a)
T —tanz(a)h ' )

Substituindo (4) em (5), obtém-se:

2.tan( o) 1
— 7 _tan" (at).(b—7
x () " (cr).(b—"r'),
(6)
2.(b—7)
X = ——.
1 —tan?(ox)
Sabe-se que r = 1/ + x assim, substituindo o resultado de (6) tem-se:
b—r
=r4+2—. 7
r=ra 1 —tan?(x) ™

De (7), conclui-se que cada ponto P’ = (¥, ) (exceto o ponto (0, 8), que ndo terd ponto

b_ /
objeto definido) interno a base do cone tem como ponto objeto P = | ' + 2.—r, 0.
1 —tan?(x)

E, assim pode-se determinar cada ponto objeto da figura anamérfica.

3.3 CONSTRUCAO DE UMA ANAMORFOSE CILINDRICA

Na anamorfose cilindrica utiliza-se um cilindro refletor e nesta sessdo é apresentado
um modelo matematico com o qual pode-se, a partir do posicionamento de um ponto na imagem
final, encontrar seu respectivo ponto a ser representado no plano objeto. O conhecimento prévio

que se faz necessdrio € sobre o vetor projecdo e a projecao ortogonal.

3.3.1 O VETOR PROJECAO

O vetor projecao na geometria analitica tem varias aplicagdes e também serd necessario

neste trabalho.

Definicao 3.1 (Vetor Projecdo:). Sejam os vetores ndo-nulos U eV noR3. Considere também
o ponto A’ sobre o pé da perpendicular baixada da extremidade de U sobre o vetor V ou o seu
prolongamento. Se O é a origem comum entre UeV, define-se o vetor projecdo de U sobre

—
7, denotado por Pro j~ 7, como sendo o vetor OA’, Figura 26.
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Figura 26: Representacao do vetor projecao.

Seguem outras defini¢cdes e proposigdes que serdo necessdrias:

Definicao 3.2. Sendo U eV ndo nulos, o vetor i é dito muiltiplo do vetor V se ambos tém

mesma direcdo e, sendo assim, w = 17, para algum A € R.

Definicao 3.3. O produto interno dos vetores U eV éonimeroreal .V definido da seguinte

maneira:

~J 0 ,se7:6>0u7:6>
B 1% |.| V' |.cos® ,867756>,7756>, sendo 0 = Z(U, V).

Entenda por 4(7, 7) o menor dngulo ndo negativo formado pelos vetores.

Da Defini¢do 3.3, tem-se a seguinte proposicao:

Proposicao 3.4. O produto escalar de um vetor ndo nulo por ele mesmo é igual ao quadrado

da norma desse vetor, pois pela defini¢do 3.3:

V.V = |V||V].cos0
VY o= [V}

Proposicao 3.5.
7.720, comV eV ndonulos =W 1LV

Demonstracao:
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Utilizando a Defini¢do 3.3, tem-se:

Y = 0, comV eV ndo nulos
1% |.| V' ].cos6 =0

cosf =0

g—"

2
w1V,

r T T

Com as defini¢des e proposi¢Oes anteriores € possivel demonstrar a proposi¢cdo se-

guinte:

_>
Proposicao 3.6 (Projecdao Ortogonal). A projecdo otogonal do vetor U sobre o vetor V # 0

é dada por:

Pr0j77 = %‘27

Demonstracao:

_>
A proje¢do ortogonal do vetor U sobre o vetor V', ndo nulos, é dada pelo vetor OA,
Figura 26. Note que, pela Defini¢do 3.2, OA € um multiplo de W, assim:
. —
Pr0]77 —O0A=17V, para algum A € R (8)

—
Sendo o vetor /A = — AV perpendicular ao vetor W, tem-se:

(U —AV) LV =
(U —AV). V=0 = )
UV AV V)=0

Aplicando o resultado da Proposicao 3.4 e isolando A na equagdo (9), tem-se:

WV
A= i (10)

E, substituindo A encontrado em (10) na equagéo (8), tem-se:

Pr0j77 = ?7
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3.3.2 A MATEMATICA NA ANAMORFOSE CILINDRICA

A Matematica por trds de uma anamorfose cilindrica pode ser apresentada partindo da
Figura 27 (a), onde a imagem € imaginada dentro do cilindro, pois deseja-se que o observador
veja a imagem final do personagem Mickey no cilindro. Assim, por exemplo, para gerar a
imagem do olho direito do personagem, deve-se encontrar o ponto de incidéncia do raio com
o espelho, a partir dai identificar a normal ao cilindro pelo ponto de incidéncia e com isso é
possivel gerar o raio de incidéncia, o qual intercepta o plano objeto no ponto referente ao olho
do Mickey. Repetindo o processo para os outros pontos a figura deformada pode ser construida,
Figura 27 (b), (SPICKLER; BERGNER, 2011).

(b)

Figura 27: Compreensao de um anamorfismo cilindrico: (a) planejamento envolvendo observa-
dor, objeto, imagem e raios de incidéncia e reflexao e (b) imagem final deformada. (SPICKLER;
BERGNER, 2011)
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A Figura 28 representa o esquema da reflexdo em um espelho cilindrico cujo processo

¢ descrito matematicamente. Sem perda de generalidade, fixa-se o plano objeto no plano xy e

define-se o cilindro por 7 : x> +y* = 2.

Figura 28: Esquema de representaciio da reflexdo em um espelho cilindrico.

Considerando V = (vy,vy,v;) o ponto do observador (externo ao cilindro e ndo perten-
cente ao plano objeto) e P = (py, py, p;) como um ponto da imagem final (interno ao cilindro),

0 objetivo serd encontrar o ponto R, no plano objeto, cujo ponto P € a sua imagem no espelho.

A relagdo entre R e P é dada pela 6tica: o raio de incidéncia parte de R, incidindo no
espelho em I, entdo reflete, atingindo o observador em V. Porém, o observador interpreta como

se o que € visto estivesse atrds do espelho, em P.

Para determinar as coordenadas de I, deve-se definir a reta W, entao obter W N7 que

serdo dois pontos. O ponto entre V e P é o ponto procurado (7).

Sendo assim, a equagdo da reta W ¢ dada por:

VE = P+t(V—P), com teR,
W = (px,py,pz)—l-t((vx,vy,vz)—(px,py,pz)),

VP = (peti(n — Px)s Py Ft(vy—py), Pz +1(v; — p2)). (1)

Substituindo o resultado de (11) na equagao do cilindro (W N ), tem-se:

P = X242
P = (pett(ve—pa)) + (py+1(vy = py)),
ro= P)zc+2fpx(vx—l9x)+t2(Vx—Px)2+P§+2tpy("y_py)‘HZ(Vy_Py)za
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0 = 2((ve—px)?+ (y—py)2) +12(pe(ve— px) + Py(vy — py) + (P24 P2 —17).  (12)

A equagdo (12) € de segundo grau, ressaltando que P € interno ao cilindro e V € externo,
\</—l>J € secante ao cilindro e com isso a equagdo (12) terd duas raizes reais distintas sendo uma
referente a interseccdo entre V e P, onde 0 <t < 1 (referente a /) e a outra, intersec¢do, onde

t <0.

Tais raizes podem ser obtidas por:
—bE£Vb%—4ac

2a
com a, b, ¢ sendo os coeficientes da equacao (12).

Comparando as duas raizes, tem-se:
—b = -—b,
—b—Vb?—4ac < —b++Vb?*—4ac.

E ja que o valor de a em (12) é estritamente positivo pois é a soma de quadrados,

tem-se:

—b—+/b?>—4ac < —b+Vb? —4ac

2a 2a

Mas, pelo que foi visto anteriormente, uma raiz serd negativa e outra positiva e a raiz

referente a I serd a positiva, logo:

i =
! 2a

E com isso, o ponto de incidéncia I é dado pela equagdo 11, com ¢ = t;, ou seja:

I = (pc+ti(ve—px), py+1i(vy — py),pr +1i(v;— p2)).

O que serd denotado por:

I = (iniy,i).

Para o caso particular do cilindro, sabe-se que a normal em / € o prolongamento do

raio que passa por /I, assim, pode-se estabelecer o vetor normal 7, com origem em (0,0,i;) e
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extremidade em /, ou seja:

W= (ix—0,i,—0,i;—i),

— ..
n = (iyiy,0).

Com esses resultados, pode-se esbocar o esquema da Figura 29 (a), onde apresenta-se

o vetor v com origem em / e extremidade em V. O objetivo serd definir o vetor 7, simétrico

aV em relacdo a .

Porém, tracando a projecdo ortogonal do vetor V em 7 (Pro jﬁ?), obtem-se o es-

quema da Figura 29 (b).

(a) (b)

Figura 29: Projecao normal: (a) vetor normal 7 e (b) projecao ortogonal Pro j— V.
Note que V+d =Pro j77, ou ainda:

d = Proj> VvV —7. (14)

Substituindo o resultado da Proposi¢cdo 3.6 em (14), tem-se:

qd = Proj77—7,
Y

[n|?

(15)

Observando que 7 pode ser obtido pela soma dos vetores V e2d, tem-se:
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7 = V+24d. (16)
Substituindo o resultado de (15) em (16), obtém-se:
7V
7= V(-7
n
270V
Iz
E que sera denotado por:
7 = (rx;ryﬂ’z)-
Assim, para determinar as coordenadas do ponto R, tem-se que a ﬁ ¢ dada por:
ﬁ = I+t7, com teER,
R = (ix+tre,iy+1try, i +tr;). (17)
Sendo R o ponto de ﬁ com z = 0. Igualando z a 0, obtém-se:
i;+tr, = 0,
iz (18)
r = ——=.
Iz

Substituindo (18) em (17), obtém-se o ponto R:

. i1y . ir
R= zx——,zy——y,O .
rz rz

Logo, pode-se determinar cada ponto da figura anamérfica no plano objeto.
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4 OFICINA ANAMORFICA E APLICACOES DA ANAMORFOSE NO ENSINO

Neste capitulo apresentam-se atividades realizadas com os alunos em uma oficina de
apresentacdo da técnica da anamorfose. Além de outras atividades que podem ser desenvolvidas
com alunos do Ensino Bésico em um trabalho interdisciplinar. Por fim, faz-se uma apresentacdo

do uso do software Anamorph Me!.

4.1 A ANAMORFOSE EM UMA OFICINA DE MATEMATICA

Como previsto no planejamento anual e sugerido nos livros didaticos, trabalha-se no
6° ano os conceitos de ponto, reta, plano e segmento de reta. Além de conceitos referentes ao
posicionamento da reta (inclinada, vertical e horizontal) ou ao posicionamento de uma reta em

relacdo a outra (concorrentes, perpendiculares, paralelas e coincidentes).

No ano de 2013, no Colégio Estadual do Campo Professor Aloisio, Campo Largo,
Parana, foi proposta aos alunos do 6° ano do Ensino Fundamental uma atividade que, usando a
geometria, teria como produto final a constru¢do de uma figura anamorfica. Tal atividade poe
em pratica os assuntos mencionados, além de dar a nocdo de coordenadas, plano quadriculado

e plano polar, mesmo que de forma sutil.

Inicialmente foram apresentadas aos alunos obras de Istvan Orosz, exemplos de ana-
morfismos cilindricos. O primeiro contato gerou certa incompreensao, alguns demoraram para
perceber que a imagem era resultado de um reflexo. Mas logo as criangas passaram a interagir

tanto com a imagem quanto com o cilindro utilizado para apresentar a técnica, Figura 30.
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Figura 30: Imagem anamérfica apresentada aos alunos.

Na aula seguinte solicitou-se aos alunos que criassem uma malha quadriculada for-
mada por 9 linhas verticais e 7 linhas horizontais. Essas linhas foram nomeadas da seguinte
forma: as horizontais de 1 a 7, de baixo para cima e as verticais de A a I, da esquerda para a
direita, Figura 31 (a). Feito isso, comentou-se que cada ponto resultante da interse¢ao de duas
linhas (uma horizontal e outra vertical) poderia receber um c6digo para ser identificado por
exemplo, o ponto de intersec¢do das linhas B e 5, serd chamado de ponto B5. Depois de traba-
lhado esse conceito de coordenada, cada aluno criou uma figura formada apenas por segmento

de reta que tivessem seus extremos nesses pontos como no exemplo da Figura 31 (b).

() (b)

Figura 31: Material apresentado aos alunos: (a) malha quadriculada e (b) exemplo de desenho.

Na sequéncia, os alunos fizeram uma lista de todos os segmentos que foram usados
para criar os seus desenhos. Por exemplo, para formar o telhado da casa, Figura 31 (b), foram
usados os segmentos A4BS, BSE7, ETHS e H514. Posteriormente, cada um trocou a sua lista
com a de um colega procurando reproduzir a imagem usando s6 a lista que lhe fora fornecida.

No inicio alguns tiveram dificuldade em compreender o que fora pedido, mas com algumas
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explicacdes extras, todos foram capazes de construir o desenho do colega. Com isso, eles

observaram que seus desenhos poderiam ser decifrados através dos codigos que eles geram.

Por fim, apresentou-se uma malha composta por 7 linhas dispostas como arcos de
circunferéncia e 9 linhas radiais, como na Figura 32 (a). Instruiu-se os alunos para que nume-
rassem as semi-circunferéncias de 1 a 7 da menor para a maior e as linhas radiais com letras de
A a [ da direita para a esquerda. Com isso, solicitou-se que refizessem seus desenhos, usando a
lista de cdédigos (coordenadas) nessa nova malha respeitando a disposicao das linhas como no

exemplo da Figura 32 (b).

(b)

Figura 32: Oficina com os alunos: (a) malha radial e (b) exemplo de figura associada.

Além da aplicacdo dos conceitos de geometria anteriormente estudados, tal atividade
rendeu figuras bem criativas e que chamaram a atencao por ser uma novidade para a grande
maioria dos alunos e funciondrios da colégio, Figura 33 (a) e (b). Alguns alunos até procuraram
o professor para obter maiores informagdes sobre o tema e pedindo dicas para um concurso de

desenhos que iria acontecer na escola.

(@) (b)

Figura 33: Anamorfismo cilindrico construido por alunos do 6° ano: (a) espada samurai e (b) casa.

Como cilindros refletores utilizou-se as tradicionais canecas de aluminio do colégio,

que ddo um bom resultado além de serem de fécil acesso. Ou ainda pode-se revestir um cano de
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PVC com uma pelicula protetora (insulfilm refletor), que tem baixo custo € produz uma imagem

de melhor qualidade.

Note que, para as linhas horizontais e verticais tem-se linhas referentes na malha de-
formada, ficando fécil a reproducdo do desenho. J4 para as linhas inclinadas, ndo. Assim, um
erro comum entre os alunos foi ao reproduzir essas linhas inclinadas. Veja na Figura 33, por
exemplo, que o telhado da casa estd um tanto torto. Assim, outro tema que pode ser abordado
nesse momento, para sanar essa dificuldade, € a construcao de curvas por interpolagdo, ja que

as posicoes de alguns pontos da curva sdo evidentes (0s que passam pelas linhas j existentes).

Essa atividade teve um bom retorno. Assuntos de geometria foram revistos de forma
lidica através de atividades praticas, com boa aceitacdo, conseguindo a participacao total e

satisfatdria por parte dos alunos.

Tal oficina despertou também a curiosidade dos alunos do 2° ano do Ensino Médio e
uma oficina similar foi desenvolvida com eles. Pelo fato de ser aplicada na disciplina de Fisica
e com alunos adolescentes e jovens, foi possivel trabalhar conceitos de Otica geométrica e os
desenhos apresentados foram mais elaborados. Nessa oficina, diferente da outra, teve uma etapa
anterior: a aplicacdo de um questiondrio, avaliando o conhecimento e a capacidade de analisar

as deformacdes anamorficas antes de conhecer mais sobre essa técnica, conforme Anexo A.

O objetivo da aplicacdo do questiondrio foi, perceber as dificuldades dos alunos em
compreender uma anamorfose buscando significados para a deformacdo, sem conhecer formal-
mente nada sobre a técnica. Também nesse questiondrio, esperava-se que os alunos fizessem
conexoes entre a técnica e um assunto que tinham visto a menos de um més: a reflexdo da luz.

Porém, tal ligacao foi feita por poucos.

A Figura 34 mostra alguns dos desenhos apresentados pelos alunos e a sua criatividade,

com destaque para os detalhes.

(b)

Figura 34: Anamorfismos cilindricos construidos por alunos do 2° ano: (a) carro e (b) cavalo.
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4.2 ATIVIDADES SUGERIDAS

Nesta secdo sdo apresentadas sugestoes de atividades para serem reproduzidas ou adap-
tadas, conforme o interesse do professor em contetdos da disciplina de Matematica em conjunto

com outras disciplinas tendo a anamorfose como elo de ligacao.

4.2.1 ATIVIDADE COM MALHAS ORTOGONAIS E NAO-ORTOGONAIS

Essa atividade tem por objetivo familiarizar o aluno com o plano ortogonal e com o
conceito de coordenadas. Além disso, perceber a praticidade ao deformar imagens de um plano

ortogonal para outro ndo ortogonal, usando o quadriculado.

No procedimento constréi-se uma malha quadriculada com tamanho 16x16. Em se-
guida, nomeia-se as linhas e colunas de quadrados formados. Para facilitar as localizacoes,
sugere-se usar nimeros e letras como na Figura 35 (a). Para a criag¢do da figura, pinta-se o in-
terior de alguns dos quadrados como na Figura 35 (b), que mostra o personagem Mario Bross.

Para a confec¢do da malha e da figura pode-se utilizar os softwares Geogebra e Paintbrush.
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Figura 35: Malha ortogonal: (a) malha quadriculada e (b) imagem associada a malha ortogonal.

Uma outra atividade trata-se de transferir as informacdes do desenho da malha orto-
gonal para outros tipos de malhas com o propésito de criar efeitos de ilusdo, anamorfoses, ou
apenas deformacoes; as malhas da Figura 36 dao a no¢ao de perspectiva, a deformagao de uma
anamorfose cilindrica e a simulagdo de uma saliéncia em forma de bolha, respectivamente. A

Figura 36 apresenta também a imagem do personagem Mario Bross associada a essas malhas.
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Figura 36: Deformacoes da malha quadrada e imagem associada.

4.2.2 REFLEXAO E ANAMORFOSE

Exercicios que envolvem reflexdo para determinar a posicao dos pontos objetos, ima-
gem ou angulo de incidéncia, geralmente sdo apresentados e resolvidos com o uso da malha
quadriculada; apresentando as medidas de forma escrita podendo o desenho ser meramente

ilustrativo; ou ainda ser resolvido de forma intuitiva. Seguem trés exemplos:

Exemplo 1: Jodo encontra-se na posicao O olhando para a superficie refletora de um

espelho plano EP. Maria passa atrds de Jodo, percorrendo a reta r conforme a Figura 37.

EF

Figura 37: Representaciao da situacao problema envolvendo uma superficie refletora. (TORRES,
2010)



54

Em quais dos locais indicados (A, B, C, D e E) Maria deve se posicionar para que sua

imagem seja vista por Jodo? (TORRES, 2010)

Exemplo 2: Reproduza a imagem em seu caderno da Figura 38, ela representa dois

pontos, A e B, que estdo diante de um espelho plano E. Determine a distancia entre B e a
imagem de A. (TORRES, 2010)

Figura 38: Representacio dos pontos A e B diante de um espelho. (TORRES, 2010)

Exemplo 3: (PUC-RJ) Quais dos objetos A, B, C, D e E sdo vistos pelo observador P
ao olhar para o espelho plano esquematizado na Figura 39. (MARISTA, 2014)

Anteparo

Ae
B o f s P

Mo

Espelho

T i RETETER=S

Figura 39: Representacao esquematizada de um observador ‘“P” e objetos. (MARISTA, 2014)

Observe que essas trés atividades podem ser resolvidas sem uso da régua e compasso.
Mas que, se o desenho for em escala (proporcional as medidas reais e ndo s6 meramente ilus-
trativo), estes exemplos podem ser resolvidos com régua e compasso, construindo o ponto ima-
gem, simétrico ao ponto objeto em relagcdo ao espelho, associando 6tica e desenho geométrico

e utilizando um instrumento esquecido no Ensino Bésico: o compasso.
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4.2.3 MENSAGEM ESCONDIDA

Esta atividade propde a deformacao de mensagens de forma similar com a que ¢ feita
nas sinalizac¢des de transito. Como ja foi visto, para que as sinalizagdes de transito horizontais
possam ser lidas com mais clareza pelo motorista, essas sdo deformadas linearmente no sentido
vertical. Faca o mesmo com duas mensagens quaisquer (a2 mao ou usando um software) e
para aumentar a deformagao das mensagens construa uma sobreposta a outra , uma no sentido

vertical e a outra no sentido horizontal como no exemplo da Figura 40.

Figura 40: Mensagens sobrepostas.

As mensagens parecem indecifraveis, porém se inclinar a folha no sentido vertical

uma mensagem pode ser lida, Figura 41 (a) e inclinando a folha no sentido horizontal, a outra,
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Figura41 (b).

Figura 41: Imagens da Figura 40 vista com a folha inclinada nos sentidos: (a) vertical e (b) hori-
zontal.

Nessa atividade podem ser apresentados assuntos como perspectiva, proporcao, uso da

malha quadriculada, geometria euclidiana, geometria projetiva, entre outros.

4.2.4 PANTOGRAFO E ANAMORFOSE

O objetivo dessa atividade é mostrar a possibilidade de construir (com materiais con-
cretos ou através do software de geometria dindmica, como o Geogebra) um pantografo dife-

rente do convencional, o qual € utilizado para construir anamorfismos conicos, Figura 42.

Figura 42: Pantégrafo usado para criar anamorfismos conicos. (KENT, 2013)
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O pantdgrafo € uma ferramenta utilizada para transladar, ampliar ou reduzir imagens.
Seu funcionamento € prético e sua constru¢do para fins didaticos pois envolve assuntos como:
congruéncia entre tridngulos e outros poligonos, razao e propor¢ao de medidas e caracteristicas

do paralelogramo e do losango.

Assim, antes de apresentar ao aluno o pantégrafo para a confeccdo de anamorfis-
mos, sugere-se que seja trabalhado o pantégrafo tradicional buscando transmitir o conceito

matematico envolvido em seu funcionamento, Figura 43.

Figura 43: Pantografo tradicional, usado para transladar, ampliar ou reduzir imagens. (CASA
DAS CIENCIAS, 2011)

425 ANAMORFOSE DE GRAFICOS

Principalmente usado em estudos fisicos e estatisticos, a anamorfose de graficos con-
siste, basicamente, em reescrever a funcdo (lei de formacao) que define uma curva como uma

funcao linear, ajustando as varidveis envolvidas.

Exemplo 1: Considere a fungdo f: R, — R, tal que y = 2x>+ 1 e cujo grifico estd

representado na Figura 44.
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Figura 44: Representaciio grafica da funcio y = 2x% + 1.
Na anamorfose da funcio, reescreve-se a funcio y = 2x> + 1 na forma y' = ax’ + b.
Considerando y/ =y, a =2,x =x*e b= 1, tem-se:
y:2x2+l:>y':2x'—l—1.

Assim, a Figura 45 representa a fungdo y = 2x> + 1 com escalas x> e y.

Figura 45: Grifico da funcio y' = 2x’' + 1, anamorfose do grafico y = 2x> + 1.

Exemplo 2: Considere a funcdo y = k.a’*. Para linearizar esse tipo de funcdo, é
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necessdrio aplicar logaritmo em ambos os membros. Assim:

y = kabx
log(y) = log(k.a"™),
log(y) = log(k)+log(a"™),
log(y) log(k)+ b.x.log(a),
log(y) = (b.log(a)).x+1log(k).

Considerando y' = log(y), tem-se:

log(y) = (b.log(a)).x+log(k) =y = (b.log(a)).x+log(k).

E a fungdo terd sua anamorfose com escalas x e log(y) como representa o caso da

1
Figura46(a)e(b),comk=3,a:2eb:z

(a) (b)

1
Figura 46: Graficos das funcoes (a) y = 3.22% ¢ (b) sua anamorfose y = <zlog(2)> x+1log(3) com

y =log(y).

Exemplo 3: A anamorfose de graficos cuja lei de formagao € do tipo y = k.x? pode ser
feita aplicando também logaritmo em ambos 0os membros, tornando o procedimento andlogo ao

Exemplo 2.

y = kx“,

(v) = log(k.x?),

(v) = log(k)+log(x"),
log(y) = log(k)+a.log(x),

(v) = alog(x)+log(k).
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Considerando y' = log(y) e x' = log(x), obtém-se:

log(y) = a.log(x) +log(k) =y = a.x' +log(k).

Nesse caso também foi obtido o grafico de uma reta alterando as escalas dos eixos para

1
log(x) e log(y), como representado no caso da Figura 47 (a) e (b), com k = Sea= 3.

(a) (b)

1 1
Figura 47: Graficos das funcoes (a) y = E'X3 e (b) sua anamorfose y = 3.x' + log <2> com )y’ =
log(y) e X' =log(x).

4.2.6 ANAMORFOSE E OS MAPAS

A anamorfose também € muito utilizada para representar mapas, seja ele populacional,
socioecondmico, politico, entre outros. Tais representagdes podem ser exploradas com o apoio
da disciplina de Matematica. Pode-se explorar as deformacoes, escalas e projecoes, assim como

a leitura e compreensdo de mapas.

E interessante que os alunos saibam ler corretamente o mapa-mundi por exemplo,
onde os continentes e paises sdo representados com grande deformacao, ndo conservando suas

propor¢des ou formas.

Tem-se a seguir algumas sugestdes de exercicios que envolvem anamorfose e projecao

de mapas.
Exemplo 1: (UESC BA)

Anamorfose é um mapa no qual as superficies reais sofrem distor¢des para se tornarem

proporcionais a varidvel que estd sendo representada.

Com base nessa informacao e nos conhecimentos sobre a populacdo mundial, pode-se

afirmar que o mapa anamorfico representa.
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01. o nimeros de mulheres ocupando cargos de chefia.
02. a populagdo absoluta mundial.

03. os paises mais povoados do mundo.

04. o nimero de usudrios da internet.

05. a densidade demografica do planeta.

Exemplo 2: (Adaptado de UFU MG)

Abaixo estdo colocadas trés formas de representacdo cartografica em relacao a su-

perficie de projecao.

Projesao Cilindrica ProjesioCénica ProjegacPlana

[Azimutal)

Figura 48: Representacio cartografica do planeta Terra. (BLOGSPOT, 2014)

Sobre as superficies de projecdo apresentadas ¢ INCORRETO afirmar:

a) Outro tipo de projecao muito utilizada é projecao conica, que se refere a projecao
do globo em um cone imagindrio, cujo eixo é coincidente com o eixo da Terra em relacdo ao
Equador. Esta projecdo € utilizada principalmente para a representacdo das regides do mundo

adjacentes ao polo.

b) As projecOes cartograficas fornecem mapas que oferecem diversos tipos de ponto
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de vista do planeta, sendo que cada projecao distorce o tamanho ou a forma dos continentes.

¢) A projecao cilindrica estd baseada na projecdao do globo sobre um cilindro ima-
gindrio de raio e eixo coincidentes com o raio e o eixo relacionados ao Equador. Neste tipo de
projecao, as areas proximas ao Equador possuem suas formas mostradas com precisdo, mas as

porcdes mais proximas dos polos sdo distorcidas inevitavelmente.

d) Resumidamente, a proje¢ao azimutal consiste na projecao do globo sobre um plano
imagindrio cujo centro é trespassado pelo eixo da Terra em relacdo ao Equador. Este tipo de
projecdo mostra as areas em suas reais propor¢oes, mas esta técnica acarreta a deformacgdo das

verdadeiras formas dos continentes e paises.
Exemplo 3: (PUC RS)

Considere o mapa e as afirmativas, referentes a Cartografia.

I. O mapa representa uma proje¢do cilindrica e equivalente feita por Peters, privile-
giando os paises do hemisfério sul, pois os coloca em evidéncia, com um olhar cartografico

realizado pelo sul.

II. Este mapa, apesar de estar desenhado pelo ponto de vista do hemisfério sul, continua

mantendo o Brasil a oeste da Africa e o Uruguai ao sul do Brasil.

III. Nos célculos de escalas realizadas sbre o mapa, um centimetro no mapa corres-

ponde 2 mesma propor¢do no espaco real, tanto no Brasil como na Groenlandia.

IV. Os paralelos e meridianos mantém em toda a representacdo um angulo de 90, sendo
que o meridiano de Greenwich e o paralelo do Equador sao deslocados do centro astrondmico

do mapa.

Esta/Estao correta(s) somente a(s) afirmativa(s)
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a)ll.

b) I e III.
c)llelV.
d) L, T e IIL

e) L lIlelIV.
4.3 ANAMORPH ME!: UM SOFTWARE PARA CRIAR ANAMORFOSE

A habilidade de criar anamorfoses de qualidade foi, desde sua criacdo, um privilégio
de poucos. A técnica exige do artista, além da afinidade com a Arte, uma certa afinidade
com a Matemética. E preciso um planejamento para que a deformacdo fique com qualidade
suficiente para que a imagem realmente se reconstitua de algum ponto de vista. Istvdn Orosz
costuma retratar figuras de importancia mateméatica em suas obras mostrando seu gosto por
essa drea apresentando o passo-a-passo necessdrio para a criacdo de suas principais obras. O
proprio Leonardo da Vinci que além de pintor, fez importantes trabalhos nas areas da fisica e

engenharias usando essa técnica (SEMMER, 2013).

Com a ajuda da tecnologia, ja € possivel driblar algumas dificuldades na produgdo de
uma anamorfose. Com uma camara fotogrifica e um simples editor de imagens é possivel criar

anamorfismos obliquos.

Além das tecnologias que podem ser adaptadas para criar anamorfoses, existe um soft-
ware livre, compativel para Windows e Linux, criado especialmente com esse propdsito, o
AnamorphMe!!, que dispensa instalagdes e traz o necessario para criar anamorfismos, tanto
obliquos quanto catéptricos. Com comandos faceis e diretos, fornecendo as informagdes quanto
a posi¢ao do observador e no caso de uso de espelhos, as informagdes referentes ao espelho, ja

obtem-se a anamorfose.

Possui interface simples e pratica, que se assemelha a de um editor de imagens, a ndo
ser pelo menu Anamorph onde pode-se selecionar uma das opgdes: Oblique, Linear Stretch,
Inside/Outside a Cone, Inside/Outside a Pyramid, Cylindrical Mirror (polar), Conical Mir-
ror, conforme o interesse. Escolhendo, por exemplo a op¢do Cylindrical Mirror (polar), é
necessario preencher apenas os valores do raio do espelho (em pixels) e do tamanho angular da
imagem (em graus), resultando na figura anamorfica desejada conforme as etapas apresentadas
na Figura 49 (a), (b) e (c).

'Disponivel para download em http://www.anamorphosis.com
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Figura 49: Passo-a-passo da criacao de um anamorfismo usando o software Anamorph Me!: (a)
escolha do tipo, (b) escolha do raio e angulo e (c¢) figura anamorfica desejada.

Este software, criado em 2001 por Phillip Kent, tem algumas limitacdes destacadas

pelo autor no arquivo README.txt. Por exemplo, justifica o autor, que por tratar-se de um

protétipo € comum que o programa “trave”. Outra limitagdo notdria € o fato de que as opcoes

Cylindrical Mirror (exact) e Pyramidal Mirror aparecem desativadas e que posteriormente, com

a sua atualizacdo, elas passem a serem ativadas. Mesmo com algumas limita¢des, o software é

bastante 1til para fins didaticos, construindo exemplos e simulagdes de anamorfismos de forma

rapida e prética.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Na disciplina de Matematica, os alunos sentem mais dificuldades em aprender concei-
tos e propriedades de conteidos da geometria e hd sempre uma preocupagdo com a forma de

ensino, buscando sempre aperfeicoa-la, visando os melhores resultados possiveis.

O uso da anamorfose contribui com a abstracao, desenvolvendo a percepg¢ao e visualiza¢ao
espacial, fundamentais para o aprendizado da geometria e outros contetidos. A apresentacio aos
alunos das obras de Istvan Orosz entre outros artistas mostrou-se uma via a mais para o ensino

de Matemdtica e a possibilidade de interdisciplinaridade com outras disciplinas.

A construcdo da anamorfose, que na antiguidade era menos sofisticada, muito traba-
lhosa e acessivel para poucos hoje, com o advento da facilidade de acesso as tecnologias digitais,

tem-se tornado uma atividade prazerosa com o uso do software livre como o Anamorph Me!

Além disso € interessante registrar o entusiasmo dos alunos quando conheceram esta
técnica e participaram da Oficina de Anamorfose, mostrando a sua curiosidade e a vontade
de fazer questionamentos sobre esta arte e sobre a Matemadtica. E, posteriormente, aplicar a
anamorfose e produzir os seus proprios desenhos e conhecer a Matematica que estd por tras
dos desenhos. Essa possibilidade de utilizarem os conhecimentos que adquiriram durante as
aulas em um trabalho que eles criaram lhes despertou interesse e fez com que sentissem mais

motivados.

O questiondrio mostrou como os alunos foram capazes de interpretar anamorfismos,
tentando justificar e entender as deformacdes apresentadas. Porém, a ligacdo da técnica com os

assuntos recentemente vistos em Fisica deixou a desejar.

N3ao apenas se limitar ao ensino de conceitos matematico mas também associar a outras
areas do curriculo em uma interacdo interdisciplinar, utilizando a anamorfose como elo entre
elas, evidenciando o seu emprego nos diferentes ramos das ciéncias e a sua importancia para

fortalecer os conhecimentos matemaéticos foi um dos objetivos desse material.

Assim, este trabalho trouxe uma ferramenta, que nio é nova, mas desconhecida de
muitos da drea de Matematica e que pode ser interessante como material de apoio para os

professores de Matemadtica e de outras disciplinas. E, as atividades sugeridas permitem abrir
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um leque de possibilidades de exploracdo de conteudos e conceitos, contribuindo para o ensino.
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ANEXO A - QUESTIONARIO APLICADO E RESPOSTAS/COMENTARIOS DOS
ALUNOS

Neste anexo, apresenta-se o questiondrio que foi aplicado aos alunos para verificar seus

conhecimentos sobre a técnica da anamorfose e sua relacdo com a disciplina de Matematica.

A.1 QUESTOES APLICADAS AOS ALUNOS

A Figura 50 apresenta as questdes que compuseram o questinario aplicado aos alunos

do 2° ano do Colégio Estadual do Campo Professor Aloisio, Campo Largo, PR.

Colégio Estadual do Campo Professor Aloisio — EFM
Nome: n®: data:
Questionario —2° ano A

1) Observe a imagem a seguir. O que vocé esta vendo?




2} Agora cologue o cilindro espelhado sobre a caneca. O que voce esta vendo pelo reflexo do
cilindro?

3) A imagem abaixo também tem significados diferentes se vista diretamente ou por um espelho
cilindrico. Vocé consegue definir como serd a imagem refletida pelo espelho cilindrico?

4) Vocé consegue identificar qual regiio da figura plana é responsavel pela imagem refletidano
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cilindro que forma:{circule essas regifes)

a) os olhos?
b) a boca?
c) a barba?
d) o nariz?

) a gola do paleta? obs.: Como fez a identificacio?

5) Essas técnicas que vimos sio chamadas anamorfismos. Nela se deforma uma imagem, sendo que
ela so voltard a sua forma original se vista de certo ponto e/ou por certo espelho. Vamos observar os

anamorfismos abaixo:

Com suas palavras explique como a imagem foi deformada (foi esticada verticalmente,
horizontalmente .. 7).
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E como foi a deformagio dessaimagem?

E essa?

6) Agora comente os itens abaixo:

*J4 tinha visto algo parecido que use essa técnica (propagandas em jogos de futebol, pinturas de
igreja, sinalizagfes de transito)? Explique.

*Em quais outras disciplinas vocé acha que essa técnica poderia ser aproveitada de alguma maneira?
Por qué?

*Com base nos seus conhecimentos, como vocé acha que essa transformacio acontece? (pode se
basear na fisica, matemdtica, artes visuais, ideias intuitivas..)

Figura 50: Questionario aplicado aos alunos do 2° ano A do Colégio Estadual do Campo Professor
Aloisio.
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A2 RESPOSTAS E COMENTARIOS DOS ALUNOS

Os alunos ndo tinham conhecimento dessa arte e ficaram entusiasmados ao perceber
que através da observagao é possivel relacionar uma figura anamorfica impressa com o objeto
formado no cilindro refletivo. A imagem anamorfica foi apresentada em uma folha A3 e o

cilindro confeccionado de PVC com uma pelicula refletiva (insulfilm automotivo), Figura 51.

Figura 51: Material utilizado para apresentar a anamorfose aos alunos.

O entusiasmo e a percep¢do dos alunos puderam ser registrados nas respostas ao ques-
tiondrio aplicado aos 26 alunos de uma turma de 2° ano, sendo algumas destas respostas apre-

sentadas nessa se¢ao.
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Pela resposta referente a questdo 1, a principio o aluno descreve exatamente o que
estd vendo na ilustracdo apresentada, Figura 52. De forma andloga, descreve o que observa na

questdo 2, Figura 53, ndo apresentando maiores dificuldades.

1) Observe a imagem a seguir. O que vocé esti vendo?

Figura 52: Comentario do aluno em relacio a imagem da questao 1.

2) Agora coloque o cilindro espelhado sobre a caneca. O que vocé esta vendo pelo reflexo do
cilindro?

Figura 53: Imagem mostrada de outro ponto de vista na questao 2 e a observacao do aluno.
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Na questdo 3, nem todos os alunos tiveram a percep¢ao de como seria visualizada a fi-
gura quando refletida em um cilindro, como pode ser visto na resposta apresentada na Figura 54

(a). Ja na Figura 54 (b), a andlise de outro aluno possibilitou a descricao da imagem distorcida.

3‘} A nf)&gem atn:aixo também 1e1_-n significados diferentes se vista diretamente ou por um espelho
cilindrico. Vocé consegue definir como serd a imagem refletida pelo espelho cilindrico?

(a)

3? A 'mpgcm algaixo também tem significados diferentes se vista diretamente ou por um espelho
cilindrico. Vocé consegue definir como sers a imagem refletida pelo espelho cilindrico?

579 %Aom’?ﬁDﬂwa\ "V\MM. Ak I d,,

boha £ Jaabda é.a Fbj" }—@

Y rO;‘JJ'b’bQQ Cn )

(b)

Figura 54: Resposta dos alunos em relacio a questao 3: (a) sem a percep¢ao em relacio a imagem
fornecida e (b) com a percepc¢ao da imagem refletida no espelho cilindrico.
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Na questdo 4, os alunos fizeram a identificagdo do que foi solicitado sem grandes
dificuldades. Os comentdrios mostrados na Figura 55 mostram isso além da sua criatividade

para identificar os elementos.

) ‘-’-:-n: consegue identificar qual regio & fgom plar 6 responsivel poly imagem reflerid no
calindra que foema{oircule sxns regides)
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Figura 55: Associacao das regioes da figura plana com a figura formada no cilindro.
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Ainda, neste questiondrio puderam visualizar como deformar uma imagem usando

outra técnica, descrevendo o procedimento envolvido, Figura 56.
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Figura 56: Deformacao do simbolo da escola e a descricao do processo de anamorfose aplicado.

Constatando que essa técnica € realmente interessante para os alunos e pode ser utili-
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zada associada a disciplina de Arte tem-se o registro na Figura 57 (a), ou a outras disciplinas

como apresentado na Figura 57 (b).

6) Agora comente 05 itens abaixo:

’.*Jé imha visto algo parecido que use essa téenica (propagandas em jogos
igreja, sinalizagbes de trinsito)? Explique.

MAO  NumcAa VQ uﬁ/ﬁo Dﬂrng.DDD

de futebol, pinturas de

*Em quais outras disciplinas vocé acha

iy que essa técnica poderia ser aproveitada de al jguma maneira?

N
A MATe et A pe  AiiTes

*Com base nos seus conhecimentos, como vocé acha que essa transformagdo acontece? (pode se
basear na fisica, matematica, artes visuais, ideias intuitivas...)

€V JC/_/D Que TU do -036@ £ ue’(ééj;ﬁrzoﬁ

€ TvldHpBEeM - un '/r)OuC\O De ?jéCJ\JQCVé';

(a)
6) Agora comente os itens abaixo:

?’Ié tmha visto algo parecido que use essa técnica (propagandas em jogos de futebol, pinturas de
igreja, sinalizagbes de trinsito)? Explique,

Aok -

;Em ?,g:is outras disciplinas vocé acha que essa técnica poderia ser aproveitada de alguma maneira?
or qué?

W Uirhey s Wt 705 vsig o, Wie 0 W Usebrer

} { 5 ol
*Com base nos seus conhecimentos, como vocé acha que essa transformacgio acontece? (pode se
basear na fisica, matematica, artes visuais, ideias intuitivas.. )

(b)

Figura 57: Comentarios dos alunos sobre a técnica da anamorfose: (a) associando a disciplina de
Arte e (b) associando a outras areas.



