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A matematica, vista corre-
tamente, possui nao apenas ver-
dade, mas também suprema be-
leza — uma beleza fria e austera,

como a da escultura.”

Bertrand Russell



Resumo

Neste trabalho, estudamos o método apresentado no livro "Os nove capitulos sobre a
arte matematica”, escrito no século I da era crista, a fim de revelar como a histéria pode
ser uma motivadora na introducao de tépicos da matematica do ensino médio. Através
de observacoes dos padroes que se repetem no método apresentado, fomos capazes de
introduzir, de maneira natural, o conceito de equacoes lineares, sistema de equacoes
lineares, solucao de sistemas de equacoes lineares, determinantes e matrizes, além do
desenvolvimento de Laplace para calculo de determinantes de matrizes quadradas de

ordem maior que 3, considerando, em seguida, algumas de suas aplicagoes gerais.

Palavras-chave: Sistemas Lineares. Determinantes. Matrizes.

v



Abstract

In this work we studied the method to solving linear equations system, presented
in the book titled "The nine chapters on the mathematical art”, which was written in
the first century of this era. This work has the intent of showing how the mathematics
history can be used to motivate the introduction of some topics in high school. Through
observations of patterns which repeats itself in the presented method, we were able to
introduce, in a very natural way, the concept of linear equations, linear equations
system, solution of linear equations, determinants and matrices, besides the Laplacian
development for determinants calculations of square matrices of order bigger than 3,

then considering some of their general applications.

Keywords: Linear Systems. Determinants. Matrices.
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Introducao

A partir da andlise de alguns dos livros didaticos de Ensino Médio disponiveis no
Brasil, verificamos que os autores costumam abordar de modo praticamente idéntico o
ensino de sistemas lineares, determinantes e matrizes.

Citamos como exemplos os livros dos autores Dante (2010), lezzi et al. (2012) e
Paiva (2010), que iniciam pelo estudo das matrizes - com suas definigoes, operagoes
e propriedades - e tratam de maneira semelhante o estudo dos determinantes e dos
sistemas lineares. Nesses autores, o contexto histérico é colocado em alguns pontos
como uma ilustracao, mas nao como uma metodologia de ensino.

Em nossa proposta os conceitos de matrizes e determinantes surgem naturalmente
no estudo de sistemas lineares e a necessidade de entender mais sobre tais conceitos
nos motiva a desenvolver um estudo mais detalhado sobre esses temas a posteriori.

Na abordagem que adotamos, a adequagao do curriculo a uma perspectiva cronolé-
gica oferece aos professores de matematica a oportunidade de trabalhar com atividades
que possibilitem a construcao de conceitos pelo aluno e que despertem nele a percep-
¢ao da necessidade de uma teoria antes que ela seja sistematizada, fazendo-o entender,
ainda que simplificadamente, como o conhecimento matematico se desenvolve e é vali-
dado.

Para darmos uma ideia cronoldégica dos fatos, nosso estudo esta baseado em uma
parte do livro intitulado K ui-ch’ang Suan-Shu (Os nove capitulos sobre a arte mate-
mética), de Liu Hui, publicado na China durante o século I da era crista e, conforme
Eves (2004, p. 243), "o mais importante dos textos de matemaética chineses”. Essa obra
¢ constituida por 246 problemas de aritmética e geometria, mas neste trabalho nos ate-
remos a resolucao de sistemas lineares, em fungao de termos a descrigao sistematizada
para a resolucao de tais sistemas com coeficientes positivos.

Como curiosidade, cabe ressaltar que as operacoes eram efetuadas com o auxilio de
pequenos gravetos dispostos numa folha de papel, os quais eram manipulados numa
técnica que se assemelhava ao método da eliminagao de Gauss (apresentado somente no

século XIX). As operagoes eram efetuadas sobre os coeficientes do sistema, dai porque



entendemos a técnica como precursora de métodos de solugao propostos em épocas
posteriores. Lembremos aqui que os chineses usavam um sistema de numeracao posi-
cional e recorriam ao uso de um quadrado em branco para representar o zero.

O matemadtico japonés Takakazu Seki Kowa (1642-1708) generalizou a algebra chi-
nesa, abandonando o recurso concreto. O cédlculo que ele propos (na obra Kaiken dai
no Ho) nao restringe o nimero de incégnitas e estabelece regras gerais, ndo mais casos
particulares. Outra contribuigao importante de Seki Kowa foi a introducao da nogao
de determinante (sem o uso dessa nomenclatura, mas com uma ideia semelhante), no
seu livro Kaifukudai no Ho (Método de solugao de questoes secretas).

Propomos a apresentacao dos temas ja citados seguindo o curso historico, come-
¢ando com a resolugao de problemas diversos, modelando-os como sistemas de equacoes
lineares, chamando a atencao para algumas expressoes que aparecem na resolucao de
tais sistemas (determinantes) e mostrando que essas expressoes estao associadas a uma
estrutura de nimeros organizados em linhas e colunas (matrizes). Depois que mostrar-
mos a existéncia de tais expressoes e estruturas, daremos as suas definicoes de maneira
formal e, em seguida, mostraremos seu uso geral.

Este trabalho ¢é dividido em cinco capitulos, que se distribuem, em linhas gerais,
como segue.

No capitulo I, através de problemas encontrados na obra ”Os nove capitulos sobre a
arte matematica”, estudamos como os autores chineses resolviam esses problemas. Dis-
cutimos outra forma de modelar tais situagoes, o que nos leva as defini¢oes das equacoes
lineares, sistemas de equacoes lineares e, consequentemente, de incégnita, coeficiente e
termo livre. Verificamos que o método dos chineses era uma forma de resolugao de tais
sistemas, ou seja, chegamos ao conceito de solugao de sistemas de equagoes lineares.
A partir de observacoes, encontramos certos padroes matematicos que nos conduzem a
generalizacao do método chinés para resolucao de sistemas de equacoes lineares.

No capitulo II, procuramos explicitar o padrao que aparece nas solucoes dos sis-
temas lineares que os chineses resolviam. Com o uso de tabelas obtidas a partir dos
coeficientes do sistema, observamos que podemos associar a essas tabelas um ntmero
(que aparece no denominador dos valores de todas as incégnitas do sistema). Essa
associacao pode ser aplicada a outras matrizes de mesma ordem, de modo a conseguir
os resultados que aparecem nos numeradores das incégnitas encontradas. Com isso
verificamos que podemos usar os nimeros gerados pelas tabelas montadas com os coe-
ficientes e os termos livres para conseguir os valores das incognitas, ou seja, a solugao
do sistema. Surge, entdo, a definigdo de determinante (de uma matriz quadrada).

No capitulo III, mostramos que existem formas mais simples de calcular o deter-



minante, regras praticas que nao seguem diretamente a definicao, quando a matriz
quadrada envolvida tem ordem 2 ou 3, entretanto tal modo nao se aplica a matrizes
de ordem maior que 3. Mostramos, contudo, que é possivel calcular o determinante de
uma matriz de ordem n usando o calculo de varios determinantes de ordem n — 1, o
que nos leva ao desenvolvimento de Laplace para determinantes.

No capitulo IV, inserimos algumas observacoes e aplicacoes importantes dos deter-
minantes.

No capitulo V, fazemos as consideracoes finais do nosso trabalho.



Capitulo I. O Método Chineés

Nesta secao estudamos o método apresentado em ”"Os nove capitulos sobre a arte
matematica” que era utilizado para a resolucao de problemas praticos do dia a dia dos
autores.

O método é ilustrado a partir de quatro problemas: os dois primeiros pertencem a
obra citada e os dois tltimos foram criados para ilustrar nossa abordagem. Procuramos
explicar por que ele funciona e pode ser estendido para resolver problemas mais gerais,
envolvendo inclusive valores negativos.

Cabe aqui a observacao de que os chineses, na obra estudada, consideraram quase
sempre problemas envolvendo o mesmo nimero de situagoes descritas e valores desco-
nhecidos a serem calculados (como nos problemas a seguir), entretanto eles nao indi-
caram o motivo de esses sistemas poderem ser resolvidos.

As solucoes dos problemas pelos chineses basearam-se em dois métodos: o denomi-
nado shinjutsu ou método direto (substituigao direta de valores a serem calculados), e
o identificado como kyojutsu ou método indireto (simplificagao das situagoes descritas).

Nesse trabalho, partimos de situagoes que sao modeladas segundo esse iltimo mé-
todo.

Vejamos alguns exemplos.

I. Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de qualidade
regular e um feixe de uma de méa qualidade sao vendidos por 39 dou. Dois feixes de
boa, trés de regular e um de méa qualidade sao vendidos por 34 dou. Um feixe de boa,
dois de regular e trés de ma sao vendidos por 26 dou. Qual o prego do feixe para cada
uma das qualidades? (EVES, 2004, p. 268).

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado, como a seguir.



[ 12 28 3 ]
Boa Qualidade 1 2 3
Qualidade Regular 2 3 2
Ma Qualidade 3 1 1

| 26 34 39 |

Montada a tabela, utilizamos os seguintes passos:
1° Passo: multiplicamos todos os termos da coluna central (2, 3, 1, 34) pelo primeiro
termo da coluna direita (3), obtendo (6, 9, 3, 102).

[ 12 22 3]
Boa Qualidade 1 6 3
Qualidade Regular 2 9 2
Ma Qualidade 3 3 1

| 26 102 39 |

2° Passo: subtraimos o numero a direita de cada um dos nimeros do centro, ob-
tendo, no centro, (6 —3=3;9—-2=7;3—1=2;102 — 39 = 63).

B 1a 2a 3a 7]
Boa Qualidade 1 3 3
Qualidade Regular 2 7 2
Ma Qualidade 3 2 1

| 26 63 39 |

3° Passo: repetimos continuamente o 2° passo até que o primeiro nimero da coluna
central seja eliminado (3 —3=0;7—2=5;2—-1=1;63 —39 = 24).

[ 12 22 32 ]
Boa Qualidade 1 0 3
Qualidade Regular 2 5 2
Ma Qualidade 3 1 1

| 26 24 39 |

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora entre as colunas 1 e 3, eliminando-

se o primeiro elemento da coluna 1.

1° passo: multiplicar todos os termos da primeira coluna (1, 2, 3, 26) pelo primeiro
termo da coluna direita (3), obtendo-se (3, 6, 9, 78).



2° Passo: subtraimos o nimero a direita de cada um dos ntimeros da primeira co-

Boa Qualidade
Qualidade Regular
Ma Qualidade

1o
3
6
9
| 78

9a
0
)
1

24

32 ]
3
2
1
39 |

luna, obtendo (3 —-3=0;6—-2=4;9—1=28;78 — 39 = 39).

Finalmente, utilizamos os trés passos iniciais, agora entre as colunas 1 e 2, até eli-

Boa Qualidade
Qualidade Regular
Ma Qualidade

minar o segundo ntmero da coluna 1.

[ 12 22 32 ]
0 0 3
4 5 2
8§ 1 1

| 39 24 39 |

B 1& 28. 3a T B 13. 2& 38. T B 1a 23. 3& ]
Boa Qualidade 0O 0 3 0O 0 3 0O 0 3
Qualidade Regular 20 5 2 | — | 1 5 2 |— ] 10 5 2
Ma Qualidade 40 1 1 39 1 1 38 1 1
| 195 24 39 | | 171 24 39 | | 147 24 39 |
[ 12 20 3] [ 12 20 30 ]
Boa Qualidade 0O 0 3 0o 0 3
Qualidade Regular 5 5 2| —| 0 5 2
Ma Qualidade 37 1 1 36 1 1
| 123 24 39 | | 99 24 39 |

O preco do feixe de ma qualidade ¢é 36’ que equivale a 2,75 dou.

O valor do feixe de qualidade regular é determinado por substituicao:
(Feixe de qualidade regular) x5+ 2,75 = 24

(Feixe de qualidade regular) x5 = 24 — 2,75
(Feixe de qualidade regular) x5 = 21,25

( )= 21, 25

Feixe de qualidade regular



(Feixe de qualidade regular)= 4,25
Portanto o feixe de qualidade regular custa 4,25 dou.

O valor do feixe de boa qualidade é determinado por substituicao:
(Feixe de boa qualidade)x3 + 2.4,25 + 2,75 = 39

(Feixe de boa qualidade)x3 + 8,5 + 2,75 = 39
(Feixe de boa qualidade)x3 + 11,25 = 39
(Feixe de boa qualidade)x3 = 39 — 11,25
( )%
( )=

X3 = 27,75
27 75

Feixe de boa qualidade
Feixe de boa qualidade

(Feixe de boa qualidade)= 9,25
Portanto o feixe de boa qualidade custa 9,25 dou.

Para esse problema proposto pelos chineses, é possivel atribuir uma letra ao preco
indicado para cada feixe com qualidade diferente:

Preco dos feixes de boa qualidade: z.

Preco dos feixes de qualidade regular: y.

Prego dos feixes de mé qualidade: z.

Segundo o texto do problema, teriamos uma representacao para o problema com as
igualdades a seguir.

a) Soma de 3 feixes da colheita boa, 2 feixes da regular e 1 feixe da colheita de ma
qualidade, totalizando 39 dou: 3z + 2y + z = 39;

b) Soma de 2 feixes da boa, 3 da regular e 1 da colheita de ma qualidade, totali-
zando 34 dou: 2z 4 3y + z = 34.

¢) Soma de 1 feixe da boa, 2 da regular e 3 da colheita de mé qualidade, totalizando
26 douw: = + 2y + 3z = 26.

Assim, o problema pode ser expresso da seguinte forma.

v + 2y + 2z = 39
2 + 3y + 2z = 34
r + 2y + 3z = 26

Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equacoes.



Preco dos feixes de boa qualidade: 9,25 dou.
Prego dos feixes de qualidade regular: 4,25 dou.

Prego dos feixes de méa qualidade: 2,75 dou.
a) Soma de 3 feixes da colheita boa, 2 feixes da regular e 1 feixe da colheita de mé

qualidade totalizando 39 dou:

3x9,20+2x4,2542,75=27,75+8,50 4+ 2,75 = 39;

b) Soma de 2 feixes da boa, 3 da regular e 1 da colheita de ma qualidade totalizando

34 dou:
2x9,254+3x4,25+2,75=18,50+ 12,75+ 2,75 = 34.

¢) Soma de 1 feixe da boa, 2 da regular e 3 da colheita de ma qualidade totalizando

26 dou:
9,25 +2x4,254+3x2,75=9,25+ 8,50 + 8,25 = 26.

Vamos acompanhar como os chineses resolviam mais um problema.

IT. Suponha que cinco ovelhas, quatro patos, trés galinhas e dois coelhos valem
1496 moedas; quatro ovelhas, dois patos, seis galinhas e trés coelhos valem 1175; trés
ovelhas, um pato, sete galinhas e cinco coelhos valem 958; duas ovelhas, trés patos,
cinco galinhas e um coelho valem 861. Entao, qual é o preco de uma ovelha, um pato,
uma galinha e um coelho? (HUI, Liu. Problema 17, Capitulo VIII. apud CARRERA,

2009, p. 181).

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado, como a seguir.

[ 12 22 32 g ]

Ovelhas 2 3 4 5
Patos 3 1 2 4

Galinhas 5 7 6 3

Coelhos 1 5 3 2
_861 958 1175 1496_




Montada essa tabela, utilizamos os mesmos passos que seguimos no problema ante-
rior, realizando as multiplicagoes e subtragoes (ou somas) exigidas, que é o que acontece

quando se subtrai sucessivas vezes uma coluna da outra até zerar uma das entradas
(posigoes).

1° Passo: multiplicamos todos os termos da 3* coluna (4,2, 6,3, 1175) pelo primeiro
termo da coluna a direita (5), obtendo-se (20, 10, 30, 15, 5875).

18, 23. 33. 43.
2 3 20 5

Ovelhas
3 1 10 4
Patos
] 5 7 30 3
Galinhas
1 5 15 2
Coelhos

861 958 5875 1496

2° Passo: subtraimos o niimero a direita de cada um dos nimeros da coluna 3, ob-
tendo, em seus lugares, respectivamente, (20 —5 = 15;10—4 =6;30—-3 =27;15—-2 =
13;5875 — 1496 = 4379).

1@ 22 32 4
Ovelhas 2 3 15 5
Patos 3 1 6 4
Galinhas 5 7 27 3
Coelhos 1 5 13 2

| 861 958 4379 1496

3° Passo: repetimos continuamente o 2° passo até que o primeiro nimero da 3?
coluna seja eliminado.

(15—5=10;6 — 4 = 2,27 — 3 = 24; 13 — 2 = 11; 4379 — 1496 = 2883).

1> 2 3 42
Ovelhas 2 3 10 5
Patos 3 1 2 4
Galinhas ) 7 24 3
Coelhos 1 5 11 2

861 958 2883 1496

(10-5=5;2—4=—-2;24—3=21;11 — 2 =9;2883 — 1496 = 1387).



Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

12
2
3
)
1

9a
3
1
7
5

| 861 958 1387 1496

2

(5-5=0;—2—4=—6;21 —3 =189 —2=T7;1387 — 1496 = —109).

1> 2 32 42

Ovelhas 2 3 0 5

Patos 3 1 —6 4

Galinhas 5) 7 18 3

Coelhos 1 5 7 2
| 861 958 —109 1496 |

10

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora entre as colunas 2 e 4, eliminando-

se o primeiro elemento da coluna 2.

12 22 3
Ovelhas 2 15 0
Patos 3 5) —6
Galinhas 5 35 18
Coelhos 1 25 7

1» 22 32
Ovelhas 2 5 0

Patos 3 -3 —6
Galinhas 5 29 18
Coelhos 1 21 7

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora entre as colunas 1 e 4, eliminando-

se o primeiro elemento da coluna 1.

4a
5
4
3
2

861 4790 —109 1496 |

42
3
4
3
2

| 861 1798 —109 1496 |

1> 22 3 42
10 0 )
1 —6 4
o
32 18 3
23 7 2
| 861 3294 —109 1496 |
T [ 1a 2& 3a 4a T
2 0 0 )
3 =7 -6 4
—
5 26 18 3
1 19 7 2
| 861 302 —109 1496 |
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[ 12 28 32 42 12 22 32 42
Ovelhas 10 0 0 5 5 0 0 5
Patos 15 -7 -6 4 11 -7 -6 4
—
Galinhas 25 26 18 3 22 26 18 3
Coelhos 5) 19 7 2 3 19 7 2
i 4305 302 —109 1496 | i 2809 302 —109 1496 |

12 22 32 42
Ovelhas 0 0 0 5

Patos 7 -7 -6 4

—
Galinhas 19 26 18 3
Coelhos 1 19 7 2

| 1313 302 —109 1496 |

Utilizamos os trés passos iniciais, agora entre as colunas 2 e 3, até eliminarmos o

segundo numero da coluna 2.

1° Passo: multiplicamos os termos da 2* coluna (0, —7,26,19,302) pelo 2° termo

da 3* coluna (—6), obtendo-se (0,42, —156, —114, —1812).

[ 2 e 32 4] [ 2 e 32 4]
Ovelhas 0 0 0 5 0 0 5
Patos 7 42 —6 4 7 36 —6 4
—
Galinhas 19 —156 18 3 19 —138 18 3
Coelhos 1 —114 7 2 1 —-107 7 2
1313 —1812 —109 1496 1313 —1921 —-109 1496
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Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

18.

19

1313

1a

19

1313

1a

19

1313

28.

42
—156
—114

—1812

23

18
—84
—86

—2248

2a

—48
—72
—2466

3&

18

—109

38,

18

—109

3a

18

—109

1? 2%
0
7 24
19  —102
1 -93
1313 —2139
1# 22
0
12
19 —66
1 —79
1313 —2357
1 2%
0 0
0
19 —30
1 —65
1313 —2575

3&

18

—109

3a

18

—109

3&

18

—109

Utilizamos os trés passos iniciais, agora entre as colunas 1 e 3, até eliminarmos o

segundo numero da coluna 1.

1° Passo: multiplicamos os termos da 1* coluna (0,7,19,1,1313) pelo 2° termo da

3? coluna (—6), obtendo-se (0,—42, —114, —6, —7878).
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Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

1&

—42
—114

—7878

1&

-30
—150
—20
—7660

13.

—30
—150
—20
—7660

1a

—18
—186
—34
—7442

28.

-30
—65
—2575

2a

—30
—65
—2575

—2575 —109 1496

38.

18

—109

3a

18

—109

18.

—36
—132
—13
—7769

1a

—24
—168

—27
—7551

13

—24
—168
—27
—7551

1a

—12
—204
—41
—7333

2&

—30
—65
—2575

2&

-30
—65
—2575

2a

—30
—65
—2575

2a

—30
—65
—2575

3 40
0 5
6 4
18 3
72
~109 1496
32 4o ]
0 5
6 4
18 3
72
~109 1496 |
32 4]
0 5
-6 4
18 3
72
~109 1496 |
3 40 ]
0 5
-6 4
18 3
72
~109 1496
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Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

—222
—48

9a
0
0

-30

—65

3a
0

—6
18
7

2

—7224 —=2575 —109 1496

12
0
0
—240
—95

9a
0
0
—30
—65

—7115 —=2575 —109 1496

3a 4a
0 5
—6 4
18 3
7 2

Utilizamos os trés passos iniciais, agora entre as colunas 1 e 2, até eliminarmos o

terceiro numero da coluna 1.

1° Passo: Sabendo que 240 é multiplo de 30, subtraimos de cada nimero da 1?*

coluna o seu correspondente na coluna 2, obtendo em seus lugares:

(0—0=0;0—-0=0;—240 4+ 30 = —210; —55 + 65 = 10; —7115 4 2575 = —4540).

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

Ovelhas
Patos
Galinhas
Coelhos

12
0
0
—210
10
—4540

1&

—150
140
—610

1a

-90
270

2760

9a
0
0
—30
—65
—2575

28.

—30
—65
—2575

2&

-30
—65
—2575

3a
0
—6
18
7
—109

38.

18

—109

3a

18

—109

43.
5

12
0
0
—180
75
—1965

12
0
0
—120
205
3185

1&

—60
335

| 8335

9a
0
0
—30
—65

3 40 ]
0 5
6 4
18 3
72
~2575 —109 1496

9a
0
0
—30
—65
—2575

2&

—30
—65
—2575

38. 43. T
0 >
—6 4
18 3
7 2
—109 1496 |
3a 4a ]
0 )
—6 4
18 3
7 2
—109 1496 |
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[ 10 9a 32 4e ] [ 10 92 3 4]
Ovelhas 0 0 0 5 0 0 0 5
Patos 0 0 —6 4 0 0 —6 4
—
Galinhas —-30 —30 18 3 0 -30 18 3
Coelhos 400 —65 7 2 465 —65 7 2
10910 —2575 —109 1496 13485 —2575 —109 1496

O preco de um coelho é , que equivale a 29 moedas.

465

O preco de uma galinha é determinado por substituicao na coluna que ocupa:

2575 — 65 x 29

23
30

Portanto uma galinha vale 23 moedas.

O preco de um pato é determinado por substituicao na coluna que ocupa:

—109 — 7% 29 — 18 x 23
—6

Portanto um pato vale 121 moedas.

=121

O preco de uma ovelha é determinado por substituicao na coluna que ocupa:

1496 — 2 x 29 —3 x 23 —4 x 121

=177
5

Portanto uma ovelha vale 177 moedas.

Nesse problema, atribuindo-se uma letra ao preco de cada animal citado:
a) Prego das ovelhas: x.

b) Preco dos patos: y.

c¢) Preco das galinhas: z.

d) Prego dos coelhos: wu.
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Temos sua modelagem, via letras, dada por:

5%4
4x
3x
2z

+ + + +

+ + + +

3z + 2u
6z + 3u
7z + du
2z + wu

1496

11

)

958
861

Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equacoes.

a) Prego das ovelhas: x = 177 moedas.

b) Preco dos patos: y = 121 moedas.

c¢) Prego das galinhas: z = 23 moedas.

d) Prego dos coelhos: u = 29 moedas.

5 x 177
4 x 177
3 x 177
2 x 177

885
708
531
354

+
+
+
+

+ 4+ + +

4 x 121
2x121
121
3 x 121

484
242
121
363

+ o+ + +

+
_|_
+
+

3 x 23
6 x 23
7 x 23
5 x 23

69
138
161
115

+ o+ + +

2x29 =
3 % 29
Hx29 =

29

1496
1175
958
861

Vejamos agora mais dois problemas a fim de ajudar a entender a proposta inicial.

III. Um aluno recebe 3 pontos por problema que acerta e perde 2 pontos por pro-

blema que erra. Resolveu 50 problemas e conseguiu 85 pontos. Quantos problemas ele

acertou e quantos ele errou?

A modelagem desse problema pode ser feita adotando, para o niimero de acertos, a

letra x e, para o nimero de erros, a letra y. Dessa forma, terfamos uma igualdade para

cada situagao descrita, como se segue.

a) Total de questoes: = 4+ y = 50

b) Total de pontos recebidos: = x 3

c¢) Total de pontos perdidos: y x 2
d) Pontuagao final: 3z — 2y = 85
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Em funcao das letras utilizadas, podemos representar o problema da seguinte forma.

r + y = 30

3r — 2y = 85
Observamos aqui que o método ainda se aplica na eventualidade de trabalharmos
com numeros negativos, como conhecemos hoje, salientando que, segundo Eves [2004],

os chineses foram os primeiros a introduzir uma notagao para niimeros negativos.

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado como a seguir.

1 22
Acertos 3 1
Erros -2 1
85 50

1° Passo: subtraimos o nimero a direita de cada um dos ntimeros da primeira co-
luna, obtendo (3 —1=2;-2—1= —3;85 —50 = 35).

1> 2
Acertos 2 1
Erros -3 1
35 50

2° Passo: subtraimos o niimero a direita de cada um dos nimeros da primeira co-
luna, obtendo (2 —1=1;-3 —1= —4;35—-50 = —15).

12 22 12 22
Acertos 1 1 0 1
—
Erros -4 1 -5 1
—15 50 —65 50

A quantidade de erros é calculada por __—655 = 13.

A quantidade de acertos é determinada por substituicao.

(n.° de acertos) +13 = 50 = (n.° de acertos) = 50 — 13 = 37
Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equacoes.

Temos sua modelagem, via letras, dada por:

r + y = 50
3r — 2y = 85
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a) Total de acertos: z = 37. b) Total de erros: y = 13.

37+ 13 = 50
3x37T — 2x13 = 8 = 111-26=285

Resolveremos outro exemplo, comecando com a modelagem por um conjunto de

equacoes e usando, em seguida, o método chinés de resolucao.

IV. Dona Marianna foi a feira e 14 verificou que as barracas de Manuella, de Milena

e de Marcella tinham precos diferentes por quilo de produto, conforme a tabela a seguir:

FELJAO | ARROZ | FARINHA

MANUELLA || R$4,00 | R$5,00 | R$3,00
MILENA R$5,00 | R$4,00 | R$4,00

MARCELLA || R$5,00 | R$4,00 | R$3,00

Realizando a mesma compra nas barracas de Manuella e de Milena, o gasto sera de
R$26,00. A mesma compra na barraca de Marcella custa R$1,00 a menos. Atribuindo
as letras x, y e z as quantidades compradas de feijao, arroz e farinha, respectivamente,

qual o valor de  + y + 27

A modelagem desse problema é feita adotando para a quantidade de Kg de feijao
a letra x, para a quantidade de Kg de arroz a letra y e para a quantidade de Kg de
farinha a letra z. Dessa forma, teriamos uma igualdade para cada situacao, descritas

COomo se segue.

a) Total na barraca da Manuella: 4z + 5y + 3z = 26
b) Total na barraca da Milena: 5x + 4y + 4z = 26
c¢) Total na barraca da Marcella: bz + 4y + 3z = 25

Ou seja, o problema pode ser expresso, com a utilizacao de letras, pelo seguinte

sistema:

dr 4+ Sy + 3z = 206
or + 4y + 4z = 26
or + 4y + 3z = 25

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado como a seguir.
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B 13, 2a 3a T
Feijao 4 5 5
Arroz 5 4 4

Farinha 3 4 3

| 26 26 25 |

1° Passo: multiplicamos todos os termos da coluna central (5, 4, 4, 26) pelo primeiro
termo da coluna a direita (5), obtendo-se (25, 20, 20, 130).

1@ 22 3
Feijao 4 25 5
Arroz 5 20 4

Farinha 3 20 3

| 26 130 25 |

2° Passo: subtraimos o numero a direita de cada um dos nimeros do centro, ob-
tendo, no centro, (25 — 5 = 20;20 — 4 = 16;20 — 3 = 17; 130 — 25 = 105).

B 1a 2a 38, T B 1a 2a 38. T B 1a 2a 3a T
Feijao 4 20 5 4 15 5 4 10 5
Arroz 5 16 4 | — ]| 5 12 4 | — | 5 8
Farinha 3 17 3 3 14 3 3 11 3
| 26 105 25 | | 26 80 25 | | 26 55 25 |
B 13. 28, 3& T B 18, 23. 33. T
Feijao 4 5 5 4 0 5
Arroz 5 4 4 | — 0 4
Farinha 3 8 3 5)
| 26 30 25 | | 26 5 25 |

Seguimos repetindo os dois primeiros passos, agora entre as colunas 1 e 3, eliminando-

se o primeiro elemento da coluna 1.

1° passo: multiplicar todos os termos da primeira coluna (4, 5, 3, 26) pelo primeiro
termo da coluna a direita (5), obtendo-se (20, 25, 15, 130).
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1> 20 3]
Feijao 20 0 5
Arroz 25 0 4
Farinha 5 5 3
130 5 25

2° Passo: subtraimos o numero a direita de cada um dos nimeros da primeira

coluna, obtendo (20 — 5 = 15;25 —4 =21;15 — 4 = 11;130 — 25 = 105).

12 220 3] 1* 28 32 ] [ 12 22 32 ]
Feijao 15 0 5 10 0 5 5 0 5
Arroz 21 0 4 — | 17 0 4 — | 13 0 4
Farinha | 12 5 3 9 5 3 6 5 3
| 105 5 25 | 80 5 25 | | 55 5 25 |

12 28 32 ] [ 12 22 32 ]

Feijao 0 0 5 0 0 5
Arroz 9 0 4| —| 0 9 4
Farinha 3 5 3 5 3 3

| 30 5 25 | 5 30 25 |

Podemos observar que a troca de duas colunas dessa tabela nao altera a solucao

proposta pelos chineses, pois estariamos apenas informando os dados do problema em

outra ordem.

5
A primeira quantidade é g = 1, portanto temos 1 Kg de farinha.

A segunda é determinada por substituicao:

(Kg de arroz)x9+ 3 x 1 = 30 = (Kg de arroz)x9 + 3 = 30

(Kg de arroz)x9 = 30 — 3 = (Kg de arroz)x9 = 27

(Kg de arroz)= % = (Kg de arroz)= 3, portanto sao 3 Kg de arroz.

A terceira, também por substituicao:

(Kg de feijao) x5+ 4 x 3+ 3 x 1 =25 = (Kg de feijao) x5+ 12 + 3 = 25
(Kg de feijao) x5 + 15 = 25 = (Kg de feijao) x5 = 10

(Kg de feijao) = 5 = (Kg de feijao)= 2, portanto sdo 2 Kg de feijao.
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Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equagoes.

Temos sua modelagem, via letras, dada por:

dr + Dy + 3z = 26
or + 4y + 4z = 26
or + 4y + 3z = 25

a) Quantidade de feijao: = = 2.
b) Quantidade de arroz: y = 3.
¢) Quantidade de farinha: z = 1.

4x2 4+ 5bx3 + 3x1 = 26 = &8 + 15 + 3 = 26
hx2 4+ 4%x3 4+ 4x1 = 26 = 10 + 12 + 4 = 26
bx2 + 4%x3 + 3x1 = 25 = 10 + 12 + 3 = 25

A resposta a pergunta feitad r+y+2=24+3+1=6

E possivel perceber que os valores numéricos apresentados na vertical em ”Os nove
capitulos sobre a arte matematica” aparecem horizontalmente na modelagem moderna,
em que usamos letras para representar quantidades (nas equagoes).

Entao vemos que podemos usar o método chinés para encontrar os valores das letras

de uma dada quantidade de equacoes.

Formalizaremos alguns conceitos vistos até o momento.
A utilizagao de letras representando quantidades nos leva a uma modelagem por
equagoes da forma a seguir.
(1) aj-x14+ag-xo+--+a, -x,=0b

Essa forma é chamada de equagao linear, na qual:

® 1y,T9, - ,T, sao chamados de incognitas, que sao as letras que aparecem na
equacao;
® ai,as, - ,a, sao chamados de coeficientes das incognitas, sendo os niimeros que

aparecem multiplicando as incognitas na equagao;

e ¢ b é o termo independente, sendo o nimero que aparece sem incognitas na

equacao.
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Uma solucao da equacao (1) é uma n-upla! (a1, a9, -+ ,,), de tal modo que,
quando substituimos, na equagao, x; por i, Ts Por aw,- - , T, POr a,, tal equacao é
satisfeita, ou seja,

ap-ap+ay- -yt At ay -, =0

Chamamos sistema de equacoes lineares o conjunto de duas ou mais equagoes line-

ares com as mesmas incégnitas.

a1 -ry + a2y + - + Aup- Ty, = b1
a1 Ty + Qo-Ty + - + Qop Ty = bg
Am1*T1 + Qpu2-T2 + -+ + Opp Ty = bm
Uma solugao para esse sistema é a n-upla (aq,ag, -+ ,a,), que é solucao de cada

uma das equagoes envolvidas.

aiq - 1 + a9 * Q9 + - + Qip - Oy  — bl
ag - + axp- o A+ o+ Qg o, = by
Am1 Q1 + Qpa-Q2 + -+ Ay Oy = bm

Diante disso, podemos perceber que os problemas (I), (II), (III) e (IV), que resol-

vemos, sao sistemas lineares aos quais aplicamos o método de resolucao dos chineses.

Formalizaremos algumas operacoes utilizadas pelos chineses e verificaremos que elas
possuem algumas propriedades bem interessantes. Por exemplo, as operagoes que eles
faziam nao alteram a solucao do sistema estudado. O método, como ja foi dito, foi
utilizado mais fortemente para resolver sistemas em que o nimero de equacoes era igual
ao numero de incognitas, entretanto essas operacoes podem ser aplicadas na resolucao

de sistemas com m equagoes e n incégnitas, para m e n quaisquer.

Definiremos a seguir, formalmente, as operacoes utilizadas pelos chineses, que sao
chamadas de operacoes elementares, mostrando que tais operagoes, quando aplicadas
nas equagoes de um sistema linear, transformam-no em outro sistema, chamado sistema

equivalente, cujas solugoes sao as mesmas do sistema inicial.

In-upla: sequéncia ordenada de n nimeros que se referem as n varidveis.
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[lustraremos as operagoes elementares em um sistema de 3 equacoes e 4 incégnitas,
mas essas operacoes continuam valendo para um sistema de m equacoes e n incognitas,
com m e n quaisquer:

[. Permutar uma ou mais equacoes.

e Notemos que, se (g, as, ag, ay) é solugao do sistema

a1 + apre + ai3rs + apurs = b
(A)S amzy + agprs + aprz + aury = by
az1Ti + azTy + a33T3 + asxry = b3

entao ela também sera solucao do sistema obtido pela troca de lugar entre duas linhas
e, também pelo mesmo motivo, a reciproca sera verdadeira. Em outras palavras, trocar
a ordem das equagoes nao muda o problema em si, nem a sua solucao, apenas corres-
ponde a descrever o problema em uma ordem diferente, logo a solugao continuara a
mesma.

II. Somar os termos correspondentes de duas equacgoes e colocar o resultado em

substituicao a uma das equagoes envolvidas na operacao.

e Notemos que, se (g, s, ag, ay) é solugdo do sistema (A), permanecera solugao

do sistema a seguir.

a117 + 12T + a13T3 + 1474 = by
(B) (@11 + a21)xr + (a2 +aw)rs + (a3 +ass)rs + (s +au)zs = b+ by
as121 + a32%2 + 3373 + 3474 = b3

De fato, sabemos que todas as equacoes, exceto a 2%, continuam sendo as mesmas,
logo uma solugao do sistema (A) satisfaria a todas as equagoes do sistema (B), exceto

a 2% mas mostraremos que essa equacao também é satisfeita.

Da 1* equac@o em (A), temos a1y + ajaan + a13a3 +ajgay = by e da 2* equagao te-
MOS 91 +A2900+ A3z + 940ty = by, logo, somando as equagoes e colocando os termos
iguais em evidéncia, temos (a1 + ag1)ag + (a12 +age)as + (@13 + ags) s + (@14 + gy )y =
b1 + by, ou seja, (aq, e, as, ay) satisfaz a segunda equacao de (B).

Reciprocamente, mostraremos que, se (a1, g, a3, ) satisfaz as equagoes do sis-

tema (B), também satisfaz as equagoes do sistema (A).
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a1100 + 1200 + 13003 + 14004 = by
(a11 + ao1)on + (aja +as)as + (aiz+ass)as + (ag+awu)ay = by +by
3121 + 3202 + 3303 + 3404 = bs
entao
a110n + 12003 + 13003 + 1404 = by
1100 + A0+ agpQo + Agas + a0 + Azas + aga0u + Aoy = by + by
a3101 + A3202 + a3303 + Q34004 = bs

Da primeira equagao temos ajjaq + ajsas + ajzas + ajgcy = by, entao a segunda
equacao do sistema anterior corresponde a by + as; vy + agea + asgaz + aggcy = by + by,
ou ainda a asjaq + G + agzaiz + agucry = by. Dessa forma, o sistema acima pode ser

reescrito como:

a1 4+ apay + ajgag + oapoy = by
a0y + Gy + Aoy + Gy = by
asjo; 4+ agay + assos + asqoy = b

Logo (a1, ag, asz, ay) é solucao de (A).

ITI. Multiplicar uma ou mais equacoes por escalares reais diferentes de zero.

e Observemos que, se (aq, g, a3, ) é solugao do sistema (A), entao serd solugao

do sistema

Banzry + Baprs + Baisrs + PBaurs = Bb
() an T  + QT +  asrs +  aury = by

a1 x1  +  asry +  agrs +  agry = bs

Se (a1, ag, a3, ay) satisfaz a (A), entao ja satisfaz a todas as equagoes de (C), exceto

a primeira. Mostraremos, no entanto, que (ay, e, (i, ry) também satisfaz a 1* equagao.

De (A), temos que aj1x + aja®s + ai3xs + ajary = by, logo, multiplicando tudo por

6, com 6 7é 0, temos ﬂanl’l + BalgIQ + ﬁalg.’ﬁg + ,6(1141’4 = 661, entao satisfaz a 1?
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equagao de (C).

Reciprocamente, mostraremos que, se (a1, ag, g, o) satisfaz ao sistema (C'), entao

também satisfaz ao sistema (A).

Banxr + Bare + Pazrs + Paurs = Bb

a1 Ty + ATy +  asrs +  aury = by
as1r1  +  asrs +  aszrs +  asars = bs
Blayixy + apry + ai3rs + apry) = Lh
= a1 1+ apry + amsry +  aurs = by
aziry + asxry + azzrs + azars = b3

Como ( # 0, dividiremos os dois lados da 1* equagao por f3.

anr, + appre 4+ ai3rs + aurs = by
= a1 T1 + anTy + axsrs + aurs = by
as1T1 + ATy + azgzrs + asrs = b3

IV. A uma equagao adicionar outra, multiplicada por um escalar diferente de zero,

e colocar o resultado em substituicao a uma das equacgoes envolvidas na operacao.

e Suponhamos que (a1, g, a3, ay) seja solucao do sistema (A).

Entao também serd solucao do sistema a seguir, pela propriedade III, com g # 0 e
v # 0.

Banzy + Bagre + PBazrs + Panurs = Bb
Va1 T1 4+ YaTa + yazrs + Yaurs = by

as1r1  +  asry +  aszrs +  asary = bs

E também serd solucao do sistema a seguir, pela propriedade II.

Bai1xy + Baiaw2 + Baisws + Ba1ay = Bby
(Barr +ya21)r1 +  (Baiz +vagexe) +  (Bais +7vaes)rs +  (Bais +7vyasa)zs = Bbi+ vbo
(3171 + a32T2 + assTs + (3474 = b3
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Reciprocamente, se (aq, s, az, ay) é solucao do sistema:

Baiizy + Bai2xo
(Bair +vag1)zr  +  (Barz + vage)re
as1T + a32T2

Ou seja,
Baiio + Bai2az
Baiiay +yasiar  +  Bajgas +yageas
asjay + aza

+
+
_l’_

+
+
+

Baizxs
(Bais + yazs3)xs
a3sTs3

Baizas
Baizaz + yazzas
azzos

+
+
+

+
+
+

Baiaxs
(Bais + vaga)xy
3474

Baisoy
Baisoy + yasgay
as40y

Bb1
Bby + vba
b3

Bb1
Bb1 + vb2
b3

Na primeira equacao temos fBajiaq + Bajpcs + Bajzas + Bayscs = PBby, entao a

segunda equacao do sistema anterior corresponde a Bb + yasiq + +Yaooas + Yaszaz +

Yagsoy = Bby + by, ou, ainda, a yagiay + +yanay + Yasas + yazay = vby. Dessa

forma, o sistema acima pode ser reescrito como

Banar + Papay + Pazas + Pauas = Pby
a0+ Yagas + Yaasz + yagow = b
azy  +  azpes  + azzz + azqy = b
Entao, temos
Blannar + apay + aizas + auoay) = Bb
Y(agioy + amas + axpaz + anay) = by
azoy + azpas + azgzaz + azay = by

Como S # 0 e v # 0, dividiremos os dois lados da primeira equagao por 5 e os dois

lados da segunda equacao por 7, obtendo

a1+ QapeQp
o101 + Qo209

azp +  az0p

Logo, (a1, aa, as, ay) ¢é solugao sos sistema (A).

+ a3z + apuoy
+ Q9303 + 9404
+ a3z + 3404

b

Notemos que, nos problemas (III) e (IV), apresentados no inicio deste capitulo,

bem como nos problemas (I) e (II), propostos pelos chineses, o nimero de incégnitas

é igual ao nimero de equagoes, assim, generalizando o modelo, indicando cada linha e
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cada coluna em que aparece um elemento com seu coeficiente, temos o sistema a seguir:

a1+ T + a19 * To + -+ A1p * Ty
9121 + Goo-Ty + -+ + Qo Ty
Qp1 * T1 + Ap2 - T2 + e+ App * Ty

Em um sistema n X n, no caso de nao nos depararmos com uma igualdade absurda

ou uma identidade, o método dos chineses encontra o valor para x,, em seguida para

Tp_1," " ,T1, um por um, através de substituigoes sucessivas.

realizado pelo dispositivo chinés chamado placa de contagem.

Para um sistema 3 x 3, como

anry + appTz + aizry = b
911 + Q2Ts + aszrs = by
as1r1 + ATy + azzrz = b

Esse tipo de calculo foi

realizamos operagoes elementares, visando a encontrar um sistema equivalente com a

forma

/ / / _ /
!/ / _ /

/ _ /

az3ts = 03

que é equivalente ao método chineés sair de

31 Ag21 A1l
a3z Aag22 Q12

a33 Aag23 13

bs by b
e chegar a

!
0 0 ay
!
0 ag ap

! !
Qg Qg3 A3
/ / /
by by 1

Y
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A seguir, faremos as operacoes aprendidas pelo método chinés diretamente no sis-
tema. Para ficar claro como tais operacoes sao realizadas, exemplificaremos em um
sistema com duas equagoes e duas incdgnitas (2 X 2) e em outro com trés equagoes e

trés incégnitas (3 x 3). Em sistemas maiores, 0s passos sa0 0s mMesmos.

1
i. (FUVEST 1994 - adaptada) Aline diz a Antonia: se vocé me der R do dinheiro
que possui, eu ficarei com uma quantia igual ao dobro do que lhe restara. Por outro
lado, se eu lhe der R$6.000,00 do meu dinheiro, nds ficaremos com quantias iguais.

Quanto dinheiro possui cada uma?

A modelagem desse problema deve ser feita segundo a indicagao. Adotando, para
a quantia de Aline, a incégnita z e, para a quantia de Antonia, a incégnita y, teremos
as seguintes situacoes:

1 1
a) Antonia d& R do dinheiro que tem: y— -y

5
1 1
b) Aline recebe R do dinheiro de Antonia: x + ¥

5
c¢) Aline fica com o dobro do que resta a Antonia: = + % =2 <y — %)
d) Aline dd R$6.000,00 a Antonia: = — 6000
e) Antonia recebe R$6.000,00 de Aline: y + 6000
)

f) Aline e Antonia ficam com quantias iguais:  — 6000 = y + 6000

Essa analise nos indica o sistema

2(y—y> =z + % (-5)

5
r — 6000 = y + 6000
. 10<y—%> = 5z + oy :{10,7; — 2% = 51 4+ y
S y = 6000 + 6000 z  — y = 12000
N y vty )5 Y
r — y = 12000 r — y = 12000

Resolveremos esse sistema usando as operagoes elementares jé vistas.
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dor — Ty = 0 o B
= — Trocando as posi¢oes das equagoes
r — y = 12000
r — y = 12000 ) _ :
= — Anulando a 1% incégnita da 2% equacao
or — Ty = 0
r — y = 12000
=
Sr — 7y = 0 5L1 — L2

N r — y = 12000
2y = 60000 =y = 30000

— Substituindo a 2* incégnita na 1* equacao

N x — 30000y = 12000
= T = 420000

Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equacoes.

Temos sua modelagem, via letras, dada por

oxr — Ty = 0
=
r — gy = 12000
a) Para a quantia de Aline, = = 42000.
b) Para a quantia de Antonia, y = 30000.

5 x 42000 — 7 x 30000 = 210000 — 210000 = O
42000 - 30000 = 12000

Respondendo a pergunta, Aline possui R$42.000,00 e Antonia possui R$30.000,00.

ii. Um casal entrou em uma lanchonete e pediu 3 sanduiches, 1 refrigerante e 2
sobremesas, gastando R$43,00. Na mesa ao lado, algumas pessoas pediram 8 sandui-
ches, 3 refrigerantes e 5 sobremesas, gastando R$114,00. O preco de 1 sanduiche, mais
o de 1 refrigerante, mais o de 1 sobremesa totaliza R$20,00. Qual o preco de cada um

desses itens?



30

A modelagem desse problema deve ser feita, segundo a indicacao, adotando, para o
preco do sanduiche, a incognita x; para o preco do refrigerante, a incégnita y; e, para
o preco da sobremesa, a incognita z, teremos as seguintes situagoes:

a) 1 sanduiche, 1 refrigerante e 1 sobremesa custam R$20,00:
z+y+z=20.
b) 8 sanduiches, 3 refrigerantes e 5 sobremesas custam R$114,00:
8z + 3y + 5z = 114.
c¢) 3 sanduiches, 1 refrigerante e 2 sobremesas custam R$43,00:
3z +y+ 2z =43.

Encontramos, entao, o sistema a seguir, que resolveremos como nos casos anteriores.

r + y + z = 20
8 + 3y + 5z = 114
3r + y + 2z = 43

Anulemos a primeira incégnita da segunda e terceira equagoes:

r + y + z = 20
e—_
3r + y + 22 = 43
r + y + z = 20
= oy + 3z = 46

3r + y + 2z = 43 3L, — Ls
<—

r + vy + z = 20
= 5y + 3z = 46
2y + =z = 17

[gualemos os coeficientes de y das duas ultimas equagoes:

r + vy + z = 20
= b5y 4+ 3z = 46
2y + =z = 17

2
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r + vy + z = 20
= 10y + 62 = 92
2y + z = 43 é
r + vy + z = 20
= 10y + 6z = 92

10y + 5z = 85
Anulemos a segunda incognita da terceira equacao:
r + vy + z = 20

= 10y + 6z = 92

r + y + z = 20
= 10y + 6z = 92
z =7

Neste tltimo sistema, a solucao encontrada corresponde a mesma do sistema origi-
nal, mas apresenta um grau de dificuldade menor, no que diz respeito as operagoes de
substituicoes envolvidas.

Substituindo na segunda equagao o valor de z = 7, obtido na terceira equagao,
temos,

W0y+6-7=92 = 10y+42=92 = 10y+42—-42 =92 —42

10y 50
=10y=50 == —=— = =5
Y 10 10 Y
Substituindo, na primeira equacao, os valores de z e y obtidos anteriormente, temos,

r+5+7=20 = 2x+12=20 = +4+12-12=20-12 = z=38

Verifiquemos se os valores encontrados satisfazem as equacoes.

Temos sua modelagem, via letras, dada por:

r + vy + z = 20
8z + 3y + 5z = 114
3r + y + 2z = 43
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8 + 5 + 7T = 20
8X8 + 3x5 + HXxT7T = 64+15+35=114
3Ix8& + 5 + 27T = 24+5+14=143

Respondendo a pergunta, um sanduiche custa R$8,00, um refrigerante custa R$5,00

e uma sobremesa custa R$7,00.



Capitulo II. Observacao de padroes

Parte 1

Finalizamos o capitulo anterior usando o método dos chineses, ja adaptado, para a
resolucao de sistemas lineares de ordem 2 e 3. Vamos observar de forma mais geral o

que ja foi feito nos exemplos finais do capitulo anterior.

1. Caso 2 x 2.
a;1x1 + aiprs = by multiplicada por (ag;)
(911 + a9y = by multiplicada por (ajq)
N anxi + apry = b (-(axn))
anTy + anry = by (-(a))
a11021T1 + Q120421T2 = a1b;
a110491T1 + Q11022T9 = a11b2 Subst. Lo por L1 — Lo
a11021T1 + A120421T2 = aQ21b;
a11G21T1 + a11G22T2 = a11be (Ll—LQ)
a11a21T1 + Q1202172 = as10;
(a11a22 - a12a21)$2 = ajiby — asb;
110211 + Q12G21T2 = as by
= a11be — ag1 by
T2 =

A11Q22 — A12a21

a11be — ag1 by

assim xy =
A11022 — Q12021

33
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Encontraremos o valor de x; por substituicao de x5 na primeira equacao do sistema

inicial.
a11by — a1 by
a1 + ajpxre = by = anx; + as - =b
a11G22 — A12G21
iy ai1by — asiby
= a11%1 = 01 — a2 -
a11G22 — A12G21
b1(a11a22 - CL12CL21) - a12(a11bz - a21bl)
= a11T1 =
a11G22 — A12G21
biajiazs — biainas — aiaaiibs + aj2a91b;
= a11T1 =
a11022 — Q12021
biajiazs — ajzai by
= a11T1 =
11022 — Q12021
all(b1a22 - a12b2) biagze — aiaby
= a11T1 = = I =
a11A22 — A12021 A11022 — Q12421
ii. Caso 3 x 3.
Utilizaremos o mesmo processo para um sistema linear com trés equacoes e trés
incégnitas.
a1r; + appre + apsry = by
anT1 + axprys + axrs = b
asir1 + aszry + azzrz = b

Realizaremos operacoes envolvendo a 1* e a 2* equacgoes e, em seguida, a 1* e a 3*

equacoes.
an®y + apprs + azrs = by -(a)
e—
an®y + anry + axprs = by -(an)
e—
1102171+ G12091T2 + 13091T3 = Q21D
110211 + a110422T2 + anaasrs = anby Ly — Lo
%

(@12@21 - (1116122)552 + (G13G21 - @11@23)953 = az1b; — a11b2 <I>
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a11T1 + G122

as1T1 + G322

116311 + Q1203122

a11a311 + Q110322

_|_
_|_

aizrz = by
aszrs = b3
134313 =
1114333 =

az1by

a1153 Ly — Ly

(CL12G31 - C111(132)952 + (a13a31 - 60116133)$3 = az1by — a1103 <I[>

(a12a21 - a11a22)x2 + (a13a21 - G11a23)$3

(G12(131 - a11a32)372 + (G13G31 - G11G33)373

+
+

(a12a21 — a11G22)T2 (a13a21 — a11a23)x3

(Cl126l31 - a11a32)$2 (Cl13€b31 - G11G33)$3

(012031 - a11a32)(a13a21 - anazs)

12021 — A11G22

a1b1 — ajiby

{7)
(11)

as1by — an1bs

a21b1 — ay1bs

az1by —a11b3

(CL13CL31 - CL11G33)

_ (a12a31 — ai1azz)(az1by — ayibs)

a12G021 — G11G022

12031 — A110a32

12021 — 011022

Ly — L3

c Ly =---

(a31by — a11b3)

(al2a31 - 6111(132)((113!121 - a11a23) - (1112021 - 011022)(a13a31 - a11a33)

12021 — A11022

_ (a12a31 — annasz)(az21br — a11b2) — (a12a21 — a11a22)(a13bs — a1bs)

xs3

a12021 — A11022

[(a12a31 - a11a32)(a13a21 - 6111(123) - (012021 - 011022)(a13a31 - a11a33)] I3 =

= (6112@31 - a11€132)(02151 - a11b2) - (a12a21 - a11a22)(a13b1 - a11b3)

I3 =

(a12a31 - a11a32)(a21b1 - aubz) - (a12a21 - a11a22)(a13bl - aubs)

(a12a31 - a11&32)(a13a21 - Cl111123) - (a12a21 - a11a22)(a13a31 - a11a33)

aipazi1a21by  — airagiaiiba —  ariasga21br + aiiaszaiibs
—a12a2163101  +  ai12a21a1103 +  ai1a22a31b1  —  ania22a11b3
I3 =
12031013021 —  G12031G11023 — (110320413021 + Q11032011023
—Q12021013G31 + G12021011033 + A11022013031 — Q11022011033
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Ir3 =

I3

(

(a12a31a21b1) — ap1a31011b2  — ai1az2a21b1 +  aniasaanibs
(—ai2a21a3101) 4+ aiza21a11bs 4+ ariaggasiby —  ariasgaiibs
[a12a31a13a21] — Q12031011623 — (11032013021 + 11032011023
[*a121121<113a31] + ai12021011033 +  @11G22013G31 — (11022011033

—a11a31011b2 — a11a32a21b1 + a11a32a11b2 + ar2a21011b3 + a11a22a3101 — ar1a22a11b3
—@12031011023 — A11032013021 + 4110432011023 + Q12021011033 + A11022013031 — A11022011033

—ai1(ai2a31ba + azaa21b1 — aseai1bs — a12a21b3 — azeasziby + azeaq1bs)
*all(a12a31¢123 + a32a13a21 — A32a11023 — A12G21a33 — 22013031 + 022011033)

Ir3 =

a11a22b3 + a12a21ba + az1a3201 — aziaz2br — azza11by — a22021b3
(11022033 + 012023031 + A13021032 — A13G22031 — (11023032 — 012021033

I3 =

Assim, temos o sistema equivalente a seguir:

a1z, + a12%2 + 1373 = b1

(a12a21 — a11a22)x2  + (a13a21 — a11023)T3 = a21b1 — ai1b2

a11a22b3 + a12a31b2 + az1a32b1 - - -
o —as1a22b1 — az2a11b2 — azza21bs

T3 =
11022033 + A12023031 + 413021032 * - -

crr T (A13022031 — 411023032 — 412021033

O calculo de z; e x5 é feito por substituicao, obtendo

2203301 + a12a2303 + 1303202 — a13a2203 — 233201 — a12a33by
(11022033 + Q12023031 + A13G21032 — (13022031 — (11023032 — A12021033

I =

a11a33b2 + CL316L23bl + G13a21b3 - a13a3lb2 - CL11CL23b3 - C121@3351

11022033 + G12G23031 + A13021032 — Q13022031 — Q11023032 — Q12021033

To =

As solugoes encontradas nos casos anteriores, sugerem que os valores das incognitas

procuradas dependem apenas dos valores dos seus coeficientes e dos termos indepen-

dentes.
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Vemos, entao, que é possivel montar, a partir de um sistema como

anry + apry = b
)
a1 71 + anry = b

uma tabela apenas com os coeficientes das incégnitas (na ordem em que aparecem em
cada equagao), como, por exemplo:

ai; Q12
I —
A21  QA22
Notemos que podemos associar o niimero que aparece no denominador, tanto de z,

. ai; a2 .
quanto de xs, a essa tabela, ou seja, ( — 11090 — G12a91. A partir dessa
a21 Q22
associacao, podemos concluir que os valores encontrados nos numeradores de z; e o

sao os numeros associados as seguintes tabelas:

by ai IIT — ap; by

171 —
bg 929 21 b2

biaz — aizby

Chamamos a atencao para o fato de que a solucao do sistema com z; =
11022 — A12021
ar1ba — asiby . . .
e Ty = so faz sentido no caso de termos, como no sistema proposto, o
a11G22 — 12021
numero de equagoes igual ao niimero de incognitas e os denominadores serem diferentes

de zero, para garantir que se possa determinar o quociente para cada incognita.

anry + aiprs + aizry = by
No caso de um sistema 3 x 3, como a91X1 + a99Te + aszx3 = by atabela
az1r1 + azry + aszrz = b

a1; a2 Aas
com os coeficientes é I — | ao1 age as3 | e o numero associado a essa tabela, o qual

az1 a3z a33
encontramos nos denominadores de x1, x5 € x3, € a11029a33 + A12023031 + A13A21A32 —

(13022031 — A110A23032 — A12021433.

Assim como no caso 2 x 2, observamos que os numeros encontrados nos numera-

by a2 a3 a1 b1 ags
dores de x1, x9 € x3 sao associados as tabelas by ass asz |, as by ass e
bs asy as3 asi bz ass

air a2 b
as1 ass by |, respectivamente.
as, asp b3
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Também aqui é preciso ter o nimero de equagoes igual ao nimero de incognitas e
os denominadores diferentes de zero, para determinar que se possa efetuar o quociente
para cada incégnita.

Parte 11

Como surgiu essa associacao? Como obter esse nimero caso a tabela seja quadrada
de ordem maior que 37

Nesta se¢ao procuramos responder a esses questionamentos e mostrar que, com a
ajuda de alguns conceitos estudados em outros topicos da matematica, podemos dar
uma resposta satisfatéria as perguntas do inicio desta secao.

Em matemadtica, dado um conjunto de elementos {a1, as, as}, cada organizacao di-
ferente desses elementos é uma permutacgao deles.

Assim, para o conjunto {1,2} podemos montar as permutagoes [1 2] e [2 1].

Da mesma forma, no para o conjunto {1,2,3} podemos montar as permutagoes
123],231],[312],[321],[132],[213].

Em geral, a quantidade de permutacoes de n objetos distintos é dada pelo valor
nl=nx(n—-1)x(n—2)x--x3x2x 1, chamado fatorial de n.

No caso {1,2} —(1,2) e (2,1)—=2=2x1=2!
No caso {1,2,3} —(1, 2, 3),(2, 3, 1),(3, 1, 2),(3, 2, 1),(1, 3, 2),(2, 1, 3)—=6 =
3x2x1=3l

Observemos mais de perto para verificar se conseguimos identificar algum padrao
nas relagoes que associam um numero a cada tabela.

Se olharmos para a solucao do sistema de ordem 2, veremos que, em cada par-
cela, as primeiras entradas de cada fator do produto sao [1 2|, conforme a expressao
a11G92 — G12021, Na qual observamos que as segundas entradas sao as permutagoes que
conseguimos com esses elementos, a saber (1,2) e (2,1).

Ao observarmos a solucao do sistema de ordem 3, percebemos que ha um padrao
que se repete, pois vemos que, em cada parcela, as primeiras entradas de cada fator do
produto sao [1 2], conforme a expressao ajagags + a12a93a31 + A13091G30 — A13022031 —
a11a23a32 — 12021033, € as segundas entradas sao as permutagoes que conseguimos com

esses elementos, a saber (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1), (1,3,2), (2,1, 3).

Observagao: as expressoes anteriores representam a somatoria de todos os produtos
possiveis envolvendo os elementos da tabela dada, de tal modo que em cada parcela -
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formada por um produto -, temos um, e apenas um, elemento de cada linha e de cada
coluna, conforme vemos na ilustracao a seguir.

a1 a19 a3 al a2 a3 a1 ajg a3
agi ag3 agi agz |23 ag1 dgz  ag3
asi a2 dz2 433 asi az2| as3
arl a12 arz 413 arn a2 | 413
ag1 a29 a23 ag] ag2 a3 ag1 ag9 ag3
agy az2 a33 agy azo az3 azi a32 az3

Entendendo melhor essas permutacoes.

Chamemos S, = {1,2,3,...,n} o conjunto dos n primeiros nimeros naturais. Assim,
Sy ={1,2},53 ={1,2,3},...

Encontraremos as permutacoes P, fixando o conjunto original e agrupando os ter-
mos em suas possiveis permutagoes.

a) Permutagoes sobre Sy = {1,2}

1 2 1 2
P1—> 1 92 P2—> 9 1
b) Permutagoes sobre S5 = {1,2,3}
1 2 3 1 2 3 1 2 3
P=y g P2y g9 B2y g
1 2 3 3 1 2 1 2
P4% 3 1 P5—> 1 3 p(;% 9 1

A partir do exemplo anterior,

i. a permutacao P; serd chamada de identidade, pois temos a mesma ordem nas
duas linhas.

1 2 3
P —
1 2 3
ii. na permutacao P, trocando o ntimero 2 pelo nimero 3 na segunda linha, obtemos
exatamente os niimeros que aparecem na primeira linha.

3
2

w W

1 2 1 2
P2—>13 —>P1%12
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Consideremos que queremos transformar cada permutacao na permutac¢ao inicial
(1 2 3), trocando de lugar, a cada etapa, apenas dois niimeros. Em seguida, contamos
o nimero de etapas que foram necessarias.

No caso de P, para P;, necessitamos apenas de uma etapa, portanto o nimero de
trocas dessa permutagao ¢ o nimero impar 1.

iii. na permutacao Ps, se trocarmos o nimero 3 pelo numero 1 na segunda linha,
ainda nao conseguiremos obter a permutacao identidade, que s6 aparecera ao realizar-
mos uma segunda troca.

2 3 3
B gy 2

W w

1 1 2 1 2
3 —>P2—>13 —>P1—>12

Assim, necessitamos de duas trocas para obtermos a identidade, portanto o nimero
de etapas dessa permutacao é o niimero par 2.

Com esses passos iniciais, analisaremos a paridade dessas permutagoes, determi-
nando que uma permutacao é par caso necessite de um nimero par de trocas para
transformé-la na identidade, ou impar quando necessita de um ntmero impar de tro-
cas para transforma-la na identidade.

Definamos, entao, o sinal da permutacao pela sua paridade, utilizando a expressao,

. +, se P é par ou zero
sinal(P) = ’ b
—, se P éimpar
Verificamos que hd uma inversao na permutacao sempre que um nimero maior
precede um menor. Assim, uma maneira interessante de obter a paridade, portanto o
sinal, da permutacdo P = (pi,pe,- - ,Pn), consiste nos seguintes passos:

e contamos os niimeros menores que p; que estao a sua frente na permutacao;

e a seguir, contamos os nimeros menores que p, que estao a sua frente na permu-
tacao;

e mantemos essa contagem para ps, -, Pp—1-

e O numero total de inversoes é dado pela soma dos ntiimeros obtidos em cada passo
anterior.

e Tendo em vista que o niimero total de inversoes corresponde a um possivel niimero
de trocas para transformar a permutacao na identidade, a paridade desse niimero
¢ a paridade da permutacao.
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Obs.: como as permutacoes sao sempre entre pares de nimeros e a ordenac¢ao cor-
reta deve ser atingida, essa paridade encontrada nao sera alterada se for feita em uma
sequéncia de permutacoes diferentes.

Assim, no caso de ordem 2, podemos associar {1,2} as permutagoes (1,2) e (2,1).
A cada uma dessas permutacoes podemos associar um produto e um sinal.

(1, 2) —— Q11 Q9 < +
(2,1) +— ap-an +— —

Pois (1, 2) precisa de zero passo para chegar a (1,2), sendo associado ao sinal de +.
Ja (2,1) precisa de 1 passo para chegar a (1,2), sendo associado ao sinal de —.
Se juntarmos cada permutacao e seu sinal, teremos:

(]_, 2) <— aiq * 92
(2, 1) —— —Qa12 - A921

Com a soma desses valores, temos a11a20 —a12a21, que € o niimero associado a tabela
a1 a2
21 (22

Ao fazermos isso para o caso de ordem 3, teremos:

Permutacoes Produto Inversoes Sinal
(1,2, 3) Ay - Qo Q33— 0 +— +
( 3 ) < Q12093031 < 2 — +
(3, ]_, 2) < Q13°-QA921 Q32 < 2 < +
(3, 2, 1) < Q13°-Q92-Q31 < 3 — —
(2, 1, 3) < Q12°QA921 Q33 < 1 — —
(1, 3,2) S ayp Qg3 agy 1 — =

Se colocarmos o produto com o sinal associado a cada permutagao, teremos:

—
w

Q11 - Q22 - 433

Y

[\]

“C,O

W= N~ W
= —

S S e e e

Q12 - Q23 - 431
@13 - Q21 * 432
—ai3 - Q22 * 431

w
[\

(
(
(
(
(

[\]

111111

—aj2 - G21 - A33

Y

—_

(

Ao somarmos esses produtos, teremos exatamente o numero associado a tabela
ann aip by
az axp by |, queé

—ary - G23 - A32

Y

as; agy bs

11022033 + (12023031 + @13021032 — A13022031 — A11023032 — Q120213033
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Agora sabemos como obter o nimero associado a qualquer tabela de ordem (n x
n): basta saber quais s@o todas as permutagoes de (1,2,...,n), qual o sinal de cada
permutacao, aplicar o sinal e somar todas essas permutagoes com os seus respectivos
sinais.

Exemplo: encontremos o nimero que podemos associar a

ajp a2 aiz aig
Q21 Q22 dg23 A4
asy Gz a3z AaA34
A41 Q42 A43 Q44

Antes de comecarmos, ja sabemos que esse numero sera uma soma de produtos de
elementos da forma a(;,)az(i,)@3(i5)@a(iy) , DA qual iy, iz, i3 € 74 é uma permutacao de
(1,2,3,4), portanto a quantidade de parcelas é dada por

41=4.3-2-1=24

Temos, entao:

Permutacoes Produto Inversoes Sinal
(1, 2, 3, 4:) < A11°Q22 Q33 Qg4 < 0 — +
(1, 2, 4, 3) < A11 Q22 Q34 - Ag3 <> 1 — —
(1, 3, 2, 4) <> Q11°QA23°Q32 Qg4 < 1 — —
(1,3,4,2) <+— aj1-Go3-a3s-Qgp 2 —  +
(1,4,2,3) <— aj1-Goq-a3p- Qg3 < 2 — +
(1, 4, 3, 2) <> Q110924 *+A33 * Qg2 < 3 — —
(2, 1, 3, 4) < QA12°-Q21 033 Q44 < 1 — —
(2, 1, 4, 3) < Q12 Q21 Q34 * Q43 < 2 — +
(2, 3, 1, 4) <> Q12°QA23°QA31 Qg4 < 2 — -+
(2,3,4,1) <+— ajg-ao3-asg-ay < 3 — —
(2, 4, 1, 3) <> Q12 Q94+ A31 * Qg3 < 3 — —
(2, 4, 3, 1) < Q12 Q24 - Q33 - A41 < 4 — +
(3, 1, 2, 4) < A13°Q21 Q32 - Aqq4 < 2 — -+
(3, 1, 4, 2) < Q13- Q921 Q34 * Qg2 < 3 — —
(3,2,1,4) <+— ajzg-agp-as -ay < 3 — —
(3,2,4,1) <+— ai3-a9-asg-aqy < 4 +— +
(3, 4, 1, 2) <> A13° 094 *A31 * Qg2 < 4 — +
(3, 4, 2, 1) <> A13°Q24 - Q32 - Aq1 < 5 — —
(4, 1, 2, 3) <> Q14 - Q21 Q32 - Q43 <> 3 — —
(4, 1, 3, 2) <> Q14 Q91 Q33 Qg2 < 4 — +
(4,2,1,3) <— ag-ao-as -ay3 < 4 — +
(4, 2, 3, 1) <> Q14 Q92+ 0433 Aq1 < 5) — —
(4, 3, 1, 2) > Q14 - Q23 -0Q31 - Qg2 <> 5 — —
(4, 3, 2, 1) < (A14°Q23 Q32" Q41 < 6 — +
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Se colocarmos o produto com o sinal associado a cada permutagao, teremos:
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Com a soma de todos os termos, obtemos:

ai1
12
a13
a1
a2

13

© a2
Q23
* (24
+ (22
* 23

.a24.

- a33
a3y
© a3y
sy -

.a34.

a32

Qg + Q11
Q44 + Q12

Qg2 + Q14

s Q41 — Q14

Q43 — A11

Q41 — Q12

- Q23
© Q24
21
23
;o

© a2

c 34
* ass
- 33
©a32
- a3y

+ 32

T Q41 + ag3
s Qg2 + Qg
s Q44 — Q11
T Q43 — Q13

c Q43 — Q14

s Q4o+ aq1 ¢

—aix
+CL11
+O,11
—an
—a12
+aio
+6L12
—ai2
—ai2
+CL12
+a13
—ai3
—ai3
+CL13
+&13
—ais
—Qai14
+6L14
+(I14
—Qy -
—a14
+aiy

+&11 .
—ai

Q24

)
© (22
"t Q24
© a1

* (22

+ (22
+ (23
Q23
* Q24
Qg -
Q21
* 421
* Q23
- Q23
Qg -
© Q24
+ 421
© a2
+ (22
* 22
© Q24
Aoy -
+ 421
- 421
* Q22

+ A23
+ a23

a22

22

+ 32
 a32
+ a3y
AT
EY

- Q33

©a33 * (g4
c (34 - 43
c 32 - Aqq
© (434 c 42
T 32 * (43

33 * (42

© 33 - (44
s34 - A43
© 31 - gy
* 34 Q41

a3y - Q43

©a33 - A4
s 32 - Qg4
c 34 - Ag2
© 431 - Ag4
© Q34 " A4
©a31 - 42

a3z - Q41

* 32 - 43
©a33 - 442
©a31 c 43
+ 33 - A4
$a31 - 42
T a3z - Aq1

- Q43 + Q12

- Q44 + Q13

c Q43+ Q14 -

c Q42 — Q12

c Qg2 — Q13

c Qg1 — Q14 ¢

s a2l

* A22

Q23

+ a2

* A22

23

Qg -
Qg -
+ 32
33
+ a3l

* 431

Q43

Q41

©aq1
© Q44
+ Aq4q

+ Aq2

De forma geral, podemos definir essa associacao de ntimeros a tabelas quadradas
como determinante de ordem n, que obtemos pela soma de todos os produtos elemen-
tares com sinal da tabela a ele associada.

Isso significa que, considerando P = permutacoes de (1,2, ...

7”) = 11,02, 5 ln,
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@11 Q12 -+ Qip
Q21 Q22 -+ QA2p N .
se A = . o .|, entdo det(A) = E = sinal(P)aq1z,)a2(iz) * * * An(in)
: : ) : ieP
an1 Ap2 - App

Algumas observagoes sao necessarias.

i. A essas tabelas que encontramos e as quais nos referimos até aqui, damos o nome
de matrizes. Em especial, trabalhamos até aqui com matrizes ditas quadradas, aquelas
em que a quantidade de linhas é igual a quantidade de colunas. Para tais matrizes,
poderiamos representar os termos de acordo com a linha e a coluna que ocupam.

ii. O estudo das matrizes, suas propriedades e operacoes, apesar de nao ser o ob-
jeto principal deste trabalho, permite analises importantes, com aplicacoes em diversos
ramos de conhecimento.

iii. Como em outros topicos da matematica, as matrizes tém caracteristicas, rela-
¢oes e operacoes proprias. Algumas dessas relacoes e operacoes envolvendo as matrizes
que podemos citar sao:

e igualdade;

e adicao/subtragao;

e multiplicagao por um escalar;
e multiplicagao de matrizes;

e inversao;

e transposicao (troca de posigoes entre linhas e colunas).



Capitulo III. Os determinantes

Chegamos a definicao de determinante de uma matriz quadrada A de ordem n no
capitulo anterior, entretanto a definicao parece um pouco complicada.

Em certa altura do desenvolvimento dos estudos sobre determinantes e matrizes,
observou-se que, tomando uma matriz quadrada de ordem 2 e tracando diagonais,
como na figura 1, atribuindo o sinal positivo a diagonal descendente e o sinal negativo
a diagonal ascendente, e colocando esses sinais no produto dos termos sobre essas
diagonais, obtemos aq1a29 € —aj2a21, cuja soma ¢é representada pela expressao aiass —
(12091, que é o determinante da matriz A.

Figura 1: Matriz quadrada de ordem 2

No livro "Histéria da Matematica”, o autor Carl B. Boyer (1996) relata um comenté-
rio que Colin Maclaurin (1698 - 1746) fez em sua obra "Treatise of Algebra”, ao resolver
sistemas de equagoes, anos antes de Cramer sistematizar a sua famosa regra. Segundo
Boyer, Maclaurin indicava que o denominador encontrado na solug¢ao de ordem 2 é "a
diferenca dos produtos dos coeficientes opostos, tirados das ordens que envolvem as
duas quantidades incognitas”, enquanto na de ordem 3, os denominadores sao "todos
os produtos que podem ser formados de trés coeficientes opostos, tirados das ordens
que envolvem as trés quantidades desconhecidas”.

Entao uma pergunta que surge normalmente é: serd que pode haver um padrao que
nos dé uma forma mais rapida de calcular determinantes?

Se fizermos o mesmo procedimento para uma matriz quadrada de ordem 3, A =
ai; Qi as
@91 Q99 as3 | , obteremos:

31 A3z as3

45
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N

Figura 2: Matriz quadrada de ordem 3

O que nos da a expressao a1 - ag - 33 — 13- G2z - a3y, que é diferente do determinante
de A, pois sabemos que este possui 6 termos na soma do seu desenvolvimento.

Contudo, o professor da universidade francesa de Strasbourg, Pierre Frederic Sarrus
(1833, apud BATISTA; LUCAS, 2005), observou em certo momento que, se repetir-
mos a primeira coluna depois da terceira, conforme a figura 3, e acrescentarmos uma
diagonal, obteremos,

Figura 3: Matriz quadrada de ordem 3 com repeticao da 1* coluna

Vemos que 11 -ag9-Aa33 + Q12 A23G31 — A13- A2+ A31 — Q11 A23 - A32 nao é o determinante
de A, mas esta bem mais préximo que a expressao anterior. Podemos agora acrescentar
a segunda coluna, ao final, como na figura 4, e repetir o processo.

Figura 4: Matriz quadrada de ordem 3 com repeti¢ao da 1* e da 2* colunas

Temos ayq-aga-azz+aiz-az3a31 +ai3-aoy-a3p —a13- Aoz 31 — G171 - A3 A3z — A1 21 * (33,
que é o determinante de A.
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Esse procedimento é conhecido como Regra de Sarrus e serve para cédlculo de de-
terminantes de ordem 3.

E possivel, entao, afirmar que hd um padrao?

Podemos notar que nao, pois se nao tivéssemos encontrado o determinante pro-
curado nesse passo e tentdssemos acrescentar mais uma coluna (no caso a terceira,
no final), comegariamos a repetir produtos, conforme vemos na figura 5, a qual nos
permite observar que o ultimo produto com sinal + ¢ igual ao primeiro com o mesmo
sinal.

Ay 8y 8y <y A Ay

ay; azzx*a‘z_é‘ a, ay ay

a3 ay ass\_] Ay Ay ag
S R IR S S

Figura 5: Matriz quadrada de ordem 3 com repeticao das trés colunas

Pelo procedimento acima, vemos que o nimero maximo de colunas que podemos
acrescentar para obtermos produtos diferentes é n — 1.

Se repetirmos esse procedimento para uma matriz de ordem 4, entao o nimero
maximo de parcelas diferentes que conseguiremos é de 4 com sinal positivo e 4 com
sinal negativo, mas ja vimos que o nimero de produtos que somamos ao calcular o
determinante de uma matriz quadrada de ordem 4 é 4! = 24, tendo 12 termos positivos
e 12 termos negativos.

Mesmo nao havendo uma forma facil de calcular o determinante de uma matriz
quadrada para todas as ordens, conseguimos formas simples de calculos, pelo menos
para matrizes de ordens 2 e 3.

Mas, se pudéssemos calcular o determinante de ordem 4 reduzindo o nosso trabalho
a calculos de determinantes de ordem 3, o calculo daquele determinante também seria
simplificado. Em outras palavras, seria possivel reduzir o calculo de um determinante
de ordem n ao calculos de um determinantes de ordem n — 17

Isso foi exatamente o que Laplace fez.

e Se temos uma matriz de ordem 1, ou seja A = [ay1], entdo, pela definigdo, o
det(A) = ai1-
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e Se temos uma matriz

a11 Q12 -y -
< , j& sabemos que det(A) = ajjage — ajpaz;. Entao olhemos para a
21 Q22

primeira linha, na qual temos os elementos a1 e as.

O termo a;; multiplica ass que, observando sob outro olhar, é o determinante da
matriz que obtemos ao retirarmos a linha e a coluna do elemento a;; na da matriz
original, conforme a figura 6.

a11

_K¥

Figura 6: Determinante por Laplace — 1

Do mesmo modo, podemos ver o produto ajsas; como o produto entre o elemento
a1z € o determinante da matriz que sobra ao retirarmos a linha e a coluna as quais esse
elemento pertence, como na figura 7.

A,

a21

Figura 7: Determinante por Laplace— 2
Assim como fizemos com a linha 1, poderiamos ter feito com a linha 2. Vejamos

que aizas; € o produto entre o elemento as; e o determinante da matriz que obtemos
quando retiramos a linha e a coluna do elemento as;, como na figura 8.

m

a21

Figura 8: Determinante por Laplace— 3
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Por fim, ajjass é o produto de asy pelo determinante da matriz obtida quando
retiramos a linha e a coluna do elemento ass, conforme a figura 9.

a11

A,

Figura 9: Determinante por Laplace— 4

Notamos que foi possivel obter os produtos que aparecem na expressao do determi-
nante. Entretanto, falta saber qual o sinal que cada produto desses tera.

Observamos que, quando escolhemos a primeira linha, o produto associado ao termo
a11 tem sinal 4+ e o produto associado a a5 tem sinal —.

Quando escolhemos a segunda linha, o produto associado ao termo as; deve ter
sinal — e o associado ao ass, sinal +.

Se observarmos com mais cuidado, constataremos que, toda vez que o elemento
escolhido tem a soma dos indices a ele associado como um valor par, o sinal é + e,

quando a soma dos seus indices resulta em um valor impar, o sinal é —.

Chamemos A;; a matriz que obtemos com a retirada da linha i e da coluna j de
uma matriz A.

Assim, acabamos de constatar que, no calculo do determinante de ordem 2, quando
escolhemos a primeira linha, temos

d@t(A) = (-1)1+1 . det(An) -ap + (—1)1+2 . det(A12> D)
e, quando escolhemos a segunda linha,
det(A) = (—1)2+1 . det(A21) - Q91 + (—1)2+2 . det(AQQ) + a99.

Ou seja, reduzimos o calculo de um determinante de ordem 2 a calculos de deter-
minantes de ordem 1.

Cabe observar que precisamos utilizar todas as entradas da linha escolhida.
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Se utilizarmos a mesma estratégia com colunas, ou seja, escolhendo a;; e ag; pri-
meiramente e a1y € age em seguida, chegamos a expressao do determinante, com:

d@t(A) = (—1)1+1 . det(An) a1l + (—1)2+1 . th(Agl) + a1

det(A) = (—1)1+2 . det(Au) s apo + (—1>2+2 . det(Azg) + 29,

que sao coincidentes.
Novamente a pergunta: serda que encontramos um padrao?

Verifiquemos o que acontece quando tomamos uma matriz de ordem 3.

a1 a2 ais
e Dada a matriz A = | ao; ase ass |, ja sabemos que seu determinante é cal-
Ga31 a3z As3
culado através da expressao:

Q11+ G2 - A33 + Q12 * A23Q31 + @13 * A21 - A32 — A13 - A22 * A31 — Q11 * A23 * G32 — Q12 * G321 * A33.

Entao olhemos para a primeira linha, na qual temos os elementos a1, a2 € a3.

O termo aq; multiplica (ags - agz — ass3 - ags) que, observando sob um outro olhar, é o
determinante da matriz que obtemos ao retirarmos a linha e a coluna do elemento ai;
da matriz original, conforme a figura 10.

a,
a,, 4dy
as, Qag

Figura 10: Determinante por Laplace— 5

Do mesmo modo, podemos ver a expressao aisao1ds3 — a12023a3; como o produto
entre o elemento a5 e o determinante da matriz que sobra ao retirarmos a linha e a
coluna as quais esse elemento pertence, como na figura 11.

Figura 11: Determinante por Laplace— 6
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Em relacao ao termo a;3, vemos a expressao ai3asidse — a13022a3; como o produto
entre o elemento a3 e o determinante da matriz que sobra ao retirarmos a linha e a
coluna as quais esse elemento pertence, como na figura 12.

A

a21 a22

a31 a32

Figura 12: Determinante por Laplace— 7
Relembremos o caso de ordem 2, no qual tomamos todos os elementos a;; de uma
linha e multiplicamos cada um deles por (—1)"+7-det(A;;), em que A;; é a matriz obtida

quando retiramos a linha 7 e a coluna j do elemento escolhido.

Assim, no caso de ordem 3, temos:

a
ayy - (=)' - det G2 023 ) _ - det(Aq1) = ay - (aga33 — ag3asz)
32 A33

a
arg - (—1)'2 . det B —ay2 - det(Arz) = —aia - (a21a33 — azsaz)
a31 ass

a
arz - (— )1+3 det 2 ) = a3 det(As) = a3 - (ag1a32 — a920a31)
31 Aa32

Verifiquemos se esse procedimento também funciona com a linha 2, a partir da qual
obtemos os termos:

agy - (—1)*T . det ( a3 ) = ag(—1)% - det(Az) = —ag - (a12a33 — a13a32)

32 Aa33

a a
ao9 * (-1)2+2 . det H 13 = a22(_1>4 . d@t(A22> = Q99 * (CL11(L33 — a13a31)
a3 Aass

a
ass - (— )2+3 det 2 = agz(—1)° - det(Agz) = —ags - (a12a3e — arzaz;)
a31 as2

cuja soma é:

Q11 - Qo2 - G33 + Q12 * G331 + Q13 * G21 - A32 — 13 - A22 * G31 — G11 * Q23 - A32 — G12 * G21 * A33
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Observamos, novamente, que precisamos utilizar todas as entradas da linha esco-
lhida.

E, pois, possivel dizer que hd um padrao?

Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827 ) mostrou que sim, que sempre somos ca-
pazes de calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem n fazendo calculos
de determinantes de matrizes de ordem n — 1. Esse "adrao” é conhecido como o Desen-
volvimento de Laplace.

Observagao 1: O Desenvolvimento de Laplace também é valido quando escolhe-
mos uma coluna ao invés de uma linha.

Observagao 2: E necessério, ainda, observar que os valores b;; = a;; - (—1)"7 -
det(A;;), que calculamos anteriormente, formam uma matriz

bll b12 bln
po|
bnl bn2 bnn

com o mesmo numero de linhas e colunas de A. Essa matriz é chamada matriz dos
cofatores de A, importante para outros topicos nao abordados neste trabalho.

e O que aconteceria no caso de um determinante 4 x 47 As expressoes encontradas
para casos 2 X 2 e 3 x 3 sao analogas a esse caso? Vejamos a figura 13.

a, ay,; ay
a; Qg Ay,
a, a,; ayu

Figura 13: Determinante por Laplace— 8
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11 A1z Aaiz Ay

a a a a Ag2 A23 A24 Q21 A23 Azq
21 22 23 24
=ai1-| A3 A33 Q34 | — Q12| G31 G33 G34 |+ -
31 dgzz 33 A34
Qg2 Q43 Q44 Qg1 QA43 Q44
Q41 Q42 Q43 Q44
Q21 Q22 Q24 Q21 Q22 Q23
*aiz | azr G322 a3z4 | — QA4 | 31 A32 433
aq1 Q42 Aq4q Qg1 Q42 QA43

Observamos, nesse cédlculo, que o valor encontrado, quando o sistema é de ordem
4, nao obedece a uma regra pratica, como nos casos de ordem 2 e 3, sendo calculado
apenas pelo Desenvolvimento de Laplace, através do qual encontramos, ao escolhermos
a linha 1, a seguinte expressao:

Q22 Q23 (24
aiq - (—1>1+1 . det Q32 Q33 Q34 = a1 (—1)2 . det(AH) = ai det(An)

Qg2 Q43 QA44q

G21 (23 (24
a9 * (—1)1+2 . det a31 g3 asq = a12 - (—1)3 . det(Alg) = —ai2 - det(Alz)
Q41 Q43 Q44

Q21 A22 Q24
ars - (=)' det | az asy asy | = ays- (—1)* - det(Ays) = ays - det(Ays)
Qg1 Qg2 QAq4

G21 Q22 (23
Q14 * (—1)1+4 . det a31 gz ass = a4 * (—1)5 . det(A14) = —ai4 det(A14)
Q41 Q42 Q43

A andlise que acabamos de fazer, associada a definicdo que demos através de per-
mutacoes, possibilita um entendimento mais completo da definicao de determinante,
dada por Laplace, aqui indicada em duas etapas:

1. Dada uma matriz quadrada A = (a;;)nxn , de ordem n > 2, chamamos de cofator
do elemento a;; e indicamos por A;; ao seguinte nimero:

_ i+j
Ay = (=1)"" - Dy,
em que D;; ¢ o determinante de ordem menor, formado pelos elementos restantes,
quando retiramos a linha e a coluna as quais pertence o elemento a;;.
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2. Seja A = (aij)nxn, de ordem n > 2. O determinante da matriz A é a somatdria
dos produtos dos elementos a;; pelos seus respectivos cofatores A;;, em relagao a qual-
quer linha ou coluna da matriz A. Assim, utilizando a definicao para a primeira linha
da matriz

ap; Q2 - Aip

G21 Q22 -+ QAgp
A= ,

Ap1 Ap2 -+ Qpp

temos d@t(A) = an Ay + apAis + - + a1 A,



Capitulo IV. Observacoes e

Aplicacoes

Diante de problemas como os apresentados inicialmente, além de outros que foram
objetos de estudos, verificamos que matrizes e determinantes sao originalmente esque-
mas associados a solucao de sistemas lineares de equagoes.

Como observamos em variadas situagoes, podemos ter sistemas que podem nao
apresentar uma solucao tnica (Sistema Possivel e Indeterminado - SPI), ou podem até
mesmo nao apresentar solugao alguma (Sistema Impossivel - SI).

Em alguns livros didaticos, ha uma classificagao dos sistemas lineares quanto ao
numero de solugoes, a qual é feita a partir do recurso a regra de Cramer, como se
segue. Consideramos um sistema linear como o representado a seguir:

a11T1 + Q2 + -+ AT, = bl
anry + Gprs + -+ AT, = by
ap1®1 + GpaTo + -+ AppT, = bn

O falso teste para a determinacao do niimero de solucoes reais dessa equacao con-
siste no seguinte procedimento:

a) Formamos a matriz A dos coeficientes das incégnitas.

b) Formamos as matrizes Ay, Ay, --+, A, como anteriormente (substituigao dos
coeficientes das incégnitas pelos termos independentes). Nessa estratégia, n é a ordem
da matriz dos coeficientes.

c¢) Calculamos os n + 1 determinantes de Cramer, atribuindo-lhes a simbologia
det(Ay), det(Ay), -+, det(A,).

Feito isso, realizamos a analise detalhada a seguir:

e Afirmagao I: Se det(A) = 0 e algum dos determinantes det(A;), det(Asy), ---
det(A,) é diferente de zero, entdo o numero de solugoes é zero.

e Afirmacao II: Se det(A) = 0 e todos os determinantes det(A;), det(Ay), ---
det(A,) s@o zero, entdo o numero de solugoes é infinito.

95
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e Afirmagao III: Se det(A) # 0, o nimero de solugoes é 1.

Esses trés passos constituem o teste que contém um grave equivoco, mas que per-
siste em muitos textos escolares.

As afirmacoes I e III sao verdadeiras, consequéncias diretas da regra de Cramer.

A afirmacao II, no entanto, é falsa, pois ha situagoes que a satisfazem mas nao
obtém o resultado que ela indica.

Vejamos um contraexemplo, encontrado em Lima (2005), que comprova o que aca-
bamos de afirmar. Ou seja, basta descobrir uma matriz A tal que a hipdtese "e todos
os determinantes sao zero” é verdadeira, mas a tese "o nimero de solugoes ¢ infinito” é
falsa. Vejamos o sistema abaixo:

zr + v + z =1
2 + 2y + 2z = 2
v + 3y + 3z = 4
(1 1 1] 1 11
| 3 3 3] 4 3 3
(1 1 1] 111
Ay = 2 = det(Az) =0 Ag = 2 2 2 = det(Ag) =0
| 3 4 3 | 3 3 4

Pela afirmagao II, concluiriamos que "o sistema ¢é indeterminado, pois teriamos”

0
T=y=z=4.

Notemos, aqui, que, ao aplicarmos o método da eliminacao de Gauss, ficaremos com,

r +

Y+

z

2 + 2y + 2z
y + 3z

3r +

xr 4+

3xr +

Mas 0 =1 é, evidentemente, um absurdo. Portanto o sistema é impossivel.

Yy o+

3y +

z
0
3z

1
2 Lo—214
%
4
1
0
4

L3 — 3L,
—

T

3r. + 3y + 3z

r + y + =z

+ Yy +

0
0

z

0

jen)
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Para esses casos, a utilizagao da regra de Cramer ¢é insuficiente, mas a solu¢ao por
eliminacao de incégnitas em equacoes, ja conhecida pelos chineses, e vista no capitulo
IT deste trabalho, que foi sistematizada e desenvolvida por Gauss, é indubitavelmente
uma forma segura de busca de solugoes.

Vejamos uma situagao que também explicita a seguranca que se tem ao utilizar o
método da eliminagao gaussiana.

Trés amigos, Valdomiro, Joilma e Eunice, tém, cada um, um terreno com respec-
tivamente x, y e z hectares. A soma das areas dos trés terrenos é de 3 ha. A area
do terreno de Joilma, somada com o dobro da area do terreno de Eunice, vale 2 ha.
A diferenca entre as areas dos terrenos de Valdomiro e Eunice vale 1 ha. E possivel

calcular a drea exata de cada terreno?
Vamos a solucao.
e Teriamos uma igualdade para cada situacao descrita, como se segue:
a) a soma das dreas dos trés terrenos é de 3 ha: =z +y + z = 3;

b) a drea do terreno de Joilma, somada com o dobro da area do terreno de Eunice,
vale 2 ha: y+ 22z = 2;

¢) a diferenga entre as areas dos terrenos de Valdomiro e Eunice vale 1 ha: z—2z = 1.

Ou seja, o problema pode ser expresso pelo sistema linear abaixo:

xr +y + z =3
y + 2z =
r — 2z =1
r + y + z =3 r + y + =z 3
y + 2z = 2 = y + 22 = 2
r — z =1 L;i—1L;s y + 2z = 2
r +y + z =3
y o+ 22 = 2 N {x+y—|—z:0
y + 2z = 2 Ly— L3 y + 2z = 2
<__—_

A solucao nos permite perceber que o sistema pode ser resolvido, mas nao oferece
apenas uma solucao, diante da explicacao a seguir.

y=2—-2z
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Substituindo na primeira equagao, temos:

r+2—-2242=3

r—z=1

r=1+z

O que nos d4 uma terna ordenada do tipo (1 + z,2 — 2z, z), possibilitando infinitas
solugoes.

Como em outros temas desenvolvidos pela matematica, o trabalho com matrizes e
determinantes conduziu a aplicagoes diferentes das imaginadas inicialmente, por exem-
plo, o calculo de areas e volumes.

Dado um triangulo de vértices A(x4,y4), B(xp,ys) e C(zc, yc), podemos representé-
lo em um plano cartesiano da seguinte maneira: Para o calculo da area procurada,

XV

Figura 14: Triangulo Cartesiano 1

retiraremos do quadrilatero AM N P os triangulos AM B, BNC' e CPA, nos quais

A(anyA)aB(vayB>aC(£Cay0)7M(xA7yB)7N(xC7yB) € P(l‘CayA)

®Y

Figura 15: Triangulo Cartesiano 2
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AreSLAMNP = (x4 —2xc)  (Yp — ya) = TaYB — TaYa — TcYp + ToYa

(ta—2B) - (YB —Ya)  TaYB — TAYA — TBYB + TBYA

A = _
reaApn B B B

(rp —zc) (Ys —Yc)  TBYB — TYc — Tcyp + Tcyc

A = —
reapnc 5 B

A _ (x4 —2c) - (yo —ya) _ TAYC — TAYA — TcYc + TcYa
reacpa = 5 = 5

( ‘ . x —x —x +
Area g + Areagnc + Areacpa = AYB AYA 5 BYB BYA 4.

_ TBYB — TpYc — TcYB + Tcyo n TAYC — TAYA — Yo + TeyYa
2 2

_ TAYB — TAYA — TBYB +2BYa +TBYB — TBYc — TcYB + ToYc + TAYc — TAYA — TcYc + Toya
2

’ ’ ’ xXr —_ 21’ €T —x T T
Areays + Areapyc + Areacpy = —222 AYA + TBYa . BYC + TaYc + Toya

Areaspc = Areaanp — (Areaan g + Areapyc + Areacpa)

B TaYp — 2TaYa + TpYa — TBYc + TaYc + Toya
= TAYB — TAYA — TCYB + Tcya — 5

_ 2(xayp — aYa — Teys + Toya) — (xays — 204y + TpYa — TBYc + TaYc + Toya)
2

_ 2wayB — 2xAYA — 2TcYB + 2XcYA — TAYB + 2T AYA — TBYA + TBYC — TAYc — TcyYa
B 2

A _ TAYB — TCYB T TcYAa — TBYA + TBYc — TaYcC
reappc = 5

A _ TAYB + TcYa + TBYc — TcYB — TAYc — TBYA
reapapc = 5

Verificamos assim, no numerador, produtos com sinal + em trés deles e sinal — em
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outros trés, mas cada um com dois fatores. E possivel fazer uma analogia com um
determinante de ordem 3, que também tem (usando a Regra de Sarrus) trés parcelas
com sinal + e trés com sinal —, no entanto cada uma com trés fatores.

Usando o fato de que o 1 é o elemento neutro da multiplicagao, podemos fazer o
seguinte rearranjo:

za-yp-l+xc-ya-l+ap-yo-l—xc-yp-1—xa-yo-l—ap-ya-1
2

AreaAB(; =

que corresponde a metade do determinante da matriz A, em que

ra ya 1

A = B YB 1

ro Yo 1

E f4cil verificar que, se

Ta ya 1 rp yp 1 rp yp 1
A= |2 yp 1 A= | x4 ya 1 Ay= | z¢ yo 1
re Yo 1 ro yo 1 g ya 1
ra ya 1 ro Yo 1 o yp 1
Az = | z¢ yo 1 Ay=| x4 ya 1 As=| 2p yp 1
B YB 1 B YB 1 TA Ya 1

entao,

det(A) = —det(Ay) = det(Ay) = —det(As) = det(Ay) = —det(As)

Ou seja,

|det(A)] = |det(Ay)| = |det(Az)| = |det(As)| = |det(Aq)| = |det(As)]
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Podemos aqui nos referir a propriedade dos determinantes que indica a troca no
sinal do seu valor numérico sempre que houver uma troca de posicoes entre duas filas
paralelas (duas linhas ou duas colunas), o que nos leva a concluir que a drea da regido
triangular de vértices A(za,ya), B(zp,ys) ¢ C(xc,yc) ¢ dada por:

¢ 1
Areaqpc = 3" |det(A)|

em que
Tha ya 1
A = B YB 1
ro yo 1

Podemos estender esse conceito para a drea de um paralelogramo de vértices A(za,y4),
B('TB7 yB>7 C(‘IC7 Z/C) € D<xD7 yD)

xv

Figura 16: Paralelogramo Cartesiano

Para tanto, basta observar que a diagonal AC' do paralelogramo o divide em dois
triangulos congruentes (caso de congruéncia LAL), assim:

Areaspcp = |det(A)]

em que
ra ya 1
A = B YB 1
o yo 1



Capitulo V. Conclusao

Neste trabalho, comegamos estudando o método apresentado no livro "Os nove ca-
pitulos sobre a arte matematica” e explicamos como era utilizado. Dessa explicagao,
conseguimos modelar as informagoes por equacoes lineares e gerar sistemas de equacoes
lineares. Entao percebemos que o método resolvia tais sistemas de equagoes lineares.

Uma pergunta surgiu no nosso estudo: esse método resolve todos os sistemas?

Na busca pela resposta, alguns padroes surgiram e nos levaram a definicao de de-
terminantes e matrizes, o que nos levou a resposta de que o método dos chineses valia
(para eles), porque eles sempre consideravam, em cada problema, o mesmo nimero de
equacoes e incognitas, como também que o determinante da matriz formada com os
coeficientes dos sistemas era sempre diferente de zero.

A investigacao de um método com mais de mil anos foi capaz de introduzir muitos
conceitos matematicos de forma natural e contextualizada.

Em nossa ética, referenciada pelo que se expos neste trabalho, o desenvolvimento
histérico dos tépicos aqui estudados, como estratégia de ensino, torna os contetidos mais
légicos, com padroes observaveis, com teorias desenvolvidas criticamente (como no caso
da discussao de um sistema linear, principalmente ao nos depararmos com um sistema
impossivel ou indeterminado) e préximas a realidade do estudante, dinamizando as
acoes em sala de aula e elevando a qualidade dos processos de ensino-aprendizagem da
matematica.
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