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RESUMO 
 
 

As Isometrias são objetos de estudo em diversas áreas da Matemática, como por 
exemplo, na Álgebra Linear, na Geometria Analítica, na Geometria Plana e na 
Geometria Projetiva. A pesquisa foi motivada pela curiosidade em verificar a 
possibilidade de se fazer um estudo completo das isometrias usando números 
complexos, mais especificamente as Transformações de Möbius. Com o sucesso na 
pesquisa torna-se possível motivar o ensino dos números complexos com o pretexto 
de aplicá-los em problemas de isometria, podendo-se argumentar para os alunos 
que softwares como o CorelDraw e AutoCad podem utilizar estas noções para 
mover os objetos na tela. Estudaram-se as isometrias usando Geometria Analítica e 
um caso particular de Transformação de Möbius, e foi pesquisada uma forma para 
caracterizar as isometrias, usando apenas números complexos. Por fim, os fatos 
centrais demonstrados, foram constatados com a criação de uma simulação no 
software Geogebra, o qual se mostrou eficaz para os propósitos da pesquisa. 

 

 
Palavras-chave: Álgebra Linear. Geogebra. Geometria Analítica. Isometria. 
Números Complexos. Transformação de Möbius. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



ABSTRACT 
 
 
The isometries are objects of study in several areas of mathematics, for example, in 
Linear Algebra, Analytical Geometry in Plane Geometry and Projective Geometry. 
The research was motivated by curiosity to check the possibility of making a 
thorough study of isometries using complex numbers, specifically the Möbius 
transformations. With the research results is possible to motivate the teaching of 
complex numbers on the pretext of applying them to isometry problems, can be 
argued to students that software such as CorelDraw and AutoCad can use these 
notions to move objects in the screen. We studied the isometries using analytic 
geometry and a particular case of Möbius transformation, and was researched a way 
to characterize the isometries, just using complex numbers. Finally, the central facts 
stated, were found by creating a simulation software Geogebra, which was effective 
for purposes of the survey. 
 
Key-words: Linear Algebra. Geogebra. Analytic Geometry. Isometry. Complex 
Numbers. Möbius transformation. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

O conjunto dos números complexos é usado para definir modelos 

matemáticos em vários ramos do conhecimento humano. Neste trabalho usaremos 

os números complexos para classificar as isometrias do plano. 

Intuitivamente, duas figuras são isométricas ou congruentes quando é 

possível através de um movimento rígido sobrepor uma figura na outra. No Ensino 

Fundamental, explora-se a congruência de triângulo de forma exaustiva, estudando 

várias condições que garantem a congruência entre triângulos. 

Usualmente, para estudar as Isometrias usamos ferramentas matemáticas 

ainda não acessíveis aos alunos de Ensino Médio. Então, para o professor realizar 

oficinas, apresentando todas as isometrias no plano, é essencial buscar uma 

abordagem mais clara a um aluno de Ensino Médio. 

Investigou-se uma forma de caracterizar as isometrias no plano usando ou 

adaptando as Transformações de Möbius. A caracterização final usa apenas 

Números Complexos e noções de Geometria Analítica, e é consequência das 

Transformações de Möbius.   

Em algumas demonstrações usaremos alguns fatos de Álgebra Linear, cujas 

demonstrações podem ser omitidas, sem grandes prejuízos. Isto deve ser feito, 

principalmente, se o professor desejar expor o material desta pesquisa para seus 

alunos de Ensino Médio. 

Mostrou-se que o conjunto das isometrias é formado por reflexões e suas 

composições. Entretanto, verificou-se que as reflexões não podem ser expressas 

por Transformações de Möbius, mas que é possível adequar uma nova função para 

estudar as reflexões.  

Não foi encontrada bibliografia a qual apresente uma demonstração analítica 

de que as translações e as rotações podem ser escritas como composição de 

reflexões. Estes fatos foram demonstrados no trabalho.  

Outra contribuição relevante é a seguinte caracterização: 
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Seja 𝑧1, 𝑧2, 𝑤1, 𝑤2 ∈ ℂ tais que  𝑧2 − 𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , 𝑧1 ≠ 𝑧2 e 𝑤1 ≠ 𝑤2.  

𝑇: ℂ → ℂ é uma isometria com 𝑇 𝑧1 = 𝑤1 e 𝑇 𝑧2 = 𝑤2 se, e somente se, 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

Ou, 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
  

Foi construída uma ferramenta no software Geogebra, para promover a 

simulação da caracterização acima. 
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2 OBJETIVOS 

 

 

2.1 Objetivo geral  

 

Tratar as isometrias no plano sobre o ponto de vista do conjunto dos números 

complexos ℂ, e criar uma ferramenta computacional no software Geogebra 4.2, que 

possa ser usada para simular os resultados encontrados. 

 

2.2 Objetivos específicos 

 

Para alcançarmos o objetivo geral, dividimos a pesquisa nos seguintes 

objetivos específicos: 

a) Realizar estudo de Geometria Analítica com tratamento vetorial e alguns 

tópicos de Álgebra Linear; 

b) Descrever as isometrias sobre o ponto de vista da Geometria Analítica; 

c) Classificar as isometrias do plano; 

d) Explorar conceitos básicos de Números Complexos, até o tópico de 

Transformações de Möbius; 

e) Migrar as isometrias estudadas para coordenadas complexas, e pesquisar 

uma caracterização por Transformações de Möbius; 

f) Analisar a viabilidade da implementação das isometrias, usando apenas 

números complexos, no software Geogebra 4.2; 

g) Gerar ferramenta computacional que trate as isometrias usando números 

complexos, e convencer de que é possível adaptar a ferramenta para 

promover outros estudos.  
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3 METODOLOGIA 

 

 

Para alcançar os objetivos foi usada a pesquisa exploratória, pois ela “realiza 

descrições precisas da situação e quer descobrir as relações existentes entre seus 

elementos componentes”, conforme Cervo, Bervian, e Silva (2009).  

Os objetos de estudo da pesquisa foram literaturas sobre o assunto, e o 

software Geogebra versão 4.2. 

Primeiro, foi necessário estudar as isometria usando Geometria Analítica, e 

promover uma classificação quanto a preservar/inverter a orientação do plano, a 

seguir estudou-se as isometrias usando compostas de reflexões. As Transformações 

de Möbius foram estudadas e extraiu-se o essencial para o estudo das isometrias.  

Em paralelo a este estudo, foram explorados os recursos existentes no software 

Geogebra 4.2. E finalmente, foi construída no Geogebra uma simulação para o 

resultado central. 

Conjecturou-se à existência de uma caracterização das isometrias usando ou 

adaptando as Transformações de Möbius, fato comprovado no final da pesquisa e 

evidenciado na simulação gerada pelo software Geogebra.  
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4 ALGUMAS TRANSFORMAÇÕES ELEMENTARES NO ℝ𝟐  

 

 

 Neste capítulo as isometrias, embora ainda não definidas, serão tratadas 

usando coordenadas no plano, em capítulos posteriores estes resultados serão 

usados para definir as isometrias sobre o plano complexo.  

Todas as seções deste capítulo são adaptações de Profmat (2012). 

Uma transformação no plano ℝ2 é uma função 𝑓:ℝ2 ⟶ℝ2 que associa a 

cada ponto 𝑃 ∈ ℝ2 um ponto 𝑓 𝑃 ∈ ℝ2. 

Não se deve confundir transformação no plano com transformação linear, o 

conceito de transformação linear será apresentado no próximo capítulo.  

   

4.1 Translação 

 

Dado 𝑣 ∈ ℝ2, uma translação no plano, determinada pelo vetor 𝑣 é uma 

transformação 𝑇𝑣: ℝ2 ⟶ℝ2, definida por 𝑇𝑣 𝑃 = 𝑃 + 𝑣. Se 𝑣 =  𝑥0, 𝑦0  e se 𝑃 =

(𝑥, 𝑦) então 𝑇𝑣 𝑥, 𝑦 = (𝑥 + 𝑥0, 𝑦 + 𝑦0). A notação 𝑇𝑣 representará sempre a 

translação segundo o vetor 𝑣. 

Figura 1 – Translação 𝑇𝑣 
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4.2 Rotação em torno da origem 

 

Para definir as rotações em torno da origem, considere o ponto 𝑃 =  𝑥, 𝑦 ≠

(0,0) e seja 𝛼 o ângulo entre o semi-eixo positivo 𝑂𝑋 e 𝑂𝑃, no sentido positivo. Para 

representar a rotação de um ângulo 𝜃 do ponto 𝑃 em torno da origem, usaremos a 

notação 𝑅𝜃(𝑃). 

 

Figura 2 – Rotação em torno da origem 𝑅𝜃  
 

 
 

 

Como, 𝑃 =  𝑥, 𝑦 = (|𝑂𝑃| 𝑐𝑜𝑠 𝛼, |𝑂𝑃| 𝑠𝑒𝑛 𝛼) 

Então,  

𝑅𝜃 𝑃 = 𝑅𝜃  𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝛼,  𝑂𝑃 𝑠𝑒𝑛 𝛼 =   𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠  𝛼 + 𝜃 ,  𝑂𝑃 𝑠𝑒𝑛  𝛼 + 𝜃   

=  𝑂𝑃  𝑐𝑜𝑠  𝛼 + 𝜃 , 𝑠𝑒𝑛  𝛼 + 𝜃   

=  𝑂𝑃  𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛 𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝛼 cos 𝜃 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼  

=   𝑂𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠𝜃 −  𝑂𝑃 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝜃,  𝑂𝑃 𝑠𝑒𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑂𝑃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼  

=  𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃  

Ao definir 𝑅𝜃  espera-se que 𝑅𝜃 0,0 = (0,0), de fato: 

𝑅𝜃 0,0 =  0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 0 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 0 cos 𝜃 = (0,0) 
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4.3 Reflexão em torno de uma reta 

 

Antes de definir a Reflexão em torno de uma reta, vamos definir a projeção 

ortogonal sobre uma reta. 

Seja a reta 𝑙 que faz um ângulo 𝜃 com o semi-eixo positivo 𝑂𝑋. O vetor 

𝑣 = (𝑐𝑜𝑠 𝜃, 𝑠𝑒𝑛 𝜃)  é um vetor paralelo a reta 𝑙, e a equação de 𝑙 é da forma:  

𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐, para algum 𝑐 ∈ ℝ. 

 

Figura 3 – Projeção Ortogonal 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙  
 

 
 

 

Se 𝑙⊥ é uma reta perpendicular a 𝑙, então: 

𝑙⊥:   𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦 = 𝑘, para algum 𝑘 ∈ ℝ 

Mas, se 𝑄 =  𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑙
⊥ então  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥0 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦0 = 𝑘. E portanto: 

𝑙⊥:   𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥0 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦0 

Calculemos 𝑙 ∩ 𝑙⊥, considere o sistema: 

 
 −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐
 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥0 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦0

  

Como 𝑑𝑒𝑡  
−𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃
 = −𝑠𝑒𝑛2𝜃 −𝑐𝑜𝑠2𝜃 = −1 ≠ 0 , então o sistema tem 

solução única. Pela regra de Crammer: 
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𝑥 =
𝑑𝑒𝑡  

𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃
 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥0 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 𝜃

 

𝑑𝑒𝑡  
−𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃
 

=
𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃 −𝑥0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑦0  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

−1

=  𝑥0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃 

 

𝑦 =
𝑑𝑒𝑡  

−𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐
𝑐𝑜𝑠 𝜃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑥0 +  𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑦0

 

𝑑𝑒𝑡  
−𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

 
=
−𝑦0 𝑠𝑒𝑛2𝜃 − 𝑥0  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−1

=  𝑥0  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +𝑦0 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

Portanto, podemos definir a projeção ortogonal do ponto 𝑄 = (𝑥0, 𝑦0) sobre a 

reta 𝑙, como a interseção entre as retas 𝑙 e 𝑙⊥, assim: 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑥0, 𝑦0 = (𝑥0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃,

𝑥0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +𝑦0 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 

Usaremos o resultado acima é para definir a reflexão do ponto 𝑄 em torno da 

reta 𝑙, a qual será denotada por 𝑅𝑙(𝑄). 

Sabemos que 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙(𝑄) é o ponto médio do segmento com  extremos em 𝑄 e 

em 𝑅𝑙(𝑄). Assim, 2 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑄 = 𝑅𝑙 𝑄 + 𝑄, onde 𝑄 é um ponto qualquer do plano. 

 

 

Figura 4 – Reflexão em torno de uma reta 𝑅𝑙  
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Então se 𝑄 = (𝑥, 𝑦), 

 𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 = 2 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑥, 𝑦 −  𝑥, 𝑦  

𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 = 2 (𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃,

𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +𝑦 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃) −  𝑥, 𝑦  

𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 =   𝑥 2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑦 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐 2 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑥,

𝑥 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +𝑦 2 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦  

=  𝑥 (2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1) + 𝑦 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃,

𝑥 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +𝑦( 2 𝑠𝑒𝑛2𝜃 − 1) + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  
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5 ISOMETRIAS NO PLANO 

 

 

5.1 Definição e propriedades 

 

Dados os pontos 𝑃 e 𝑄, usaremos as notações 𝑑(𝑃, 𝑄) ou  𝑃𝑄  ou ainda 

 𝑄 − 𝑃  para representar a distância entre os pontos 𝑃 e 𝑄. 

 

Definição 1: Uma isometria no ℝ2 é uma função 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 que preserva 

distâncias. Isto significa que, para quaisquer pontos 𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2, tem-se 

𝑑 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  = 𝑑(𝑃, 𝑄). 

 

Deste ponto em diante, escreveremos isometria no plano ou simplesmente 

isometria para designar uma isometria no ℝ2. 

Sabemos que duas figuras no plano são congruentes quando existe uma 

isometria no plano que transforma uma na outra. 

A próxima proposição em conjunto com a seção 5.2 permite construir uma 

infinidade de funções que são isometrias.  

 

Proposição 1: Sejam 𝐹, 𝐺:ℝ2 ⟶ℝ2 isometrias do plano então 𝐹𝑜𝐺 é uma isometria. 

Demonstração: Pela definição da composta de funções, 𝐹𝑜𝐺 é uma função com 

domínio e contradomínio iguais ao ℝ2. Sejam 𝑃 e 𝑄 elementos arbitrários de ℝ2, 

assim: 

𝑑  𝐹𝑜𝐺  𝑃 ,  𝐹𝑜𝐺  𝑄  = 𝑑  𝐹 𝐺 𝑃  , 𝐹 𝐺 𝑄    

Defina 𝑃′ = 𝐺 𝑃  e 𝑄′ = 𝐺 𝑄 , como ambos são elementos do ℝ2 e 𝐹 é uma 

isometria, então:  

𝑑  𝐹𝑜𝐺  𝑃 ,  𝐹𝑜𝐺  𝑄  = 𝑑 𝐹 𝑃′ , 𝐹 𝑄′  = 𝑑 𝑃′ , 𝑄′ = 𝑑 𝐺 𝑃 , 𝐺 𝑄   
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Mas 𝐺 também é uma isometria, portanto 𝑑 𝐺 𝑃 , 𝐺 𝑄  = 𝑑 𝑃, 𝑄 . Assim: 

𝑑  𝐹𝑜𝐺  𝑃 ,  𝐹𝑜𝐺  𝑄  = 𝑑(𝑃, 𝑄) 

Logo, 𝐹𝑜𝐺 é uma isometria. 

∎  

 

Sejam 𝑣1, 𝑣2 ∈ ℝ
2 pontos distintos, tais que os vetores 𝑂𝑣1

         e 𝑂𝑣2
         tenham 

mesmo comprimento e sejam não-colineares. Se 𝜃𝑣1
 é o ângulo entre o semi-eixo 

positivo 𝑂𝑋 e 𝑂𝑣1
         no sentido positivo, e 𝜃𝑣2

 o ângulo entre o semi-eixo positivo 𝑂𝑋 e 

𝑂𝑣2
         no sentido positivo, define-se o ângulo orientado de 𝑂𝑣1

         para 𝑂𝑣2
         por, 𝜃𝑣1𝑣2

=

𝜃𝑣2
− 𝜃𝑣1

+ 360𝑜 ∙ 𝑘, onde 𝑘 ∈ ℤ é tal que −180𝑜 < 𝜃𝑣1𝑣2
< 180𝑜 . Temos que 

𝑅𝜃𝑣1𝑣2
(𝑣1) e 𝑣2 são iguais. Isto motiva a seguinte definição. 

  

Definição 2: Nas condições acima 𝑂𝑣1
         e 𝑂𝑣2

         nesta ordem tem orientação positiva, 

sempre que 𝜃𝑣1𝑣2
> 0, e orientação negativa caso 𝜃𝑣1𝑣2

< 0. 

 

Se tomarmos 𝑣1 = (−1,0) e 𝑣2 = (0,−1), então 𝜃𝑣2
− 𝜃𝑣1

= 270o − 180o =

90𝑜 ⟹ 𝜃𝑣1𝑣2
= 90𝑜 > 0 . Logo, 𝑂𝑣1

         e 𝑂𝑣2
         nesta ordem tem orientação positiva. 

Vejamos outro exemplo, digamos que 𝑣1 = (1, −1) e 𝑣2 = (1,1), desta forma 

𝜃𝑣2
− 𝜃𝑣1

= 45o − 315o = −270𝑜 . Para que −180𝑜 < 𝜃𝑣1𝑣2
< 180𝑜 , basta tomarmos 

𝑘 = 1 em 𝜃𝑣1𝑣2
= 𝜃𝑣2

− 𝜃𝑣1
+ 360𝑜 ∙ 𝑘. Assim, 𝜃𝑣1𝑣2

= −270 + 360𝑜 = 90𝑜 > 0. Logo, 

𝑂𝑣1
         e 𝑂𝑣2

         nesta ordem tem orientação positiva. 

 

O sistema de coordenada cartesianas usual induz no plano a orientação dada 

pela orientação dos vetores da base canônica 𝑒1 = (1,0) e 𝑒2 = (0,1) nesta ordem, a 

qual chamaremos de orientação positiva. 
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Definição 3: Uma isometria 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2, preserva a orientação do plano quando 

𝐹(𝑂)𝐹 𝑣1                           e 𝐹(𝑂)𝐹 𝑣2                           nesta ordem, tem mesma orientação que 𝑂𝑣1
         e 𝑂𝑣2

        , para 

𝑣1, 𝑣2 ∈ ℝ
2 distintos, e tais que os vetores 𝑂𝑣1

         e 𝑂𝑣2
         tenham mesmo comprimentos e 

sejam não-colineares. 

 

Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 uma isometria. Fixados 𝑣1 , 𝑣2 ∈ ℝ
2 pontos distintos de forma 

que os vetores 𝑂𝑣1
         e 𝑂𝑣2

         tenham mesmo comprimentos, sejam não-colineares, e 

tais que 𝑂𝑣1
         e 𝑂𝑣2

        , nesta ordem tenham orientação positiva, ou seja, 𝑣2 =

𝑅𝜃𝑣1𝑣2
(𝑣1), onde 𝜃𝑣1𝑣2

> 0. Defina, 𝑤1 =  𝑎, 𝑏 = 𝐹 𝑣1 − 𝐹 𝑂 = 𝐹(𝑂)𝐹 𝑣1                            e 

𝑤2 =  𝑐, 𝑑 = 𝐹 𝑣2 − 𝐹 𝑂 = 𝐹(𝑂)𝐹 𝑣2                          . Determinemos a orientação de 𝑂𝑤1
          e 𝑂𝑤2

          

nesta ordem. Temos que 𝑤2 = 𝑅𝜃𝑤1𝑤2
(𝑤1). 

Como 𝐹 é uma isometria então 𝑑 𝐹 𝑣1 , 𝐹 𝑂  = 𝑑 𝑣1, 𝑂 , 𝑑 𝐹 𝑣2 , 𝐹 𝑂  =

𝑑 𝑣2, 𝑂  e 𝑑 𝐹 𝑣1 , 𝐹 𝑣2  = 𝑑 𝑣1, 𝑣2 , e portanto 𝑂𝑣1𝑣2 é um triangulo congruente ao 

triângulo 𝐹 𝑂 𝐹 𝑣1 𝐹(𝑣2). Assim 𝜃𝑤1𝑤2
= 𝜃𝑣1𝑣2

 ou 𝜃𝑤1𝑤2
= −𝜃𝑣1𝑣2

. Vejamos os dois 

casos: 

 Se 𝜃𝑤1𝑤2
= 𝜃𝑣1𝑣2

 e como 𝜃𝑣1𝑣2
> 0 então 𝑤2 = 𝑅𝜃𝑣1𝑣2

 𝑤1  onde 𝜃𝑤1𝑤2
> 0. 

Portanto, 𝐹 preserva a orientação do plano; 

 Se 𝜃𝑤1𝑤2
= −𝜃𝑣1𝑣2

 e como 𝜃𝑣1𝑣2
> 0 então 𝑤2 = 𝑅(𝜃𝑤1𝑤2 ) 𝑤1  onde 𝜃𝑤1𝑤2

< 0. 

Portanto, 𝐹 inverte a orientação do plano. Conforme representado na figura 5.  

 
Figura 5 – Isometria que inverte a orientação do plano 
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Em particular, se tomarmos 𝑣1 = (1,0) e 𝑣2 = (0,1), então 𝜃𝑣1𝑣2
= 90𝑜 > 0. 

Logo, 𝑅90𝑜  𝑣1 = 𝑅90𝑜  1,0 =  0,1 = 𝑣2, ou seja, (1,0) e (0,1) nesta ordem tem 

orientação positiva. 

Sabemos que 𝜃𝑤1𝑤2
= ±𝜃𝑣1𝑣2

= ±90𝑜 . Vejamos os dois casos: 

 

 Se, 𝜃𝑤1𝑤2
= 90𝑜  então 

𝑤2 =  𝑅90𝑜  𝑤1 ⟹  𝑐, 𝑑 =  𝑅90𝑜  𝑎, 𝑏  

⟹  𝑐, 𝑑 =   𝑎 𝑐𝑜𝑠 90𝑜 − 𝑏 𝑠𝑒𝑛 90𝑜 , 𝑎 𝑠𝑒𝑛 90𝑜 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 90𝑜  =  −𝑏 , 𝑎   

Logo,  𝑐 = − 𝑏 e 𝑑 =  𝑎. Assim: 

det  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = det  
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

 = det  
𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎

 =  𝑎2 + 𝑏2 = 𝑑 𝑤1, 𝑂 

= 𝑑 𝐹 𝑣1 , 𝐹 𝑂  =  𝑑 𝑣1, 𝑂 = 𝑑  1,0 ,  0,0  = 1 

 

 Se, 𝜃𝑤1𝑤2
= −90𝑜  então 

𝑤2 =  𝑅−90𝑜  𝑤1 ⟹  𝑐, 𝑑 =  𝑅−90𝑜  𝑎, 𝑏  

⟹  𝑐, 𝑑 =   𝑎 𝑐𝑜𝑠 −90𝑜 − 𝑏 𝑠𝑒𝑛 −90𝑜 , 𝑎 𝑠𝑒𝑛 −90𝑜 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 −90𝑜   

=  𝑏 , −𝑎    

Logo,  𝑐 =  𝑏 e 𝑑 = − 𝑎. Assim: 

det  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = det  
𝑎 𝑏
𝑏 −𝑎

 = −det  
𝑎 − 𝑏
𝑏 𝑎

 = − 𝑎2 + 𝑏2 = −𝑑 𝑤1, 𝑂 

= −𝑑 𝐹 𝑣1 , 𝐹 𝑂  =  −𝑑 𝑣1, 𝑂 = −𝑑  1,0 ,  0,0  = −1 

Com isso, fica demonstrada a proposição seguinte. 

 

Proposição 2: Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 uma isometria,  𝑎, 𝑏 = 𝐹 1,0 − 𝐹(0,0) e  𝑐, 𝑑 =

𝐹 0,1 − 𝐹(0,0). Defina 𝑀𝐹 =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 , se det𝑀𝐹 = 1, diremos que 𝐹 preserva a 

orientação do plano, e caso det𝑀𝐹 = −1 então diremos que 𝐹 inverte a orientação 

do plano.  
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Vejamos um exemplo. Como a identidade 𝐼 é uma isometria, e: 

𝐼 1,0 − 𝐼 0,0 =  1,0  

𝐼 0,1 − 𝐼 0,0 =  0,1  

Assim, det𝑀𝐼 = det  
1 0
0 1

 = 1 

Então pela proposição anterior a identidade  𝐼 preserva a orientação do plano. 

A próxima seção discutirá outros exemplos que serão importantes para o 

progresso da pesquisa. 

 

5.2 Exemplos 

 

Esta seção destina-se a mostrar que as transformações do capítulo 4 são 

isometrias, e verificar quais preservam e quais invertem a orientação do plano. 

 

Exemplo 1: Considere a translação no plano, 𝑇𝑣: ℝ2 ⟶ℝ2 cuja lei de formação é 

dada por 𝑇𝑣 𝑥, 𝑦 = (𝑥 + 𝑥0, 𝑦 + 𝑦0), onde 𝑣 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2 e  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2. Para que 

𝑇𝑣 𝑥, 𝑦  seja uma isometria deve-se provar que 𝑑 𝑇𝑣 𝑃 , 𝑇𝑣 𝑄  = 𝑑(𝑃, 𝑄) para todo 

𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2. De fato, seja 𝑃 =  𝑥𝑃 , 𝑦𝑃  e 𝑄 = (𝑥𝑄 , 𝑦𝑄) elementos arbitrários do ℝ2. 

Assim: 

𝑑 𝑇𝑣 𝑃 , 𝑇𝑣 𝑄  = 𝑑  𝑇𝑣 𝑥𝑃 , 𝑦𝑃 , 𝑇𝑣 𝑥𝑄 , 𝑦𝑄  = 𝑑   𝑥𝑃 + 𝑥0, 𝑦𝑃 + 𝑦0 ,  𝑥𝑄 + 𝑥0, 𝑦𝑄 + 𝑦0    

=     𝑥𝑃 + 𝑥0 −  𝑥𝑄 + 𝑥0  
2

+    𝑦𝑃 + 𝑦0 −  𝑦𝑄 + 𝑦0  
2

     

=   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 
2

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2

= 𝑑(𝑃, 𝑄) 

Como 𝑣 foi tomado de forma arbitrária, então qualquer translação é uma isometria. 

Vejamos que 𝑇𝑣(𝑥, 𝑦) preserva a orientação do plano, ou seja que det𝑀𝑇𝑣 = 1, onde  

 

𝑀𝑇𝑣 =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

  sendo que  𝑎, 𝑏 = 𝑇𝑣 1,0 − 𝑇𝑣(0,0) e  𝑐, 𝑑 = 𝑇𝑣 0,1 − 𝑇𝑣(0,0). 
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 𝑎, 𝑏 = 𝑇𝑣 1,0 − 𝑇𝑣 0,0 =  1 + 𝑥0 , 0 + 𝑦0 −  0 + 𝑥0 , 0 + 𝑦0 = (1,0) 

 𝑐, 𝑑 = 𝑇𝑣 0,1 − 𝑇𝑣 0,0 =  0 + 𝑥0 , 1 + 𝑦0 −  0 + 𝑥0 , 0 + 𝑦0 = (0,1) 

Logo, det𝑀𝐹 = det  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = det  
1 0
0 1

 = 1.  

 

Exemplo 2: Tome a rotação em torno da origem, 𝑅𝜃 : ℝ2 ⟶ℝ2 cuja lei de formação 

é dada por 𝑅𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃), onde 𝜃 e o ângulo de 

rotação. Para que 𝑅𝜃  seja uma isometria deve-se provar que 𝑑 𝑅𝜃 𝑃 , 𝑅𝜃 𝑄  =

𝑑(𝑃, 𝑄) para todo 𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2. De fato, seja 𝑃 =  𝑥𝑃 , 𝑦𝑃  e 𝑄 = (𝑥𝑄 , 𝑦𝑄) elementos 

arbitrários do ℝ2. 

 𝑑 𝑅𝜃 𝑃 , 𝑅𝜃 𝑄  = 𝑑  𝑅𝜃 𝑥𝑃 , 𝑦𝑃 , 𝑅𝜃 𝑥𝑄 , 𝑦𝑄   

= 𝑑   𝑥𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦𝑃  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥𝑃  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦𝑃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ,  𝑥𝑄  𝑐𝑜𝑠 𝜃

− 𝑦𝑄  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦𝑄  𝑐𝑜𝑠 𝜃   

=    𝑥𝑃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦𝑃  𝑠𝑒𝑛 𝜃 −  𝑥𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦𝑄  𝑠𝑒𝑛 𝜃  
2

+   𝑥𝑃  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦𝑃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃  
2
 

1
2
 

=   (𝑥𝑃 − 𝑥𝑄)  𝑐𝑜𝑠⁡𝜃 − (𝑦𝑃 − 𝑦𝑄) 𝑠𝑒𝑛 𝜃 
2

+   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛 𝜃 +  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
2
 

1
2
 

=   (𝑥𝑃 − 𝑥𝑄)2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 2 𝑥𝑃 − 𝑥𝑄   𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2

 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + (𝑥𝑃 − 𝑥𝑄)2 𝑠𝑒𝑛2𝜃

+ 2 𝑥𝑃 − 𝑥𝑄   𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2

 𝑐𝑜𝑠2𝜃 
1
2
 

=   (𝑥𝑃 − 𝑥𝑄)2  𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃  +  (𝑦𝑃 − 𝑦𝑄)2 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃  
1
2 

=   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 
2

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2

= 𝑑(𝑃, 𝑄) 
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Como 𝜃 é um ângulo arbitrário, então qualquer rotação 𝑅𝜃  em torno da origem é 

uma isometria. Mostremos que 𝑅𝜃  também preserva a orientação do plano, ou seja, 

que det𝑀𝑅𝜃
= 1, onde 𝑀𝑅𝜃

=  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

  sendo que  𝑎, 𝑏 = 𝑅𝜃 1,0 − 𝑅𝜃(0,0) e 

 𝑐, 𝑑 = 𝑅𝜃 0,1 − 𝑅𝜃(0,0). 

 𝑎, 𝑏 = 𝑅𝜃 1,0 − 𝑅𝜃 0,0  

=  1 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 1 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−  0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 0 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

=  𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑠𝑒𝑛 𝜃  

 𝑐, 𝑑 = 𝑅𝜃 0,1 − 𝑅𝜃 0,0  

=  0 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 1 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 1 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−  0 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 0 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃  

=  −𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

Logo, det𝑀𝑅𝜃
= det  

𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = det  
𝑐𝑜𝑠 𝜃 −𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 1.  

 

Exemplo 3: Seja 𝑅𝑙 : ℝ
2 ⟶ℝ2 a reflexão em torno da reta 𝑙, cuja lei de formação é 

dada por: 

𝑅𝑙(𝑥, 𝑦) = (𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃), 

 onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐, 𝜃 é o ângulo entre a reta 𝑙 e o semi-eixo positivo 

𝑂𝑋 no sentido positivo, e 𝑐 ∈ ℝ. 

Para que 𝑅𝑙  seja uma isometria, deve-se provar que 𝑑 𝑅𝑙 𝑃 , 𝑅𝑙 𝑄  = 𝑑(𝑃, 𝑄) para 

todo 𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2. De fato, seja 𝑃 =  𝑥𝑃 , 𝑦𝑃  e 𝑄 = (𝑥𝑄 , 𝑦𝑄) elementos arbitrários do ℝ2. 

𝑑 𝑅𝑙 𝑃 , 𝑅𝑙 𝑄  = 𝑑  𝑅𝑙 𝑥𝑃 , 𝑦𝑃 , 𝑅𝑙 𝑥𝑄 , 𝑦𝑄   

= 𝑑   𝑥𝑃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 𝑦𝑃  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥𝑃  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦𝑃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ,

 𝑥𝑄 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 𝑦𝑄  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃   
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=    𝑥𝑃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 𝑦𝑃  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃 −  𝑥𝑄 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 𝑦𝑄  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃  
2

+   𝑥𝑃  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦𝑃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−  𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦𝑄 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  
2
 

1
2
 

= ⋯ =  𝑥𝑃
2  𝑐𝑜𝑠22𝜃 − 2 𝑥𝑃 𝑥𝑄  𝑐𝑜𝑠22𝜃 + 𝑥𝑄

2𝑐𝑜𝑠22𝜃 + 𝑦𝑃
2 𝑐𝑜𝑠22𝜃 − 2 𝑦𝑃  𝑦𝑄  𝑐𝑜𝑠22𝜃 

+ 𝑦𝑄
2𝑐𝑜𝑠22𝜃 + 𝑥𝑃

2  𝑠𝑒𝑛22𝜃 − 2𝑥𝑃  𝑥𝑄  𝑠𝑒𝑛22𝜃 + 𝑥𝑄
2  𝑠𝑒𝑛22𝜃 + 𝑦𝑃

2𝑠𝑒𝑛22𝜃

− 2 𝑦𝑃  𝑦𝑄  𝑠𝑒𝑛22𝜃 + 𝑦𝑄
2  𝑠𝑒𝑛22𝜃  

1
2 

=  (𝑥𝑃
2 − 2 𝑥𝑃 𝑥𝑄  + 𝑥𝑄

2 )𝑐𝑜𝑠22𝜃 + (𝑦𝑃
2  − 2 𝑦𝑃  𝑦𝑄   + 𝑦𝑄

2)𝑐𝑜𝑠22𝜃

+ (𝑥𝑃
2  − 2𝑥𝑃  𝑥𝑄  + 𝑥𝑄

2  )𝑠𝑒𝑛22𝜃 + (𝑦𝑃
2 − 2 𝑦𝑃  𝑦𝑄 + 𝑦𝑄

2  )𝑠𝑒𝑛22𝜃 
1
2 

=   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 
2
𝑐𝑜𝑠22𝜃 +  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 

2
𝑐𝑜𝑠22𝜃 +  𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 

2
𝑠𝑒𝑛22𝜃

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2
𝑠𝑒𝑛22𝜃 

1
2
 

=   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 
2
 𝑠𝑒𝑛22𝜃 + 𝑐𝑜𝑠22𝜃 +  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 

2
 𝑠𝑒𝑛22𝜃 + 𝑐𝑜𝑠22𝜃  

1
2
 

=   𝑥𝑃 − 𝑥𝑄 
2

+  𝑦𝑃 − 𝑦𝑄 
2
 

1
2

= 𝑑(𝑃, 𝑄) 

 

Como 𝑙 é uma reta arbitrária então qualquer reflexão 𝑅𝑙  em torno de uma reta é uma 

isometria.  

Mostremos que 𝑅𝑙  inverte a orientação do plano, ou seja, que det𝑀𝑅𝑙 = −1, onde 

𝑀𝑅𝑙 =  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

  sendo que  𝑎, 𝑏 = 𝑅𝑙 1,0 − 𝑅𝑙(0,0) e  𝑐, 𝑑 = 𝑅𝑙 0,1 − 𝑅𝑙(0,0). 

 𝑎, 𝑏 = 𝑅𝑙 1,0 − 𝑅𝑙 0,0  

=  1 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 1 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−  0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

=  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛𝜃, 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠𝜃 −  −2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 2𝑐 𝑐𝑜𝑠𝜃  

=  𝑐𝑜𝑠 2𝜃, 𝑠𝑒𝑛 2𝜃   

 𝑐, 𝑑 = 𝑅𝑙 0,1 − 𝑅𝑙 0,0  
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=  0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 1 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 1 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

−  0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 0 ∙  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 0 ∙  𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

=  𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛𝜃,−𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 𝑐𝑜𝑠𝜃 −  −2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 2𝑐 𝑐𝑜𝑠𝜃  

=  𝑠𝑒𝑛 2𝜃, −𝑐𝑜𝑠 2𝜃  

Logo, det𝑀𝑅𝑙 = det  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = det  
𝑐𝑜𝑠 2𝜃 𝑠𝑒𝑛 2𝜃
𝑠𝑒𝑛 2𝜃 −𝑐𝑜𝑠 2𝜃

 = −𝑐𝑜𝑠22𝜃 − 𝑠𝑒𝑛22𝜃 = −1.  

 

 

5.3 Classificação quanto à orientação do plano 

 

Nesta seção classificaremos as isometrias do plano, em dois grupos: as que 

preservam; e as que invertem a orientação do plano.  

 

Definição 4: Uma transformação 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 é linear, quando satisfaz as seguintes 

condições: 

a) 𝐹 𝑢 + 𝑣 = 𝐹 𝑢 + 𝐹 𝑣 , ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ2 

b) 𝐹 𝑘 𝑢 = 𝑘 𝐹 𝑢 , ∀ 𝑢 ∈ ℝ2   𝑒  ∀ 𝑘 ∈ ℝ 

 

Definição 5: Uma isometria 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 é chamada de isometria linear, quando é 

uma transformação linear. 

 

Usaremos a notação < 𝐴,𝐵 > para representar o produto interno de 𝐴 por 𝐵. 

No caso em que 𝐴 = 𝐵, < 𝐴, 𝐴 >=  𝐴 2. 

A próxima proposição demonstra que as Isometrias além de preservar 

distância também preservam produto interno. (PROFMAT, 2012). 

 

Proposição 3: Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 uma isometria tal que 𝐹 0,0 = (0,0) então 

 𝐹 𝑃 , 𝐹(𝑄) =  𝑃, 𝑄 , para todo 𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2. 
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Demonstração: Seja 𝑊 ∈ ℝ2 , sabemos que  𝑊,𝑊 =  𝑂𝑊 2 = 𝑑 𝑂,𝑊 2, assim: 

 𝐹 𝑊 − 𝐹(𝑋) = 𝑑 𝐹 𝑊 , 𝐹 𝑋  = 𝑑 𝑊,𝑋 =  𝑊 − 𝑋 , ∀ 𝑊, 𝑋 ∈ ℝ2. (*) 

 𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄  =  𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄  2 =  𝑃 − 𝑄 2 

Desenvolvendo o primeiro e o último membro, temos: 

 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑃  +  𝐹 𝑃 , −𝐹 𝑄  +  −𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑃  +  −𝐹 𝑄 ,−𝐹 𝑄  =  𝑃 − 𝑄, 𝑃 − 𝑄  

 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑃  − 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑄   

=  𝑃, 𝑃 +  𝑃,−𝑄 +  −𝑄, 𝑃 +  −𝑄,−𝑄  

 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑃  − 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑄  =  𝑃, 𝑃 − 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑄  

 𝐹 𝑃  2 − 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑄  2 =  𝑃 2 − 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄 2 

 𝐹 𝑃 − 𝐹 0,0  2 − 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑄 − 𝐹 0,0  2 

=  𝑃 −  0,0  2 − 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄 −  0,0  2 

Por (*) temos: 

 𝑃 −  0,0  2 − 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝑄 −  0,0  2 =  𝑃 −  0,0  2 − 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄 −  0,0  2 

Logo,  𝐹 𝑃 , 𝐹(𝑄) =  𝑃, 𝑄 . 

∎  

 

Proposição 4: Uma isometria 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2, tal que 𝐹 0,0 = (0,0) é uma isometria 

linear. 

Demonstração: Sejam 𝑃, 𝑄 ∈ ℝ2 mostremos que 𝐹 𝑃 + 𝑄 = 𝐹 𝑃 + 𝐹 𝑄  e que 

𝐹 𝑘 𝑃 = 𝑘 𝐹 𝑃 , com 𝑘 ∈ ℝ, de fato: 

  𝐹 𝑃 + 𝑄 − 𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄  2 =  𝐹 𝑃 + 𝑄 − 𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑃 + 𝑄 − 𝐹 𝑃 − 𝐹 𝑄   

=  𝐹 𝑃 + 𝑄 , 𝐹 𝑃 + 𝑄  +  𝐹 𝑃 + 𝑄 ,−𝐹 𝑃  +  𝐹 𝑃 + 𝑄 ,−𝐹 𝑄  +  −𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑃 + 𝑄  

+  −𝐹 𝑃 , −𝐹 𝑃  +  −𝐹 𝑃 ,−𝐹 𝑄  +  −𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑃 + 𝑄  

+  −𝐹 𝑄 ,−𝐹 𝑃  +  −𝐹 𝑄 ,−𝐹 𝑄   

=  𝐹 𝑃 + 𝑄 , 𝐹 𝑃 + 𝑄  − 2 𝐹 𝑃 + 𝑄 , 𝐹 𝑃  − 2 𝐹 𝑃 + 𝑄 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑃  

+ 2 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑄  +  𝐹 𝑄 , 𝐹 𝑄   

=  𝑃 + 𝑄, 𝑃 + 𝑄 − 2 𝑃 + 𝑄, 𝑃 − 2 𝑃 + 𝑄,𝑄 +  𝑃, 𝑃 + 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑄  
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=  𝑃, 𝑃 +  𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑃 +  𝑄, 𝑄 − 2 𝑃, 𝑃 − 2 𝑄, 𝑃 − 2 𝑃, 𝑄 − 2 𝑄, 𝑄 +  𝑃, 𝑃 

+ 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑄  

=  𝑃, 𝑃 +  𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑃 +  𝑄, 𝑄 − 2 𝑃, 𝑃 − 2 𝑃, 𝑄 − 2 𝑄, 𝑄 +  𝑃, 𝑃 +  𝑄, 𝑄  

= 2 𝑃, 𝑄 +  𝑄, 𝑄 − 2 𝑃, 𝑄 − 2 𝑄, 𝑄 +  𝑄, 𝑄 = 0 

Portanto,  𝐹 𝑃 + 𝑄 − 𝐹 𝑃 − 𝐹(𝑄) = 0, ou seja 𝐹 𝑃 + 𝑄 = 𝐹 𝑃 + 𝐹(𝑄) 

Por outro lado,  

 𝐹 𝑘 𝑃 − 𝑘 𝐹 𝑃  2 =  𝐹 𝑘 𝑃 − 𝑘 𝐹 𝑃 , 𝐹 𝑘 𝑃 − 𝑘 𝐹 𝑃   

=  𝐹 𝑘 𝑃 , 𝐹 𝑘 𝑃  +  𝐹 𝑘 𝑃 , −𝑘 𝐹(𝑃) +  −𝑘 𝐹(𝑃), 𝐹 𝑘 𝑃  +  −𝑘 𝐹(𝑃),−𝑘 𝐹(𝑃)  

=  𝐹 𝑘 𝑃 , 𝐹 𝑘 𝑃  − 2𝑘 𝐹 𝑘 𝑃 , 𝐹(𝑃) + 𝑘2  𝐹(𝑃), 𝐹(𝑃)  

=  𝑘 𝑃, 𝑘 𝑃 − 2𝑘 𝑘 𝑃, 𝑃 + 𝑘2  𝑃, 𝑃  

= 𝑘2  𝑃, 𝑃  − 2𝑘2 𝑃, 𝑃 + 𝑘2  𝑃, 𝑃 = 0 

Portanto,  𝐹 𝑘 𝑃 − 𝑘 𝐹 𝑃  = 0, ou seja 𝐹 𝑘 𝑃 = 𝑘 𝐹(𝑃) 

Logo, 𝐹 é uma isometria linear. 

∎  

 

Proposição 5: Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 uma isometria então 𝐹 possui inversa e a inversa é 

também uma isometria. 

Demonstração: Veja Anexo A. 

 

A demonstração da próxima proposição é uma adaptação das idéias de 

Profmat (2012). 

 

Proposição 6: Toda isometria 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 é a composta de uma isometria linear 

com uma translação. 

Demonstração: Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2, uma isometria; vejamos como decompor 𝐹 na 

composta de uma isometria linear com uma translação.  

Defina, 𝐺 𝑥, 𝑦 = 𝐹 𝑥, 𝑦 − 𝐹(0,0), desta forma 𝐺 0,0 = (0,0). 
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Seja 𝑣 = −𝐹(0,0) e 𝑇𝑣(𝑥, 𝑦) a translação, que conforme já verificado é uma isometria. 

Assim, 𝐺 𝑥, 𝑦 = 𝐹 𝑥, 𝑦 + 𝑣 = 𝑇𝑣 𝐹 𝑥, 𝑦  = (𝑇𝑣𝑜𝐹)(𝑥, 𝑦), mas a composta de 

isometrias é isometria, então em resumo 𝐺 é uma isometria com 𝐺 0,0 = (0,0) e 

pela proposição 4, 𝐺 é uma isometria linear. 

Mas como toda isometria tem inversa, e a inversa é uma isometria então 𝐺 = 𝑇𝑣𝑜𝐹 

implica em  𝑇𝑣 
−1𝑜𝐺 = 𝐹, ou seja 𝐹 =  𝑇𝑣 

−1𝑜 𝐺. 

 𝑇−𝑣𝑜 𝑇𝑣  𝑃 = 𝑇−𝑣 𝑇𝑣 𝑃  = 𝑇−𝑣 𝑃 + 𝑣 =  𝑃 + 𝑣 +  −𝑣 = 𝑃 = 𝐼(𝑃) 

 𝑇𝑣𝑜 𝑇−𝑣  𝑃 = 𝑇𝑣 𝑇−𝑣 𝑃  = 𝑇𝑣 𝑃 +  −𝑣   =  𝑃 +  −𝑣   + 𝑣 = 𝑃 = 𝐼(𝑃) 

Logo,  𝑇𝑣 
−1 = 𝑇−𝑣 e 𝐹 = 𝑇−𝑣𝑜 𝐺 = 𝑇𝐹(0,0)𝑜𝐺. 

 ∎  

 

Vejamos alguns fatos que nos ajudarão a verificar se uma isometria preserva 

ou inverte a orientação do plano. 

Já sabemos que a composta de isometrias é uma isometria, entretanto nada 

temos ainda sobre a orientação ao compormos isometrias. Dedicaremos os 

próximos corolários desta proposição para realizarmos este estudo. 

 

Corolário: Sejam 𝐹, 𝐺:ℝ2 ⟶ℝ2 isometrias do plano, se 𝐹 e 𝐺 preservam orientação 

do plano então 𝐹 𝑜 𝐺 também preserva a orientação. 

Demonstração:  

Como 𝐹 preserva orientação então os vetores  𝑎𝐹 , 𝑏𝐹 = 𝐹 1,0 − 𝐹(0,0) e  𝑐𝐹 , 𝑑𝐹 =

𝐹 0,1 − 𝐹(0,0) tem orientação positiva, ou seja 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐹 𝑐𝐹
𝑏𝐹 𝑑𝐹

 = 1. 

Como 𝐺 preserva orientação então os vetores  𝑎𝐺 , 𝑏𝐺 = 𝐺 1,0 − 𝐺(0,0) e  𝑐𝐺 , 𝑑𝐺 =

𝐺 0,1 − 𝐺(0,0) tem orientação positiva, ou seja 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐺 𝑐𝐺
𝑏𝐺 𝑑𝐺

 = 1. 

Defina,  𝑎, 𝑏 = 𝐹 𝑜 𝐺 1,0 − 𝐹 𝑜 𝐺(0,0) e  𝑐, 𝑑 = 𝐹 𝑜 𝐺 0,1 − 𝐹 𝑜 𝐺(0,0) 

Como 𝐹 e 𝐺 são isometrias, então pela proposição existe 𝐹′  e 𝐺′ isometrias lineares 

tais que: 
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𝐹 = 𝑇𝐹 0,0  𝑜 𝐹′, onde 𝐹′ 0,0 = (0,0) 

𝐺 = 𝑇𝐺 0,0  𝑜 𝐺′, onde 𝐺 ′ 0,0 = (0,0) 

Vejamos alguns tópicos preliminares: 

 

1) Seja  𝑎𝐹
′ , 𝑏𝐹

′  = 𝐹′ 1,0 − 𝐹′(0,0) = 𝐹′ 1,0  e  𝑐𝐹
′ , 𝑑𝐹

′  = 𝐹′ 0,1 − 𝐹′(0,0) =

𝐹′ 0,1 , o valor de 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐹
′ 𝑐𝐹

′

𝑏𝐹
′ 𝑑𝐹

′   nos diz qual é a orientação de 𝐹′. 

Como 𝐹 = 𝑇𝐹 0,0  𝑜 𝐹′, então: 

𝑇𝐹(0,0)
−1  𝑜 𝐹 = 𝑇𝐹(0,0)

−1  𝑜 𝑇𝐹 0,0  𝑜 𝐹′ ⟹ 𝐹′ = 𝑇𝐹(0,0)
−1  𝑜 𝐹 = 𝑇−𝐹(0,0) 𝑜 𝐹 

𝐹′ 𝑥, 𝑦 = 𝐹 𝑥, 𝑦 − 𝐹(0,0)           (*) 

Substituindo (*) na expressão de  𝑎𝐹
′ , 𝑏𝐹

′   e de  𝑐𝐹
′ , 𝑑𝐹

′   

 𝑎𝐹
′ , 𝑏𝐹

′  = 𝐹′(1,0) − 𝐹′ 0,0 = 𝐹′(1,0) = 𝐹 1,0 − 𝐹 0,0 = (𝑎𝐹 , 𝑏𝐹) 

 𝑐𝐹
′ , 𝑑𝐹

′  = 𝐹′(0,1) − 𝐹′ 0,0 = 𝐹′ 0,1 = 𝐹 0,1 − 𝐹 0,0 = (𝑎𝐹 , 𝑏𝐹) 

Logo, 𝐹′ também preserva a orientação do plano, pois 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐹
′ 𝑐𝐹

′

𝑏𝐹
′ 𝑑𝐹

′  =

𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐹 𝑐𝐹
𝑏𝐹 𝑑𝐹

 = 1. 

2) Seja  𝑎𝐺
′ , 𝑏𝐺

′  = 𝐺′ 1,0 − 𝐺′(0,0) = 𝐺′ 1,0  e  𝑐𝐺
′ , 𝑑𝐺

′  = 𝐺′ 0,1 − 𝐺′(0,0) =

𝐺 ′ 0,1 , o valor de 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐺
′ 𝑐𝐺

′

𝑏𝐺
′ 𝑑𝐺

′   nos diz qual é a orientação de 𝐺′. De forma 

idêntica ao item 1, bastando renomear 𝐹 por 𝐺, encontramos que 

𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐺
′ 𝑐𝐺

′

𝑏𝐺
′ 𝑑𝐺

′  = 1, ou seja 𝐺′ preserva a orientação do plano.  

Voltemos ao foco de demonstrar que 𝐹 𝑜 𝐺 preserva a orientação do plano. 

Devemos mostrar que 𝑑𝑒𝑡  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = 1 onde  𝑎, 𝑏 = 𝐹 𝑜 𝐺 1,0 − 𝐹 𝑜 𝐺(0,0) e 

 𝑐, 𝑑 = 𝐹 𝑜 𝐺 0,1 − 𝐹 𝑜 𝐺(0,0).  

Vejamos: 

𝐹 𝑜 𝐺 0,0 = 𝑇𝐹(0,0) 𝑜 𝐹′𝑜 𝑇𝐺 0,0  𝑜 𝐺 ′ 0,0 = 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′  𝑇𝐺 0,0  𝐺

′ 0,0    

= 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′ 𝑇𝐺 0,0 (0,0)  = 𝑇𝐹 0,0  𝐹

′ 𝐺 0,0   = 𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹(0,0) 
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𝐹 𝑜 𝐺 1,0 = 𝑇𝐹(0,0) 𝑜 𝐹′𝑜 𝑇𝐺 0,0  𝑜 𝐺 ′ 1,0 = 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′  𝑇𝐺 0,0  𝐺

′ 1,0    

= 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′ 𝐺 ′ 1,0 + 𝐺 0,0   = 𝑇𝐹 0,0  𝐹

′ 𝐺 ′(1,0) + 𝐹′ 𝐺 0,0    

= 𝐹′ 𝐺 ′(1,0) +  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹(0,0) 

𝐹 𝑜 𝐺 0,1 = 𝑇𝐹(0,0) 𝑜 𝐹′𝑜 𝑇𝐺 0,0  𝑜 𝐺 ′ 0,1 = 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′  𝑇𝐺 0,0  𝐺

′ 0,1    

= 𝑇𝐹 0,0  𝐹
′ 𝐺 ′ 0,1 + 𝐺 0,0   = 𝑇𝐹 0,0  𝐹

′ 𝐺 ′(0,1) + 𝐹′ 𝐺 0,0    

= 𝐹′ 𝐺 ′(0,1) +  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹(0,0) 

Assim, 

 𝑎, 𝑏 = 𝐹 𝑜 𝐺 1,0 − 𝐹 𝑜 𝐺 0,0 

= 𝐹′ 𝐺 ′(1,0) +  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹 0,0 −  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹 0,0  

= 𝐹′ 𝐺 ′(1,0)  

 𝑐, 𝑑 = 𝐹 𝑜 𝐺 0,1 − 𝐹 𝑜 𝐺 0,0 

= 𝐹′ 𝐺 ′(0,1) +  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹 0,0 −  𝐹′ 𝐺 0,0  + 𝐹 0,0  

= 𝐹′ 𝐺 ′(0,1)  

Logo,  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = [𝐹′𝑜𝐺′]𝛼
𝛼 = [𝐹′]𝛼

𝛼 ∙ [𝐺′]𝛼
𝛼 =  

𝑎𝐹
′ 𝑐𝐹

′

𝑏𝐹
′ 𝑑𝐹

′   ∙  
𝑎𝐺
′ 𝑐𝐺

′

𝑏𝐺
′ 𝑑𝐺

′    

Onde, 𝛼 = { 1,0 , (0,1)} é a base canônica do ℝ2, e [𝐹′]𝛼
𝛼 , [𝐺′]𝛼

𝛼  e [𝐹′𝑜𝐺′]𝛼
𝛼  

representam respectivamente a matriz da transformação linear de 𝐹′, 𝐺′ e  𝐹′𝑜𝐺′ na 

base 𝛼. 

Desta forma, teremos: 

 𝑑𝑒𝑡  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 = 𝑑𝑒𝑡   
𝑎𝐹
′ 𝑐𝐹

′

𝑏𝐹
′ 𝑑𝐹

′   ∙  
𝑎𝐺
′ 𝑐𝐺

′

𝑏𝐺
′ 𝑑𝐺

′   = 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐹
′ 𝑐𝐹

′

𝑏𝐹
′ 𝑑𝐹

′   
         

=1

∙ 𝑑𝑒𝑡  
𝑎𝐺
′ 𝑐𝐺

′

𝑏𝐺
′ 𝑑𝐺

′  
         

=1

= 1 

Portanto 𝐹 𝑜 𝐺 preserva a orientação do plano. 

∎  

Corolário: Sejam 𝐹, 𝐺:ℝ2 ⟶ℝ2 isometrias do plano, se 𝐹 preserva a orientação do 

plano e 𝐺 inverte a orientação do plano então 𝐹 𝑜 𝐺 e 𝐺 𝑜 𝐹 invertem a orientação. 

Demonstração: Análoga à demonstração do corolário anterior. 

∎  
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Corolário: Sejam 𝐹, 𝐺:ℝ2 ⟶ℝ2 isometrias do plano, se 𝐹 𝑒 𝐺 invertem a orientação 

do plano então 𝐹 𝑜 𝐺 preserva a orientação. 

Demonstração: Análoga à demonstração do primeiro corolário. 

∎  

A proposição 6, permite escrever uma isometria qualquer como composta de 

uma translação e de uma isometria linear. Classificaremos agora o conjunto das 

isometrias lineares. 

Seja 𝐹:ℝ2 ⟶ℝ2 uma isometria linear. Como 𝐹 é uma transformação linear, 

então temos as seguintes propriedades: 

1) 𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝐹 𝑥 1,0 + 𝑦 0,1  = 𝑥 𝐹 1,0 + 𝑦 𝐹(0,1) 

2) 𝐹 0,0 = 𝐹  1,0 +  −1,0  = 𝐹 1,0 + 𝐹 −1,0 = 𝐹 1,0 − 𝐹 1,0 = (0,0) 

3)  𝐹 1,0  = 𝑑  0,0 , 𝐹 1,0  = 𝑑 𝐹 0,0 , 𝐹 1,0  = 𝑑  0,0 ,  1,0  = 1 

4)  𝐹 0,1  = 𝑑  0,0 , 𝐹 0,1  = 𝑑 𝐹 0,0 , 𝐹 0,1  = 𝑑  0,0 ,  0,1  = 1 

Dos itens anteriores temos: 

2 = 𝑑  1,0 ,  0,1  
2

= 𝑑 𝐹 1,0 , 𝐹 0,1  
2

=  𝐹 1,0 − 𝐹 0,1  2

=  𝐹 1,0 − 𝐹 0,1 , 𝐹 1,0 − 𝐹(0,1) 

=  𝐹 1,0 , 𝐹(1,0) −  𝐹 1,0 , 𝐹(0,1) −  𝐹 0,1 , 𝐹(1,0) 

+  𝐹 0,1 , 𝐹(0,1) =  𝐹(1,0) − 2 𝐹 1,0 , 𝐹(0,1) +  𝐹(1,0) 

= 2 − 2 𝐹 1,0 , 𝐹(0,1)  

5) Logo,  𝐹 1,0 , 𝐹(0,1) = 0 

Seja 𝐹 1,0 = (𝑎, 𝑏), 𝐹 0,1 = (𝑐, 𝑑)  e 𝜃 o ângulo que o vetor (𝑎, 𝑏) faz com o 

eixo 𝑂𝑋 no sentido positivo. Mas como  𝐹 1,0  = 1, então 𝐹 1,0 =  𝑎, 𝑏 =

(𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑠𝑒𝑛 𝜃), mas conforme item 5,  𝐹(1,0) e 𝐹(0,1) são ortogonais. E já que 

 𝐹 0,1  = 1, temos duas opções para 𝐹(0,1): 

 Se 𝐹 0,1 = (−𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑐𝑜𝑠 𝜃) então pelo item 1: 

 𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥 𝐹 1,0 + 𝑦 𝐹 0,1 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦 −𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , desta forma pela seção 4.2  

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑅𝜃 𝑥, 𝑦  
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Neste caso, 𝐹 preserva a orientação do plano, ou seja, 𝑑𝑒𝑡  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 =

𝑑𝑒𝑡  
𝑐𝑜𝑠 𝜃 −𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃

 = 1. 

 Se 𝐹 0,1 = (𝑠𝑒𝑛 𝜃, − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) então pelo item 1: 

 𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥 𝐹 1,0 + 𝑦 𝐹 0,1 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦(𝑠𝑒𝑛 𝜃, − 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , desta forma pela seção 4.3  

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 , onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 
𝜃

2
 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 

𝜃

2
 𝑦 = 0 

Já neste outro caso, 𝐹 inverte a orientação do plano, ou seja, 𝑑𝑒𝑡  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

 =

𝑑𝑒𝑡  
𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃

 = −1. 

Sendo assim, as isometrias lineares podem ser classificadas em duas 

categorias:  

 As isometrias lineares que preservam a orientação do plano são da forma 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝜃 𝑥, 𝑦  

  E as que invertem a orientação do plano, são da forma 

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 , onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 
𝜃

2
 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 

𝜃

2
 𝑦 = 0 

Seja 𝐻 𝑥, 𝑦  uma isometria, pelo que acabamos de verificar, da proposição 6 

e do fato da translação (𝑇𝐻(0,0)) preservar orientação, podemos classificar as 

isometrias (não necessariamente lineares) de forma semelhante à classificação 

acima. Segue classificação:   

 As isometrias 𝐻(𝑥, 𝑦) que preservam a orientação do plano são da forma 

𝐻 𝑥, 𝑦 = (𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝜃) 𝑥, 𝑦  

  E as que invertem a orientação do plano, são da forma 

𝐻 𝑥, 𝑦 = (𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝑙) 𝑥, 𝑦 , onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 
𝜃

2
 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 

𝜃

2
 𝑦 = 0 

Desta forma o conjunto {𝑇𝑣 ,  𝑅𝜃 , 𝑅𝑙}, com 𝑣 ∈ ℝ2, 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋 e 𝑙 uma reta, 

gera todas as isometrias do plano. Na próxima seção veremos que este conjunto 

pode ser melhorado, mostraremos que as isometrias podem ser geradas apenas por 

composições de reflexões. 
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5.4 O conjuntos das reflexões 

 

Proposição 7: Se 𝑙1 e 𝑙2 são duas retas paralelas e o vetor 𝑣 = 2𝐴𝐵, com 𝐴 ∈ 𝑙1, 

𝐵 ∈ 𝑙2 e 𝐴𝐵 ⊥ 𝑙1, então 𝑇𝑣 = 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 , onde 𝑅𝑙1  e 𝑅𝑙2  são as reflexões em torno das 

retas 𝑙1 e 𝑙2, respectivamente. 

Demonstração: Podemos afirmar que existem 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ, tais que: 

𝑙1:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐1 e 𝑙2:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐2, 

onde 𝜃 é o ângulo que as retas 𝑙1 e 𝑙2 fazem com o eixo 𝑂𝑋 no sentido positivo. 

Podemos supor sem perda de generalidade que 𝑐1 > 𝑐2. 

Suponhamos que a reta 𝑙1 não seja paralela a nenhum dos eixos 

coordenados. 

Seja 𝛼 o ângulo que os vetores 𝑣 e 𝐴𝐵 fazem com o eixo 𝑂𝑋 no sentido 

positivo. Seja 𝐴′𝐵′ um vetor idempotente ao vetor 𝐴𝐵, com 𝐴′ pertencente ao eixo 𝑂𝑋 

(estamos supondo que 𝑙1 é concorrente com o eixo 𝑂𝑋). Seja 𝐶 a interseção entre 𝑙2 

e o eixo 𝑂𝑋. Conforme figura 6: 

 

Figura 6 – Composta de duas reflexões em torno de retas paralelas 
 

 

   

Como 𝐴′𝐵′𝐶 é um triângulo retângulo em 𝐵′, então: 
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cos 𝛼 =
 𝐴′𝐵′ 

 𝐴′𝐶 
=
 𝐴𝐵 

 𝐴′𝐶 
=

 
𝑣
2 

 𝐴′𝐶 
 

 𝐴′𝐶 =
 𝑣 

2 cos 𝛼
=

 𝑣 

2 sen  
𝜋
2 − 𝛼 

=
 𝑣 

2 sen  𝜋 −  
𝜋
2 − 𝛼  

=
 𝑣 

2 sen  
𝜋
2 + 𝛼 

=
 𝑣 

2 sen 𝜃
 

Obtemos 𝐴′, fazendo 𝑦 = 0, na equação da reta 𝑙1. Assim, 𝐴′ =  
𝑐1

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
, 0   

Já 𝐶, obtemos ao fazer 𝑦 = 0, na equação da reta 𝑙2. Assim 𝐶 =  
𝑐2

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
, 0  

Logo,  𝐴′𝐶 =  
𝑐2

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
−

𝑐1

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
 =

𝑐2

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
−

𝑐1

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
⟹

 𝑣 

2 sen 𝜃
=

𝑐2

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
−

𝑐1

−𝑠𝑒𝑛  𝜃
⟹

 𝑣 

2
= −𝑐2 + 𝑐1 ⟹ 𝑐2 = 𝑐1 −

 𝑣 

2
. 

𝑙1:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐1 e 𝑙2:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐2 = 𝑐1 −
 𝑣 

2
 

Dado  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, temos que: 

𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

Seja 𝑥1 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 e 𝑦1 =  𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

assim 𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦 = (𝑥1, 𝑦1). Calculemos, 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  

(𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑙2  𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦  = 𝑅𝑙2 𝑥1, 𝑦1  

=  𝑥1 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐2 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦1 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 𝜃   

Seja 𝑥2 = 𝑥1 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐2 𝑠𝑒𝑛 𝜃  e 𝑦2 = 𝑥1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦1 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

Simplifiquemos as expressões de 𝑥2 e 𝑦2: 

𝑥2 =   𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃

+  𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2 𝑐1 −
 𝑣 

2
  𝑠𝑒𝑛 𝜃 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑥 𝑠𝑒𝑛2 2𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃

+ 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝜃 

= 𝑥(𝑠𝑒𝑛2 2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃) +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 − 𝑠𝑒𝑛 𝜃  

= 𝑥 +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛  2𝜃 − 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛 𝜃   

= 𝑥 +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝜃 = 𝑥 +  𝑣  𝑐𝑜𝑠 𝛼 
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𝑦2 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑠𝑒𝑛 2𝜃

−   𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2  𝑐1 −
 𝑣 

2
 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛2 2𝜃 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃

− 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑦 𝑠𝑒𝑛2 2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2  2𝜃 −  𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

= 𝑦 −  𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠  2𝜃 − 𝜃 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑦 −  𝑣  𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑦 +  𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝜋 −  𝜃  

= 𝑦 +  𝑣 𝑠𝑒𝑛  
𝜋

2
−  𝜋 −  𝜃   = 𝑦 +  𝑣 𝑠𝑒𝑛  𝜃 −

𝜋

2
   = 𝑦 +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝛼 

Assim, (𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 =  𝑥2, 𝑦2 =  𝑥 +  𝑣  𝑐𝑜𝑠 𝛼, 𝑦 +  𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝛼 =  𝑥, 𝑦 +

 𝑣  𝑐𝑜𝑠 𝛼, 𝑠𝑒𝑛 𝛼 =  𝑥, 𝑦 + 𝑣 = 𝑇𝑣 𝑥, 𝑦 . 

Suponhamos agora que 𝑙1 seja paralela ao eixo 𝑂𝑋, ou seja, 𝛼 =
𝜋

2
 𝑜𝑢 𝛼 =

3𝜋

2
. 

Assim 𝜃 = 0, e digamos que em 𝑙1  𝑦 seja constante e igual a 𝑐1, e em 𝑙2  𝑦 seja 

constante e igual a 𝑐2, com 𝑐1 > 𝑐2. 

𝑙1: 𝑦 = 𝑐1 e 𝑙2: 𝑦 = 𝑐2 

𝑐1 − 𝑐2 = |𝑐2 − 𝑐1| =  𝐴𝐵 =
 𝑣 

2
 

𝑐2 = 𝑐1 −
 𝑣 

2
 

E portanto, são válidos todos os cálculos de (𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦  feitos no caso 

anterior. 

O caso em que 𝑙1 é paralela ao eixo 𝑂𝑌, é feito de forma análoga. 

Se 𝑐1 < 𝑐2, basta inverter a nomeação das retas 𝑙1 e 𝑙2, e usar o caso anterior. 

Se 𝑐1 = 𝑐2, então 𝑙1 = 𝑙2 e portanto 𝑅𝑙1 = 𝑅𝑙2
 e 𝑣 = (0,0). Logo: 

(𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 = (𝑅𝑙1𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 =  𝑥, 𝑦 = 𝑇𝑣(𝑥, 𝑦) 

Assim, em todos os casos temos (𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 = 𝑇𝑣(𝑥, 𝑦) 

∎  

 



37 

Proposição 8: Sejam 𝑅𝑙1  e 𝑅𝑙2  reflexões em torno das retas concorrentes 𝑙1 e 𝑙2, e  
𝜃

2
 

o ângulo de 𝑙1 para 𝑙2 no sentido positivo. Então 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  é a rotação de ângulo 𝜃 em 

torno do ponto de interseção de 𝑙1 com 𝑙2, ou seja, se 𝑃 = 𝑙1⋂𝑙2, então 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 =

𝑇𝑂𝑃      𝑜𝑅𝜃𝑜𝑇−𝑂𝑃      . 

Demonstração: Seja 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0) o ponto de interseção entre as retas 𝑙1 e 𝑙2, seja 𝛽 

o ângulo que a reta 𝑙1 faz com o eixo 𝑂𝑋 no sentido positivo, e 𝛾 o ângulo que a reta 

𝑙2 faz com o eixo 𝑂𝑋 no sentido positivo. Defina 𝑙1 e 𝑙2, de modo que 𝛽 < 𝛾, desta 

forma 𝛾 = 𝛽 +
𝜃

2
∴ 𝜃 = 2𝛾 − 2𝛽 . Conforme figura a seguir: 

 

Figura 7 – Composta de duas reflexões em torno de retas concorrentes 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Seja 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ, tais que: 

𝑙1:  −𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑦 = 𝑐1 e 𝑙2:  −𝑠𝑒𝑛 𝛾 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑦 = 𝑐2 

 𝑃 =  𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑙1 então 𝑐1 =  −𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑦0 

 𝑃 =  𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝑙2 então 𝑐2 =  −𝑠𝑒𝑛 𝛾 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑦0 

Dado  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2, temos que: 

𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝛽, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝛽  

Seja 𝑥1 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝛽 e 𝑦1 =  𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝛽, 

assim 𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦 = (𝑥1, 𝑦1). Calculemos, 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  
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(𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑙2  𝑅𝑙1 𝑥, 𝑦  = 𝑅𝑙2 𝑥1, 𝑦1  

=  𝑥1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 𝑦1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2𝑐2 𝑠𝑒𝑛 𝛾, 𝑥1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑦1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 +  2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 𝛾   

Seja 𝑥2 = 𝑥1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 𝑦1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2𝑐2 𝑠𝑒𝑛 𝛾  e 𝑦2 = 𝑥1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑦1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 +  2𝑐2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 

Simplifiquemos as expressões de 𝑥2 e 𝑦2: 

𝑥2 = 𝑥1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 𝑦1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2𝑐2 𝑠𝑒𝑛 𝛾 

=  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝛽  𝑐𝑜𝑠 2𝛾

+   𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝛽  𝑠𝑒𝑛 2𝛾

−  2𝑠𝑒𝑛 𝛾   −𝑠𝑒𝑛 𝛾 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑦0   

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 + 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾

− 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾 𝑥0 − 2𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑦0 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 cos 2𝛾 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽  −𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑦0 

+ 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾

+ 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾  −𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑦0 + 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾 𝑥0

− 2𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑦0 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 cos 2𝛾 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 + 2 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛2𝛽 𝑥0 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 cos 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑦0

+ 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 𝑥0

+ 2 𝑐𝑜𝑠2 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 𝑦0 + 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾 𝑥0 − 2𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑦0 

= 𝑥( 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 +  𝑠𝑒𝑛 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾) + 𝑦  𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 −  𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 

+ 𝑥0 2 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛2𝛽 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾  

+ 𝑦0(2 𝑐𝑜𝑠2 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 − 2𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾 ) 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛(2𝛽 − 2𝛾)

+ 𝑥0 2 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛2𝛽 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾  

+ 𝑦0(2 𝑐𝑜𝑠2 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛾 ) 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾 

− 𝑥0 −2  𝑠𝑒𝑛2𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2 𝑠𝑒𝑛2𝛾  

− 𝑦0(−2 𝑐𝑜𝑠2 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛾 ) 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾 

− 𝑥0  𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 1  𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 − 1  

− 𝑦0 − 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 + 1  𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 cos 2𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛽 + 2𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾   
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= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾 

− 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 − 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 − 1  

− 𝑦0 −𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑒𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛 𝛾   

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾 + 𝑥0 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 + 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾  

− 𝑦0 −𝑐𝑜𝑠 2𝛽 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 + 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 cos 2𝛾 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑠𝑒𝑛𝛾   

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾 + 𝑥0 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛(2𝛽 − 2𝛾) 

= 𝑥0 +   𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾  +  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾  

= 𝑥0 +   𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 − 2𝛽 −  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2𝛽  

= 𝑥0 +   𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 𝜃 

 

𝑦2 = 𝑥1 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 𝑦1 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 +  2 𝑐2 𝑐𝑜𝑠 𝛾 

=   𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2 𝑐1 𝑠𝑒𝑛 𝛽  𝑠𝑒𝑛 2𝛾

−  𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 +  2𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝛽  𝑐𝑜𝑠 2𝛾

+  2 𝑐𝑜𝑠 𝛾  −𝑠𝑒𝑛 𝛾 𝑥0 +  𝑐𝑜𝑠 𝛾 𝑦0  

De forma análoga aos cálculos de 𝑥2 ,  temos que: 

𝑦2 = 𝑦0 +  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 2𝛽 − 2𝛾 −  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 2𝛽 − 2𝛾  

= 𝑦0 +  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 2𝛾 − 2𝛽 +  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 2𝛾 − 2𝛽  

= 𝑦0 +  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 𝜃 

Assim,  

 (𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 ) 𝑥, 𝑦 = 𝑅𝑙2 𝑥1, 𝑦1 =  𝑥2, 𝑦2  

= (𝑥0 +   𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑦0 +  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 𝜃) 

=    𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 𝜃,  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +  𝑥0, 𝑦0  

= 𝑇𝑂𝑃         𝑥 − 𝑥0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −  𝑦 − 𝑦0 𝑠𝑒𝑛 𝜃,  𝑦 − 𝑦0 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛 𝜃  

= 𝑇𝑂𝑃        𝑅𝜃 𝑥 − 𝑥0 , 𝑦 − 𝑦0   

= 𝑇𝑂𝑃        𝑅𝜃 𝑇−𝑂𝑃      (𝑥, 𝑦)   

∎  
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Corolário: Sejam 𝑅𝑙1  e 𝑅𝑙2  reflexões em torno das retas concorrentes 𝑙1 e 𝑙2, e  
𝜃

2
 o 

ângulo de 𝑙1 para 𝑙2 no sentido positivo. Se a interseção de 𝑙1 e 𝑙2 é a origem, então 

𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  é a rotação de ângulo 𝜃 em torno da origem, ou seja, se 𝑂 = 𝑙1⋂𝑙2, então 

𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1 = 𝑅𝜃 . 

Demonstração: Basta fazer 𝑃 = 𝑂 e usar a proposição. 

∎  

Segue síntese dos principais resultados obtidos no capítulo 5.  

Sejam 𝑙1 e 𝑙2 duas retas. Se as retas forem concorrentes no ponto 𝑃, com  
𝜃

2
 o 

ângulo de 𝑙1 para 𝑙2 no sentido positivo, então  𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  representa a rotação de 

ângulo 𝜃 em torno do ponto P. Mas se as retas forem paralelas, então 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  

representa a translação de 2 𝐴𝐵 com 𝐴 ∈ 𝑙1, 𝐵 ∈ 𝑙2 e 𝐴𝐵 ⊥ 𝑙1. Já se as retas forem 

coincidentes então 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  é a aplicação identidade, já que a inversa de uma 

reflexão é a própria reflexão. 

Conforme seção anterior as isometrias, se classificam em:   

 As isometrias 𝐻(𝑥, 𝑦) que preservam a orientação do plano são da forma 

𝐻 𝑥, 𝑦 = (𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝜃) 𝑥, 𝑦  

  E as que invertem a orientação do plano, são da forma 

𝐻 𝑥, 𝑦 = (𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝑙) 𝑥, 𝑦 , onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 
𝜃

2
 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 

𝜃

2
 𝑦 = 0 

Pelas proposições anteriores, 𝑇𝐻(0,0) = 𝑅𝑙2𝑜𝑅𝑙1  e 𝑅𝜃 = 𝑅𝑙4𝑜𝑅𝑙3 , onde 𝑙1 e 𝑙2 são 

duas retas paralelas e o vetor 𝐻(0,0) = 2𝐴𝐵, com 𝐴 ∈ 𝑙1, 𝐵 ∈ 𝑙2 e 𝐴𝐵 ⊥ 𝑙1, já 𝑙3 e 𝑙4 

são retas concorrentes na origem e  
𝜃

2
 o ângulo de 𝑙3 para 𝑙4 no sentido positivo. 

Nestes termos 𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝑙  é a composta de até três reflexões e 𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝜃  é a 

composta de até quatro reflexões. Portanto, toda isometria do plano é uma reflexão, 

a composta de duas, três ou quatro reflexões. 

Em resumo, qualquer isometria do plano pode ser definida como uma reflexão 

ou a composição de reflexões. Em termos práticos, isto significa que ao provar a 

validade de uma determinada propriedade ao aplicarmos uma reflexão arbitrária e 

ao aplicarmos duas reflexões arbitrárias, então a propriedade vale para todas as 

isometrias do plano.   
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6 ISOMETRIAS COM NÚMEROS COMPLEXOS 

 

 

O conjunto ℂ, dos números complexos, é o conjunto dos números da forma 

𝑎 + 𝑏 𝑖, onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ e 𝑖2 = −1. O termo 𝑎 é chamado de parte real e é 

representado por 𝑅𝑒(𝑎 + 𝑏𝑖), e 𝑏 é chamado de parte imaginária representada por 

𝐼𝑚(𝑎 + 𝑏𝑖). 

A igualdade de números complexos é dada por: 

𝑎 + 𝑏 𝑖 = 𝑐 + 𝑑 𝑖 ⟺ 𝑎 = 𝑐, 𝑏 = 𝑑 

Em ℂ, define-se a soma e o produto: 

 𝑎1 + 𝑖 𝑏1 +  𝑎2 + 𝑖 𝑏2 =  𝑎1 + 𝑎2 + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 

 𝑎 + 𝑏 𝑖 ∙  𝑐 + 𝑑 𝑖 =  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 

O número complexo 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, pode ser identificado com o ponto  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 

e usaremos 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = (𝑥, 𝑦). Neste caso o ℝ2 será chamado de plano complexo. 

Seja 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1 𝑖 e 𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 números complexos, 𝜃1 o ângulo entre o semi-eixo 

𝑂𝑋 e o vetor 𝑂𝑧1 no sentido positivo, e 𝜃2 o ângulo entre o semi-eixo 𝑂𝑋 e o vetor 

𝑂𝑧2 no sentido positivo. O comprimento do vetor 𝑂𝑧1 será chamado de módulo de 𝑧1, 

e será representado por |𝑧1| o que equivale a 𝑑 0, 𝑧1 =  𝑂𝑧1 , discutido em 

capítulos anteriores. De forma semelhante o comprimento do vetor 𝑂𝑧2 será 

representado por |𝑧2|. Os ângulos 𝜃1 e 𝜃2 são chamados de argumentos dos 

números complexos 𝑧1 e 𝑧2, respectivamente, e escreve-se arg 𝑧1 = 𝜃1 e arg 𝑧2 =

𝜃2. Isto permite a representação dos números complexos 𝑧1 e 𝑧2, no que chamamos 

de forma polar ou trigonométrica: 

𝑧1 =  𝑧1 (𝑐𝑜𝑠 𝜃1 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃1) e 𝑧2 =  𝑧2 (𝑐𝑜𝑠 𝜃2 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃2) 

A multiplicação dos números 𝑧1 e 𝑧2 quando escritos na forma polar, pode ser 

feita da seguinte forma: 

𝑧1 ∙ 𝑧2 =  𝑧1  𝑐𝑜𝑠 𝜃1 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃1 ∙  𝑧2  𝑐𝑜𝑠 𝜃2 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃2  

=  𝑧1 ∙  𝑧2  𝑐𝑜𝑠 𝜃1  𝑐𝑜𝑠 𝜃2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 𝑠𝑒𝑛 𝜃2  𝑖 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃1  𝑐𝑜𝑠 𝜃2  𝑖 + 𝑠𝑒𝑛 𝜃1𝑠𝑒𝑛 𝜃2  𝑖2  

=  𝑧1 ∙  𝑧2  𝑐𝑜𝑠 𝜃1 𝑐𝑜𝑠 𝜃2 −  𝑠𝑒𝑛 𝜃1𝑠𝑒𝑛 𝜃2  𝑖2 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃1  𝑠𝑒𝑛 𝜃2  + 𝑠𝑒𝑛 𝜃1 𝑐𝑜𝑠 𝜃2  𝑖     
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=  𝑧1 ∙  𝑧2  𝑐𝑜𝑠  𝜃1 + 𝜃2 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 (𝜃1 + 𝜃2)    

A translação, a rotação e a reflexão com domínio no plano complexo, ou com 

domínio no ℝ2, terão as mesmas notações, já estabelecidas.  

Muitas propriedades válidas no ℝ2 continuam válidas no plano complexo. Isto 

será usado nas seções seguintes. 

 

6.1 Translações e Rotações 

 

Conforme apresentado no capítulo 4, as translações são transformações no 

plano tal que dado 𝑣 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ2, tem-se 𝑇𝑣 𝑥, 𝑦 =  𝑥, 𝑦 + (𝑥0, 𝑦0). Considere a 

bijeção 𝑕:ℝ2 ⟶ ℂ tal que 𝑕 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 𝑖 𝑦, com as operações usuais de ℝ2 e de ℂ. 

Desta forma, torna-se possível transferir problemas do ℝ2 para ℂ, e vice-versa. 

Assim, podemos definir a translação em ℂ da seguinte forma: 

Dado, 𝑣 = 𝑥0 + 𝑖 𝑦0 ∈ ℂ, tem-se 

𝑇𝑣 𝑥 + 𝑖𝑦 =  𝑥 + 𝑖 𝑦 +  𝑥0 + 𝑖 𝑦0 =  𝑥 + 𝑥0 + 𝑖 (𝑦 + 𝑦0) 

Usando as idéias de Lima (2006) definiremos a rotação em torno da origem.  

Seja, 𝑧 =  𝑧 (𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝛼) e 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃, tem-se que: 

 𝑧 ∙ 𝑤 = 𝑧 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 =  𝑧  𝑐𝑜𝑠  α + 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛  α + 𝜃  , ou seja, o número 

complexo 𝑧 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃  é o resultado da rotação do vetor que representa 𝑧 de 

um ângulo 𝜃 em torno da origem. 

Assim, para definir as rotações em torno da origem, considere o ponto 

𝑃 = 𝑥 + 𝑖𝑦, e seja 𝜃 o ângulo entre o semi-eixo positivo 𝑂𝑋 e 𝑂𝑃, no sentido positivo.  

𝑅𝜃 𝑥 + 𝑖𝑦 =  𝑥 + 𝑖𝑦 ∙  𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃  

=  𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑦 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +  𝑖 (𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝜃)  

Podemos obter o resultado acima usando a fórmula da rotação no ℝ2, mas 

aproveitamos a ocasião para falar um pouco mais sobre os números complexos. 
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6.2 Transformação de Möbius 

 

O conjunto ℂ , chamado de plano complexo completado, é definido por 

ℂ = ℂ ∪ {∞}. 

A transformação 𝑓: ℂ ⟶ ℂ  definida por: 

𝑓 𝑧 =
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
 , com 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 e 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℂ  

onde  
𝑓 ∞  =

𝑎

𝑐
  𝑒  𝑓  −

𝑑

𝑐
 = ∞, 𝑠𝑒 𝑐 ≠ 0 

𝑓 ∞ = ∞,                                  𝑠𝑒 𝑐 = 0
  

 é chamada de Transformação de Möbius. 

A condição 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 garante que 𝑓 é uma bijeção. 

Se 𝑐 = 0, 𝑑 = 1 e  𝑎 = 1 (note que 𝑎 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0) então 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 =

𝑇𝑏  𝑅arg  𝑎  𝑧   é uma transformação de Möbius. Como arg⁡(𝑎) pode representar 

qualquer ângulo 𝜃, e como 𝑏 ∈ ℂ pode representar qualquer vetor 𝑣 do plano, então 

as transformações de Möbius com 𝑐 = 0, 𝑑 = 1 e  𝑎 = 1 representam todas as 

isometrias 𝐻(𝑧) que preservam a orientação do plano, conforme final da seção 5.3. 

Resta encontrar uma maneira para estudar as isometrias que não preservam a 

orientação do plano, que conforme apresentado no capítulo anterior são 

composições de reflexões com translações. Na próxima seção estudaremos as 

reflexões em ℂ. 

 

6.3 Reflexões 

 

Nesta seção será investigada uma forma para expressar a reflexão usando 

apenas uma variável complexa. 

Na seção 4.3 mostrou-se que: 

𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃  

Onde, 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐 e com 𝑐 ∈ ℝ fixado. 
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Tomando 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 ∈ ℂ, temos pela multiplicação de números 

complexos na forma polar que 𝑤2 = 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 2𝜃. Assim, 

𝑤𝑖 = −𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜃   e    𝑤2𝑖 = −𝑠𝑒𝑛 2𝜃 + 𝑖 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 

Substituindo os valores de 𝑤2, 𝑤2𝑖 e 𝑤𝑖 em 𝑅𝑙(𝑥, 𝑦) tem-se: 

𝑅𝑙 𝑥, 𝑦 =  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑦 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 2𝑐 𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 +  2𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃, 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 −𝑠𝑒𝑛 2𝜃, 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 −𝑠𝑒𝑛 𝜃, 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 − 𝑦 −𝑠𝑒𝑛 2𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 2𝑐 −𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜃 

= 𝑥 𝑤2 − 𝑦 𝑤2𝑖 + 2𝑐 𝑤𝑖  

Assim, dado 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, tem-se que: 

𝑅𝑙 𝑧 = 𝑥 𝑤2 − 𝑦 𝑤2𝑖 + 2𝑐 𝑤𝑖 = 𝑅𝑒 𝑧 𝑤2 − 𝐼𝑚 𝑧 𝑤2𝑖 + 2𝑐𝑤𝑖

=  
𝑧 + 𝑧 

2
 𝑤2 −  

𝑧 − 𝑧 

2𝑖
 𝑤2𝑖 + 2𝑐𝑤𝑖 =  

𝑧 + 𝑧 

2
 𝑤2 −  

𝑧 − 𝑧 

2
 𝑤2 + 2𝑐𝑤𝑖

= 𝑧  
𝑤2 − 𝑤2

2
 + 𝑧  

𝑤2 + 𝑤2

2
 + 2𝑐𝑤𝑖 = 𝑧  𝑤2 + 2𝑐𝑤𝑖 

Note que 𝑤 e 𝑐 são constantes responsáveis por caracterizar a reta 𝑙. 

Conforme capítulo 5 as reflexões e suas composições são suficientes para 

representar todas as isometrias do plano. Portanto dada uma isometria 𝐹, ao 

decompor 𝐹 em compostas de reflexões temos pelo exposto acima que é possível 

exibir 𝐹 como função do número complexo 𝑧 ou 𝑧 . 

 

6.3.1 O problema das reflexões 

 

Como 𝑅𝑙 𝑧 = 𝑧  𝑤2 + 2𝑐𝑤𝑖 não pode ser escrito na forma 
𝑎 ′  𝑧+𝑏 ′

𝑐 ′ 𝑧+𝑑 ′
, então as 

transformações de Möbius não são suficientes para expressarem todas as 

isometrias. 

Defina 𝑀𝑙 𝑧 = (𝑤2)𝑧 + (2𝑐𝑤𝑖) uma transformação de Möbius onde 𝑎′ = 𝑤2, 

𝑏′ = 2𝑐𝑤𝑖, 𝑐′ = 0 e 𝑑′ = 1, e defina a função conjugação 𝐶: ℂ ⟶ ℂ  , tal que 𝐶 𝑧 = 𝑧 , 

para todo 𝑧 ∈ ℂ e 𝐶 ∞ = ∞. A conjugação consiste na reflexão em torno do eixo 𝑂𝑋, 
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ou seja 𝑂𝑋:  −𝑠𝑒𝑛 0 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 0 𝑦 = 0,onde 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠 0 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 0 = 1 e 𝑐 = 0. Nestes 

termos, 𝑅𝑙 𝑧 = (𝑀𝑙  𝑜 𝐶)(𝑧). 

Portanto, para realizar um estudo completo das isometrias no plano 

complexo, verificou-se a necessidade de estudar as funções do tipo: 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 e 

𝑓  𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ , 𝑎 ≠ 0,  𝑎 = 1 e 𝑧 ∈ ℂ . 

 

6.3.2 Propriedades das funções 𝒇 𝒛 = 𝒂 𝒛 + 𝒃 e  𝒇  𝒛 = 𝒂 𝒛 + 𝒃 

 

Os resultados e definições até a demonstração da proposição 10 desta 

subseção são adaptações da teoria sobre transformações de Möbius, exposta por 

Hefez (2012). 

 

Definição 6: Dizemos que 𝑤 ∈ ℂ , é um ponto fixo de uma função 𝑓: ℂ ⟶ ℂ , quando 

𝑓 𝑤 = 𝑤. 

 

Como 𝑓 𝑧 = 𝑎𝑧 + 𝑏 e 𝐶 𝑧  são bijeções e ambas possuem domínio e 

contradomínio iguais a ℂ  então 𝑓  𝑧 = (𝑓𝑜𝐶)(𝑧) é uma bijeção, onde 𝑓  ∞ =

 𝑓𝑜𝐶  ∞  = 𝑓 𝐶 ∞  = 𝑓 ∞ = ∞, já que 𝑓 é uma transformação de Möbius (𝑐 = 0 

e 𝑑 = 1). 

Assim ∞ é um ponto fixo para ambas as funções 𝑓(𝑧) e 𝑓 (𝑧). 

A inversa de 𝑓 𝑧 = 𝑎𝑧 + 𝑏 é 𝑓−1 𝑧 =
𝑧−𝑏

𝑎
=

1

𝑎
𝑧 −

𝑏

𝑎
 e a inversa de 𝑓  𝑧 = 𝑎𝑧 +

𝑏 é 𝑓 −1 𝑧 =  
𝑧−𝑏

𝑎
 

       
=

𝑧 −𝑏 

𝑎 
=

1

𝑎 
𝑧 −

𝑏 

𝑎 
. 

 

Proposição 9: Seja 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 diferente da identidade onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ ,  𝑎 = 1. 

Então 𝑓 tem um ou dois pontos fixos em ℂ . 

Demonstração: Seja 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, com  𝑎 = 1. Então os pontos fixos de 𝑓 são da 

forma:  

𝑎 𝑧 + 𝑏 = 𝑧 ⟺ 𝑧 𝑎 − 1 = −𝑏 
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Logo:  

 Tem infinitas soluções se 𝑎 = 1 e 𝑏 = 0, ou seja se 𝑓 𝑧 = 𝑧 = 𝐼𝑑(𝑧), mas como 

𝑓 é diferente da identidade então este caso não ocorre; 

 Não tem solução quando 𝑎 = 1 e 𝑏 ≠ 0, e neste o único ponto fixo é ∞; 

 Tem solução única 𝑧 = −
𝑏

𝑎−1
 se 𝑎 ≠ 1, e neste caso tem dois ponto fixos já que 

∞  também é ponto fixo. 

Portanto, 𝑓 ≠ 𝐼𝑑 tem um ou dois pontos fixos. 

∎  

Corolário: Se 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ  e  𝑎 = 1 é uma função com mais de dois 

pontos fixos em ℂ , então 𝑓 é a identidade. 

Demonstração: Suponha que 𝑓 não seja a identidade, então da proposição temos 

que 𝑓 tem no máximo dois pontos fixos, o que contradiz a hipótese. Logo, 𝑓 é a 

identidade. 

∎  

Corolário: Duas funções 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 e 𝑔 𝑧 = 𝑎′𝑧 + 𝑏′ onde 𝑎, 𝑏, 𝑎′ , 𝑏′ ∈ ℂ  e 

 𝑎 = |𝑎′| = 1, que possuem o mesmo valor em três pontos distintos de ℂ , são iguais. 

Demonstração: Seja 𝑧1, 𝑧2 e 𝑧3 três pontos distintos de ℂ , tais que 𝑓 𝑧𝑖 = 𝑔(𝑧𝑖), 

com 𝑖 = 1,2,3.  

 𝑔−1𝑜 𝑓  𝑧𝑖 = 𝑔−1 𝑓 𝑧𝑖  = 𝑔−1 𝑔 𝑧𝑖  = 𝑧𝑖  

Como 𝑔 𝑧 = 𝑎′𝑧 + 𝑏′ então 𝑔−1 𝑧 =
1

𝑎′
𝑧 −

𝑏′

𝑎′
 e portanto: 

 𝑔−1𝑜 𝑓  𝑧 = 𝑔−1 𝑎𝑧 + 𝑏 =
1

𝑎 ′
 𝑎𝑧 + 𝑏 −

𝑏′

𝑎′
=

𝑎

𝑎′
𝑧 +  

𝑏−𝑏′

𝑎 ′
 , onde  

𝑎

𝑎 ′
 =

 𝑎 

|𝑎′|
= 1 

Assim, do corolário anterior 𝑔−1𝑜𝑓 é a identidade, portanto 𝑓 = 𝑔 

∎  

Observação: Seja 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ e  𝑎 = 1 uma função tal que 

𝑓 𝑧1 = 0, 𝑓 𝑧2 = 1 e 𝑓 ∞ = ∞. Pelo corolário anterior, a função 𝑓 se existir é 

única. Note que 𝑓 𝑧 =
𝑧−𝑧1

𝑧2−𝑧1
 com  𝑧2 − 𝑧1 = 1 satisfaz as condições 𝑓 𝑧1 = 0, 

𝑓 𝑧2 = 1, 𝑓 ∞ = ∞ e  𝑎 =  
1

𝑧2−𝑧1
 =

1

|𝑧2−𝑧1|
= 1. Logo 𝑓 existe e é única. 
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Proposição 10: Dados dois pares de ternas de pontos distintos 𝑧1, 𝑧2, ∞ e 𝑤1, 𝑤2, ∞ 

de ℂ , com  𝑧2 − 𝑧1 = 1 =  𝑤2 − 𝑤1 , existe uma única transformação   𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 

onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ e  𝑎 = 1, tal que 𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 

Demonstração: Se 𝑓 existir, já foi provado que 𝑓 é única. Mostraremos a existência, 

conforme observação anterior, existe 𝑔 𝑧 = 𝑎′𝑧 + 𝑏′ e 𝑕 𝑧 = 𝑎"𝑧 + 𝑏" onde 

𝑎′, 𝑏′, 𝑎", 𝑏" ∈ ℂ  e  𝑎′ = |𝑎"| = 1, tais que 𝑔 𝑧1 = 0, 𝑔 𝑧2 = 1, 𝑔 ∞ = ∞, 𝑕 𝑤1 = 0, 

𝑕 𝑤2 = 1 e 𝑕 ∞ = ∞. 

Defina 𝑓 = 𝑕−1𝑜𝑔, assim: 

𝑓 𝑧1 = 𝑕−1 𝑔 𝑧1  = 𝑕−1 0 = 𝑤1 

𝑓 𝑧2 = 𝑕−1 𝑔 𝑧2  = 𝑕−1 1 = 𝑤2 

𝑓 ∞ = 𝑕−1 𝑔 ∞  = 𝑕−1 ∞ = ∞ 

Note que 𝑕−1 𝑧 =
1

𝑎"
𝑧 −

𝑏"

𝑎"
 e que  

1

𝑎"
 = 1. Logo, 

 𝑓 𝑧 = 𝑕−1 𝑔 𝑧  = 𝑕−1 𝑎′𝑧 + 𝑏′ =
1

𝑎"
 𝑎′𝑧 + 𝑏′ −

𝑏"

𝑎"
=  

𝑎 ′

𝑎"
 𝑧 +  

𝑏 ′−𝑏"

𝑎"
 , onde  

𝑎 ′

𝑎"
 = 1. 

Portanto, existe 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 onde 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ e  𝑎 = 1, tal que 𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 

e 𝑓 ∞ = ∞. 

∎  

Observação: Pela observação anterior:  

𝑔 𝑧 =
𝑧−𝑧1

𝑧2−𝑧1
=  

1

𝑧2−𝑧1
 𝑧 +  

−𝑧1

𝑧2−𝑧1
 , assim 𝑎′ =

1

𝑧2−𝑧1
 e 𝑏′ =

−𝑧1

𝑧2−𝑧1
, 

 𝑕 𝑧 =
𝑧−𝑤1

𝑤2−𝑤1
=  

1

𝑤2−𝑤1
 𝑧 +  

−𝑤1

𝑤2−𝑤1
  e assim 𝑎" =

1

𝑤2−𝑤1
 e 𝑏" =

−𝑤1

𝑤2−𝑤1
 

Assim, substituindo na demonstração do teorema anterior: 

𝑓 𝑧 =  
𝑎′

𝑎"
 𝑧 +  

𝑏′ − 𝑏"

𝑎"
 =  

1
𝑧2 − 𝑧1

 

1
𝑤2 − 𝑤1

 𝑧 +  

−𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
−

−𝑤1

𝑤2 − 𝑤1

1
𝑤2 − 𝑤1

  

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

−𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
+

𝑤1

𝑤2 − 𝑤1
  𝑤2 − 𝑤1  

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

−𝑧1(𝑤2 − 𝑤1)

𝑧2 − 𝑧1
+ 𝑤1  
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=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

−𝑤2 𝑧1 + 𝑤1𝑧1 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤1𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

Desta forma, a observação induz ao seguinte corolário, onde é possível enfraquecer 

a hipótese  𝑧2 − 𝑧1 = 1 =  𝑤2 − 𝑤1 . Vejamos: 

 

Corolário: Dados os pontos 𝑧1, 𝑧2,𝑤1, 𝑤2 de ℂ, tais que 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2 e  𝑧2 − 𝑧1 =

 𝑤2 −𝑤1 , então  𝑓 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2−𝑧1
 𝑧 +  

𝑤1  𝑧2−𝑤2  𝑧1

𝑧2−𝑧1
 , é uma isometria que preserva a 

orientação do plano, tal que  𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 

Demonstração: Note que  
𝑤2−𝑤1

𝑧2−𝑧1
 =

|𝑤2−𝑤1|

|𝑧2−𝑧1|
= 1 e como 𝑧2 − 𝑧1 ≠ 0, então 𝑓 é da 

forma  𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ e  𝑎 = 1, assim segundo seção 6.2, 𝑓 representa   

uma isometria que preserva a orientação do plano. 

𝑓 𝑧1 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧1 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=
𝑤2𝑧1 − 𝑤1𝑧1 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
=
𝑤1(𝑧2 − 𝑧1)

𝑧2 − 𝑧1
= 𝑤1 

𝑓 𝑧2 =  
𝑤2 −𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧2 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=
𝑤2𝑧2 − 𝑤1𝑧2 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
=
𝑤2(𝑧2 − 𝑧1)

𝑧2 − 𝑧1
= 𝑤2 

Pela definição de Transformação de Möbius: 

𝑓 ∞ = ∞  

∎  

 

Resta estudar as funções do tipo 𝑓  𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ, 𝑎 ≠ 0,  𝑎 = 1 e 

𝑧 ∈ ℂ . 

Conforme mostrado no inicio deste capítulo, as reflexões em torno da reta 

𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐, são dadas por: 

𝑅𝑙 𝑧 =  𝑤2 𝑧 + 2𝑐𝑤𝑖, onde 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 e 𝑐 ∈ ℝ 
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Como, 𝑤2 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃 2 = 𝑐𝑜𝑠 2𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 2𝜃 então tem-se que: 

 𝑤2 =  𝑐𝑜𝑠2 2𝜃 + 𝑠𝑒𝑛2(2𝜃) = 1 

Seja 𝑇𝑏 , a translação no plano complexo definida por 𝑇𝑏 𝑧 = 𝑧 + 𝑏. 

Seja 𝐻 uma isometria que inverte a orientação do plano, suponha que 

𝐻 0 = 𝑏′, então pelo capítulo anterior: 

 𝐻 𝑧 =  𝑇𝑏 ′  𝑜 𝑅𝑙  𝑧 = 𝑅𝑙 𝑧 + 𝑏′  

= 𝑤2 𝑧 + 2𝑐𝑤𝑖 + 𝑏′ = 𝑎 𝑧 + 𝑏, onde 𝑎 = 𝑤2 e 𝑏 = 2𝑐𝑤𝑖 + 𝑏′ = 2𝑐𝑤𝑖 + 𝐻(0) 

Logo, ao conhecer qual é a translação e a reflexão apropriada para produzir a 

isometria 𝐻(𝑧) é possível expressa-la na forma 𝐻 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏. 

Entretanto se a isometria 𝐻(𝑧) (que inverte a orientação do plano) só for 

conhecida em dois pontos, como deve-se proceder para encontrar a lei de formação 

de 𝐻 na incógnita 𝑧 ∈ ℂ? 

Segue uma conjectura que surge naturalmente ao olhar para o último 

corolário: 

 

Conjectura: Dados os pontos 𝑧1, 𝑧2,𝑤1, 𝑤2 de ℂ, tais que 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2 e  𝑧2 −

𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , então  𝑓 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2−𝑧1
 𝒛 +  

𝑤1  𝑧2−𝑤2  𝑧1

𝑧2−𝑧1
 , é uma isometria que inverte a 

orientação do plano, tal que  𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 

 

Verificou-se que a conjectura acima é válida se 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ. Provou-se então a 

seguinte proposição. 

 

Proposição 11: Dados os pontos 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ e 𝑤1, 𝑤2 ∈ ℂ, tais que 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2 e 

 𝑧2 − 𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , então  𝑓 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2−𝑧1
 𝒛 +  

𝑤1  𝑧2−𝑤2  𝑧1

𝑧2−𝑧1
 , é uma isometria que 

inverte a orientação do plano, tal que  𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 
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Demonstração: Note que  
𝑤2−𝑤1

𝑧2−𝑧1
 =

|𝑤2−𝑤1|

|𝑧2−𝑧1|
= 1 e como 𝑧2 − 𝑧1 ≠ 0, então 𝑓 é da 

forma  𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ e  𝑎 = 1, e portanto 𝑓 representa   uma isometria 

que inverte a orientação do plano. 

𝑓 𝑧1 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧1 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
 =  

𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧1 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=
𝑤2𝑧1 − 𝑤1𝑧1 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
=
𝑤1(𝑧2 − 𝑧1)

𝑧2 − 𝑧1
= 𝑤1 

𝑓 𝑧2 =  
𝑤2 −𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧2 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
 =  

𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧2 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=
𝑤2𝑧2 − 𝑤1𝑧2 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
=
𝑤2(𝑧2 − 𝑧1)

𝑧2 − 𝑧1
= 𝑤2 

Ao definir, a transformação de Möbius 𝑔 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2−𝑧1
 z +  

𝑤1  𝑧2−𝑤2  𝑧1

𝑧2−𝑧1
  tem-se: 

𝑓 ∞ = 𝑔 𝐶 ∞  = 𝑔 ∞ = ∞  

∎  

Observação: Tomando 𝑧1 = 0 e 𝑧2 = 1, e 𝑤1, 𝑤2 ∈ ℂ, tais que 𝑤1 ≠ 𝑤2 e  𝑤2 − 𝑤1 =

 𝑧2 − 𝑧1 = 1, então  𝑓 𝑧 =  𝑤2 − 𝑤1 𝑧 +  𝑤1 , é uma isometria que inverte a 

orientação do plano, tal que  𝑓 0 = 𝑤1, 𝑓 1 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 

 

Teorema: Dados os pontos 𝑧1, 𝑧2,𝑤1, 𝑤2 de ℂ, tais que 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2 e  𝑧2 − 𝑧1 =

 𝑤2 −𝑤1 , tome 𝑔 𝑧  uma isometria que preserva a orientação do plano, tal que  

𝑔 𝑧1 = 0, 𝑔 𝑧2 = 1 e 𝑔 ∞ = ∞, e 𝑓(𝑧) uma isometria que inverte a orientação do 

plano, tal que 𝑓 0 = 𝑤1, 𝑓 1 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. Então, 𝑓 𝑜 𝑔 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2   −𝑧1   
 𝑧 +

  
𝑤1𝑧2   −𝑤2𝑧1   

𝑧2   −𝑧1   
  é uma isometria que inverte a orientação do plano, com  𝑓𝑜𝑔 𝑧1 = 𝑤1, 

𝑓𝑜𝑔 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓𝑜𝑔 ∞ = ∞. 

Demonstração: Como a composta de uma isometria que inverte a orientação do 

plano com uma isometria que preserva a orientação, resulta em uma isometria que 

inverte a orientação do plano, então 𝑓 𝑜 𝑔 é uma isometria que inverte a orientação 

do plano. Da observação anterior vem que 𝑓 𝑧 =  𝑤2 − 𝑤1 𝑧 + 𝑤1. Mas do último 
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corolário da Proposição 10, tem-se que 𝑔 𝑧 =  
1−0 

𝑧2−𝑧1
 𝑧 +  

0∙ 𝑧2−1∙ 𝑧1

𝑧2−𝑧1
 =  

1 

𝑧2−𝑧1
 𝑧 +

 
− 𝑧1

𝑧2−𝑧1
 . 

Teremos: 

 𝑓𝑜𝑔 𝑧1 = 𝑓 𝑔 𝑧1  = 𝑓   
1 

𝑧2−𝑧1
 𝑧1 +  

− 𝑧1

𝑧2−𝑧1
  = 𝑓 0 = 𝑤1 

 𝑓𝑜𝑔 𝑧2 = 𝑓 𝑔 𝑧2  = 𝑓   
1 

𝑧2−𝑧1
 𝑧2 +  

− 𝑧1

𝑧2−𝑧1
  = 𝑓 1 = 𝑤2 

 𝑓𝑜𝑔 ∞ = 𝑓 𝑔 ∞  = 𝑓   
1 

𝑧2−𝑧1
 ∞ +  

− 𝑧1

𝑧2−𝑧1
  = 𝑓 ∞ = ∞ 

Resta calcular a lei de formação de 𝑓𝑜𝑔, vejamos: 

𝑓𝑜𝑔 𝑧 = 𝑓 𝑔 𝑧  = 𝑓   
1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

− 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

=  𝑤2 − 𝑤1   
1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

− 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

                                 
+  𝑤1 

=  𝑤2 − 𝑤1  
𝑧 

𝑧2 − 𝑧1 
−

 𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
 +  𝑤1 

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +  

 𝑤2 − 𝑤1  − 𝑧1  

𝑧2 − 𝑧1 
 +  𝑤1 

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧1 − 𝑤2𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
+ 𝑤1 

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧1 − 𝑤2𝑧1 + 𝑤1𝑧2 − 𝑤1𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
 

=  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
  

∎  

Corolário: Dados os pontos 𝑧1, 𝑧2,𝑤1, 𝑤2 de ℂ, tais que 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2 e  𝑧2 − 𝑧1 =

 𝑤2 −𝑤1 , então  𝑓 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2   −𝑧1   
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2   −𝑤2𝑧1   

𝑧2   −𝑧1   
 , é uma isometria que inverte a 

orientação do plano, tal que  𝑓 𝑧1 = 𝑤1, 𝑓 𝑧2 = 𝑤2 e 𝑓 ∞ = ∞. 

Demonstração: Segue imediatamente do teorema. ∎  
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6.4 Resumo  

 

Com exceção da reflexão todas as isometrias em ℂ podem ser definidas 

usando a Transformação de Möbius.  

Encerrou-se o capítulo 5 afirmando que qualquer isometria no plano ou é uma 

reflexão ou a composta de reflexões. Já, neste capítulo, descobriu-se que as 

isometrias que preservam a orientação do plano são Transformações de Möbius, já 

as que invertem, como por exemplo, as reflexões podem ser estudadas como a 

composta da transformação de Möbius com a conjugação. 

Se a imagem da isometria 𝑇 em dois pontos distintos for conhecida, e 

soubermos se a isometria preserva ou inverte a orientação, então 𝑇 é de uma das 

duas formas: 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

Ou, 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
  

Onde 𝑇 𝑧1 = 𝑤1 e 𝑇 𝑧2 = 𝑤2. 

De forma mais precisa, segue caracterização final: 

Caracterização: Seja 𝑧1, 𝑧2 , 𝑤1, 𝑤2 ∈ ℂ tais que  𝑧2 − 𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , 𝑧1 ≠ 𝑧2 e 

𝑤1 ≠ 𝑤2.  𝑇: ℂ → ℂ é uma isometria com 𝑇 𝑧1 = 𝑤1 e 𝑇 𝑧2 = 𝑤2 se, e somente se, 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1
 𝑧 +  

𝑤1 𝑧2 − 𝑤2 𝑧1

𝑧2 − 𝑧1
  

Ou, 

𝑇 𝑧 =  
𝑤2 − 𝑤1 

𝑧2 − 𝑧1 
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2 − 𝑤2𝑧1 

𝑧2 − 𝑧1 
  

 

Dada uma reflexão 𝑅𝑙(𝑧), onde 𝑙:  −𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑦 = 𝑐, foi mostrado que 

𝑅𝑙 𝑧 = 𝑤2𝑧 + 2𝑐𝑤𝑖, onde 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜃. Existem infinitas opções para 



53 

𝑧1, 𝑧2, 𝑤1e 𝑤2 tais que 𝑅𝑙 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2   −𝑧1   
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2   −𝑤2𝑧1   

𝑧2   −𝑧1   
 . Basta, por exemplo, tomar 

𝑧1, 𝑧2, 𝑤1e 𝑤2 tais que: 

 𝑧2 − 𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , 𝑧1𝑤1 ⊥ 𝑙, 𝑧2𝑤2 ⊥ 𝑙, 𝑧1 ≠ 𝑧2, 𝑤1 ≠ 𝑤2, 𝑃1 =
𝑧1+𝑤1

2
∈ 𝑙 e 

𝑃2 =
𝑧2+𝑤2

2
∈ 𝑙.  

Note que da forma como foram definidos, 𝑃1 e 𝑃2 são pontos médio de 𝑧1𝑤1 e 

𝑧2𝑤2, respectivamente e, além disso, por definição 𝑃1 = 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑧1 = 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑤1  e 

𝑃2 = 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑧2 = 𝑃𝑟𝑜𝑗𝑙 𝑤2 . 

Portanto, juntando este fato com o de toda isometria ser uma reflexão ou a 

composta de reflexões, temos que toda isometria é da forma  

𝑇 𝑧 =  
𝑤2−𝑤1  

𝑧2   −𝑧1   
 𝑧 +   

𝑤1𝑧2   −𝑤2𝑧1   

𝑧2   −𝑧1   
 , ou composta de funções deste tipo, onde  𝑧2 − 𝑧1 =

 𝑤2 −𝑤1 . 
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7 SIMULAÇÃO NO GEOGEBRA 

 

7.1 Software Geogebra  

 

O GeoGebra1 é um software de matemática dinâmica, disponível em vários 

idiomas, inclusive em português. Além de ser um software gratuito também possui 

código fonte aberto, isto significa dizer que qualquer programador pode alterar e re-

compilar o Geogebra, ou parte dele. Por ser feito em Java2 ele é multi-plataforma, 

pode ser executado em diversos sistemas operacionais. Pode ser utilizado em todos 

os níveis de ensino, devido manipular geometria, álgebra, tabelas, gráficos, 

estatística e cálculo em um único sistema. (GEOGEBRA, 2013a) 

Utilizou-se o Geogebra para criar uma ferramenta capaz de produzir 

simulações computacionais dos resultados da pesquisa, podendo ser usada para 

motivar as aulas de Números Complexos e de Geometria Analítica. Os passos para 

criação da ferramenta serão descritos na próxima seção. 

 

7.2 Detalhes da construção 

 

Para descrever os passos da construção da ferramenta que promoverá as 

simulações, usou-se ao máximo o campo de entrada do Geogebra, conforme 

ilustrado na figura 8, por facilitar a descrição do passo a passo. Porém, muitos 

comandos podem ser feitos apenas clicando nas ferramentas adequadas. 

 

Figura 8 – Campo de entrada do software Geogebra 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

                                            
1
 Site do software Geogebra: <http://www.geogebra.org/cms/>  

2
 É uma linguagem de programação 
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Dividiu-se a construção em etapas, para construir a primeira etapa digitou-se 

no campo de entrada a seguinte sequência de comandos:  

 

Tabela 1 – Construção da primeira etapa da ferramenta 
 

PRIMEIRA ETAPA DA CONSTRUÇÃO DA FERRAMENTA 

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO 

z1=1+i Define o ponto z1 

DefinirLegenda[z1,"z_1"] 

Dê um clique duplo em z1 e selecione 

propriedades, na opção “Exibir Rótulo” escolha o 

item “Legenda” 

Define a legenda de z1 

z2=3-4i Define o ponto z2 

DefinirLegenda[z2,"z_2"] 

Dê um clique duplo em z2 e selecione 

propriedades, na opção “Exibir Rótulo” escolha o 

item “Legenda” 

Define a legenda de z2 

w1=2-2i Define o ponto w1 

DefinirLegenda[w1,"w_1"] 

Dê um clique duplo em w1 e selecione 

propriedades, na opção “Exibir Rótulo” escolha o 

item “Legenda” 

Define a legenda de w1 

dz1z2=Distância[z1,z2] Calcula a distância entre os pontos complexos 𝑧1 

e 𝑧2, e grava na variável dz1z2 

c=Círculo[w1,dz1z2] Gera um círculo centrado em w1 de raio dz1z2 

Clique no botão  e a seguir 

clique sobre um ponto qualquer do 

círculo c. O ponto A deve ser 

criado.  

Define o ponto A sobre o círculo c 

Renomear o ponto A para w2 Define w2 

w2=DefinirValor[w2,4-3i] 

DefinirLegenda[w2,"w_2"] 

Dê um clique duplo em w2 e selecione 

propriedades, na opção “Exibir 

Rótulo” escolha o item “Legenda” 

Redefine o valor do ponto w2 para 4 − 3𝑖 

Define a legenda de w2 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Após realizar toda a construção descrita na tabela 1, deve-se obter tela 

semelhante à apresentada na figura 9. 
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Figura 9 – Primeira etapa da construção da ferramenta 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
 
 

A construção da circunferência de centro em 𝑤1 e raio igual à distância entre 

𝑧1 e 𝑧2 é para garantir que  𝑧2 − 𝑧1 =  𝑤2 − 𝑤1 , hipótese necessária para os dois 

últimos resultados importante, destacados na seção resumo do capítulo anterior. 

Seguem os próximos procedimentos, no campo de entrada digite a sequência 

de comandos a seguir: 

 

Tabela 2 – Construção da segunda etapa da ferramenta 
 

SEGUNDA ETAPA DA CONSTRUÇÃO DA FERRAMENTA 

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO 

cx(t)=2cos(t) - 2cos(2t) Define cx(t) 

cy(t)=2sen(t) - sen(2t) Define cy(t) 

Oculte as plotagens das duas funções recém criadas, clicando 

no pequeno círculo branco ao lado da definição das funções 

cx(t) e cy(t). 

Oculta plotagens 

inicio=0 Define início 

fim=Pi Define fim 

n=ControleDeslizante[inicio,fim,0.1,1, 

150,false,true,false,false] 

Cria um seletor para a variável n, 

c1=CampoDeTexto[cx] Cria caixa de texto para alterar a 

lei de formação de cx(t) 
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DefinirLegenda[c1,"x(t)"] Altera a legenda da caixa de texto 

c1, criada acima. 

c2=CampoDeTexto[cy] Cria caixa de texto para alterar a 

lei de formação de cy(t) 

DefinirLegenda[c2,"y(t)"] Altera a legenda da caixa de texto 

c2, criada acima. 

c3=CampoDeTexto[inicio] Cria caixa de texto para alterar o 

valor da variável inicio 

DefinirLegenda[c3,"t inicial"] Altera a legenda da caixa de texto 

c3, criada acima. 

c4=CampoDeTexto[fim] Cria caixa de texto para alterar o 

valor da variável fim 

DefinirLegenda[c4,"t final"] Altera a legenda da caixa de texto 

c4, criada acima. 

q(t)=Curva[cx(t), cy(t), t, 0, n] Plota função cuja parametrização é 

dada por (cx(t),cy(t)) 

DefinirCor[q,Vermelho] Muda a cor da plotagem da função 

q(t) para vermelho 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Feito o procedimento acima, a janela deve ser redimensionada e as caixas de 

texto organizadas. A figura 10 ilustra como deve ficar após a construção. 

 

Figura 10 – Segunda etapa da construção da ferramenta 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
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A terceira etapa consiste na construção de uma nova ferramenta do 

Geogebra a qual permita calcular o conjugado de um número complexo. Segue 

detalhes da construção na tabela a seguir:  

 

Tabela 3 – Construção da terceira etapa da ferramenta  
 

CONSTRUÇÃO DA FERRAMENTA PARA CÁLCULO DO CONJUGADO 

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO 

P=x(z_1) - y(z_1)i Gera o conjugado do número 

complexo 𝑧1 

Clique no menu “Ferramentas” e selecione a opção: “Criar Uma 

Nova Ferramenta ...” . Na guia “Objetos Finais” selecione 

”Número Complexo P” já na guia “Nome e Ícone” digite “conj” 

para o nome da ferramenta e para o nome do comando. Clique 

em concluído. 

Cria a nova ferramenta 

Apagar[P] Criada a ferramenta o ponto P 

pode ser excluído. 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Na próxima etapa, foram usadas as funções definidas no capítulo anterior. 

Vejamos os detalhes da construção: 

 
Tabela 4 – Construção da quarta etapa da ferramenta 
 

QUARTA ETAPA DA CONSTRUÇÃO DA FERRAMENTA 

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO 

Z=cx(n) + i cy(n) Define Z 

DefinirCor[Z,Vermelho] Muda a cor do ponto Z para 

vermelho 

fZ= (w2 - w1) / (z2 - z1) Z + (w1 z2 - w2 z1) / 

(z2 - z1) 

Define fZ, usando resultado do 

capítulo anterior  

DefinirLegenda[fZ,"f(Z)"] 

Dê uma clique duplo em fZ e selecione propriedades, na opção 

“Exibir Rótulo” escolha o item “Legenda” 

Define Legenda 

DefinirCor[fZ,Laranja] Muda a cor do ponto fZ para 

laranja 

preservaOrientação=Sequência[(w2 - w1) / (z2 - 

z1) (cx(k) + i cy(k)) + (w1 z2 - w2 z1) / (z2 - 

z1), k, 0, n, 0.1] 

Plota a imagem da curva q pela 

função que preserva a orientação 

do plano  

DefinirCor[preservaOrientação, "Laranja"] Muda a cor da plotagem anterior 

DefinirCor[c,0.8,0.8,0.8] 

 

Muda a cor do círculo c para 

cinza claro 

DefinirEstiloDaLinha[c,1] 

 

Altera o estilo de plotagem do 

círculo c, para um tipo de 

tracejado. 

gZ=(w2 - w1) / (conj[z2] - conj[z1]) conj[Z] + 

(w1 conj[z2] - w2 conj[z1]) / (conj[z2] - 

conj[z1]) 

Define gZ, usando o resultado do 

capítulo anterior 
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DefinirLegenda[gZ,"g(Z)"] 

Dê uma clique duplo em gZ e selecione propriedades, na opção 

“Exibir Rótulo” escolha o item “Legenda” 

Define Legenda 

DefinirCor[gZ,"Verde"] Muda a cor do ponto gZ para 

verde 

inverteOrientação=Sequência[(w2 - w1) / 

(conj[z2] - conj[z1]) conj[cx(k) + ί cy(k)] + 

(w1 conj[z2] - w2 conj[z1]) / (conj[z2] - 

conj[z1]), k, 0, n, 0.1] 

Plota a imagem da curva q pela 

função que inverte a orientação 

do plano 

DefinirCor[inverteOrientação,"Verde"] Muda a cor da plotagem anterior 

Resetar=Botão[ "Resetar" ] Cria botão 

Clique com o botão auxiliar do mouse sobre o botão resetar, 

clique em “Propriedades...”, clique na aba “Programação”, e 

clique na sub aba “Ao Clicar”, e digite: 

cx(t)=2cos(t) - 2cos(2t) 

cy(t)=2sen(t)-sen(2t) 

inicio=0 

fim=pi 

n=pi 

DefinirValor[z1,1+i]  

DefinirValor[z2,3+2i]  

DefinirValor[w1,2-2i]  

DefinirValor[w2,4-3i] 

Define ações ao clicar no botão 

“Resetar” 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

A figura 11, mostra como deve ficar a tela após a construção acima. 

 

Figura 11 – Quarta etapa da construção da ferramenta 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
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Quanto à funcionabilidade, a ferramenta para promover as simulações já esta 

pronta, entretanto é possível melhorar a sua formatação, e acrescentar alguns 

recursos novos. Segue construção: 

Tabela 5 – Formatação da ferramenta. 
 

FORMATAÇÃO DA FERRAMENTA 

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO 

z1w1=Vetor[z1,w1] 

z2w2=Vetor[z2,w2] 

DefinirCor[z1w1,0.8,0.8,0.8] 

DefinirCor[z2w2, 0.8,0.8,0.8] 

DefinirEstiloDaLinha[z1w1,1] 

DefinirEstiloDaLinha[z2w2,1] 

Cria e formata os 

vetores 

Segurando a tecla crtl selecione na janela de álgebra os objetos: z1w1, z2w2 

e c. A seguir clique com o botão auxiliar do mouse em um dos objetos 

selecionados e escolha a opção “Propriedades...” clique na guia “Avançado” e 

desmarque a opção “permitir seleção”   

Trava seleção dos 

vetores e do círculo 

ExibirMalha[ ] 

A seguir mude a cor da Malha para o cinza claro (RGB 224,224,224), e mude 

o estilo de tracejado para pontilhado 

Exibe Malha 

Clique no menu “Exibir” e selecione “Janela de visualização 2”. Pressione 

Ctrl+Shift+E. Segurando a tecla Ctrl selecione os objetos: c1,c2,c3,c4,n e 

Resetar. Clique na aba “Avançado” e marque a opção ”janela de visualização 

2” e dermarque a opção “janela de visualização”.Outra forma de fazer este 

procedimento é: 

 

DefinirVisibilidade[c1,2,true] 

DefinirVisibilidade[c2,2,true] 

DefinirVisibilidade[c3,2,true] 

DefinirVisibilidade[c4,2,true] 
DefinirVisibilidade[n,2,true] 

DefinirVisibilidade[Resetar,2,true] 

DefinirVisibilidade[c1,1,false] 

DefinirVisibilidade[c2,1,false] 

DefinirVisibilidade[c3,1,false] 

DefinirVisibilidade[c4,1,false] 
DefinirVisibilidade[n,1,false] 

DefinirVisibilidade[Resetar,1,false]   

   

Neste momento pode parecer que as caixas de texto e o botão sumiram, mas 

basta clicar no menu na opção “Exibir” e escolher o item “Exibir Janela de 

Visualização 2”. Aparecerá uma outra janela, aumente o espaço desta janela 

até aparecer as caixas de texto, reposicione os controle e divida o espaço 

entre os controles e o gráfico. 

Configura a 

segunda janela de 

visualização para 

receber apenas os 

controles ajustáveis 

da ferramenta  

ExibirEixos[2, false] Retira os eixos da 

segunda janela de 

visualização 

Coloque o rótulo dos eixo x como “Re” e o eixo y como 

“Im”. E mude a cor do fundo da janela de visualização 2 

(RGB 204,255,204) 

Renomeia os eixos 

e muda cor do 

fundo. 

Altere o tamanho dos pontos de z1,z2,w1 e w2 para 5 Aumenta os pontos 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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A figura a seguir mostra como deve ficar a tela da ferramenta após a 

formatação. 

Figura 12 – Quinta etapa da construção da ferramenta 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

A próxima etapa será a inserção de textos e fórmulas, e nesta etapa foi 

necessário alguns comando em LaTeX3, para detalhes consulte Andrade (2000).  

Clique no botão  e clique na janela de visualização 2 no local onde 

deve ficar o texto (no topo). Digite o texto ”Isometria no Plano Complexo”.  

Clique novamente no botão de inserção de texto e digite o texto contido na 

figura 13. Entretanto, deve-se ter o cuidado de marcar a caixa “Fórmula LaTeX” e de 

digitar os textos contornados por um retângulo usando o botão “Objetos”, dentro 

destes retângulos os objetos referenciados são objetos do Geogebra e portanto 

podem ser operados entre si. 

 

 
 
 

                                            
3
 Editor de textos matemáticos 
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Figura 13 – Usando LaTeX para inserir função que preserva a orientação 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 
 
 

De forma semelhante, insira o texto conforme a figura a seguir: 

 
Figura 14 – Usando LaTeX para inserir função que inverte a orientação 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Para finalizar, digite no campo de entrada os seguintes comandos: 

CaixaDeSeleção["Exibir função que preserva a orientação do plano",{texto2,fZ,preservaOrientação}] 

CaixaDeSeleção["Exibir função que inverte a orientação do plano",{texto3,gZ,inverteOrientação}] 
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Ao reposicionar os objetos criados acima, a tela da ferramenta deve ficar 

conforme figura a seguir: 

Figura 15 – Etapa final da construção 
 

 
 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Deve-se “fixar” todos os objetos da janela de visualização 2, isto evitará que 

os objetos saiam da posição a qual foram pré-configurados. É possível usar o 

Geogebra para exportar a ferramenta como página de internet, e a seguir hospedá-

lo em um servidor Web, tornando mais prático a sua distribuição aos alunos. Uma 

das formas de compartilhar um material produzido no Geogebra é através do 

GeogebraTube4. A figura a seguir mostra a versão Web, executada em um browser. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                            
4
 Site do GeogebraTube: <http://www.geogebratube.org> 
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Figura 16 – Versão web da ferramenta para realizar as simulações 
 

 
 
Disponível em: < http://www.geogebratube.org/student/m32882> 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Ao mover os pontos 𝑧1, 𝑧2, 𝑤1 e 𝑤2 na ferramenta é possível verificar que os 

gráficos construídos, tanto por 𝑓 como por 𝑔 são resultados de movimentos rígidos 

efetuados no gráfico da curva original  𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡  . O que constata a eficiência da 

caracterização das isometrias encontrada no capítulo anterior. 

O professor pode adaptar as ideias da construção desta simulação, e 

apresentá-lo em versões mais simples para os alunos. Por exemplo, ao invés de 

trabalhar com curvas em coordenada paramétricas, pode-se usar um simples 

triângulo (usar três pontos ao invés de uma lista de pontos).  

Assim como foi definido o ponto 𝑍 e suas imagens 𝑓𝑍 e 𝑔𝑍, pode-se definir o 

ponto 𝑃 ∈ ℂ e as imagens 𝑓𝑧1, 𝑓𝑧2, 𝑓𝑃, 𝑔𝑧1, 𝑔𝑧2 e 𝑔𝑃  e traçar os triângulos 𝑧1𝑧2𝑃, 

𝑓𝑧1𝑓𝑧2𝑓𝑃 e 𝑔𝑧1𝑔𝑧2𝑔𝑃. Desta forma, a ferramenta abordará as isometrias no plano 

aplicadas a triângulos, ou seja, as congruências de triângulo sobre a óptica dos 

números complexos.   
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8 CONCLUSÕES 

 

Durante toda a pesquisa, foi essencial o estudo preliminar dos tópicos de 

Álgebra Linear, Geometria Analítica e Números Complexos, estes usados em 

conjunto possibilitaram uma caracterização para as Isometrias no plano complexo. 

A proposta inicial da pesquisa era usar transformações de Möbius para definir 

todas as isometrias, entretanto verificou-se, durante a pesquisa, que as reflexões 

não poderiam ser caracterizadas por Transformações de Möbius.  

Para resolver o impasse, pesquisou-se um pouco sobre os quatérnios. 

Imaginava-se ser possível estudar funções semelhantes às transformações de 

Möbius, mas em dimensões maiores que a de ℂ. Esta ideia foi abandonada ao ver 

um material de Lins Neto (2005) sobre Automorfismos anti-holomorfos de ℂ , a qual 

garantia que todo automorfismo anti-holomorfo de ℂ   é da forma 𝑇 = 𝑆 𝑜 𝐶, onde 𝑆 é 

uma homografia e 𝐶 é a conjugação. Assim, segundo o mesmo material, dado 𝑧 ∈ ℂ 

tem-se 𝑇 𝑧 =
𝑎 𝑧 +𝑏

𝑐 𝑧 +𝑑
, onde 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0. Foi a partir deste resultado que surgiu a ideia 

de caracterizar a Isometria no plano complexo por funções do tipo 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, 

com 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.  

A abordagem encaixou-se perfeitamente com os fatos já demonstrados, já se 

tinha que toda isometria era uma reflexão ou a composta de reflexões. Então era 

suficiente estudar as reflexões em ℂ, e as funções do tipo 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏. 

Ao exploramos as propriedades das funções do tipo 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, as 

demonstrações não eram tão naturais como as das funções do tipo 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏. 

Então, neste ponto, tomou-se uma decisão importante: optou-se por estudar primeiro 

as propriedades de  𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏, e buscar uma forma para provar fatos 

relacionados à 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏 usando o que já se tinha demonstrado. Uma 

conjectura surgiu, mas infelizmente era falsa. Entretanto, ao mudar uma hipótese, 

garantiu-se uma proposição cuja demonstração é imediata. Foi exatamente este 

resultado que viabilizou o estudo de 𝑓 𝑧 = 𝑎 𝑧 + 𝑏. 

Quanto à criação da ferramenta para realizar as simulações computacionais, 

foi essencial um estudo minucioso sobre o software Geogebra e alguns comandos 

em LaTeX, bem como algumas noções de programação. O Geogebra superou as 
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expectativas, foi possível implementar, conforme apresentado no capítulo 8, com 

sucesso o resultado central da pesquisa. Com a simulação, garantiu-se a 

consistência dos resultados demonstrados. 

Este material pode servir de apoio ao professor de Ensino Médio, bastando 

assumir, como já demonstrados, os resultados que exijam noções de álgebra linear. 

Boa parte dos cálculos podem ser reproduzidos para alunos que já estudaram 

Geometria Analítica e Números Complexos.  

No capítulo 5, provou-se que 𝑇𝐻(0,0)𝑜𝑅𝜃  pode ser escrita como a composta de 

até quatro reflexões. Entretanto, segundo construção geométrica feita por Lima 

(2007), é possível descrevê-la com a rotação de ângulo 𝜃 em torno de um ponto 𝑃 (a 

qual Lima só garante a existência deste ponto), que conforme demonstrado no 

capítulo 5 trata-se da composta de duas reflexões, em torno das retas 𝑙1 e 𝑙2, com 

𝑃 = 𝑙1⋂𝑙2  e  
𝜃

2
  o ângulo entre as retas 𝑙1 e 𝑙2. Encontrar o ponto 𝑃 de forma analítica 

é uma sugestão para pesquisas futuras. 

Usar ou adaptar a simulação aqui construída para tratar de temas como 

congruência ou semelhança de triângulos também são boas sugestões para 

pesquisas futuras.  
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ANEXO A - A INVERSA DE UMA ISOMETRIA É UMA ISOMETRIA 
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Fonte: PROFMAT. Geometria Analítica. Material disponibilizado no moodle durante a disciplina. 2012. Unidade 

9. p.17-19. 


