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RESUMO

As Isometrias sdo objetos de estudo em diversas areas da Matematica, como por
exemplo, na Algebra Linear, na Geometria Analitica, na Geometria Plana e na
Geometria Projetiva. A pesquisa foi motivada pela curiosidade em verificar a
possibilidade de se fazer um estudo completo das isometrias usando numeros
complexos, mais especificamente as Transformagdes de Mobius. Com 0 sucesso na
pesquisa torna-se possivel motivar o ensino dos nimeros complexos com o pretexto
de aplici-los em problemas de isometria, podendo-se argumentar para os alunos
que softwares como o CorelDraw e AutoCad podem utilizar estas nogbes para
mover 0s objetos na tela. Estudaram-se as isometrias usando Geometria Analitica e
um caso particular de Transformacédo de Mdébius, e foi pesquisada uma forma para
caracterizar as isometrias, usando apenas numeros complexos. Por fim, os fatos
centrais demonstrados, foram constatados com a criacdo de uma simulacdo no
software Geogebra, o qual se mostrou eficaz para os propdésitos da pesquisa.

Palavras-chave: Algebra Linear. Geogebra. Geometria Analitica. Isometria.
Numeros Complexos. Transformacgéo de Mdbius.



ABSTRACT

The isometries are objects of study in several areas of mathematics, for example, in
Linear Algebra, Analytical Geometry in Plane Geometry and Projective Geometry.
The research was motivated by curiosity to check the possibility of making a
thorough study of isometries using complex numbers, specifically the Mobius
transformations. With the research results is possible to motivate the teaching of
complex numbers on the pretext of applying them to isometry problems, can be
argued to students that software such as CorelDraw and AutoCad can use these
notions to move objects in the screen. We studied the isometries using analytic
geometry and a particular case of Mdbius transformation, and was researched a way
to characterize the isometries, just using complex numbers. Finally, the central facts
stated, were found by creating a simulation software Geogebra, which was effective
for purposes of the survey.

Key-words: Linear Algebra. Geogebra. Analytic Geometry. Isometry. Complex
Numbers. Mdbius transformation.
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1 INTRODUCAO

7

O conjunto dos numeros complexos €& usado para definir modelos
matematicos em varios ramos do conhecimento humano. Neste trabalho usaremos

0S numeros complexos para classificar as isometrias do plano.

Intuitivamente, duas figuras sdo isométricas ou congruentes quando €
possivel através de um movimento rigido sobrepor uma figura na outra. No Ensino
Fundamental, explora-se a congruéncia de triangulo de forma exaustiva, estudando

varias condi¢cdes que garantem a congruéncia entre triangulos.

Usualmente, para estudar as Isometrias usamos ferramentas matematicas
ainda ndo acessiveis aos alunos de Ensino Médio. Entao, para o professor realizar
oficinas, apresentando todas as isometrias no plano, é essencial buscar uma

abordagem mais clara a um aluno de Ensino Médio.

Investigou-se uma forma de caracterizar as isometrias no plano usando ou
adaptando as Transformacdes de Mobius. A caracterizagdo final usa apenas
Numeros Complexos e nog¢des de Geometria Analitica, e € consequéncia das

Transformacfes de Mébius.

Em algumas demonstracdes usaremos alguns fatos de Algebra Linear, cujas
demonstracdes podem ser omitidas, sem grandes prejuizos. Isto deve ser feito,
principalmente, se o professor desejar expor o material desta pesquisa para seus

alunos de Ensino Médio.

Mostrou-se que o conjunto das isometrias é formado por reflexdes e suas
composic¢des. Entretanto, verificou-se que as reflexdes ndo podem ser expressas
por Transformacfes de Mdbius, mas que € possivel adequar uma nova funcéo para

estudar as reflexdes.

N&o foi encontrada bibliografia a qual apresente uma demonstracéo analitica
de que as translacbes e as rotacOes podem ser escritas como composicdo de

reflexdes. Estes fatos foram demonstrados no trabalho.

Outra contribuicdo relevante é a seguinte caracterizacao:
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Seja Z1,Zy, W1, Wy € C tais que |Zz —le = |W2 _W1|1 Z1F2Z; € Wi F Wy
T:C — C é uma isometria com T(z;) = w; e T(z,) = w, Se, e somente se,
Wz — Wy W12 =Wy 2y
P = (BT 4 Mz M)
Z2 — 71 Z2 — 71
Ou,
Wy — Wi\ _ (Wi1Zp —WpZ;
T(z) = (f)Z'i‘ (T
Z2 — 24 Z2 — 24

Foi construida uma ferramenta no software Geogebra, para promover a
simulacdo da caracterizacdo acima.



11

2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo geral

Tratar as isometrias no plano sobre o ponto de vista do conjunto dos nimeros

complexos C, e criar uma ferramenta computacional no software Geogebra 4.2, que

possa ser usada para simular os resultados encontrados.

2.2 Objetivos especificos

Para alcancarmos o objetivo geral, dividimos a pesquisa nos seguintes

objetivos especificos:

a)

b)

d)

f)

g)

Realizar estudo de Geometria Analitica com tratamento vetorial e alguns
topicos de Algebra Linear;

Descrever as isometrias sobre o ponto de vista da Geometria Analitica;
Classificar as isometrias do plano;

Explorar conceitos béasicos de Numeros Complexos, até o tdpico de
Transformagdes de Mébius;

Migrar as isometrias estudadas para coordenadas complexas, e pesquisar
uma caracterizacao por Transformacdes de Mdbius;

Analisar a viabilidade da implementacdo das isometrias, usando apenas
nameros complexos, no software Geogebra 4.2;

Gerar ferramenta computacional que trate as isometrias usando numeros
complexos, e convencer de que € possivel adaptar a ferramenta para

promover outros estudos.
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3 METODOLOGIA

Para alcancar os objetivos foi usada a pesquisa exploratoria, pois ela “realiza
descri¢cOes precisas da situacdo e quer descobrir as relagbes existentes entre seus

elementos componentes”, conforme Cervo, Bervian, e Silva (2009).

Os objetos de estudo da pesquisa foram literaturas sobre o assunto, e o

software Geogebra versao 4.2.

Primeiro, foi necessario estudar as isometria usando Geometria Analitica, e
promover uma classificacdo quanto a preservar/inverter a orientacdo do plano, a
seguir estudou-se as isometrias usando compostas de reflexdes. As Transformacdes
de Mobius foram estudadas e extraiu-se 0 essencial para o estudo das isometrias.
Em paralelo a este estudo, foram explorados os recursos existentes no software
Geogebra 4.2. E finalmente, foi construida no Geogebra uma simulacdo para o

resultado central.

Conjecturou-se a existéncia de uma caracterizacdo das isometrias usando ou
adaptando as Transformacdes de Mobius, fato comprovado no final da pesquisa e
evidenciado na simulacéo gerada pelo software Geogebra.
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4 ALGUMAS TRANSFORMACOES ELEMENTARES NO R?

Neste capitulo as isometrias, embora ainda ndo definidas, serdo tratadas
usando coordenadas no plano, em capitulos posteriores estes resultados serdo
usados para definir as isometrias sobre o plano complexo.

Todas as secdes deste capitulo sdo adaptacbes de Profmat (2012).

Uma transformagdo no plano R? é uma fungdo f:R? — R? que associa a

cada ponto P € R? um ponto f(P) € R?.

N&o se deve confundir transformacéo no plano com transformacao linear, o

conceito de transformacéo linear sera apresentado no proximo capitulo.

4.1 Translacao

Dado v € R?, uma translacdo no plano, determinada pelo vetor v € uma
transformacgéo T,: R> — R?, definida por T,(P) =P +v. Se v = (x,,Y,) € se P =
(x,y) entdo T,(x,y) = (x+x5,y+yy). A notacdo T, representara sempre a

translacéo segundo o vetor v.

Figura 1 — Translacdo T,

YA

Tv(P)

V<
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4.2 Rotacdo em torno da origem

Para definir as rotacdes em torno da origem, considere o ponto P = (x,y) #
(0,0) e seja a 0 angulo entre o semi-eixo positivo 0X e OP, no sentido positivo. Para
representar a rotagcdo de um angulo 6 do ponto P em torno da origem, usaremos a

notacao Ry (P).

Figura 2 — Rotagdo em torno da origem Ry

YA
Ro(P)

Como, P = (x,y) = (|OP| cos a,|OP| sen a)
Entéo,
Rg(P) = Ry(|OP|cos a,|OP|sen a) = (IOPICOS (a+0),|0P|sen (a + 0))
= |0P|(cos (a+86),sen (a + 9))
= |OP|(cos a cos 6 — sen a sen 0,sen a cos 6 + sen 6 cos a)
= (|OP|cos a cos@ — |OP|sena sen 0, |0OP|sen a cos 8 + |OP|sen 6 cos «)
=(xcosB—ysenf,ycosO+xsenf) = (xcosf —ysenb,xsenb + ycosf)
Ao definir Ry espera-se que R, (0,0) = (0,0), de fato:

Ry(0,0) = (0cos @ —0sen6,0sen b + 0cosB) = (0,0)
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4.3 Reflexdao em torno de uma reta

Antes de definir a Reflexdo em torno de uma reta, vamos definir a projecao

ortogonal sobre uma reta.

Seja a reta | que faz um angulo# com o semi-eixo positivo 0X. O vetor

v = (cos 8,sen 6) € um vetor paralelo a reta [, e a equacao de [ é da forma:

l: (—sen 0)x + (cos 0)y = c, para algum c € R.

Figura 3 — Projecéo Ortogonal Proj,

(cose, seno)

Se [+ é uma reta perpendicular a I, entdo:

It: (cos 8)x + (sen @)y = k, para algum k € R

Mas, se Q = (xy,y,) € I+ entdo (cos 8)x, + (sen 8)y, = k. E portanto:
It: (cos 8)x + (sen 8)y = (cos 8)x, + (sen )y,

Calculemos [ n I+, considere o sistema:

{(—sen 0)x + (cos B)y = c
(cos @)x + (sen @)y = (cosB)xy+ (sen )y,
—senf cos6\ _ 2 20 x -
Como det( ) = —sen“f0 —cos“0 = —1 # 0, entao o sistema tem
cosf senf
solucao Unica. Pela regra de Crammer:
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det < c cos 9)

‘= € (cos B)xy + (sen )y, senf) csenb —xg cos?0 — y, cos O sen 6

- —sen@ cosf B -1

det ( cosf sen 6)
= xo c0s?0 + y, cos 0 sen @ — c sen 0
det <—Sen 0 c >
y = ¢\ coso (cos 8)xy + (sen 8)y,) _ —Yo sen?6 — x, cos @ sen — c cos
N —sen@ cos0 - —1
det ( cosB sen 9)

= x, cos 6 sen 6 +y, sen?6 + c cos 0

Portanto, podemos definir a proje¢do ortogonal do ponto Q = (x,,y,) Sobre a

reta [, como a intersecdo entre as retas [ e [+, assim:

Proj,(xg,y0) = (x¢ cos?6 + y, cos @ sen @ — c sen 6,

xo cos 0 sen 0 +y, sen?6 + c cos 6)

Usaremos o resultado acima € para definir a reflexdo do ponto Q em torno da

reta [, a qual sera denotada por R;(Q).

Sabemos que Proj;(Q) é o ponto médio do segmento com extremos em Q e

em R;(Q). Assim, 2 Proj;(Q) = R,(Q) + Q, onde Q é um ponto qualquer do plano.

Figura 4 — Reflexdo em torno de uma reta R,

YA

(coso, sen o)
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Entdo se Q = (x,y),

Rl(x»J’) = Zprojl(x»Y) - (x»Y)

R, (x,y) = 2 (x cos?8 +ycos 8 sen§ — c sen 6,
x cos O sen O +y sen?6 + c cos 0) — (x,y)

R(x,y) = (x2cos’0 +y2cos@senf —c2senf — x,
x2cosB@senf +y2sen’d+c2cosf—y)

= (x(2c0os’0 —1)+y2cos B senf —2csenb,
x 2 cos O sen 8 +y(2sen?6 — 1) + 2c cos 6)

R;(x,y) = (x cos 260 + y sen 20 — 2c sen 0, x sen 260 — y cos 20 + 2c cos )
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5 ISOMETRIAS NO PLANO

5.1 Definicao e propriedades

Dados os pontos P e Q, usaremos as notacdes d(P,Q) ou ||PQ|| ou ainda

|Q — P|| para representar a distancia entre os pontos P e Q.

Definicdo 1: Uma isometria no R?> é uma funcdo F:R?> — R?> que preserva

distancias. Isto significa que, para quaisquer pontos P,Q € R?, tem-se

d(F(P),F(Q)) =d(P,Q).

Deste ponto em diante, escreveremos isometria no plano ou simplesmente

isometria para designar uma isometria no R?.

Sabemos que duas figuras no plano sdo congruentes quando existe uma

isometria no plano que transforma uma na outra.

A préxima proposicdo em conjunto com a secdo 5.2 permite construir uma

infinidade de fungdes que séo isometrias.

Proposic&o 1: Sejam F, G: R? — R? isometrias do plano entdo FoG é uma isometria.

Demonstracéo: Pela definicdo da composta de funcbes, FoG é uma fungdo com
dominio e contradominio iguais ao R?. Sejam P e Q elementos arbitrarios de R?,

assim:

d((FoG)(P), (FoG)(Q)) = d (F(G(P)), F(6(Q)))

Defina P = G(P) e Q = G(Q), como ambos sdo elementos do R? e F é uma

isometria, entao:

d((FoG)(P), (FoG)(Q)) = d(F(P),F(Q)) =d(P',Q") = d(G(P),G(Q))
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Mas G também é uma isometria, portanto d(G(P), G(Q)) =d(P,Q). Assim:

d((FoG)(P), (FoG)(Q)) = d(P,Q)

Logo, FoG € uma isometria.

Sejam vy, v, € R? pontos distintos, tais que os vetores Ov; e Ov, tenham

mesmo comprimento e sejam nao-colineares. Se 6,, € o angulo entre o semi-eixo

positivo OX e Ov; no sentido positivo, e 6,, 0 angulo entre o semi-eixo positivo 0X e

O—vz) no sentido positivo, define-se o angulo orientado de Ov; para Ov, por, 8,,,, =
6,, — 0, +360° -k, onde keZ é tal que —180° <8@,,, <180°. Temos que

Re, ,, (V1) € v sdo iguais. Isto motiva a seguinte definicao.

Definigcdo 2: Nas condi¢bes acima Ov; e Ov, nesta ordem tem orientagdo positiva,

sempre que 6, ,, > 0, e orientagdo negativa caso 6, ,, < 0.

Se tomarmos v; = (—1,0) e v, = (0,—1), entéo 6,, — 6, =270°—180° =
90° = 6,,,, =90° > 0. Logo, Tvl e 0—172) nesta ordem tem orientacao positiva.

Vejamos outro exemplo, digamos que v; = (1,—1) e v, = (1,1), desta forma
6,, — 6, = 45° —315° = -270°. Para que —180° <4, ,, < 180?, basta tomarmos
k=1em8,, =06, —0, +360° k. Assim, 6, ,, =—270 + 360° = 90° > 0. Logo,

Ov, e Ov, nesta ordem tem orientacao positiva.

O sistema de coordenada cartesianas usual induz no plano a orientacdo dada
pela orientagédo dos vetores da base canbnica e; = (1,0) e e, = (0,1) nesta ordem, a

gual chamaremos de orientagao positiva.
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Definicdo 3: Uma isometria F: R?> — R?, preserva a orientacdo do plano quando

F(0)F(v;) e F(O)F (v, ) nesta ordem, tem mesma orientacdo que Ov, e Ov,, para
v;, v, € R? distintos, e tais que os vetores 571) e Ov, tenham mesmo comprimentos e

sejam nao-colineares.

Seja F: R? — R? uma isometria. Fixados vy, v, € R? pontos distintos de forma
gue os vetores Ov; e Ov, tenham mesmo comprimentos, sejam ndo-colineares, e
tais que Ov; e Ov,, nesta ordem tenham orientagdo positiva, ou seja, v, =

Ry, . (v1), onde @,, >0. Defina, w, =(ab)=F(v)—-F(0)=FO)F(v;) e

V1V
w, = (c¢,d) = F(v,) — F(O) = F(0O)F (v, ). Determinemos a orientacdo de Ow; e Ow,

nesta ordem. Temos que w, = RQWWZ (wy).

Como F é uma isometria entdo d(F(v,),F(0)) = d(vy,0), d(F(v,),F(0)) =
d(v,,0) e d(F(vl),F(vz)) = d(v4,v,), € portanto Ov,v, € um triangulo congruente ao
triangulo F(O)F (vy)F(v,). Assim 6,,,, = 6,,,, ou 8, ,, = —6,,,. Vejamos os dois

casos:

e Se 6,4, =6,, € como 6,, >0 entdo w, =Ry __(w;) onde 6, ,, > 0.

viv2

Portanto, F preserva a orientacéo do plano;
e Se 6,,,, =—0,, € como f,, >0 entdo w, = R(9W1W2)(W1) onde 6,,,, <O0.

Portanto, F inverte a orientagdo do plano. Conforme representado na figura 5.

Figura 5 — Isometria que inverte a orientagdo do plano

YA

F(v,)
F(0)

V<

F(v,)
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Em particular, se tomarmos v»; = (1,0) e v, = (0,1), entdo 6,,,, = 90° > 0.

Logo, Rggo(v1) = Rgg0(1,0) = (0,1) = v,, ou seja, (1,0) e (0,1) nesta ordem tem

orientacao positiva.

Sabemos que 0,,,,, = 1£6,,,, = £90°. Vejamos os dois casos:

Se, 0,,w, = 90° entao
Wy = Rggo(w1) = (c,d) = Rogpo(a,b)
= (¢, d) = (a cos(90°) — b sen(90°),a sen(90°) + b cos(90°)) =(—b,a)

Logo, c=—bed = a. Assim:

det (5 &)= det ¢ ‘ab) = det(§ ‘ab) = (a2 + b?) = d(wy,0)

= d(F(v1),F(0)) = d(v1,0) =d((1,0),(0,0)) =1

Se, 6w, = —90° entao
Wy = R_go0(w1) = (¢,d) = R_go0(a, b)
= (¢, d) = (a cos(—90°%) — b sen(—90°),a sen(—90°) + b cos(—90°))
=(b,-a)

Logo, c = bed = —a. Assim:

det (Z ccl) = det (Z —ba) = —det (Z _ab) = —(a® + b?) = —d(wy,0)

= —d(F(v,),F(0)) = —d(v;,0) = —d((1,0),(0,0)) = —1

Com isso, fica demonstrada a proposi¢cao seguinte.

Proposicdo 2: Seja F:R?> — R? uma isometria, (a,b) = F(1,0) — F(0,0) e (c,d) =

F(0,1) — F(0,0). Defina My = (Z ccl) se detMp =1, diremos que F preserva a

orientacdo do plano, e caso det My = —1 entéo diremos que F inverte a orientacao

do plano.
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Vejamos um exemplo. Como a identidade I é uma isometria, €:
1(1,0) — 1(0,0) = (1,0)

1(0,1) —1(0,0) = (0,1)

Assim, det M; = det ((1) (1)) =1

Entdo pela proposicdo anterior a identidade I preserva a orientacéo do plano.

A proxima secdo discutird outros exemplos que serdo importantes para o

progresso da pesquisa.

5.2 Exemplos

Esta secdo destina-se a mostrar que as transformac¢des do capitulo 4 sao

isometrias, e verificar quais preservam e quais invertem a orientacédo do plano.

Exemplo 1: Considere a translacdo no plano, T,: R? — R? cuja lei de formacéo é
dada por T,(x,y) = (x + x9,y + ¥), onde v = (x9,y,) € R?> e (x,y) € R?. Para que
T,(x,y) seja uma isometria deve-se provar que d(Tv(P),Tv(Q)) = d(P, Q) para todo
P,Q € R%. De fato, seja P = (xp,yp) € Q = (x¢,¥o) €lementos arbitrarios do RZ.

Assim:

d(T,(P), T,(Q)) = d (T, Cxp, ¥p), T (. ¥0) ) = d ((Gep + 20,7 + ¥0), (xq + %0, Y0 + o))

= \/((xp +x0) — (xg + xo))z + (( v +y0) = (vo + 3’0))2

2 2
:\/(xP_xQ) +(yp —yo) =d(P,Q)
Como v foi tomado de forma arbitraria, entdo qualquer translacdo é uma isometria.

Vejamos que T,(x,y) preserva a orientacao do plano, ou seja que det My, = 1, onde

My, =(, ) sendo que (a,b) =T,(1,0) - T,(0,0) e (¢, d) = T,,(0,1) — T,(0,0).
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(a,b) =T,(1,0) = T,(0,0) = (1 + x¢,0 + yo) — (0 + x5, 0 + y,) = (1,0)

(¢c,d) =T,(0,1) —T,(0,0) = (0 + x9,1 + y5) — (0 + x0,0 + yy) = (0,1)

Logo, det M = det (Z 2) = det ((1) (1)) =1.

Exemplo 2: Tome a rotacdo em torno da origem, R,y: R? — R? cuja lei de formacao
€ dada por Ry(x,y) = (xcos @ —ysenB,xsen6 +ycos6), onde 6 e o angulo de
rotacdo. Para que R, seja uma isometria deve-se provar que d(Rg (P),Ry (Q)) =
d(P,Q) para todo P,Q € R®. De fato, seja P = (xp,yp) € Q = (x,¥p) elementos

arbitrarios do R2.
d(Rg(P), Rg(Q)) = d Ry Cxp, ), Ro (%9, %))

=d ((xp cos 0 — yp sen 6, xp sen 8 + yp cos 0), (xQ cos 6

— Yo sen8,xy sen 8 +y, cos 0))

= [((xp cos 0 —ypsenf) — (xQ cos 8 —y, sen 0))2

1
+ ((xp sen 8 + yp cos 8) — (xQ sen 6 +y, cos 9))2]2

- [((x,, — xg) oS — (yp — y,) sen 0)°
1
sy 0o sigess) |

= [(xp —x9)? cos?0 —2(xp —xg) (yp — yo)cos 0 sen @

+ (yp — yQ)z sen®6 + (xp — xp)* sen?6

+ Z(xp - xQ) (yp - yQ)cos 0 sen 0
1

+ (yp — yQ)2 coszé?]7

1
= [(xp — x9)?(s€n?0 + cos?0) + (yp — yo)*(sen?0 + cos?6)|?

= J(xp - xQ)Z + (yp — YQ)Z =d(P,Q)
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Como 6 € um angulo arbitrario, entdo qualquer rotacdo R, em torno da origem €

uma isometria. Mostremos que R, também preserva a orientacédo do plano, ou seja,
que detMg, =1, onde Mg, = (Z 2) sendo que (a,b) = Ry(1,0) —Ry(0,0) e
(c,d) = Ry(0,1) — Ry(0,0).

(a,b) = R4(1,0) — Ry(0,0)

=(1-cosf—0-senB,1- send+0-cosB)
—(0-cosf—0-senB,0- senf +0-cosH)

= (cos 6 ,sen )
(C, d) = RQ (0,1) - RG (010)

=(0-cosf—1-senB,0: senf +1- cos8)
—(0-cosf—0-senb,0- senf +0- cos0)

= (—sen 0, cos 0)

Logo, det Mg, = det (a C) — det (Cos 0 —sené

b od wend  cos o ) = c0s%0 + sen?6 = 1.

Exemplo 3: Seja R;: R? — R? a reflexdo em torno da reta I, cuja lei de formacéo é

dada por:
Ri(x,y) = (x cos 20 + y sen 20 — 2c sen 0,x sen 20 — y cos 20 + 2c cos 9),

onde l: (—sen 8)x + (cos 8)y = ¢, 8 € o angulo entre a reta [l e 0 semi-eixo positivo

0X no sentido positivo, e ¢ € R.

Para que R; seja uma isometria, deve-se provar que d(R;(P),R,(Q)) = d(P, Q) para

todo P, Q € R?. De fato, seja P = (xp,yp) € Q = (xg,¥) elementos arbitrarios do R%.
d(R,(P),R(Q)) =d (Rl(xP;yP)’Rl(xQ;yQ))

=d ((xp cos 20 — yp sen 260 — 2c sen 0, xp sen 20 — yp cos 26 + 2c cos 6),

(xQ cos 260 — y, sen 260 — 2c sen 6, xy sen 20 — y, cos 26 + 2c cos 9))
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2
= [((xp cos 26 — yp sen 20 — 2c sen 0) — (x, cos 20 — y, sen 20 — 2c sen 9))

+ ((xp sen 260 — yp cos 20 + 2c cos 0)

1
— (xp sen 20 — y, cos 26 + 2c cos 9))2]2

- = |xf cos?20 — 2 xp X c0s?260 + x§505%20 + Y c0s*20 — 2 yp y, cos?26

+ y§cos?260 + xj sen?260 — 2xp xq sen*260 + x§ sen*26 + yjsen?26
— 2yp yo sen®26 + y§ sen®26 ]%

= [(xf — 2xpxy +x§)cos?20 + (5 —2ypyy + y§)cos?26

+ (xp — 2xp xg +x§ )sen®20 + (v5 —2yp Yo + ¥ )senZZH]%

= [(xp —x) 05220 + (yp — yo) 05220 + (xp — xp) " sen?20

N =

+ (yp — yQ)ZsenZZH]

1
= [(xp — xQ)Z(senZZH + cos?20) + (yp — yQ)Z(senZZH + 605229)]2

1
=[G —x0)" + (v = 30) | = (2, @)

Como [ é uma reta arbitraria entdo qualquer reflexdo R; em torno de uma reta € uma

isometria.

Mostremos que R; inverte a orientagdo do plano, ou seja, que det Mz = —1, onde
My, =(, ) sendo que (a,b) = Ri(1,0) — R,(0,0) e (c,d) = R(0,1) — R,(0,0).

(a,b) = R;(1,0) — R,(0,0)

=(1-cos20+0-sen20 —2csen6,1- sen26 —0- cos 260 + 2c cos )
— (0-cos20+0- sen20 —2csenf,0- sen26 —0- cos 26 + 2c cos 0)

= (cos 260 — 2c senB,sen 20 + 2c cosB) — (—2c sen 0, 2¢ cosH)
= (cos 20, sen 20)

(C, d) = Rl (Orl) - Rl (010)
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=(0-cos20+1-sen20—2csen,0- sen260 —1- cos 260 + 2c cos )
— (0-cos20+0- sen20 —2csenf,0- sen26 —0- cos 26 + 2c cos 0)

= (sen 20 — 2c senf, —cos 20 + 2c cos@) — (—2c sen 0, 2¢ cos0O)
= (sen 20, —cos 20)

LOgO, detMRl = det (a C) = det (COS 20 sen 260

b d en 20 —cos 20) = —c0s220 — sen?20 = —1.

5.3 Classificacdo quanto a orientacéo do plano

Nesta secao classificaremos as isometrias do plano, em dois grupos: as que

preservam; e as que invertem a orientacao do plano.

Definicdo 4: Uma transformacéo F: R? — R? é linear, quando satisfaz as seguintes

condicodes:
a) Fu+v)=Fuw) +FW),Yuv€R?

b) F(ku)=kF(u), VuER? e VKER

Definicdo 5: Uma isometria F: R> — R? é chamada de isometria linear, quando é

uma transformacéo linear.

Usaremos a notacdo < A, B > para representar o produto interno de A por B.

No caso em que 4 = B, < A, A >= ||A||?.

A proxima proposicdo demonstra que as Isometrias além de preservar

distancia também preservam produto interno. (PROFMAT, 2012).

Proposicdo 3: Seja F:R? — R?> uma isometria tal que F(0,0) = (0,0) entdo
(F(P),F(Q)) = (P,Q), para todo P, Q € R?.
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Demonstracédo: Seja W € R?, sabemos que (W, W) = ||OW||?> = d(0,W)?, assim:

IFW) = FQOIl = d(F(W), F(X)) = d(W,X) = |[W — X||, VW, X € R*. *)
(F(P) = F(Q),F(P) = F(Q) = IF(P) = F(QII* = lIP - QlI?

Desenvolvendo o primeiro e o Gltimo membro, temos:
(F(P),F(P)) +(F(P),=F(Q)) + (=F(Q),F(P)) + (=F(Q),=F(Q)) = (P = Q,P = Q)
(F(P), F(P)) = 2(F(P),F(Q)) + (F(Q), F(Q))
=(P,P)+(P,—Q) +(=Q,P) +(-Q,—Q)
(F(P),F(P)) = 2(F(P),F(Q)) + (F(Q),F(Q)) = (P,P) = 2(P,Q) + (Q, Q)
IFPIIZ = 2(F(P), F(Q)) + IF(@II* = IIPII* — 2¢P, Q) + lIQII?
IF(P) = F(O,011> = 2(F(P), F(Q)) + IF(Q) — F(0,0)]?
= [IP = (0,0)II> — 2¢P, Q) + llQ — (0,0)]?
Por (*) temos:
1P — (0,017 = 2(F(P), F(@) + IQ — (0,0)I* = [IP = (0,0)II> — 2¢P, Q) + llQ — (0,0)]|?
Logo, (F(P),F(Q)) = (P, Q).

Proposicdo 4: Uma isometria F: R? — R?, tal que F(0,0) = (0,0) é uma isometria

linear.

Demonstragdo: Sejam P,Q € R> mostremos que F(P + Q) =F(P)+F(Q) e que
F(k P) =k F(P),comk € R, de fato:

IF(P+Q) —F(P) = F(QII? =(F(P + Q) — F(P) — F(Q),F(P + Q) — F(P) — F(Q))

=(F(P+ Q) F(P+ Q) +(F(P+Q),—F(P)) +(F(P+Q),—F(Q)) +(=F(P),F(P + Q))
+(=F(P),=F(P)) + (=F(P), =F(Q)) + (=F(Q), F(P + Q))
+(=F(Q),—F(P)) + (=F(Q), —F(Q))

=(F(P+Q),F(P+ Q)= 2(F(P +Q),F(P)) = 2(F(P + Q), F(Q)) + (F(P), F(P))

+ 2(F(P), F(Q)) + (F(Q), F(Q))

=(P+Q,P+Q)=2(P+Q,P)—2(P+Q,Q)+(P,P) + 2(P,Q) +(0Q,Q)
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+2(P,Q) +(Q,Q)

=(P,P)+(P,Q)+(Q,P) +(Q,Q) — 2(P,P) — 2(P, Q) — 2(Q, Q) + (P, P) + (Q, Q)
=2(P,Q)+(Q,Q)—2(P,Q) - 2(Q,Q) +(Q,Q) =0

Portanto, ||[F(P + Q) — F(P) — F(Q)|l = 0, ou seja F(P + Q) = F(P) + F(Q)

Por outro lado,

|F(k P) — k F(P)||? = (F(k P) — k F(P), F(k P) — k F(P))

= (F(k P),F(k P)) + (F(k P),—k F(P)) + (=k F(P),F (k P)) + (=k F(P),—k F(P))
= (F(k P), F(k P)) — 2k(F (k P), F(P)) + k*( F(P), F(P))

= (k P,k P) — 2k(k P,P) + k*( P, P)

=k%(P,P)—2k*(P,P)+ k*(P,P)=0

Portanto, ||F(k P) —k F(P)|| = 0, ou seja F(k P) = k F(P)

Logo, F € uma isometria linear.

Proposicdo 5: Seja F: R> — R? uma isometria entdo F possui inversa e a inversa é

também uma isometria.

Demonstragéo: Veja Anexo A.

A demonstracdo da préxima proposicdo é uma adaptacdo das idéias de
Profmat (2012).

Proposicdo 6: Toda isometria F: R? — R? ¢ a composta de uma isometria linear

com uma translagéo.

Demonstragdo: Seja F:R? — R?, uma isometria; vejamos como decompor F na

composta de uma isometria linear com uma translacéo.

Defina, G(x,y) = F(x,y) — F(0,0), desta forma G (0,0) = (0,0).
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Sejav = —F(0,0) e T,,(x,y) a translacao, que conforme ja verificado é uma isometria.
Assim, G(x,y) = F(x,y) +v=T,(F(x,y)) = (T,oF)(x,y), mas a composta de
isometrias € isometria, entdo em resumo G é uma isometria com G(0,0) = (0,0) e

pela proposicao 4, G € uma isometria linear.

Mas como toda isometria tem inversa, e a inversa € uma isometria entdo G = T,oF

implica em (T,) oG = F,ouseja F = (T,) loG.
(To T,)(P) = T(T,(P)) =T, (P +v) = (P +v) + (-v) =P = I(P)
(T,0 T_,)(P) = T,(T_,(P)) =T,(P+ (=v)) = (P + (-v)) +v =P =I(P)

Logo, (T,) ' =T_, e F =T_,0 G = Tr(p0)0G.

Vejamos alguns fatos que nos ajudardo a verificar se uma isometria preserva

ou inverte a orientacéo do plano.

Ja sabemos que a composta de isometrias € uma isometria, entretanto nada
temos ainda sobre a orientagdo ao compormos isometrias. Dedicaremos 0s

préximos corolarios desta proposicéo para realizarmos este estudo.

Corolario: Sejam F,G: R? — R? isometrias do plano, se F e G preservam orientacéo

do plano entdo F o G também preserva a orientacao.
Demonstracao:
Como F preserva orientagdo entdo os vetores (ar, bp) = F(1,0) — F(0,0) e (cp, dr) =

: ~ " . ar Cr
F(0,1) — F(0,0) tem orientacdo positiva, ou seja det (bF dp) =1.

Como G preserva orientacdo entdo os vetores (a;, b;) = G(1,0) — G(0,0) e (¢, dg) =

. - . . ag Cg
G(0,1) — G(0,0) tem orientacdo positiva, ou seja det (bc da) =1.

Defina, (a,b) = F 0 G(1,0) —F 0 G(0,0) e (c,d) = F 0 G(0,1) — F 0 G(0,0)

Como F e G s&o isometrias, entéo pela proposicdo existe F' e G’ isometrias lineares

tais que:
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F = Tr(o0) 0 F', onde F'(0,0) = (0,0)

G = Tg(0,0) 0 G', onde G (0,0) = (0,0)

Vejamos alguns topicos preliminares:

1)

2)

Seja (ag, br) = F'(1,0) — F'(0,0) = F'(1,0) e (cp dy) = F'(0,1) — F'(0,0) =

ar

F'(0,1), o valor de det (b' cClF> nos diz qual é a orientacdo de F'.
F F

Como F = Tg(g, 0 F', entéo:
Tr00) 0 F = Trghoy 0 Tro0) 0 F = F =Ti00)0 F = T_po0y0 F
F'(x,y) = F(x,y) — F(0,0) (*)
Substituindo (*) na expresséo de (a, br) e de (cg, dr)
(ag,bp) = F (1,0) — F'(0,0) = F'(1,0) = F(1,0) — F(0,0) = (ag, br)
(cp,dp) = F'(0,1) — F'(0,0) = F'(0,1) = F(0,1) — F(0,0) = (ar, br)

’

ar CF)
br dp

Logo, F' também preserva a orientacdo do plano, pois det(

det (Zﬁ ccli) =1.

Seja (ag, b;) = G'(1,0) —G'(0,0) = G'(1,0) e (cgde) =G'(0,1) —G'(0,0) =

az Cg
bs dg

idéntica ao item 1, bastando renomear F por G, encontramos que

G'(0,1), o valor de det( ) nos diz qual é a orientacao de G'. De forma

ag G

det (b' ccl ) =1, ou seja G’ preserva a orientacdo do plano.
G G

Voltemos ao foco de demonstrar que Fo G preserva a orientagdo do plano.

Devemos mostrar que det (Z 2) =1 onde (a,b)=FoG(1,0)—Fo0G(0,0) e

(c,d) = F 0G(0,1) — F 0 G(0,0).

Vejamos:

F 0 G(0,0) = Tr(o,0)0 F 0 Tg(0,0) 0 G (0,0) = Tr(oy0) (F’ (TG(O,O)(G’(O,O)))>

= Tr0 (F (Teon (0.0))) = Troo (F (6(0,0))) = F/(6(0,0)) + F(0,0)



31

F 0G(1,0) = Tr0) 0 F 0 Tg00) 0 G (1,0) = Treo0 (F’ (T(;(O,O)(G’(LO))))

= Tr00) (F’(G’(1,0) + 0(0,0))) = Tr0.0) (F’(G’(1,0)) + F’(G(0,0)))

=F'(G'(1,0)) + F'(G(0,0)) + F(0,0)

F0G(0,1) = Tro) 0 F 0 Tgo) 0 G (0,1) = Tr(op) (F’ (To0) (6 (0,1))))
= Tro (F/(6'(01) + G(0,0))) = Treo) (F (6" (01)) + F (6(0,0)))
=F(G'(0,1)) + F'(G6(0,0)) + F(0,0)
Assim,
(a,b) = F 0 G(1,0) — F 0 G(0,0)

=F (G (1,0)) + F'(6(0,0)) + F(0,0) — [F'(G(0,0)) + F(0,0)]
= F'(G'(1,0))

(c,d) =F 0G(0,1) — F 0 G(0,0)
=F (G (0,1)) + F'(6(0,0)) + F(0,0) — [F'(G(0,0)) + F(0,0)]
=F (G (0D)
a ¢

_ I ~a na . Ia_a}: CI:" _a,G Cé}
Logo, (j g)=[Foclt =P 161 = (37 ) -(5f &)

Onde, a ={(1,0),(0,1)} é a base candnica do R? e [F']%[G']2 e [F'oG']%
representam respectivamente a matriz da transformacao linear de F', G’ e F'oG' na

base «a.

Desta forma, teremos:

a cy\_ a'Fc'F_a’Gcé;_ ar  cp\ | ag cg\ _
det (j d)—det<(b’F d};) (b’G dg))‘det<bg d’F> det(b}; d’6>_1

=1 =1

Portanto F o G preserva a orientagdo do plano.
u

Corolario: Sejam F,G: R? — R? isometrias do plano, se F preserva a orientac¢do do

plano e G inverte a orientacéo do plano entdo F o G e G o F invertem a orientagao.

Demonstracdo: Analoga a demonstragédo do corolario anterior.
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Corolario: Sejam F,G: R> — R? isometrias do plano, se F e G invertem a orientacdo
do plano entédo F o G preserva a orientacao.

Demonstracdo: Anéloga a demonstracdo do primeiro corolario.
n

A proposicao 6, permite escrever uma isometria qualquer como composta de
uma translacdo e de uma isometria linear. Classificaremos agora o conjunto das
iIsometrias lineares.

Seja F:R?> — R? uma isometria linear. Como F é uma transformac&o linear,
entdo temos as seguintes propriedades:

1) F(x,y) = F(x(1,0) + y(0,1)) = x F(1,0) + y F(0,1)

2) F(0,0) = F((1,0) + (=1,0)) = F(1,0) + F(—1,0) = F(1,0) — F(1,0) = (0,0)

3) IF(1,0)|l = d((0,0),F(1,0)) = d(F(0,0),F(1,0)) = d((0,0),(1,0)) =1

4) IF(o,Il = d((0,0),F(0,1)) = d(F(0,0),F(0,1)) = d((0,0),(0,1)) =1

Dos itens anteriores temos:
2 =d((1,0),(0,1)° = d(F(1,0), F(0,1))" = [[F(1,0) — F(0,1)]?

=(F(1,0) — F(0,1),F(1,0) — F(0,1))
= (F(1,0),F(1,0)) —(F(1,0),F(0,1)) — (F(0,1), F(1,0))
+(F(0,1), F(0,1)) = IF(L,0)ll — 2(F(1,0), F(0,1)) + [|F (1,0) ]

=2 — 2(F(1,0),F(0,1))
5) Logo, (F(1,0),F(0,1))=0

Seja F(1,0) = (a,b), F(0,1) = (c,d) e 6 o angulo que o vetor (a, b) faz com o
eixo 0X no sentido positivo. Mas como |[F(1,0)]| =1, entdo F(1,0) =(a,b) =
(cos 8,sen 8), mas conforme item 5, F(1,0) e F(0,1) sdo ortogonais. E ja que

IF(0,1)|| = 1, temos duas opc¢des para F(0,1):
e SeF(0,1) = (—sen#,cos 8) entdo pelo item 1:
F(x,y) =xF(1,0) + y F(0,1) = x(cos 8,sen 8) + y(—sen 6, cos )
F(x,y) = (xcos0 —ysen6,x sen 6 + y cos 0), desta forma pela se¢éo 4.2

F(x,y) = Ro(x,y)
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Neste caso, F preserva a orientacdo do plano, ou seja, det(z cci):

cos8 —senf\ _
det (senH cos 8 ) =1

e SeF(0,1) = (sen6,—cos 0) entdo pelo item 1:
F(x,y) =xF(1,0) + y F(0,1) = x(cos 8,sen 8) + y(sen 8, — cos 0)

F(x,y) = (xcos 0 +ysen6,x sen 6 —y cos 0), desta forma pela se¢éo 4.3
0 0
F(x,y) = R;(x,y), onde [: (—sen E)x + (cos E)y =0

J& neste outro caso, F inverte a orientacdo do plano, ou seja, det (Z 2) =

cosf sen\ _
det(sen@ —cosG)_ L

Sendo assim, as isometrias lineares podem ser classificadas em duas

categorias:

e As isometrias lineares que preservam a orientacao do plano séo da forma
F(x,y) = Ry (x,y)
e E as que invertem a orientacdo do plano, sdo da forma

F(x,y) = R;(x,y), onde [: (—sen %) x+ (cos %)y =0

Seja H(x,y) uma isometria, pelo que acabamos de verificar, da proposicdo 6
e do fato da translagdo (Ty(0)) Preservar orientagdo, podemos classificar as
isometrias (ndo necessariamente lineares) de forma semelhante a classificacdo

acima. Segue classificagcao:

e Asisometrias H(x,y) que preservam a orientacdo do plano sao da forma
H(x,y) = (Ty,0)0Re) (x,¥)

e E as que invertem a orientacdo do plano, sédo da forma
0 6
H(x,y) = (Ty,0)0R;)(x,¥), onde I: (—sen E)X + (cos E)y =0

Desta forma o conjunto {T,, Ry, R;}, com v € R?, 0 <6 < 2me [ uma reta,
gera todas as isometrias do plano. Na proxima secao veremos que este conjunto
pode ser melhorado, mostraremos que as isometrias podem ser geradas apenas por

composicoes de reflexdes.
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5.4 O conjuntos das reflexdes

Proposicéo 7: Se l; e l, sdo duas retas paralelas e o vetor v = 2AB, com A € [y,
Bel, e AB 11, entao T, = R;,0R;, onde R, e R;, sdo as reflexdes em torno das

retas [, e l,, respectivamente.

Demonstracao: Podemos afirmar que existem ¢y, c; € R, tais que:
li:(—senB)x + (cos B)y = c; € l,: (—sen 0)x + (cos 0)y = c,,

onde 0 € o angulo que as retas [; e [, fazem com o eixo 0X no sentido positivo.
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢; > c;.

Suponhamos que a reta l; ndo seja paralela a nenhum dos eixos

coordenados.

Seja a 0 angulo que os vetores v e AB fazem com o0 eixo 0X no sentido
positivo. Seja A'B’ um vetor idempotente ao vetor AB, com A’ pertencente ao eixo 0X
(estamos supondo que [; € concorrente com 0 eixo 0X). Seja C a interse¢do entre [,

e 0 eixo 0X. Conforme figura 6:

Figura 6 — Composta de duas reflexdes em torno de retas paralelas

YA

Como A'B’'C é um triangulo retdngulo em B’, entéo:



35

ro__r v
s _pasi_ 5]
lacll  llAcll 1Al
ol vl ol Il
_ _ d - d
2cosa Zsen(f_a) ZSen(n—(%—a» 25en(7+a) 2sen

Obtemos A’, fazendo y = 0, na equacéo da reta ;. Assim, A" = ( 1 0)

—sen 6’

Ja C, obtemos ao fazer y = 0, na equacgéo da reta [,. Assim C = ( =2 0)

—sen 6’
() 1 c2 1 vl () 1
Logo AC| = - = - = = -
go, ” ” —sen 6 —sen 6 —sen 6 —sen 6 2sen 6 —sen 6 —sen 6
[lvl vl
T=—C2+C1=>C2 =C1—T.

i (—sen 0)x + (cos 0)y = c1 € [r: (—sen 0)x + (cos 0)y = c; = ¢; — @

Dado (x,y) € R?, temos que:
R (x,y) = (x cos 20 + y sen 20 — 2¢; sen 0, x sen 20 —y cos 20 + 2¢; cos 0)
Sejax; = xcos 20 + ysen20 —2c;senf ey, = xsen20 —ycos 20+ 2c; cos 0,

assim Ry, (x,y) = (x1,¥1). Calculemos, R;,0R;,

(R,0R)(x,¥) =Ry, (Rzl(x, }’)) = Ry, (x1,¥1)
= (x1 cos 20 + y, sen 26 — 2c, sen 6,x; sen 20 — y; cos 20 + 2c; cos 6)
Seja x; = xq cos 260 + y; sen 20 — 2c, sen 8 e y, = x; sen 260 — y; cos 20 + 2c;, cos 6
Simplifiquemos as expressdes de x, € y,:

X, = (xcos 20 +ysen20 — 2c; sen 6) cos 26

v
+ (x sen 260 — y cos 20 + 2c; cos B)sen 20 — 2 <cl — g) sen 0

= x c0s? 20 +y sen 26 cos 260 — 2¢, sen 6 cos 26 + x sen? 20 — y sen 26 cos 26

+ 2¢y sen 20 cos 0 — 2¢; sen 0 + ||v|| sen 6
= x(sen? 20 + cos? 20) + ||v|| sen 8 + 2c,(sen 26 cos @ — sen 6 cos 20 — sen 6)
=x + ||v|| sen 6 + 2¢;[sen (20 — 0) — sen 6]

=x+||v|| sen8 = x + ||v]| cos a
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y2 = (x cos 20 + y sen 260 — 2¢; sen 0)sen 20

llvll

— (xsen26 —ycos 260 + 2c; cos 6) cos 20 + 2<C1—T>COSQ

= x sen 20 cos 20 + y sen? 20 — 2c¢, sen 0 sen 260 — x sen 26 cos 26 + y cos? 20

— 2c¢ycos 0 cos20 + 2¢; cos 8 — ||v| cos 6
= y(sen? 20 + cos? 20) — ||v|| cos 8 — 2c,(cos 6 cos 26 + sen 6 sen 20 — cos 6)
=y — ||v|lcos @ — 2¢;[cos (20 —0) — cos B8] =y — ||v|| cos O
=y + vl cos(m - 6)
=y+ ||v||sen[§—(n— 9)] =y+ ||v||sen(0—g)=y+ ||[v|| sen

Assim, (R;,0R;)(x,y) = (x2,¥2) = (x + ||[v][ cos @,y + ||[v]| sen a) = (x,y) +
llvl[(cos a,sen a) = (x,y) + v =T, (x,y).

3

Suponhamos agora que [; seja paralela ao eixo 0X, ou seja, a = % oua=—.

Assim 6 = 0, e digamos que em [; y seja constante e igual a c¢;, e em [, y seja

constante e igual a c,, com c¢; > c,.
llly = e lz:y =Cp

vl
€1 — ¢ =|c; —¢q| = ||AB]| =

Iv]
Q=6

E portanto, sdo validos todos os calculos de (R;,0R;,)(x,y) feitos no caso
anterior.
O caso em que [; € paralela ao eixo 0Y, é feito de forma analoga.
Se ¢; < ¢y, basta inverter a nomeacéao das retas [; e [,, e usar o caso anterior.
Se ¢; = ¢, entdo l; = [, e portanto R;, = R;, e v = (0,0). Logo:
(R,0R ) (x,y) = (R, 0R,)(x,y) = (x,¥) =T, (x,y)

Assim, em todos os casos temos (R;,0R;,)(x,y) = T,(x,y)
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Proposicao 8: Sejam R;, e R, reflexdes em torno das retas concorrentes [; € [, e %
0 angulo de [; para [, no sentido positivo. Entdo R;,0R,;, € a rotacdo de angulo 6 em
torno do ponto de intersecao de l; com [, ou seja, se P = [;Nl;, entdo R, 0R;, =
T5p0Rg0T _5p.
Demonstracao: Seja P = (xp,yy) O ponto de intersecao entre as retas [ e [, seja 8

0 angulo que a reta [; faz com o eixo 0X no sentido positivo, e y 0 angulo que a reta

[, faz com o eixo 0X no sentido positivo. Defina [; e [,, de modo que S <y, desta

formay =g + % ~ 8 =2y — 23 . Conforme figura a sequir:

Figura 7 — Composta de duas reflexdes em torno de retas concorrentes

Seja ¢y, ¢, € R, tais que:
li:(—sen B)x + (cos B)y = c1 € l,: (—seny)x + (cosy)y = c,

e P =(x0,Y9) €y entdo c; = (—sen B)xy + (cos B)y,

e P =(x0,Y) €L, entdo ¢, = (—seny)xy + (cos y)y,
Dado (x,y) € R?, temos que:
R (x,y) = (x cos 2B +y sen 23 — 2¢; sen B, xsen2fB —ycos2B + 2c; cos )

Sejax; = xcos2f+ysen2f —2c;senffey, = xsen2f —ycos 2+ 2cqcosp,

assim R;, (x,y) = (x1,y1). Calculemos, R;,0R;,



(R,0R)(x,y) =Ry, (Rzl(x» J’)) = Ry, (x1,¥1)

= (xq cos 2y + y; sen 2y — 2¢, seny,x, sen 2y — y1 cos 2y + 2¢, cos y)
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Sejax; = xcos 2y +y; sen2y —2c, seny €y, = x1 Sen2y —y; cos 2y + 2c; cosy

Simplifiquemos as expressdes de x, € y,:

Xy = X1 COS 2y + yq sen 2y — 2¢, seny

(x cos 2B +ysen2B — 2c¢y sen B) cos 2y
+ (xsen2B —ycos2B + 2c; cos B) sen 2y

— 2seny ((—sen ¥)xo + (cos )/)yo)

x cos 23 cos 2y + y cos 2y sen 23 — 2cq cos 2y sen f + x sen 23 sen 2y
—y cos 23 sen 2y + 2¢; cos B sen 2y + 2 sen’y x, — 2cos y seny y,

x cos 23 cos 2y + y cos 2y sen 23 — 2 cos 2y sen B[(—sen B)xy + (cos B)yol
+ x sen 23 sen 2y — y cos 23 sen 2y
+ 2 cos B sen 2y[(—sen B)x, + (cos B)y,] + 2 sen?y x,

— 2cos y seny y,

x cos 23 cos 2y +y cos 2y sen 23 + 2 cos 2y sen?B x, — 2 cos B cos 2y sen B y,
+ x sen 23 sen 2y — y cos 23 sen 2y — 2 cos 5 sen 5 sen 2y x
+ 2 cos? B sen 2y y + 2 sen’y x, — 2cos y seny y,

x(cos 2B cos 2y + sen 23 sen 2y) + y(cos 2y sen 23 — cos 23 sen 2y)
+ x(2 cos 2y sen®, — 2 cos B sen 8 sen 2y + 2 sen’y)
+ y0(2 cos? B sen 2y — 2 cos B cos 2y sen i — 2cos y seny )

x cos(2B —2y) +ysen(2B — 2y)
+ x0(2 cos 2y sen® — 2 cos B sen B sen 2y + 2 sen’y )
+ (2 cos? B sen2y —2cosff cos2ysenfS —2cosy seny)

x cos(2B —2y) +ysen(2B — 2y)
— xo(—2 sen?p cos 2y + 2 cos B sen f§ sen 2y — 2 sen’y )
—yo(—2 cos? B sen2y + 2 cos f cos2ysenfS +2cosy seny)

x cos(2B —2y) +ysen(2B — 2y)
- xo((cos 28 —1) cos 2y + 2 cos B sen B sen 2y + cos 2y — 1 )
—yo(—(cos 2B + 1) sen 2y + 2 cos § cos2y sen B + 2cos y seny )
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=xcos(2B —2y) +ysen(2B — 2y)
— xo(cos 23 cos 2y —cos 2y + 2 cos B sen B sen 2y + cos 2y — 1)
— yo(—cos 23 sen 2y —sen 2y + 2 cos f sen 3 cos2y + 2 cosy seny)

=xcos(2B —2y) +ysen(2B — 2y) + xy — xo(cos 23 cos 2y + sen 23 sen 2y )
— yo(—cos 23 sen 2y — sen 2y + sen 23 cos2y + 2 cos y seny )

=xcos(2B —2y) +ysen(2B — 2y) + xy — x9 cos(2B — 2y) — y, sen(2B — 2y)
=xp + (x —xg)cos(2B — 2y) + (y — yo)sen(2p — 2y)
=x9 + (x = x)cos(2y — 2B) — (¥ — yo)sen(2y — 2)

=x9+ (x —xg)cos @ — (y —yg)sen 6

Y, =X Sen2y —y,cos2y + 2cycosy

= (xcos 2B +ysen2B —2c, senf)sen 2y
— (xsen 2B —ycos 23 + 2c¢1 cos B) cos 2y

+ 2cos y((—sen ¥)xo + (cos y)yo)
De forma anéloga aos célculos de x,, temos que:
Y2 = Yo + (¥ = yo)cos(2B — 2y) — (x — xo)sen(2p — 2y)

= Yo + (¥ = yo)cos(2y — 2B) + (x — xo)sen(2y — 2/8)
=yo+ (y—yp)cos 6 + (x — xy)sen 6

Assim,
(R, 0R ) (x,y) = Ry, (x1, 1) = (x2,¥2)
= (xo+ (x —xp)cos 8 — (y —yg)sen 0,y + (y — yg)cos 0 + (x — xy)sen 0)
= ((x —xp)cos 6 — (y — yo)sen 0, (y — yo)cos 6 + (x — xq)sen 6) + (xo, yo)
= Top((x —xp)cos 8 — (y — yo)sen 6, (y — yp)cos 8 + (x — xy)sen )

= T5( Re(x — 0,7 — ¥0))

= Ts ( Ro(T_55(x.%)))
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, . . ~ [
Corolario: Sejam R;, e R, reflexdes em torno das retas concorrentes [; e [, e >0

angulo de [; para [, no sentido positivo. Se a intersecdo de [; e [, é a origem, entédo
R;,0R;, € a rotacdo de angulo 6 em torno da origem, ou seja, se 0 = [;Nl,, entdo

Rlz ORl1 = Rg .

Demonstracao: Basta fazer P = O e usar a proposicao.

Segue sintese dos principais resultados obtidos no capitulo 5.

. 0
Sejam [ e [, duas retas. Se as retas forem concorrentes no ponto P, com 50

angulo de [; para [, no sentido positivo, entdo R;,0R,;, representa a rotacdo de
angulo 6 em torno do ponto P. Mas se as retas forem paralelas, entdo R;,0R;,

representa a translacéo de 2 AB com A€ l;, B€l, e AB 1 [;. Ja se as retas forem

coincidentes entdo R;,0R;, € a aplicacdo identidade, ja que a inversa de uma

reflexdo é a prépria reflexao.
Conforme secéo anterior as isometrias, se classificam em:

e Asisometrias H(x,y) que preservam a orientacéo do plano sao da forma
H(x,y) = (Th0,0)0R9) (x,¥)

e E as que invertem a orientacdo do plano, sédo da forma
6 6
H(x,y) = (Ty,0)0R)) (x,y), onde I: (—sen E)x + (cos E)y =0
Pelas proposi¢des anteriores, Ty o0y = R;,0R;, € Ry = R;,0R,,, onde [; e [; sdo
duas retas paralelas e o vetor H(0,0) =2AB,com A€ l;, Bel, e AB L1, jals; el

sao retas concorrentes na origem e

TS

o angulo de [; para I, no sentido positivo.
Nestes termos Tyo0)0R; € a composta de até trés reflexdes e Ty 0Ry € a

composta de até quatro reflexdes. Portanto, toda isometria do plano € uma reflexao,

a composta de duas, trés ou quatro reflexdes.

Em resumo, qualquer isometria do plano pode ser definida como uma reflexao
ou a composicdo de reflexdes. Em termos praticos, isto significa que ao provar a
validade de uma determinada propriedade ao aplicarmos uma reflexdo arbitraria e
ao aplicarmos duas reflexbes arbitrarias, entdo a propriedade vale para todas as
isometrias do plano.
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6 ISOMETRIAS COM NUMEROS COMPLEXOS

O conjunto C, dos numeros complexos, € o conjunto dos numeros da forma
a+bi, onde a,bER e i?=-1. O termo a é chamado de parte real e ¢é
representado por Re(a + bi), e b é chamado de parte imaginaria representada por
Im(a + bi).

A igualdade de numeros complexos é dada por:
a+bi=c+diesa=cb=d
Em C, define-se a soma e o produto:
(ag +iby)+(a; +iby) =(a; +ay)+ (by + by)i
(a+bi)-(c+di)=(ac—bd) + (ad + bc)i

O numero complexo z = x + iy, pode ser identificado com o ponto (x,y) € R?
e usaremos z = x + iy = (x,y). Neste caso o R? sera chamado de plano complexo.
Sejaz; = a; + by i € z; = a, + byi nUmeros complexos, 6; 0 angulo entre o semi-eixo
0X e o vetor 0z; no sentido positivo, e 8, o0 angulo entre o semi-eixo 0X e o vetor
0z, no sentido positivo. O comprimento do vetor 0z; sera chamado de médulo de z;,
e sera representado por |z;] o que equivale a d(0,z;) = ||0z]|, discutido em
capitulos anteriores. De forma semelhante o comprimento do vetor 0z, sera
representado por |z,|. Os angulos 6; e 6, sdo chamados de argumentos dos
nameros complexos z; e z,, respectivamente, e escreve-se arg(z;) = 0, e arg(z,) =
6,. Isto permite a representacdo dos numeros complexos z; e z,, no que chamamos

de forma polar ou trigopnométrica:
z1 = |z1|(cos 8, + isen 8,) e z, = |z,|(cos 6, + i sen 6;)

A multiplicacdo dos numeros z; e z, quando escritos na forma polar, pode ser

feita da seguinte forma:
71+ zy = |z1|(cos 81 + isen 6;) - |z,|(cos 6, + i sen 6,)
= |z;| - |z;|(cos 6, cos 8, + cos 0, sen 0, i + sen B, cos B, i + sen H;sen 6, i?)

= |z1| - |z3|[cos 6; cos 6, — sen B;sen B, i* + (cos 6, sen B, + sen 6, cos ;) i]
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= |z1| " |z31[cos (61 + 603) + i sen (01 + 6;)]

A translacdo, a rotacao e a reflexdo com dominio no plano complexo, ou com

dominio no R?, terdo as mesmas notacdes, ja estabelecidas.

Muitas propriedades validas no R? continuam validas no plano complexo. Isto

sera usado nas secdes seguintes.

6.1 TranslacOes e Rotagcdes

Conforme apresentado no capitulo 4, as translacdes sao transformacdes no
plano tal que dado v = (xg,y,) € R?, tem-se T,(x,y) = (x,y) + (x0,¥). Considere a
bijecdo h: R? — C tal que h(x,y) = x + i y, com as operagdes usuais de R? e de C.
Desta forma, torna-se possivel transferir problemas do R? para C, e vice-versa.

Assim, podemos definir a translagdo em C da seguinte forma:
Dado, v = xy + iy, € C, tem-se
T,(x+iy) =(x+iy)+ (xg+iyo) = (x+x) +i (¥ +y0)
Usando as idéias de Lima (2006) definiremos a rotacao em torno da origem.
Seja, z = |z|(cosa + isena) ew = cos 6 + i sen 0, tem-se que:

z-w=2z-(cosf +isenf) = Izl(cos (a+6)+isen (a+ 0)), ou seja, 0 numero
complexo z - (cos 8 + i sen 8) € o resultado da rotacdo do vetor que representa z de

um angulo 8 em torno da origem.

Assim, para definir as rotacdes em torno da origem, considere o ponto

P = x + iy, e seja 6 o angulo entre o semi-eixo positivo 0X e OP, no sentido positivo.
Ry(x+iy)=(x+1iy)-(cosO +isenb)
=(xcos@—ysenB)+ i(xsen6 + ycosH)

Podemos obter o resultado acima usando a férmula da rotacdo no R?, mas

aproveitamos a ocasido para falar um pouco mais sobre os nimeros complexos.
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6.2 Transformacao de Mobius

O conjunto €, chamado de plano complexo completado, é definido por
C = Cu{o}.
A transformac&o f: C — C definida por:

f(z)=%,Comad—bc¢0ea,b,c,de(c

onde{f(oo)=% e f(—%)=00, sec#0
f(o0) = oo, sec=0
€ chamada de Transformacao de Mdbius.
A condigé@o ad — bc # 0 garante que f € uma bijecao.
Sec=0,d=1e |al=1 (note que a=ad —bc #0) entdo f(z) =az+b =
T, (Rarg (a)(z)) € uma transformacado de Mobius. Como argifa) pode representar

qualquer angulo 6, e como b € C pode representar qualquer vetor v do plano, entédo
as transformacdes de Mobius com ¢ =0, d=1 e |a| =1 representam todas as
iIsometrias H(z) que preservam a orientagdo do plano, conforme final da sec¢do 5.3.
Resta encontrar uma maneira para estudar as isometrias que ndo preservam a
orientacdo do plano, que conforme apresentado no capitulo anterior sao
composicdes de reflexdes com translacdes. Na proxima secdo estudaremos as

reflexdes em C.

6.3 Reflexdes

Nesta secdo sera investigada uma forma para expressar a reflexdo usando

apenas uma variavel complexa.
Na sec¢ao 4.3 mostrou-se que:
R;(x,y) = (x cos 260 + y sen 20 — 2c sen 6, x sen 260 — y cos 20 + 2c cos )

Onde, l: (—sen 8)x + (cos 8)y = ¢ e com ¢ € R fixado.
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Tomando w =cos6@ +isenf € C, temos pela multiplicagdo de nuameros

complexos na forma polar que w? = cos 26 + i sen 26. Assim,
wi=—-senf+icosf e w?i =—sen26+icos?20
Substituindo os valores de w?, w?i e wi em R;(x,y) tem-se:

R;(x,y) = (x cos 20 + y sen 20 — 2c sen 0,x sen 20 — y cos 20 + 2c cos 0)
= x(cos 26,sen 20) — y(—sen 20, cos 260) + 2c(—sen 6, cos 0)
= x(cos 260 + i sen 20) — y(—sen 20 + icos 26) + 2c(—sen 6 + icos )
=xw?—yw?i+2cwi

Assim, dado z = x + iy, tem-se que:

R/(z2) = x w? —y w?i + 2c wi = Re(z2)w? — Im(2)w?i + 2cwi

_(z+z‘) 5 (Z—Z) 2; 1+ 9 __<Z+z') 5 (z—z‘) 2 4 2w
= > w T w*i cwi = > w > w cwi

w? —w?\ (w?+w? o _
=z|——|+2Z — + 2cwi = Zw* + 2cwi

2

Note que w e ¢ sdo constantes responsaveis por caracterizar a reta .

Conforme capitulo 5 as reflexdes e suas composi¢cdes sao suficientes para
representar todas as isometrias do plano. Portanto dada uma isometria F, ao
decompor F em compostas de reflexdes temos pelo exposto acima que € possivel

exibir F como fun¢cédo do nimero complexo z ou Z.

6.3.1 O problema das reflexdes

a' z+b

-, entido as
+d

Como R;(z) = Zw? + 2cwi ndo pode ser escrito na forma -
transformacdes de Mobius ndo sao suficientes para expressarem todas as
isometrias.

Defina M;(z) = (w?)z + (2cwi) uma transformacdo de Mobius onde a’ = w?

b’ = 2cwi, ¢’ =0 e d' = 1, e defina a funcéo conjugacdo C:C — C , tal que C(z) = z,

para todo z € C e C(o0) = c. A conjugacado consiste na reflexdo em torno do eixo 0X,



45

ou seja 0X:(—sen0)x + (cos 0)y = 0,onde w=cos0+isen0=1 e ¢ =0. Nestes
termos, R;(z) = (M, o C)(2).
Portanto, para realizar um estudo completo das isometrias no plano

complexo, verificou-se a necessidade de estudar as fungbes do tipo: f(z) =az+b e

f(z)=az+b,coma,beC,a+0,lal=1ezeC.

6.3.2 Propriedades das funcodes f(z) =az+be f(z)=azZ+bh

Os resultados e definicbes até a demonstracdo da proposicdo 10 desta
subsecdo sdo adaptacGes da teoria sobre transformacfes de Mobius, exposta por
Hefez (2012).

Definicdo 6: Dizemos que w € C, € um ponto fixo de uma funcédo f:C — C, quando

fw) =w.

Como f(z) =az+b e C(z) sdo bijecdes e ambas possuem dominio e
contradominio iguais a C entdo f(z) = (foC)(z) € uma bijecdo, onde f(w) =
(foC)(0) = f(C()) = f() = o, ja que f é uma transformacdo de Mobius (c = 0
ed=1).

Assim oo € um ponto fixo para ambas as funcdes f(z) e f(2).

Ainversade f(z) =az+b é f1(2) = %:%z—Se ainversa de f(z) = az +

(]
Q>

7 —

|
Il
ST

béflz)=(=2) =2

Proposicédo 9: Seja f(z) = az + b diferente da identidade onde a,b € C , |a| = 1.

Entdo f tem um ou dois pontos fixos em C.

Demonstracéo: Sejaf(z) =az+ b, com|a| = 1. Entdo os pontos fixos de f sdo da

forma:

az+b=zz>(a—1)=-b
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Logo:

e Tem infinitas solugcbes sea =1e b =0, ou seja se f(z) = z = Id(z), mas como
f é diferente da identidade entéo este caso néo ocorre;

e Na&o tem solucdo quando a = 1 e b # 0, e neste o Unico ponto fixo é ;
~ s s b . . .,
e Tem solucao Unica z = —— sea# 1, e neste caso tem dois ponto fixos ja que
oo também é ponto fixo.
Portanto, f # Id tem um ou dois pontos fixos.

Coroléario: Se f(z) =az+bondea,b € C e |al] =1 é uma fungcdo com mais de dois

pontos fixos em C, entdo f é a identidade.

Demonstracao: Suponha que f néo seja a identidade, entdo da proposicao temos
que f tem no méaximo dois pontos fixos, o que contradiz a hipétese. Logo, f é a
identidade.

Corolario: Duas funcdes f(z) =az+b e g(z)=a'z+Db' onde a,b,a,b'e€C e

la| = |a’| = 1, que possuem o mesmo valor em trés pontos distintos de C, sdo iguais.

Demonstracdo: Seja z;,z, € z; trés pontos distintos de C, tais que f(z) = g(z),

comi=1,2,3.
(g lof)z)=9g" (f(Zi)) = g_l(g(zz‘)) =z
Como g(z) =a'z+ b’ entdo g~1(z) = %z — Z— e portanto:

la|

@ 'oN@ =g az+b)==(az+b) — =27+ (ﬂ) onde

a
-
a

la’|
Assim, do corolario anterior g~of € a identidade, portanto f = g
|

Observacdo: Seja f(z) =az+b onde a,beC e |a]=1 uma funcdo tal que

f(z1) =0, f(z;) =1e f(o)=o0. Pelo corolario anterior, a funcdo f se existir é

Z—Z1
Z2721

f(z2) =1, f(0) =0 e al| =

Gnica. Note que f(z) = com |z, — z| =1 satisfaz as condicbes f(z;) =0,

1

z7—-z1

1

|z2—21|

= 1. Logo f existe e € Unica.
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Proposicdo 10: Dados dois pares de ternas de pontos distintos z;, z,, 0 € wy, w,,
de C, com |z, — z;| = 1 = |w, — wy|, existe uma Unica transformacdo f(z) =az+b

onde a,b € Ce |a| =1, tal que f(z;) = wy, f(2,) = wy € f(o0) = oo,

Demonstracéo: Se f existir, ja foi provado que f € Unica. Mostraremos a existéncia,
conforme observagcdo anterior, existe g(z) = az+b e h(z)=a"z+Db" onde
a,b',a",b" € C e|d'| =]a"| =1, tais que g(z;) =0, g(z;) =1, g(») = o0, h(w;) =0,
h(w;) =1 e h(w) = .
Defina f = h™tog, assim:

f(z1) = h_1(9(21)) =h710) =w,

f(z) =h™t (Q(Zz)) =h1(1) =w,

f(e0) = h1(g(®)) = A1 (e0) = oo

1 1 b" 1

Note que h™"(z) = —z——eque |a—| = 1. Logo,

’
a

fl2) = h‘l(g(z)) =h Y az+b)= %(a’Z +b) —% = (;)Z + (ba—), onde |Z—| = 1.

Portanto, existe f(z) =az+ bonde a,b € Ce |a| =1, tal que f(z;) = wy, f(z3) = wy

e f(c0) = co.

Observacdao: Pela observagao anterior:

l —Z1

- 1 - . ' 1
g(z) = Z—Z1 — ( )Z + ( Z1 >, assima = ebh = _—
Zyp—2Z1 Zy)—2Zq Zp—Z1 Zp—Z1

Zy)—Z1
— 1 — . n 1 n —
h(z)=zwl=( )z+( Wl)eassmaz ebp"=—L
Wo—W1 Wwo—Ww1q wWo—Ww1q Wo2—W1 Wo2—w1q

Assim, substituindo na demonstragéo do teorema anterior:

, , 1 —Z1 —W1
a b —b" Zy — 71 Z2—Z1_W2—W1
Wy —Wp Wy —wp

Wy —wp —Z 1441
= ( )Z + ( + (WZ - Wl)
) —Z Zp —Z3 W —WwW;

Wy, — W —Z1 Wy — W
() (s
27 41
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(Wz — Wi ) N (_WZ Z1 + W12 + Wi1Zy — W1Z1>
= Z
Z2 —Z1 Z2 — 271

Wy — Wy Wy Zy; — Wy 23
= Z+
Z — 7 Z — 74

Desta forma, a observacéo induz ao seguinte corolario, onde é possivel enfraquecer

a hipétese |z, — z;| = 1 = [w, — wy|. Vejamos:

Coroléario: Dados os pontos z;, z,,w;,w, de C, tais que z; # z,, wy #wy € |z, — 71| =

lw, —wy|, entdo  f(z) = (w)z + (w) é uma isometria que preserva a

Zp—Zq Zp—Zq
orientagdo do plano, tal que f(z;) = wy, f(z;) = w; € f(o0) = oo.

wo—wq| _ |wa—wq]|

=1 e como z, —z; # 0, entdo f é da

Demonstracao: Note que

z3-z1 | |za-z1]
forma f(z) =az+b,coma,b € C e |a| =1, assim segundo secao 6.2, f representa
uma isometria que preserva a orientagéo do plano.

Fla) = (200 g, 4 (222 2)

Z) — 2 ) —Z

| WpZy — Wiz +WiZp —Wozy  wi(Zp —z1)

Z) — 7 Z) — 74
Wy —wy Wy Zy — Wy 2
fz)=|—|zz+|————
Zy — 7 Z) — 74
_ WeZp = WiZp +Wizp — Wz Wo(Zp —7p) w
= = =w;

Z2 =7y Z2 =7y
Pela definicdo de Transformagéao de Mdbius:

f(e0) =00

Resta estudar as func¢des do tipo f(z) =az+b,coma,b€C,a#0, |a|=1e

~

z € C.

Conforme mostrado no inicio deste capitulo, as reflexdes em torno da reta

l: (—sen 0)x + (cos 8)y = c, sdo dadas por:

R/(z) = w?Z+2cwi,ondew =cos@ +isenfeceR
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Como, w? = (cos 6 + i sen 0)? = cos 20 + i sen 20 entdo tem-se que:

lw?| = \/cos2(26) + sen?(20) =1
Seja T, a translacao no plano complexo definida por T, (z) = z + b.

Seja H uma isometria que inverte a orientacdo do plano, suponha que

H(0) = b', entdo pelo capitulo anterior:
H(z) = (Ty oR)(z) =R, (2) + b
=w2Z+2wi+b =azZ+b,ondea=w?eb=2cwi+b = 2cwi+ H(0)

Logo, ao conhecer qual é a translacdo e a reflexdo apropriada para produzir a

isometria H(z) é possivel expressa-la na forma H(z) =az + b.

Entretanto se a isometria H(z) (que inverte a orientacdo do plano) so6 for
conhecida em dois pontos, como deve-se proceder para encontrar a lei de formacao

de H naincégnita z € C?

Segue uma conjectura que surge naturalmente ao olhar para o Uultimo

corolario:

Conjectura: Dados os pontos zq,z,,wy,w, de C, tais que z; # z, wy #w, € |z, —
71| = lwz —wy|, entdo f(z) = (w>2 + (w) é uma isometria que inverte a

Z2—21 z2—21

orientagdo do plano, tal que f(z;) = wy, f(z3) = w; e f(o0) = oo.

Verificou-se que a conjectura acima é valida se z;,z, € R. Provou-se entéo a

seguinte proposicao.

Proposicéo 11: Dados os pontos z;,z, € R e wy,w, € C, tais que z; # z,, wy #w, €
|z, — z;] = |wp, —wy|, entdo  f(z) = (w)z+ (w) é uma isometria que

Z2—21 Z2—21

inverte a orientag&o do plano, tal que f(z;) = wy, f(2;) = w, € f(0) = oo,



50

wo—wi| _ |wa—wq|

Demonstracao: Note que
|z2—21]

— =1 e como z; —z; # 0, entdo f é da
2741

forma f(z) =az+ b,coma,b € Ce |a] =1, e portanto f representa uma isometria

que inverte a orientacéo do plano.

Wy — W\ _ Wi 2 — W3 Zq Wy —Wwp W12 — Wy 7
fen=(G—r)a+ () = (G ()

Zp — 72 ) —Z Z) — 7 ) —Z

_ WozZy —WiZy + Wiz —wpzy wi(Zp —7p)

Z — Z — 73
Wy — Wi\ _ Wi Zy =Wy 23 Wy — Wy Wy Zy — Wy 23
flzp)) =—n+|—————)=|———| 5+ |—————
Z — 1 Z) — 7 Z — 7 Z — 74
_ WoZp —wiZp +WiZp —wozp Wo(Zp —2zp) w
= = =W

) —Z Z —Z

Ao definir, a transformacdo de Mébius g(z) = (w) z+ (w

Z2—21

) tem-se:

Z2—21

f() = g(C(0)) = g(0) =

Observacdo: Tomando z; =0 e z, =1, e w;,w, € C, tais que wy = w, € |lw, —wy| =
|z, —z;] =1, entdo f(z) = (w, —wy)Zz+ (wy), € uma isometria que inverte a

orientac¢do do plano, tal que f(0) = wy, f(1) = w; e f() = oo.

Teorema: Dados 0s pontos zy, z;,wq, w, de C, tais que z; # zp, wy = wy € |z, — 71| =
lw, —wq|, tome g(z) uma isometria que preserva a orientacdo do plano, tal que

9(z1) =0, g(z;) =1 e g(w) = o, e f(z) uma isometria que inverte a orientagdo do

z2—21

plano, tal que f(0)=w;, f(1) =w, e f(w)=o. Entdo, fog(z) = (Wz—Wl )Z'-l'

( W1Z3—W3Z1

) € uma isometria que inverte a orientacdo do plano, com fog(z;) = wy,

z;—71
fog(z;) =w, e fog() = .
Demonstracdao: Como a composta de uma isometria que inverte a orientagcdo do
plano com uma isometria que preserva a orientacdo, resulta em uma isometria que
inverte a orientagdo do plano, entdo f o g € uma isometria que inverte a orientacéo

do plano. Da observacao anterior vem que f(z) = (w, —w;)Z + wy. Mas do Ultimo
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corolario da Proposicdo 10, tem-se que g(z) = (Zz:(;l)z + (0'22_1'21) =( : )z +
z;—z;)
(

Teremos:

z2—21 22—21

. fog<z1>=f(g(z1>)=f<( — )z + (=2 )>=f(0)=W1

Z)—Zq Z)—Z1

. fog(Zz)=f(g(Zz))=f<( —) 7+ (= ))=f(1>=w2

. fog(oo)=f(g(oo))=f<( —) oo + (=2 )>=f(0°)=oo

2221 2221

Resta calcular a lei de formagéo de fog, vejamos:

e+ ()
- () () o

1

fog(2) = f(9@) = f ((

)

— o — zZ &

= ) (o5 -5+ o)

_ (W_z — Wy 74 (w; —_W1)£— Z_1)> + (wy)
Zy — 21 Zy — 21

=7

W1Z1 — WpZ1 + W12y — W12_1>
Z; — 71

)2+ (
)+
)

WyZ; — W22_1>
Z— 7
|
Coroléario: Dados os pontos z;, z,,w;,w, de C, tais que z; # z,, wy #wy € |z, — 71| =
lw, —wy|, entdio f(z) = (%)z‘+(%) é uma isometria que inverte a
2741 2741

orientagdo do plano, tal que f(z;) = wy, f(z;) = w, € f(o0) = oo.

Demonstracao: Segue imediatamente do teorema. ]
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6.4 Resumo

Com excecdo da reflexdo todas as isometrias em C podem ser definidas

usando a Transformacao de Mébius.

Encerrou-se o capitulo 5 afirmando que qualquer isometria no plano ou € uma
reflexdo ou a composta de reflexdes. J4, neste capitulo, descobriu-se que as
isometrias que preservam a orientacao do plano sdo Transformacgfes de Mdobius, ja
as que invertem, como por exemplo, as reflexdes podem ser estudadas como a

composta da transformacao de Mdbius com a conjugacao.

Se a imagem da isometria T em dois pontos distintos for conhecida, e
soubermos se a isometria preserva ou inverte a orientacdo, entdo T € de uma das

duas formas:

T(2) = (u)z + (M)

Z — 7 Z; — 7
Ou,
Wy — Wi\ _ (W2 —WpZ;
T(z) = (f)Z'F (T
Z — 74 Z — 74

Onde T(Zl) = Wy e T(Zz) = Wj.
De forma mais precisa, segue caracterizacao final:
Caracterizacdo: Seja zj,z,,wi,wy; €C tais que |z, —z| =|wy, —wy|, z; #2, €

w; #w,. T:C - C é umaisometriacom T(z;) = w; e T(z,) = w, Se, e somente se,

T(z) = (

Wy — Wy W12 =W 74
Zy — 74 Zy — 7

Ou,

Wy —Wyp )\ _ W1Zy — WpZq
——|Z + - —_ -
Z — Z —

Dada uma reflexdo R;(z), onde l: (—sen 8)x + (cos 8)y = c, foi mostrado que

R/ (z) =w?zZ+ 2cwi, onde w=cos +isenf. Existem infinitas opcdes para



53

71,23, W€ w, tais que R,(z) = (%)z‘+ (%) Basta, por exemplo, tomar
71,7, Wi€ w, tais que:

zZ1+w1
2

€l e

|z, —z1| = [wy —wyl, zywy L1, zowy, L, 2y # 25, wy #w,, Py =

Zy+wy
2

P2= El

Note que da forma como foram definidos, P; e P, sédo pontos médio de z;w; e
zZ,w,, respectivamente e, além disso, por definicdo P; = Proj;(z;) = Proj;(w;) e
P, = Proji(z;) = Proji(wy).

Portanto, juntando este fato com o de toda isometria ser uma reflexdo ou a

composta de reflexbes, temos que toda isometria é da forma

zZ;-71 z3—271

T(z) = (w)z_+ (M) ou composta de funcdes deste tipo, onde |z, — z;| =

lwy —wyl.
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7 SIMULACAO NO GEOGEBRA

7.1 Software Geogebra

O GeoGebra® é um software de matematica dinamica, disponivel em varios
idiomas, inclusive em portugués. Além de ser um software gratuito também possui
cbdigo fonte aberto, isto significa dizer que qualquer programador pode alterar e re-
compilar o Geogebra, ou parte dele. Por ser feito em Java® ele é multi-plataforma,
pode ser executado em diversos sistemas operacionais. Pode ser utilizado em todos
0s niveis de ensino, devido manipular geometria, algebra, tabelas, graficos,

estatistica e calculo em um unico sistema. (GEOGEBRA, 2013a)

Utilizou-se o Geogebra para criar uma ferramenta capaz de produzir
simulagées computacionais dos resultados da pesquisa, podendo ser usada para
motivar as aulas de Numeros Complexos e de Geometria Analitica. Os passos para

criacao da ferramenta serdo descritos na proxima secao.

7.2 Detalhes da construcao

Para descrever os passos da construcdo da ferramenta que promovera as
simulagdes, usou-se a0 maximo o campo de entrada do Geogebra, conforme
ilustrado na figura 8, por facilitar a descricdo do passo a passo. Porém, muitos

comandos podem ser feitos apenas clicando nas ferramentas adequadas.

Figura 8 — Campo de entrada do software Geogebra

<>

|

| |
Entrada: ®

Fonte: Elaborado pelo autor.

! Site do software Geogebra: <http://www.geogebra.org/cms/>
Euma linguagem de programacéo



55

Dividiu-se a construcéo em etapas, para construir a primeira etapa digitou-se

no campo de entrada a seguinte sequéncia de comandos:

Tabela 1 — Construcdo da primeira etapa da ferramenta

PRIMEIRA ETAPA DA CONSTRUGCAO DA FERRAMENTA

COMANDO / PROCEDIMENTO

RESULTADO

z1=1+1

Define o ponto z1

DefinirLegenda[zl,"z 1"]

D& um cligue duplo em z1 e selecione
propriedades, na opgao “Exibir Rétulo” escolha o
item “Legenda”

Define a legenda de z1

z2=3-41

Define o ponto z2

DefinirLegenda[z2,"z 2"]

D& um cligue duplo em z2 e selecione
propriedades, na opg¢ao “Exibir Rétulo” escolha o
item “Legenda”

Define a legenda de z2

wl=2-21i

Define o ponto wl

DefinirLegenda[wl,"w 1"]

Dé um cliqgue duplo em wl e selecione
propriedades, na opg¢ao “Exibir Rétulo” escolha o
item “Legenda”

Define a legenda de wl

dzlz2=Distancialzl,z2]

Calcula a distancia entre os pontos complexos z1
e z2, e grava na variavel dz1z2

c=Circulo[wl,dzlz2]

Gera um circulo centrado em w1l de raio dz1z2

z
2 .
::] e a seguir

Clique no Dbotéo

cliqgque sobre um ponto gqualquer do
circulo c. O ponto A deve ser
criado.

Define o ponto A sobre o circulo ¢

Renomear o ponto A para w2

Define w2

w2=DefinirValor[w2,4-31i]
DefinirLegenda[w2,"w 2"]

Dé um clique duplo em w2 e selecione
propriedades, na opgéo “Exibir
R6tulo” escolha o item “Legenda”

Redefine o valor do ponto w2 para 4 — 3i
Define a legenda de w2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apoés realizar toda a construcao
semelhante a apresentada na figura 9.

descrita na tabela 1, deve-se obter tela
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Figura 9 — Primeira etapa da construcéo da ferramenta

.
€7 etapa 1.ggb = B8] %
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A . [N @ 'S A o Ty @)
IREEECEENEE R Jo
v V) v N v V) V) V) Vi v F oS
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio X
= Cénica
J Cix-2y+(y+2yF=5 34
= Ndmero
D dz1z2=2.24 =
= Ndmero Complexo 24 e’
@ w1=2-2i
-@ w2=4-3i
2 1=1+i 14 o
4 12=3+2

]

@

Entrada:

Fonte: Elaborado pelo autor.

A construcéo da circunferéncia de centro em w; e raio igual a distancia entre
z; e z, é para garantir que |z, — z;| = |[w, —wy|, hipotese necessaria para os dois

altimos resultados importante, destacados na secéo resumo do capitulo anterior.

Seguem o0s préximos procedimentos, no campo de entrada digite a sequéncia

de comandos a sequir:

Tabela 2 — Construcdo da segunda etapa da ferramenta

SEGUNDA ETAPA DA CONSTRUGCAO DA FERRAMENTA

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO
cx (t)=2cos (t) - 2cos(2t) Define cx(t)
cy(t)=2sen(t) - sen(2t) Define cy(t)

Oculte as plotagens das duas fung¢des recém criadas, clicando | Oculta plotagens
no pequeno circulo branco ao lado da definicdo das funcdes

cx(t) e cy(t).

inicio=0 Define inicio

fim=P1i Define fim
n=ControleDeslizante[inicio, fim,0.1,1, Cria um seletor para a variavel n,
150, false, true, false, false]

cl=CampoDeTexto[cx] Cria caixa de texto para alterar a

lei de formacéo de cx(t)
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DefinirLegendal[cl,"x(t)"]

Altera a legenda da caixa de texto
c1, criada acima.

c2=CampoDeTexto[cy]

Cria caixa de texto para alterar a
lei de formacéo de cy(t)

DefinirLegendal[c2,"y(t)"]

Altera a legenda da caixa de texto
c2, criada acima.

c3=CampoDeTexto[inicio]

Cria caixa de texto para alterar o
valor da variavel inicio

DefinirlLegenda[c3,"t inicial"]

Altera a legenda da caixa de texto
c3, criada acima.

c4=CampoDeTexto[fim]

Cria caixa de texto para alterar o
valor da variavel fim

DefinirlLegenda[c4,"t final"]

Altera a legenda da caixa de texto
¢4, criada acima.

g(t)=Curvalcx(t), cy(t), t, O,

n]

Plota funcado cuja parametrizacao é
dada por (cx(t),cy(t)

DefinirCor[qg,Vermelho]

Muda a cor da plotagem da fungéo
q(t) para vermelho

Fonte: Elaborado pelo autor.

Feito o procedimento acima, a janela deve ser redimensionada e as caixas de

texto organizadas. A figura 10 ilustra como deve ficar ap0s a construcao.

Figura 10 — Segunda etapa da constru¢céo da ferramenta

7 etapa 2.9gb

PFE x|

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Aigebra () [ » Janela de Visualizagdo
= Curva Paramétrica
x =ex(t)
2q: 0<t<m
y=cy (l)}
= Conica
) ci(x-2p+(y+2PF=5
= Funcdo
O ex(t) = 2 cos(t) — 2 cos (2t)
O cy(t) = 2 sen(t) —sen(2t)
= Nimero

O fim=m
O inicio=0

2 n=m
= Numero Complexo
@ wi=2-2i
@ w2=4.3

@ =1+

0O dz122=2.24 ==

DEEFEORANDDD

2 12=3+2 62 =% i

Entrada:

@)@
o =
n=m
B
X(t) 2cos(t) - 2cos(2t)
y(t) 2sen(t) - sen(2t)
tinicial 0
tfinalT
4|
(-] P 8 ] 10 1" 12 13 14
1)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A terceira etapa consiste na construcdo de uma nova ferramenta do

Geogebra a qual permita calcular o conjugado de um numero complexo. Segue

detalhes da construcéo na tabela a seguir:

Tabela 3 — Construcdo da terceira etapa da ferramenta

CONSTRUGAO DA FERRAMENTA PARA CALCULO DO CONJUGADO

COMANDO / PROCEDIMENTO RESULTADO
P=x(z 1) - y(z 1)i Gera o conjugado do ndmero
complexo z;

Clique no menu “Ferramentas” e selecione a opgao: “Criar Uma
Nova Ferramenta ...” . Na guia “Objetos Finais” selecione
"Numero Complexo P” ja na guia “Nome e icone” digite “conj”
para o nome da ferramenta e para o0 nome do comando. Clique
em concluido.

Cria a nova ferramenta

Apagar[P]

Criada a ferramenta o ponto P
pode ser excluido.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na proxima etapa, foram usadas as func¢des definidas no capitulo anterior.

Vejamos os detalhes da construcao:

Tabela 4 — Construcdo da quarta etapa da ferramenta

QUARTA ETAPA DA CONSTRUCAO DA FERRAMENTA

COMANDO / PROCEDIMENTO

RESULTADO

Z=cx(n) + i cy(n)

Define Z

DefinirCor[Z,Vermelho]

Muda a cor do ponto Z para
vermelho

fz= (w2 - wl) /
(z2 = z1)

(z2 - z1) Z + (wl z2 - w2 zl) /

Define fZ, usando resultado do
capitulo anterior

DefinirlLegendal[fZ,"£(Z)"]
Dé uma clique duplo em fZ e selecione propriedades, na opgéo
“Exibir Rotulo” escolha o item “Legenda”

Define Legenda

DefinirCor[fZ,Laranja]

Muda a cor do ponto fZ para
laranja

preservaOrientacdo=Sequéncial(w2 - wl) / (z2 - | Plota a imagem da curva q pela
z1l) (ex(k) + 1 cy(k)) + (wl z2 - w2 z1) / (z2 - | fungdo que preserva a orientacéo
z1l), k, 0, n, 0.1] do plano
DefinirCor[preservaOrientacdo, "Laranja"] Muda a cor da plotagem anterior
DefinirCor[c,0.8,0.8,0.8] Muda a cor do circulo c para
cinza claro
DefinirEstiloDalLinhalc, 1] Altera o estilo de plotagem do
circulo ¢, para um tipo de
tracejado.
gzZz=(w2 - wl) / (conj[z2] - conj[zl]) conj[z] + | Define gZ, usando o resultado do
(wl conj[z2] - w2 conjlzl]l) / (conjl[z2] - | capitulo anterior

conj[zl])




59

DefinirLegendal[gZ,"g(Z)"]
Dé uma clique duplo em gZ e selecione propriedades, na opgéo
“Exibir Rotulo” escolha o item “Legenda”

Define Legenda

DefinirCor[gZ, "Verde"]

Muda a cor do ponto gZ para
verde

inverteOrientacd&o=Sequéncial (w2 - wl) /
(conj[z2] - conjlzl]) conjlcx(k) + ( cy(k)] +
(wl conj[z2] - w2 conjlzl]) / (conj[z2] -

conj[zl]), k, 0, n, 0.1]

Plota a imagem da curva q pela
funcdo que inverte a orientacdo
do plano

DefinirCor[inverteOrientacdo, "Verde"]

Muda a cor da plotagem anterior

Resetar=Botdo[ "Resetar" ]

Cria botao

Cligue com o botdo auxiliar do mouse sobre o botdo resetar,
cligue em “Propriedades...”, clique na aba “Programagao”, e
cligue na sub aba “Ao Clicar”, e digite:

cx (t)=2cos(t) - 2cos(2t)

cy(t)=2sen(t)-sen(2t)

inicio=0

fim=pi

n=pi

DefinirValor([zl,1+1i]

DefinirValor([z2,3+21i]

DefinirValor[wl,2-21i]

DefinirValor[w2,4-31i]

Define agbes ao clicar no botéo
“Resetar”

Fonte: Elaborado pelo autor.

A figura 11, mostra como deve ficar a tela apds a construcdo acima.

Figura 11 — Quarta etapa da construgdo da ferramenta

» Janela de Algebra &
= Curva Paramétrica
x = cx(t)
2q: 0<t<mw
y=cy (t)}
= Cénica
? 4
= Funcdo
5 ex(t) = 2 cos(t) — 2 cos (2t)

» Janela de Visualizagéo
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n=m
——————o Resetar
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<« [m »

Entrada
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Quanto a funcionabilidade, a ferramenta para promover as simulagfes ja esta

pronta, entretanto é possivel melhorar a sua formatagdo, e acrescentar alguns

remﬂsosnovos.Segueconsnugéo

Tabela 5 — Formatacéo da ferramenta.

FORMATACAO DA FERRAMENTA

COMANDO / PROCEDIMENTO

RESULTADO

zlwl=Vetor[zl,wl]
z2w2=Vetor[z2,w2]
DefinirCor[zlwl,0.8,0.8,0.8]
DefinirCor[z2w2, 0.8,0.8,0.8]
DefinirEstiloDaLinha[zlwl, 1]
DefinirEstiloDaLinha[z2w2,1]

Cria e formata os
vetores

Segurando a tecla crtl selecione na janela de algebra os objetos: z1wl, z2w2
e c¢. A seguir clique com o botdo auxiliar do mouse em um dos objetos
selecionados e escolha a opgéo “Propriedades...” clique na guia “Avangado” e
desmarque a opgao “permitir selecao”

Trava selecdo dos
vetores e do circulo

ExibirMalha[ ]
A seguir mude a cor da Malha para o cinza claro (RGB 224,224,224), e mude
o estilo de tracejado para pontilhado

Cligue no menu “Exibir’ e selecione “Janela de visualizagdo 2”. Pressione
Ctrl+Shift+E. Segurando a tecla Ctrl selecione os objetos: cl1,c2,c3,c4,n e
Resetar. Clique na aba “Avancado” e marque a opg¢ao “janela de visualizacao
2” e dermarque a opc¢ao “janela de visualizagdo”.Outra forma de fazer este
procedimento é:

DefinirVisibilidade([cl, 2, true]
DefinirVisibilidade([c2, 2, true]
DefinirVisibilidade([c3, 2, true]

]

[
[
[
DefinirVisibilidade[c4, 2, true
DefinirVisibilidade[n, 2, true]
DefinirVisibilidade [Resetar, 2, true]
DefinirVisibilidade([cl, 1, false]
DefinirVisibilidade[c2,1, false]
DefinirVisibilidade[c3,1, false]
DefinirVisibilidade([c4,1, false]
DefinirVisibilidade([n, 1, false]
DefinirVisibilidade [Resetar, 1, false]

Neste momento pode parecer que as caixas de texto e o botdo sumiram, mas
basta clicar no menu na op¢ao “Exibir’ e escolher o item “Exibir Janela de
Visualizagdo 2". Aparecera uma outra janela, aumente o espago desta janela
até aparecer as caixas de texto, reposicione os controle e divida o espaco
entre os controles e o gréfico.

Exibe Malha

Configura a
segunda janela de
visualizagdo para

receber apenas o0s
controles ajustaveis
da ferramenta

ExibirEixos[2, false]

Retira os eixos da
segunda janela de
visualizagéo

Coloque o rétulo dos eixo x como “Re” e o eixo y como
“Im”. E mude a cor do fundo da janela de visualizacdo 2

(RGB 204,255,204)

Renomeia os eixos
e muda cor do
fundo.

Altere o tamanho dos pontos de zl,z2,wl e w2 para 5

Aumenta os pontos

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A figura a seguir mostra como deve ficar a tela da ferramenta apos a

formatacéao.

Figura 12 — Quinta etapa da construcéo da ferramenta

€2 etapa 5.ggb - - =&
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A L1 'S 4 . ([ (22 @
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=4 4 n=m
= Funcdo —_— e Resetar
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A préxima etapa sera a insercdo de textos e férmulas, e nesta etapa foi
necessario alguns comando em LaTeX?, para detalhes consulte Andrade (2000).

ABC

v

Clique no botdo

e clique na janela de visualizacdo 2 no local onde

deve ficar o texto (no topo). Digite o texto "Isometria no Plano Complexo”.

Cliqgue novamente no botdo de insercao de texto e digite o texto contido na
figura 13. Entretanto, deve-se ter o cuidado de marcar a caixa “Férmula LaTeX” e de
digitar os textos contornados por um retangulo usando o botdo “Objetos”, dentro
destes retangulos os objetos referenciados sdo objetos do Geogebra e portanto

podem ser operados entre si.

® Editor de textos matemaéticos



Figura 13 — Usando LaTeX para inserir fungéo que preserva a orientagao

r 3
€7 Texto " 8]

Editar
$f(z)-\|eﬂ( Mrac{w_2-w_1}{z_: 2-z 1}\nght)z+\|eﬂ( \rac{w_ 172 2-w_2z_13{z_2-z_1jright)$
$\\\\\\-((w2 w1)/(22 z1) )z+((w122 -w2z1)/(z2- z1) %

[¥]Férmula LaTeX v | Simbolos v [ Objetos v
| ™ | I l l I

Visualizar

2—2 »— 2

= (0.6 — 0.8()z + (0.6 — 1.8)

[ OK H Cancelar

.

Fonte: Elaborado pelo autor.

De forma semelhante, insira o texto conforme a figura a seguir:

Figura 14 — Usando LaTeX para inserir funcéo que inverte a orientacao

r ] N
7 Texto 4 L= |
Editar
$ g(z)=\left{ \frac{w_2-w_1}{\bar{z_2}-\bar{z_1}}\right)\bar{z}+ -

\left( ¥frac{w_1\barz_2}-w_2\bar{z_ 1}}{\bar{z 2}-\bar{z 1iright)$ Fl
‘ S =( | (w2-w1 )I(com(zZ)-com(ﬁ )| Nbar{zd+{ | (w1 COﬂJ(ZZ)-WZ conj(z1 ))l(com(z2}conj(z1 NI )$

[V]Férmula LaTeX v | Simbolos v | Objetos v
[ ™ | | l l l l | | l

Visualizar

wy — 1wy \ _ wpss — uniy
22— 21 H—27

[ OK H Cancelar

.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para finalizar, digite no campo de entrada os seguintes comandos:

CaixaDeSelegdo["Exibir funcdo que preserva a orientacdo do plano", {texto2, fZ,preservaOrientagédo}]

CaixaDeSelegdo["Exibir funcdo que inverte a orientagdo do plano", {texto3,gZ,inverteOrientacédo}]
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Ao reposicionar os objetos criados acima, a tela da ferramenta deve ficar
conforme figura a sequir:

Figura 15 — Etapa final da construcéo

Qetapaéggb N P R — =B
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Deve-se “fixar” todos os objetos da janela de visualizagao 2, isto evitara que
0s objetos saiam da posicdo a qual foram pré-configurados. E possivel usar o
Geogebra para exportar a ferramenta como pagina de internet, e a seguir hospeda-
lo em um servidor Web, tornando mais préatico a sua distribuicdo aos alunos. Uma
das formas de compartilhar um material produzido no Geogebra é através do

GeogebraTube®. A figura a seguir mostra a versdo Web, executada em um browser.

* Site do GeogebraTube: <http://www.geogebratube.org>
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Figura 16 — Versdo web da ferramenta para realizar as simulacdes
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Por isso o ponto uy fica presso em um circulo de centro em wy e raio igual a distincia entre 3 e 2.

= Afungdo f(z) é um caso particular de Tranformag3o de Mébius.

= J4 a fungdo g(2) ndo é uma Transformagdo de Mdbius, embora sua dedugdo deve-se a um resultado induzido pela defini¢do de f(z).
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Entrada Q
Ferramenta criada na dissertagdo de Leandro Barbosa Paz, discente do curso de do Profissional em atica da Uni idade Estadual do Ceara - UECE.
Criado com o GeoGebra — Compartilhado por LeandroBarbosa — View as HTMLS Applet
0O e o Atualizagdo concluida &  se—(—

Disponivel em: < http://www.geogebratube.org/student/m32882>
Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao mover os pontos z;,z,, w; € w, na ferramenta é possivel verificar que os
graficos construidos, tanto por f como por g séo resultados de movimentos rigidos
efetuados no grafico da curva original (x(t),y(t)). O gue constata a eficiéncia da

caracterizagdo das isometrias encontrada no capitulo anterior.

O professor pode adaptar as ideias da construgdao desta simulagédo, e
apresenta-lo em versdes mais simples para os alunos. Por exemplo, ao invés de
trabalhar com curvas em coordenada paramétricas, pode-se usar um simples

triangulo (usar trés pontos ao invés de uma lista de pontos).

Assim como foi definido o ponto Z e suas imagens fZ e gZ, pode-se definir o
ponto P € C e as imagens fz1,fz2,fP,gz1,gz2 e gP e tracar os triangulos z1z2P,
fz1fz2fP e gz1gz2gP. Desta forma, a ferramenta abordara as isometrias no plano
aplicadas a triangulos, ou seja, as congruéncias de triangulo sobre a Optica dos

nimeros complexos.
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8 CONCLUSOES

Durante toda a pesquisa, foi essencial o estudo preliminar dos topicos de
Algebra Linear, Geometria Analitca e Numeros Complexos, estes usados em

conjunto possibilitaram uma caracterizacao para as Isometrias no plano complexo.

A proposta inicial da pesquisa era usar transformacdes de Mobius para definir
todas as isometrias, entretanto verificou-se, durante a pesquisa, que as reflexdes

nao poderiam ser caracterizadas por Transformacdes de Mdbius.

Para resolver o impasse, pesquisou-se um pouco sobre 0s quatérnios.
Imaginava-se ser possivel estudar funcbes semelhantes as transformacdes de
Mobius, mas em dimensdes maiores que a de C. Esta ideia foi abandonada ao ver
um material de Lins Neto (2005) sobre Automorfismos anti-holomorfos de C, a qual
garantia que todo automorfismo anti-holomorfo de C € da forma T = So C, onde S é

uma homografia e C é a conjugacdo. Assim, segundo 0 mesmo material, dado z € C

tem-se T(z) = C:::Z onde ad — bc # 0. Foi a partir deste resultado que surgiu a ideia
de caracterizar a Isometria no plano complexo por fungbes do tipo f(z) =az + b,

coma,b € C.

A abordagem encaixou-se perfeitamente com os fatos j& demonstrados, ja se
tinha que toda isometria era uma reflexdo ou a composta de reflexdes. Entdo era

suficiente estudar as reflexdes em C, e as fungfes do tipo f(z) = a z + b.

Ao exploramos as propriedades das fungbes do tipo f(z) =az+b, as
demonstracdes ndo eram tdo naturais como as das funcgdes do tipo f(z) =az + b.
Entéo, neste ponto, tomou-se uma decisdo importante: optou-se por estudar primeiro
as propriedades de f(z) =az+b, e buscar uma forma para provar fatos
relacionados a f(z) =az+b usando o que ja se tinha demonstrado. Uma
conjectura surgiu, mas infelizmente era falsa. Entretanto, ao mudar uma hipétese,

garantiu-se uma proposicdo cuja demonstracdo é imediata. Foi exatamente este

resultado que viabilizou o estudo de f(z) = a z+ b.

Quanto a criacao da ferramenta para realizar as simulagdes computacionais,
foi essencial um estudo minucioso sobre o software Geogebra e alguns comandos

em LaTeX, bem como algumas nocdes de programacao. O Geogebra superou as
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expectativas, foi possivel implementar, conforme apresentado no capitulo 8, com
sucesso 0 resultado central da pesquisa. Com a simulagdo, garantiu-se a

consisténcia dos resultados demonstrados.

Este material pode servir de apoio ao professor de Ensino Médio, bastando
assumir, como ja demonstrados, os resultados que exijam noc¢des de algebra linear.
Boa parte dos célculos podem ser reproduzidos para alunos que ja estudaram

Geometria Analitica e Nameros Complexos.

No capitulo 5, provou-se que Tyg,0)0Rg pode ser escrita como a composta de

até quatro reflexdes. Entretanto, segundo construcdo geométrica feita por Lima
(2007), é possivel descrevé-la com a rotagdo de angulo 8 em torno de um ponto P (a
qual Lima sé garante a existéncia deste ponto), que conforme demonstrado no

capitulo 5 trata-se da composta de duas reflexdes, em torno das retas [; e [,, com
P=1Nl, e % 0 angulo entre as retas [; e [,. Encontrar o ponto P de forma analitica
€ uma sugestao para pesquisas futuras.

Usar ou adaptar a simulacdo aqui construida para tratar de temas como

congruéncia ou semelhanca de triangulos também sdo boas sugestdes para

pesquisas futuras.
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ANEXO A - A INVERSA DE UMA ISOMETRIA E UMA ISOMETRIA

. Toda isometria leva pontos distintos em pontos distintos.

. Toda isometria leva pontos colineares em pontos colineares preservando a
relacdo de um ponto estar entre outros dois e, consequentemente, leva retas
em retas.

. Toda isometria preserva a relagdo de paralelismo entre retas. Isto &, leva
retas paralelas em retas paralelas.

. Toda isometria preserva a relagdo de perpendicularidade entre retas. Isto &,
leva retas perpendiculares em retas perpendiculares.

. Toda isometria preserva angulos. Isto é, se A, B e C sdo pontos ndo

—

colineares, e A’ = T(A), B'=T(B) e C' = T(C), entdo ABC = ABC'.
. A composta de duas isometrias € uma isometria.

. Toda isometria é uma transformacéo invertivel e a inversa & também uma
isometria.

. Equivalentemente, vamos mostrar que, se P e ) sdo pontos do plano tais
que T(P) = T(Q), entdo P = Q.

Com efeito, se T(P) = T(Q), temos d(T(P),T(Q)) = 0. Logo, d(P,Q) =
d(T(P),T(Q)) = 0 e, portanto, P = Q.

. Sejam P, Q e R pontos colineares distintos entre si tais que () estd entre

P e R. Entio,
d(T(P), T(R))

d(P,R) = d(P,Q) + d(Q, R)
d(T(P), T(Q)) + d(T(Q), T(R)).

Logo, os pontos T(P), T(Q) e T(R) sdo colineares e T'(Q) esté entre T(P)
e T(R). Segue dai que T leva a reta que passa por P e () na reta que passa
por T(P) e T(Q).

. Sejam 7, e r, retas paralelas. Suponhamos, por absurdo, que as retas T'(r;)
e T(ry) se intersectam e seja P € T(r)) N T(ry). Entdo, existem pontos
PL €1 e Py € ry tais que T(P,) = P = T(P,). Pelo item 1, temos que
P, = P,, o que é absurdo, pois 7y N1y = .

. Sejam r e s retas perpendiculares se intersectando no ponto A. Sejam
" =T(r)e s =T(s). Entdo, A’ =T(A) er'ns.

Sejam B € r e C € s pontos diferentes de A e os pontos B' = T'(B) € 7’
e C'=T(C) € & diferentes de A'.

Como T' & uma isometria,
d(A',B") =d(A,B), d(A',C")=d(AC), d(B',C')=d(B,C),
e o triangulo AABC é retangulo em A, temos, pelo Teorema de Pitagoras,

d(B',C")? = d(B,C)* = d(A, B)* + d(A,C)? = d(A', B')* + d(A', C")%.
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Logo, o tridngulo AA’'B'C’ & retangulo em A’. Consequentemente, a reta
" = T(r) que passa por A’ e B’ intersecta perpendicularmente a reta
s’ =T(s) no ponto A’ = T(A).

. Sejam A, B e C pontos do plano e sejam A’ = T(A), B = T(B) e

C" = T(C). Como T é uma isometria, os tridngulos AABC e AA'B'C’
sdo congruentes, pelo critério LLL. Em particular, ABC = A’B'C".

. Sejam S e T isometrias. Dados pontos arbitrarios P e @ no plano, temos:

d(SoT(P), $oT(Q)) = d(S(T(P)), S(T(Q))) = d(T(P), T(Q)) = d(P, Q).

Isto &, S o T é também uma isometria.

. Seja T' uma isometria no plano. Pelo item 1, T' & uma transformag3o injetora

(leva pontos distintos em pontos distintos). Para verificarmos que T' é
invertivel, basta verificar que 7" é uma transformacgdo sobrejetora. Isto &,
que para todo ponto P, existe um ponto P tal que T(P) = P'.

Consideremos um sistema v ,
de eixos ortogonais O XY’ 9
no plano. Seja O'=T'(0) /
e sejam O'X'=T(0X) Yl N

e OY'=T(0Y) as im-
agens dos eixos OX e be

i

OY pela isometria T. Como
T preserva perpendicu- 0

laridade, O'X"Y" & um 1) T e N X
sistema de eixos ortogo- Figura 9.8: Ao da isometria T

nais. Além disso, como

T preserva distancias e a relagdo de ordem entre pontos colineares e leva
retas paralelas em retas paralelas, temos que T' leva um ponto P = (z,y)
num ponto P’ cujas coordenadas no sistema O’ X'Y” sdo as mesmas que as
coordenadas do ponto P no sistema OXY'.

Assim, dado um ponto P’ no plano com coordenadas (z,y) em relagio ao
sistema O’X'Y’, o ponto P do plano com coordenadas (z,y) no sistema
OXY étal que T(P) = P'.

Portanto, T' é uma transformac3o sobrejatora e, pelo item 1, T é bijetora.
A inversa T~! é definida da seguinte maneira: dado um ponto P’ no plano,
como T é sobrejetora, existe um ponto P no plano tal que T(P) = P'.
Ha apenas um ponto com essa propriedade porque T é injetora. Definimos,
entdo, T71(P') = P.

A transformacio 7! assim definida & uma isometria, pois se P’ = T(P) e

Q' =T(Q), entdo
dTH(P"),T71(Q") = d(P,Q) = d(T(P),T(Q)) = d(P', Q).

Portanto, T~! é uma isometria.

71

Fonte: PROFMAT. Geometria Analitica. Material disponibilizado no moodle durante a disciplina. 2012. Unidade

9. p.17-19.



