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RESUMO

Este trabalho consiste em um material de apoio aos professores de matemaética atuantes nas
séries finais do ensino médio, bem como para os alunos concluintes desse ciclo da educacao
bésica, que desejem aprofundar seus conhecimentos.

Inicialmente, abordamos neste texto os fatores motivadores para a construcdo deste material
de apoio. Em seguida apresentamos os contetdos de matrizes, determinantes e polinémios,
que estdo presentes no curriculo da disciplina de matematica no ensino médio. Sao
apresentadas também as estruturas algébricas elementares que, embora ndo facam parte dos
curriculos de matematica na educacdo basica, aparecem parcialmente desde o ensino
fundamental mesmo que de forma implicita nessa disciplina. Por fim, apresentamos as
aplicacdes desses conteudos matematicos na teoria dos codigos corretores de erros, que é foco
deste trabalho, além de um rol de atividades propostas sobre os contetdos abordados.

Palavras Chave: Matrizes. Determinantes. Polindmios. Estruturas Algébricas. Cddigos

Corretores de Erros.



ABSTRACT

This work consists of a support material for teachers of mathematics acting in high school
finals series, as well as for students graduating from this cycle of basic education, who aim to
deepen their knowledge on the subject.

Initially, we discussed in this text the motivating factors for the construction of this support
material. Then we present the contents of matrix, determinants and polynomials, which are
present in the high school mathematics discipline curriculum. Also the elementary algebraic
structures are presented which, although not part of the curriculum of mathematics in basic
education, appear partially since elementary school, even if implicitly in this discipline.
Finally, applications of these mathematic contents are presented in the theory of errors
correcting codes, main focus of this work, besides a roster of proposed activities about the
addressed contents.

Key words: Matrix, Determinants, Polynomials, Algebraic structures, Errors correcting codes.
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INTRODUCAO

Na atualidade, varios esforcos tém sido realizados com o objetivo de proporcionar
melhorias no ensino e aprendizagem de matematica, dentre eles podemos citar o programa
Pacto Nacional pela Alfabetizagdo na ldade Certa, do Governo Federal ou ainda programas
das Secretarias Estaduais e Municipais de Educacdo de diversos Estados e Municipios
brasileiros.

Embora existam medidas de diversas partes para proporcionar essa melhoria, temos
visto ao longo dos anos que se trata de um processo demorado e complexo atingir esse
objetivo, uma vez que pesquisas especificas realizadas nas varias etapas da educacao basica,
como exemplos a Provinha Brasil e o Sistema de Avalia¢do da Educacdo Béasica (SAEB), tem
mostrado.

O indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (IDEB) mostra um avango sutil no
desenvolvimento da educacao basica. Os dois ultimos resultados do IDEB, a saber, dos anos
de 2011 e 2013, apontam um discreto progresso, pois, do 1° ao 5° ano do ensino fundamental
o0 indice aumentou de 5,0 para 5,2, enquanto que do 6° ao 9° ano do ensino fundamental, o
indice aumentou de 4,1 para 4,2 e, no ensino médio o indice se manteve em 3,7.

Com base nos resultados apresentados acima, percebemos que a medida que
avancamos para as séries finais da educacdo basica, dois fendmenos sdo observados:
1° - Os indices sdo menores;
2° - O progresso em cada etapa avaliada diminui a medida que avancamos aos anos finais,
pois de 2011 para 2013, houve aumento de 0,2 pontos no indice do 1° ao 5° ano do ensino
fundamental, 0,1 ponto do 6° ao 9° do ensino fundamental e ndo houve aumento no indice
referente ao ensino médio.

Como componente presente nos curriculos da educacdo basica, a matematica esta
inserida nesse contexto e seu ensino/aprendizagem tem participacdo no fracasso ou sucesso
dos estudantes nessas etapas da educacao.

E sabido que no desenvolvimento humano o sujeito, inicialmente adquire suas
experiéncias a partir do concreto e em uma etapa posterior, decorrente das experiéncias
adquiridas, atinge o estagio de abstracdo. Segundo Piaget, “Apds os 11 ou 12 anos, 0
pensamento formal torna-se possivel, isto €, as operacdes l0gicas comegam a ser transpostas
do plano da manipulacdo para as ideias” (PIAGET, 1995, p 59). Com a matemética ndo é
diferente: as experiéncias iniciais sdo adquiridas a partir do concreto e, em uma etapa

posterior, a medida que vai avangando, a matematica vai se distanciando do concreto e sendo
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imersa em um contexto abstrato e cada vez mais abstrato. Porém, cabe ressaltar que embora
adquira status avancado de abstracdo, ndo deixa de ter aplicabilidade no mundo concreto,
mesmo porque, grande parte dos avangos matematicos existentes surgiu da necessidade de
atender a alguma demanda do mundo concreto. Meyer et al evidencia que “os gregos
desenvolveram o calculo de area por que tinham de fazer as medicdes das terras do Nilo; os
fenicios desenvolveram conceitos aritméticos de contabilidade porque eram comerciantes”
(MEYER et al, 2011, p 25).

Nesse contexto, podemos ver nos Parametros Curriculares Nacionais o0 seguinte texto:

A Matematica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem portanto, ocupa uma posigdo singular. No Ensino Médio, quando nas
ciéncias torna-se essencial uma construgdo abstrata mais elaborada, os instrumentos
matematicos sdo especialmente importantes. Mas ndo é sé nesse sentido que a
Matemética é fundamental. Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida
contemporanea, da muisica a informatica, do comércio a meteorologia, das
engenharias as comunicagdes, em que a Mateméatica ndo compareca de maneira
insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas,
dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias e quantas outras varidveis houver
(PNC/Ensino Médio, p 9).

Sendo assim, a abstracdo ¢ essencial para “o aprender” matematica, ¢ impensavel uma
matematica que se alimente puramente do concreto, porém, mesmo que de maneira implicita,
a matematica esta presente nas atividades cotidianas, o que leva-nos a pensar em estratégias
de ensino que apresentem as aplicabilidades da matematica no dia a dia. O ato de conhecer
ndo deve estar puramente ligado ao ‘“‘saber para que serve”, mas quando apresentamos
utilidades aquilo que ensinamos e pontes de ligacdo entre o abstrato e o concreto, ensinamos
uma Matematica possivelmente mais capaz de despertar interesse aos estudantes, revelar
identidades e afinidades e por consequéncia, construir um conhecimento mais sélido.

A proposta deste trabalho é a apresentacdo de alguns contetdos do curriculo escolar de
matematica do ensino médio, dando atencédo especial as demonstracfes das propriedades e dos
teoremas pertinentes, para em seguida, apresentar uma aplicacdo desses contetdos em um
contexto “extramatematico” ou “extraescolar”. A escolha da aplica¢dao na teoria dos codigos
corretores de erros deu-se em virtude de este ser um assunto pouco conhecido ou discutido
entre 0s jovens, porém, muito presente em recursos tecnolégicos utilizados pelos mesmos,
uma vez que as telecomunicacdes e os dispositivos de armazenamento presentes no nosso dia
a dia, muito mais entre os jovens, ndo seriam confiaveis nem eficientes sem a utilizagéo dessa

teoria. Sendo assim, procuramos neste trabalho, apresentar os conceitos basicos dessa teoria,
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com uma preocupacdo maior em atrair a atencdo dos estudantes a disciplina de matematica, a
partir do pressuposto do conhecimento de uma das suas vastas aplicagoes.

Cabe salientar que o material apresentado neste trabalho é primeiramente direcionado
aos professores ou pessoas que tenham um conhecimento prévio de matematica além das
operacOes fundamentais. N&o é necessario que os alunos do ensino medio saibam demonstrar
0s teoremas apresentados no capitulo referente a teoria dos codigos corretores de erros, sendo
mais interessante, a partir dos conceitos apresentados pelos professores sobre essa teoria,
saberem operar com matrizes, determinantes, polinémios e, conhecendo suas propriedades,
desenvolverem com mais habilidades os célculos e argumentagdes relacionadas com esses

assuntos.
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1 MOTIVACAO E ABORDAGEM DO TRABALHO

1.1 POR QUE ESTUDAR MATRIZES, DETERMINANTES E POLINOMIOS?

O questionamento acima fez parte da minha vida em pelo menos duas ocasifes
diferentes: a primeira enquanto eu ainda era aluno do ensino médio e presenciava meu
professor destrinchar matrizes enormes de ordem 5 ou 6, determinando cada um dos seus
elementos através de uma sentenca que aparecia em fungdo dos “is” e dos “jotas”. Por vezes,
recebia listas de exercicios nas quais volta e meia aparecia para ser calculado um
determinante de uma matriz quadrada de ordem 5 através da regra de Laplace, ou ainda
polindmios de graus elevados, dos quais tinha que determinar o quociente e o resto ou ainda
encontrar as raizes reais. Na condi¢do de aluno, resolvia essas atividades, mas ndo sabia para
0 que serviam. Por vezes imaginava que eram caprichos matematicos que serviam
simplesmente para treinar habilidades em multiplicar ou dividir nimeros reais. Sai do ensino
médio sem saber para 0 que serviam as matrizes, 0s determinantes e os polindbmios. Por vezes
encontrava alguma aplicacdo, porém, sempre dentro da propria matematica. Na segunda
situacdo na qual deparei-me com o questionamento acima, anos ja tinham passado e eu
encontrava-me na posicao de professor e ouvia dos meus alunos as mesmas indagacdes que
no meu tempo de ensino médio, fazia a mim mesmo ou a amigos ou ainda ao proprio
professor: para que servem as matrizes, determinantes e os polindmios? Quando eu terminar o
ensino médio, aonde irei usar isso? Onde aplicarei esses conhecimentos no meu trabalho? A
primeira pergunta seguramente sou capaz de responder, pois o objetivo deste trabalho, por si
sO traz a resposta. A segunda pergunta, se interpretada com um olhar matematico, também
pode ser respondida: toda vez que um computador for utilizado, um telefone celular ou
qualquer canal de comunicagdo, implicitamente estardo sendo usadas as matrizes, 0s
polindmios e tantos outros conhecimentos matematicos. Ja a terceira pergunta ndo possui uma
resposta formal, pois tal resposta esta condicionada a atividade profissional que o estudante
ird executar no futuro.

Certamente essas ddvidas ndo estdo presentes somente nos contelidos de matrizes,

determinantes e polinémios, porém, tendo em vista a grande quantidade de célculos que



17

geralmente sdo utilizados na resolugdo de problemas referentes a esses conteudos, embora
elementares, é plausivel que com maior frequéncia ougcamos essas indagacdes ao ensina-los.
Criar pontes de acesso entre 0s conteddos matematicos e as aplicacGes praticas
certamente constitui uma estratégia para o ensino desta disciplina. O ato de “saber para que
serve” pode ser motivador ao aluno e, caso alguém sonhe em ser engenheiro ou trabalhar com
informéatica ou areas afins, certamente terd subsidios para o seu direcionamento. Uma
matematica que seja trabalhada de modo a associar os contetudos estudados as aplicacdes nos
fendmenos vivenciados pelos alunos é uma matematica contextualizada. A contextualizacdo
segundo Fogaca “¢ o ato de vincular o conhecimento & sua origem e a sua aplicagdo”
(FOGACA, 2012). As acdes pedagbgicas no ensino da matemética devem apresentar
preocupacOes com a contextualizacdo. Reconhecemos que quanto mais abstrato for o conceito
matematico a ser estudado, mais dificultosa sera sua contextualizacdo, porém, a abstracdo
excessiva inerente a alguns conteldos da matematica ndo constitui entrave algum em acGes
para que outros contetdos, menos abstratos, sejam facilmente contextualizados e, por
conseguinte tornem-se mais atrativos e mais facilmente compreendidos. Parece-nos que a
teoria e a pratica caminham em vias divergentes nas quais, a medida que progredimos nos
contetdos matematicos presentes nos curriculos escolares, mais distantes ficam a teoria e a
pratica. D’ Ambrosio diz: “Do ponto de vista de motivagdo contextualizada, a matematica que
se ensina hoje nas escolas é morta. Poderia ser tratada como fato histérico” (D’ AMBROSIO,
2012, p 29). E perceptivel esse distanciamento quando observamos os livros didéticos
adotados pelas escolas de nivel médio, nos quais sdo frequentes as listas de exercicios no fim
de cada capitulo, nas quais aparecem: “calcule”, “determine”, “encontre” etc., sem nenhum

elo entre os exercicios e as aplica¢des. Acerca da contextualizagdo, Meyer et al dizem:

A maioria das pessoas ndo consegue relacionar a Matematica nem com as outras
ciéncias e muito menos com situagdes de seus cotidianos, porque foi criado um
universo a parte, ou seja, para elas, a Matematica ndo estd presente em outros
contextos (MEYER et al, 2011, p 24).

Ou ainda, segundo Meyer et al, na educacdo bésica, a matemética “chega para os
alunos neutra e descontextualizada, com pouca ou nenhuma relagdo com a realidade de quem
esta na sala de aula: professores e alunos” (MEYER et al, 2011, p. 53).

Particularmente, reconhecemos a necessidade da resolugdo de exercicios do tipo
“calcule”, “determine” etc., porém, para um aprendizado consolidado de matematica, ha

necessidade de problemas que estimulem o pensar, que sirvam de ponte entre teoria e prética,
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que suscitem o aluno a busca por respostas tendo como referéncia os fenémenos da vida
extraescolar.

A solucéo de problemas baseia-se na apresentacdo de situacBes abertas e sugestivas
que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esforgco para buscar suas proprias
respostas, seu proprio conhecimento. O ensino baseado na solugdo de problemas
pressupde promover nos alunos o dominio de procedimentos, assim como a
utilizacdo dos conhecimentos disponiveis, para dar resposta a situagdes variaveis e
diferentes (POZO; ECHEVERRIA, 1988, p 9).

Trazer a realidade cotidiana para o interior de uma sala de aula pode representar um
avanco pedagogico na educacdo matematica, pois, a medida que o aluno percebe a
necessidade de aprender matematica para lidar com os fendmenos da vida real, por mais
abstratos que sejam esses contetidos, provavelmente melhor sera o aprendizado. O interior de
uma sala de aula de matematica deve conter as realidades vividas pelo aluno quando estéo
fora da escola, assim como no exterior da sala de aula o aluno deve vivenciar 0s

conhecimentos matematicos adquiridos. Para D’ Ambrosio:

Particularmente em matemdtica, parece que ha uma fixacdo na ideia de haver
necessidade de um conhecimento hierarquizado, em que cada degrau é galgado
numa certa fase da vida, com atencdo exclusiva durante horas de aula, como um
canal de televisdo que se sintoniza para as disciplinas e se desliga acabada a aula.
Como se fossem duas realidades disjuntas, a da aula e a de fora da aula
(D’AMBROSIO, 2012, p. 76).

A citacdo acima evidencia a disparidade existente entre 0 mundo dentro e 0 mundo
fora da sala de aula. Um dos desafios da educacdo, em especial a matematica, é justamente
colocar a seu favor a pratica matematica vivenciada de forma explicita ou implicita pelos

alunos em seu cotidiano.

1.2 A MOTIVACAO PARA A REALIZACAO DO TRABALHO

Em relacdo ao exposto no topico anterior, fomos movidos a estabelecer um canal de
didlogo com os alunos de trés turmas do 3° ano do ensino meédio de uma escola publica de
tempo integral no Municipio de Porto Velho-RO, para obter deles informacfes acerca do
aprendizado dos conteidos de matrizes, determinantes e polinémios. Os resultados obtidos
sdo apresentados a seguir:

Questionados sobre terem estudado os contetdos de matrizes, determinantes e

polindmios, tivemos unanimidade em respostas afirmativas.



O Gréfico 1 apresenta os resultados obtido sobre o desempenho dos

resolucéo de atividades que envolvam as operagdes com matrizes:

Grafico 1: Desempenho dos alunos em operagdes com matrizes
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mesmos na

B Bom desempenho

B Pouco Desempenho

O Gréfico 2 apresenta os resultados obtidos acerca do conhecimento das propriedades

operacionais das matrizes:

Gréfico 2: Conhecimento e aplicacdo das propriedades operacionais

das matrizes

3%

M Sabe utilizar as
propriedades

M Sabe algumas propriedades

= desconhece as
propriedades operacionais

O Gréafico 3 apresenta os resultados obtido sobre o desempenho dos mesmos na

resolucéo de atividades que envolvam as operagdes com polinémios:
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Grafico 3: Desempenho dos alunos em operagdes com polindmios

B Bom desempenho
B Pouco desempenho

= Nenhum desempenho

O Gréfico 4 apresenta os resultados obtidos acerca do conhecimento das propriedades

operacionais dos polindmios:

Gréfico 4: Conhecimento e utilizacdo das propriedades operacionais
dos polinbmios

B Conhece e sabe utilizar

B Conhece pouco e utiliza
algumas

= N3do conhece

Em relag&o ao célculo de determinantes de matrizes, questionados sobre as habilidades

na resolucéo, as respostas obtidas sdo apresentadas no Gréafico 5:



Grafico 5:
matrizes

Dominio de técnicas na resolucdo de determinantes de

B Dominio de técnicas para
resolugdo de determinantes
de matrizes de ordem 1 ou 2

B Dominio de técnicas para
resolucdo de determinantes
de matrizes de ordem 1, 2 ou

3
M Dominio de técnicas para

resolugdo de determinantes
de matrizes de qualquer

ordem
B N3o sabe calcular

determinantes de matrizes
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Em relacdo ao conhecer e saber utilizar as propriedades dos determinantes, obtivemos

0s resultados apresentados no Grafico 6:

Gréafico 6: Conhecimento e utilizacdo das propriedades dos
determinantes

B Conhece e utiliza
perfeitamente

B Conhece pouco e utiliza
pouco

= Desconhece

matriz € invertivel. As respostas obtidas sdo apresentadas no Grafico 7:

Perguntamos ainda aos alunos se 0s mesmos sabiam como identificar quando uma
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Grafico 7: Habilidades na identificacdo da invertibilidade de uma
matriz

M Sim, sei identificar

H N3o, ndo sei identificar

Perguntamos aos alunos se 0s mesmos conheciam alguma aplicacdo ou utilidade para

as matrizes e os determinantes. Os resultados obtidos sdo apresentados no Gréafico 8:

Grafico 8: Conhecimento dos alunos sobre a aplicabilidade dos
contetidos de matrizes e determinantes

M Sim, conhego aplicagGes

B N3o conhego aplicagdes

Perguntamos aos alunos se 0s mesmos conheciam alguma aplicagdo ou utilidade para

0 estudo dos polindmios. Os resultados obtidos sdo apresentados no Gréafico 9:
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Grafico 9: Conhecimento dos alunos sobre a aplicabilidade dos
contetidos de polinémios

B Sim, conhego aplica¢des

® N3o conhego aplicagdes

Em virtude de 57% dos alunos terem respondido afirmativamente que conhecem
aplicacdes para as matrizes e determinantes, solicitamos que fossem informadas as aplicacGes
que 0s mesmo conhecem acerca desses contetidos. Os resultados obtidos séo apresentados no
Grafico 10:

Grafico 10: Areas de aplicacio dos contelidos de matrizes e
determinantes, segundo os alunos

B Geometria analitica

B Informatica: computagdo
grafica e criptografia

H outros

E interessante observar que grande maioria dos alunos, mais precisamente 71% deles
conhecem aplicacBes das matrizes e determinantes em geometria analitica, ou seja, conhecem
uma aplicacdo da matematica dentro da propria matematica. Menos de 30% dos alunos ja
ouviram falar de alguma aplicagdo desses conteudos em outra &rea do conhecimento ou em

algum fendmeno.
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Em um ultimo questionamento, solicitamos aos alunos que opinassem a respeito da
importancia de conhecer a aplicabilidade dos contetidos estudados em matematica, nas outras
areas de conhecimento bem como em situacdes do cotidiano. Os resultados obtidos sdo

apresentados no Gréafico 11:

Grafico 11: Grau de importancia sobre conhecer a aplicabilidade dos
contetidos estudados em matematica, segundo os alunos

4% 9%

B Muito importante
W Pouco importante

N3o opinaram

Os resultados obtidos através do dialogo com os alunos constituiram um fator
motivador para a realizacdo deste trabalho, uma vez que a proposta do mesmo € justamente
atender parte da necessidade dos estudantes em conhecer as aplicacBes para 0s conteldos

estudados na disciplina de matematica no ensino médio.

1.3 ABORDAGEM DOS CONTEUDOS DE MATRIZES, DETERMINANTES E
POLINOMIOS NO LIVRO DIDATICO.

Além de conter aplicacdes para os contetdos de matrizes, determinantes e polinémios,
0 presente trabalho procura apresentar a demonstracdo da validade de cada uma das
propriedades apresentadas e dos teoremas enunciados. Reconhecemos que a complexidade de
alguma dessas demonstracGes foge ao nivel de conhecimento matematico praticado hoje em
dia, em especial no ensino publico, porém, mesmo assim julgamos necessario que essas
demonstracgdes se fizessem presentes.

Verificamos que nos livros didaticos atualmente adotados nas escolas publicas, as
demonstragtes estdo deixando de figurar, apenas as propriedades operacionais das matrizes,
determinantes e dos polindmios sdo apresentadas. E sugerido ao aluno que verifique a
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validade dessas propriedades através da analise de casos particulares. As anélises matematicas
obtidas através de casos particulares sdo extremamente importantes, pois a partir dessas
analises € possivel que os alunos obtenham inferéncias e, por conseguinte, a capacidade de
generalizacdo, porém, o fato de uma propriedade ser verificada em casos particulares, pode
ndo garantir a sua validade para uma infinidade de casos. Um exemplo bem simples disso
consiste em um aluno que desconheca as propriedades operacionais das matrizes e deseje

verificar se a multiplicacdo de matrizes goza da propriedade comutativa. Para tanto, escolhe
ao acaso duas matrizes quadradas de ordem 2: A = [(1) _21] e B= [(3) ﬂ e efetua as

operacdes A - B e B - A e obtém os seguintes resultados:
_[1 -11.03 21_3+0 2—-17_3 1
4 B_[o 2] [0 1]_[0+0 0+2]‘[0 2
3 211 -11_[34+0 -3+471_73 1
B A_[o 1] [0 2]_[0+0 0+2 ‘[o 2
O aluno observa que A - B = B - A. E levantada a suspeita de que a multiplicacdo de
matrizes é comutativa.
Em uma nova tentativa, o aluno escolhe ao acaso duas outras matrizes, com finalidade

2

de validar sua suspeita: C = [g 3

] eD= [é _12] e efetua as operagdes C-D e D-C e

obtém os seguintes resultados:

C'D=[(5) _23][3 —12]=[1O+0 5_4]=[100 1]

0+0 O0+6 6
p-c=[5 LI A=[040 ovel=lo @

Novamente os resultados obtidos sdo iguais, 0 que leva o aluno, tendo como base os
casos particulares que analisou, a inferir que a multiplicagdo de matrizes goza da propriedade
comutativa, generalizando esse resultado equivocadamente como veremos em 2.2.3. Portanto,
embora a andlise de casos particulares seja uma ferramenta Util na matematica para que 0s
alunos busquem por padrbes e fagam conjecturas, essa ferramenta ndo pode ser utilizada
como verdade absoluta. Em consequéncia disso, justifica-se a necessidade da presenca das
demonstracfes das propriedades e teoremas pertinentes a cada assunto matematico abordado
nos livros didaticos, bem como a prética dessa acdo em sala de aula.

Outro ponto que observamos em alguns livros didaticos adotados pelas escolas é a
abordagem dos determinantes como uma mera operagdo matematica a ser realizada com os
elementos de uma matriz. Assim, os alunos desconhecem, por exemplo, que o determinante
de uma matriz real é uma funcdo com dominio no conjunto das matrizes reais quadradas e

contradominio no conjunto dos nimeros reais, com isso, perdem a oportunidade de
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associarem esse contetido, com outros conteldos vistos anteriormente, como a caracterizagdo
de uma fungdo como injetiva, sobrejetiva, bijetiva, existéncia da inversa ou composicdo de
funcdes.

Cabe salientar ainda que a determinacdo da matriz inversa de uma matriz A quadrada
de ordem n, seja por operacGes elementares sobre as linhas de uma matriz [A|L,] ou ainda
através do produto da matriz adjunta de A pelo inverso multiplicativo do determinante da
matriz A, vem perdendo espago nos livros didaticos, tirando com isso, a oportunidade dos
alunos aprenderem sobre esses conceitos que sdo fundamentais no estudo das matrizes.

Com relacéo aos contetdos sobre polinémios, ndo foi encontrado texto algum adotado

no ensino médio que trate sobre a interpolagdo de Lagrange.

1.4 A ESCOLHA DA APLICACAO DAS MATRIZES, DETERMINANTES E
POLINOMIOS NOS CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Diante dos resultados obtidos nos dialogos com os alunos das turmas de 3° ano do
ensino medio, além das observacdes comentadas anteriormente acerca dos livros didaticos
adotados pelas escolas, fomos motivados a elaborar um material que buscasse suprir as faltas
de demonstracbes da validade das propriedades enunciadas nesses livros, bem como a
auséncia dos principais teoremas de cada um desses conteldos abordados, além da
apresentacdo de alguma aplicacdo desses conteddos em alguma &area do conhecimento ou
algum fenémeno do cotidiano dos alunos. Esse fato levou-nos aos codigos corretores de erros,
uma vez que essa teoria € vastamente utilizada em meios de comunicacgdo e equipamentos de
armazenamento de informacdes que, frequentemente, sdo utilizados no nosso cotidiano, em
especial por grande parte dos jovens que nos dias atuais fazem uso constante de recursos
tecnoldgicos de comunicacdo e armazenamento tais como telefones celulares, tablets,
computadores, entre outros.

E perceptivel nos dias atuais, que a sociedade, numa velocidade muito répida, tem sido
imersa em uma realidade digital. A tecnologia desenvolvida pelas engenharias tem avangado a
passos rapidos e esses fatores suscitam as novas agdes educacionais, capazes de aproveitar as
novas tecnologias a favor de um ensino/aprendizagem com melhor qualidade e capaz de

preparar o aluno para ser atuante no meio social. Para Henriques (2010):

As mudancas sociais e o rapido desenvolvimento tecnolégico que se tém verificado
na sociedade conduzem a uma alteragdo nas suas necessidades e, consequentemente,
nas competéncias que € preciso desenvolver nos alunos em dareas fundamentais
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como a da Matematica. Existe actualmente a convicgao de que os alunos precisardo
de um conjunto muito vasto de competéncias matematicas para desempenhar, com
eficiéncia, funcBes na sociedade actual. De acordo com diversos documentos de
referéncia na area da educacdo matematica, ao nivel do ensino basico e secundario
[...], os alunos devem ser capazes de: (i) desenvolver uma profunda compreensao
dos conceitos e principios matematicos; (ii) raciocinar com rigor e comunicar com
clareza; (iii) reconhecer as aplicaces matematicas no mundo que os rodeia e
enfrentar os problemas matematicos com confianca; (iv) aprender a investigar, por si
préprios, as ideias matematicas; e (v) usar experiéncias e observacoes para formular
conjecturas. (p 4)

Em virtude da teoria dos cddigos corretores de erros estar inserida em grande parte dos
recursos tecnoldgicos utilizados pelos alunos, optamos por trabalhar esse tema. Muitos de nés
utilizamos recursos tecnologicos disponiveis na atualidade, sem darmos conta da matematica
que existe por trds do bom funcionamento de cada um deles. Ao enviarmos uma mensagem
no celular ou através de e-mail, por exemplo, 0 que nos da garantia que o destinatario ira
receber a mensagem tal qual a enviamos? O que garante a fidelidade entre a mensagem
enviada e a recebida? Quem de nos ao digitar uma palavra errada em uma mensagem de
celular ndo percebeu que o proprio equipamento sugere uma correcdo prévia, conforme a

figura 1?
Figura 1: Telefone celular

= (O e E B _al¥) soxm 11:37

< Nova mensagem

Fonte: Foto retirada pelo autor

Encontrando nesses recursos tecnologicos utilizados pela sociedade atual a matematica
necessaria das matrizes, determinantes e polinémios aplicada nos codigos corretores de erros,
vimos uma oportunidade util de socializar esses conhecimentos e propiciar aos alunos uma
forma diferenciada na abordagem dos assuntos estudados por eles.

Entre os contetidos de matrizes, determinantes e polindmio, pertinentes ao curriculo do
ensino médio, e a teoria dos codigos corretores de erros, existe um elo que consiste no
conhecimento das estruturas algébricas elementares. As estruturas algébricas elementares ndo

pertencem ao rol de conteldos presentes nos curriculos de matemaética da educagdo basica.
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Nos livros didaticos do ensino fundamental, os conjuntos numéricos ndo sdo apresentados ndo
como estruturas algébricas elementares, mas as suas propriedades, em geral, definem essas
estruturas. Por exemplo, os livros do 7° ano do ensino fundamental apresentam o conjunto Z
dos numeros inteiros, como sendo um conjunto no qual a adigcdo esta definida e goza das
seguintes propriedades: comutatividade, associatividade, elemento neutro aditivo, elemento
simétrico. A apresentacdo dessas propriedades no livro didatico caracteriza o conjunto Z
como sendo um grupo aditivo, ademais, por ser apresentada a propriedade comutativa, entéo,
temos Z como um grupo abeliano. Ao introduzir a multiplicacdo no conjunto Z dos numeros
inteiros, os livros didaticos apresentam as propriedades comutativa, associativa, elemento
neutro multiplicativo e a distributividade em relacdo a adicdo, o que caracteriza Z como um
anel ou, mais ainda, um anel comutativo com unidade. Posteriormente, mais precisamente
quando se estudam equacBes em Z, é apresentado aos alunos sentencas do tipo 3x =0 =
x = 0, que, em outras palavras, significa que no conjunto Z ndo existem divisores proprios
de zero, logo, Z é um dominio de integridade.

Quando o conjunto @ dos numeros racionais e R dos nimeros reais sdo apresentados,
além de serem mencionadas para Q e R todas as propriedades anteriormente enumeradas no
conjunto Z, é enunciado ainda que todo elemento ndo nulo desses conjuntos possui um
inverso multiplicativo, o que define Q e R como corpos. Sendo assim, 0s conceitos de grupo,
anéis, dominios de integridade e corpos, que constituem parte das estruturas algébricas
elementares, vao sendo construidos implicitamente no aprendizado dos alunos. Portanto, ndo
encaramos o “elo” das estruturas algébricas elementares como sendo um obstaculo para o
acesso a teoria dos codigos corretores de erros e, em consequéncia disso, apresentamos esses

conceitos neste trabalho.
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2 MATRIZES

2.1 DEFINICAO DE MATRIZES REAIS — ALGUNS CONCEITOS

Sendo m,n € N, definimos uma matriz real de ordem m por n como uma tabela
formada por m - n elementos do conjunto R agrupados em m linhas e n colunas.

Ao elemento que ocupa a i — ésima linha e j — ésima coluna de uma matriz A,
representamos por a;;, coml<i<mel <j<n.

Cada elemento a;; da matriz A ¢ denominado entrada da matriz.

Exemplo:
2 -1 07, 3 _
A= JZ L _3| ¢ arepresentagao de uma matriz de ordem 2 x 3. Observemos,
2

por exemplo, que o elemento —3 ocupa a posi¢do que corresponde a intersecdo da segunda
linha com a terceira coluna, portanto —3 = a,3.

Uma matriz A de ordem m por n € genericamente representada por

[ ai; Q42 A13 .- Qi
| dz1 Az dp3 ... dgp

A=| az azxp a3 .. da,; |ouainda A = [aif]mxn ou, quando a ordem da matriz for
Am1 Am2 Ap3 o Qmn

conhecida, podemos representar apenas por A = [aij].
A matriz cuja ordem seja 1 x n denominamos matriz linha e & matriz cuja ordem seja
m X 1 denominamos matriz coluna.

Exemplos:
_3
A= [—4 ? %] eB = 04 séo, respectivamente, matriz linha e matriz coluna.
T
A matriz A = [a;;] de ordem m por n, que possui a;; = 0 paratodo i € {1,2,...,m} e
todo j € {1, 2, ..., n}, denominamos matriz nula.

Dada uma matriz A = [a;;| de ordem m por n, definimos a matriz oposta de A como

sendo a matriz —A = [—a;; ], de mesma ordem de A.
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Se em uma matriz 4 = [a;; | de ordem m X n tivermos m = n, entdo dizemos que 4 é

uma matriz quadrada de ordem n.

Exemplo:
0 -5 nm

A=|- ? % 0| é quadrada de ordem 3.
e -2 1

Em uma matriz quadrada A = [ay; ], de ordem n, os elementos a;;, com i = j formam

ij
a diagonal principal.
A matriz A = [aij], quadrada, de ordem n, onde a;; = 0 quando i # j, denominamos

matriz diagonal.

Exemplo:
-5 0 0
2
A=10 —-- 0
3
0 0o 7

Uma matriz diagonal de ordem n, cujos elementos da diagonal principal forem todos

iguais a 1 é denominada matriz identidade de ordem n e é representada por I,,.

1 0 O
13 = 0 1 O
0 0 1
A matriz A = [aij], quadrada de ordem n, que possui os elementos a;; = 0 quando

Exemplo:

i <j (oui > j)denominamos matriz triangular inferior (ou matriz triangular superior).

Exemplos:
2 00 -7 6 2

A=|1 _15 01 e Bz[o 2 —1] A e B s#o, respectivamente, matriz
3 5 3 0 0 4

triangular inferior e matriz triangular superior, ambas de ordem 3.

O simbolo M (m, n) representara o conjunto de todas as matrizes de ordem m por n.

2.1.1 Igualdade de matrizes

Dadas duas matrizes A = [a;;| e B = [b;], pertencentes a M (m,n), ou seja, de
mesma ordem, dizemos que A e B sdo iguais, ou ainda A = B, quando a;; = b;; para todo

i€f{1,2,..,m}etodoj €{1,2,..,n}.
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2.2 OPERACOES COM MATRIZES

2.2.1 Adicao de matrizes

Definimos a operacdo de adigdo em M (m,n) como sendo uma fungdo de M (m, n) X
M(m,n) em M (m,n),que a cada par (4,B) € M(m,n) X M (m,n) faz corresponder a
matriz A+ B = C € M (m,n), de maneira que a;; + b; = c;; para todo i € {1,2,..,m} e

todoj € {1,2,...,n}.

Exemplo:

Sejam as matrizes A = [_01 (2) _53] eB= [g _41 _43] pertencentes a M (2,3),
temos:
ATE = [_01 g —53] t [g —41 _43] = _01++20 2 ?rJ(r—41) 5—2(;31) =
- ‘21 ‘1* ﬂ —CeM(23)

Propriedades da adicdo de matrizes

Sejam A, B e C matrizes pertencentes a M (m, n), temos:

I) Propriedade associativa da adicdo: A+ (B+C) =(A+B)+C
I1) Propriedade comutativa da adi¢cdo: A+ B =B + A

I11) Elemento Neutro da adi¢cdo: A+ 0 = 0 + A = A, onde 0 significa a matriz nula

IV) A+ (—A) = —A+ A = 0, onde - A representa a matriz oposta de A.

Demonstracoes:

I) Dadas A = [a;;], B = [b;;] e C = [c;;] matrizes pertencentes a M (m, n), temos:

A+ (B +0C) = ay] +[by +cy] = [a; + (by +cj)] = [(ay +by) + ;] =

= [a; + b;] + [cl-j] =(A+B)+ C (utilizamos a associatividade da adicdo de numeros
reais)

I1) Dadas A e B matrizes pertencentes a M (m, n), temos:

A+ B =a;]| + [b;] = [ay + by] = [by +a;] =[by] +[a;]=B+A (Utilizamos a
comutatividade da adicdo de numeros reais)

I11) Seja A uma matriz pertencente a M’ (m, n) e 0 a matriz nula de M (m, n), temos:
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IV) Seja A uma matriz pertencente a M'(m, n) e — A a sua matriz oposta. Temos:
A+ (=A) = [ay] + [-ay] = [ay + (—ay)] = [ay —ay] =0 =[-a; +a;] =

= [~a;]+[a;]=-A+4

2.2.2 Multiplicacao de um escalar real por uma matriz

Dada uma matriz A = [aij] pertencente a M (m,n), definimos o produto da matriz A
por um escalar k € R, como a matriz k4 = [ka;;|.

Exemplo:

5

_3] e k = —5, temos:

Seja A = [_01 (2)

S=1750” Zo2 ssewl=l S0 77

-sa=-5[ )
Propriedades da multiplicacdo de uma matriz por um escalar real

Sejam A e B matrizes pertencentes a M’ (m, n) e k; e k, escalares reais, temos:

) ky.(A+B) =k;.A+k,.B

) (ky + ky).A=ki. A+ ky. A

) ky. (ky. A) = (kq.ky). A

V)14 = A

Demonstracoes:

Sejam A e B matrizes pertencentes a M'(m,n) e kq, k, € R, temos:

) ky-(A+B)=ky-|ay +by]=[ki-(a; +by)] =[ki-a;+kiby]=

= [ky - a;]+ [ky-by] = ki -[a;] + ki [bj] =ki-A+k,-B

(utilizamos a distributividade da multiplicagdo em relagdo a adicdo de numeros reais)

1) (ky + k). A = (ky + k). [ay; ] = [(ky + k). ay; ] = [ky.a; + kz.a5] =

= [ky.a;] + [kz.ai]-] =kq- [ai]-] + k- [ai]-] =ki-A+k, B

(utilizamos a distributividade do produto em relacdo a adicdo de nimeros reais)

) ky. (ky. A) = ky - (ko [ay]) = ko - [k - ay] = [k - (k2 - a)] = [(ky - ko). ay] =

= (k- ky) - [ai]-] = (k1 - ky) - A (utilizamos a associatividade da multiplicacdo de numeros

reais)



33

IV) Sendo A uma matriz pertencente a M (m,n), como 1 é um escalar real, entdo o produto

1A esta bem definidoe 14 =1 - [ai]‘] = [1 ' aij] = [aij] =A

2.2.3 Multiplicagéo de matrizes

A multiplicacdo de matrizes acontece mediante a seguinte condi¢do: para que exista a
multiplicagdo entre duas matrizes A e B, é necessario que o numero de colunas de A seja igual

ao nimero de linhas de B, ou seja, A = [a;| = eB = [bij]nxp. Sendo C o produto 4 - B,

entdo a matriz C é de ordem m por p.
De acordo com a condigdo acima, temos que a multiplicacdo de matrizes quadradas de
mesma ordem é sempre possivel.

Passemos a definicdo formal da multiplicacdo de matrizes:

Sejam A = [a;] e B =[b;] _ duas matrizes, definimos o produto 4 - B como
J dmxn T dnxp

sendo a matriz C = [c;; | , tal que ¢;; = XF—1(au. by;) ou seja,

mxXx

Cii = ail.b1j+ai2.b2]- +"'+ain.bn]'

-1 1 3 0 -1
2 —2 —-4|leB=|-2 2
5 0 0 1 3

3 X 3 e B de ordem 3 X 2, ou seja, 0 niumero de colunas da matriz A é igual ao numero de

U]

Exemplo:

Sejam as matrizes A = . Vemos que A é de ordem

linhas da matriz B, logo é possivel o produto A. B

Seja C = A. B, temos:

-1 1 3110 -1
c=|2 -2 -4|.|-2 2]=

5 o oll1 3

~1.0+1.(-2) + 3.1 ~1.(-1)+ 1.2+ 3.3
= (204 (=2).(=2) + (-4).1 2.(=1) + (=2).2 4+ (-4).3]| =
| 5.040.(-2)+0.1 5.(—1)+0.2+0.3
0—2+3 1+2+9 1 12
=lo+4-4 —2-4-12|=]0 -18

04+0+0 —5+0+0 0 -5

Propriedades da multiplicagdo de matrizes
Desde que as operacGes sejam possiveis, a multiplicacdo de matrizes goza das

seguintes propriedades:
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I) Distributividade & esquerda da multiplicacdo em relacdo a adicao:

A (B+C)=A.B+A.C

I1) Distributividade a direita da multiplicacdo em relacdo a adicao:

(A+B).C=A.C+B.C

I11) Associatividade:

(A.B).C = A.(B.C)

IV) Considerando A uma matriz quadrada, temos A.I =1.A = A, onde I é o elemento neutro

da multiplicacdo (matriz identidade).

Demonstracoes:

1) Sejam A = [a;;] B=[b;] eC= [Cii]nxp matrizes quaisquer, temos:

mxn’ nxp

n

A(B + C) = Zaik ' (bkj + ij) = Z(aik bk] +aik 'ij) =
k=1

k=1

n n
=<Zalkbk])+<2alkck]>=AB+AC

k=1 k=1
1) Sejam A = [aii]an’ B = [bii]mxn eC = [Cif]nXp matrizes quaisquer, temos:

n n
(A+B) -C = Z(akj +bk]) *Cik = Z(Qik 'ij +bik 'ij) =
k=1 k=1

n n
:<ZalkCk]>+(zblkck]>:AC+BC
k=1

k=1

I11) Sejam A = |a;; C =|c; matrizes quaisquer, temos:
7) ]

mxn’ B= [ ij]nxp

pXxq
p p n
(A.B).C = ((A.B).C)ij = Z(A-B)ik Cj = (Z ay 'blk)'ckj =
k=1 k=1 \l=1

n n

p
=Zau-<2blk-ck,->=2aﬂ-<3-6)l,- =(4-B-0), =A-(B-C)
k=1

=1 =1

IV) Seja A = [aij ]n e I, (representaremos apenas por I), temos:

ayp 0 Aip]l 1 .- 0
Al=|+t ™~ t 1] -~ =
Ap1 - A o --- 1
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[a11.1+a12.0+"'+a1n.0 a11.0+a12.0+"'+a1n.1] [all ot QA
= ' = : B : = A
a,-1+a,,.0+-+a,,.0 - a,1.0+a,,.0+--+a,,.1 A1 Ay
De maneira analoga:
1 - 0] [411 = Qin
IA =|: . E . . E =
o - 1 anp1 - App
1.a11 +0.a21 ++an10 1.a1n +0.a2n ++0ann] [all o Qqp
= ' ' = : B : :A
0.(111 +0.a21 ++1an1 O.Clln +0.a2n ++1ann a1 o Apn

Portanto, A.I = 1. A = A.

A multiplicacdo de matrizes, em geral ndo goza da propriedade comutativa. llustramos

essa afirmacdo com um contra exemplo.

Sejam A = [a;;], e B = [b;], tais que A = [g é] eB = [i é] temos:

A_B=[0 1H2 1]_[0.2+1.1 0.1+ 15 _[1 5

2 31'11 51122431 21+35/ 17 17

pa=[2 [0 Y=[20+12 2.1+1.3]:[120 156]

1 5i'l2 31 11.0+52 1.1+53

Portanto, temos A.B # B. A

2.2.4 Potenciacdo de matrizes

Definimos a potenciacdo de matrizes da seguinte forma:
Dada uma matriz 4 = [a;;] , definimos, 4° =1,, A' = Ae A™ = A.A.A.-. A

m fatores

2.3 Transposta de uma matriz

Dada uma matriz A = [a;] ., definimos a matriz transposta de A como

mX

sendo a matriz A" =[ay]  onde ay =a; para todo i€{L,2..,n} e todo
j€e{1,2,..,m}
Exemplo:
0 -1 0 -2 1
Sejad=|-2 2 ,pordefini(;élo,amatriztranspostadeAéAt=[_1 5 3l
1 3
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Quando A = A*, dizemos que A é uma matriz simétrica e quando A = —A°¢, dizemos
que A é uma matriz antissimétrica.
Propriedades da transposicdo de matrizes
) (A =4
) (A+B)t=A"+B!
) (k-A) =k-AY, VkeR
IV) (A.B)t = Bt. At

Demonstracoes:
t
apg o Qi app o At apg v Gprlt
) Sejad= , temos (49 = P = "~ i|=
Am1 Amn Am1 " Qmn Ain " Amp
aip Ain
=1 : =4
Am1 Amn
ayp o Qg byy -+ bin
I) Sejam A=| : : e B=|:i ™ i |, temos (A+B)t=
An1  Amn bml bmn
aqq o Ap b11 bln t ag + b11 Ay + b11 t
N R I = : : =
An1 " Amn bml bmn Am1 + bml r Amn + bmn
_all + b11 oo A1 + bml a ot Am1 b11 o bml
= E . E = : ) : + E ‘e E =
a1, + bll R M bmn Ain " Amn bll bmn
[d11  °° Aip t b11 bln ‘
= : ’ : + . = At + Bt
[Am1 0 Amn bml bmn
ajp ot Qip ai; o an |\t
) SejamA=| i ™~ i |ekeR temos(k-A)f=(k-| i =~ =
An1 " Amn An1 " Amn
k-ay - k-aq, t k-ay; - k-ap ay; - Ay
= : : = : : =k-|: - i|=
k.aml cee k-amn k-aln oo k-amn aln Ry amn
app o Agn
= k . : R2 : = k . At
Am1 " Amn
ap;; ot Qg biy - blp
1V) Sejam A = P leB=|: ™ : |, como o nimero de colunas de
Am1 " Amn bnl bnp

A é igual ao nimero de linhas de B, entéo existe o produto 4 - B. Assim, (4 - B)t =
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[an aln] bi1 - blp
Am1 * Omn bpy an
- t
ary "byy + ot apy by Ay by ot by
_aml ’ b11 + ot Ay 'bnl vt Ayt blp t ot Ay 'bnp
[ayy "byy + ot ay by Qb et A, 'bnll
-all .b1p+...+a1n-bnp cee aml-blp_.l_..._l_amn .bnp
b1y + ot by ag, bll'am1+"'+bn1-amn]
_blp'all +“‘+bnp.a1n e blp'am1+"‘+bnp.amn
" t
by; -+ bpi] [A11 v Gma biy - by ajip 0 Qp
S L T N T B I I :ow i | =RtAt
blp bnp ain v Amn bnl bnp A1 “ Amn

2.4 Inversa de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Uma matriz B de ordem n é denominada a
inversa da matrizAse A.B = B.A = I,.

Exemplo:

1 2
2 3

- 1.(=3)+22 12+42.(-1)] |- _
A'Bz[; ;H; —21]=[2.(—3)i3.2 2.2i3.(—1)]=[—212 i_§]=[(1) (1)=12

Sejam as matrizes A = [ ] eB = [_23 _21] temos:

e

pa=[3 AL Tl O i oml =2 T5=6 1=

2—-2 4—-3
Portanto A. B = B.A = I,, 0 que implica que a matriz B é a inversa da matriz A.

Teorema 2.1: Se A € uma matriz invertivel, entdo a sua inversa é unica.
Demonstracao: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Suponhamos que as matrizes B e
B', ambas de ordem n, sejam matrizes inversas da matriz A.
Utilizando o produto pela matriz identidade, a definicdo de matriz inversa e a propriedade
associativa da multiplicacdo de matrizes, temos:

B =B.1,=B.(A.B)=(B.A).B=1,,B=B

Devido & unicidade da inversa de uma matriz A, representaremo-na por A=1.
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Teorema 2.2: Se A é uma matriz invertivel, entdo a sua inversa A~! também ¢é invertivel e
A H1l=4
Demonstracdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertivel, entdo existe uma matriz
quadrada A~! de ordemn tal que A.A"t =1I,,.
Utilizando o produto pela matriz identidade, a definicdo de matriz inversa e a propriedade
associativa da multiplicagdo de matrizes, temos:

ADHT=U@DH L, =U@DH LU LAD=[ADH 1A NA=1,A=A

Portanto A~1 é invertivel e sua inversa é A.

Teorema 2.3: Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n e invertiveis, entdo A. B também é
invertivel e (4.B)™! =B~ 1. 471,
Demonstracio: Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n e invertiveis entdo existem A~1
e B~! quadradas de ordem n, taisque A.A"' =1, e B.B~l =1,
Assim, temos:

(A.B).(BLA Y =A(B.BH.AT=A1,A1=4.4"1=],

(B~1.AYH.(A4B)=B1.(4L4A).B=B11,,B=B1lB=1I,
Portanto, (4.B).(B™1.A™1) = (B~1.4™1).(A.B) = I,, 0 que implica que A.B ¢ invertivel e
suainversaé B~1.A71.
Nem todas as matrizes possuem inversa. As condi¢fes para que uma matriz seja

invertivel serdo abordados mais a frente.

2.5 Transformacdes elementares de matrizes

Seja A uma matriz pertencente a M(m,n). Para cada i€({1,2,..,m}
representaremos por L; a i — ésima linha da matriz A.

Definimos as transformagdes elementares nas linhas da matriz A, da seguinte forma:

) Permutacdo entre as linhas L; e L; e representamos por L; < L;

I Multiplicacdo de uma linha L; por um escalar real k #+ 0 e representamos por
L, - k.L;

[11)  Substituicdo de uma linha, digamos L;, pela adi¢do da linha L; com o produto
k.L; de um escalar k, ndo nulo, pelos elementos da linha L;, com i #j e

representamos por L; = L; + k. L;



39

Vejamos um exemplo da aplicacdo de algumas transformacdes elementares nas linhas

-1 2
deumamatrizA=1] 3 —2]:
0 4
-1 2 0 4 0 4 1 0 4
0 4 -1 2 2 —4 2 —4

-1 2 0 4 0 4 0 4
Dizemos que as matrizes | 3 —-2|,| 3 —2|,|3 —-2|e |3 0 [sdo matrizes
0 4 -1 2 2 -4 2 -4
equivalentes por linhas.
Definigcdo: Duas matrizes A e B sé@o equivalentes por linhas se B puder ser obtida da
matriz A através de um numero finito de transformacdes elementares sobre as linhas de A ou
se A puder ser obtida de B através de um namero finito de transformac6es elementares sobre

as linhas de B.

2.5.1 Matriz elementar

Denominamos matriz elementar a toda matriz de ordem n obtida através da aplicacao

de uma transformacao elementar sobre a matriz I,,.

Exemplo:
1 0 O

A matriz E=|0 0 1| é uma matriz elementar, pois é obtida através da
0 1 0

transformacéo elementar e correspondente a permuta L, < L3 em I3 portanto, e(l3) = E.

Teorema 2.4: Seja e uma transformacdo elementar e E uma matriz elementar quadrada de
ordem n tal que e(l,,)) = E. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo e(4) = E.A

Demonstracdo: Utilizaremos na demonstracdo apenas a transformacao elementar permutacéo
entre as linhas L; e L; , sendo que para as outras transformagdes as demonstragdes sao de

maneira analoga.

"1 eee 00 ves 0“
. o 1 - L
SeJaIn=|8 S S

Seja e a transformagao elementar que permuta as linhas L; e L;. Assim,
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[1 0 0 0]
I 5 i
e(l,) = |8 (1) (1) 8| = E. Seja A a matriz de ordem n a seguir:
lo e 0 0 - 1J
(a;; o ay @yt Qi
Ay Qg Ayt Qin |
A= g Fazendo e(A), temos:
ajl cee q]l aj] cee q]n —)L} ( )
Ldnq Api  Apj Ann |
a1 Ay Ay ain
e(A) _ a]l cee a]l a]} cee a]n _
i a At Gin
| an1 QAni anj Apn

'1.6111 ++0ajl+0a11++0an1 1a11++0a]l + O.Cll'i ++0am

0a11++1a]1+0a11 ++0an1 0a11++1a]l + O.aii ++0am
0a11++0a]1+1a11 ++0an1 0a11++0a]l + 1.al'i ++0am

0.a;1 + -+ 0.a;1 +0.a;y + -+ 1a,; - 0O.ay;+--+0.q; + 0.a; +--+ Lay

O.Cllj ++1Cl]] +OaU ++0an] 0a1n++1a]n +O.al-n ++0ann _
" 0.a; ++0.a; +1a; ++0.ay 0 Oag o+ 0., Hlay ++ 0.0, |
1 - 0 0 - 0 raqq Ay alj Qg
0 01 - 0% = Qi 4a; - Qn| E A
O 1 O oo 0 ) a]l cee a]l af]] ces ajn — .
o - 0 0 - 1 (a1 e Ay anj o App

Teorema 2.5: Se A e B séo matrizes quadradas de ordem n, entdo a matriz A é equivalente
por linhas & matriz B se, e somente se, existem matrizes elementares Ei, E;, E3, ..., E}
quadradas de ordem n tais que Ey.E;,_1.---.E;.E{.A =B .

Demonstracéo: Por definicdo, para que uma matriz A de ordem n seja equivalente por linhas

a uma matriz B de mesma ordem, devem existir transformacdes elementares ey, e, e3, ..., €

tal que e, ( (ez (el(A)))) = B. Pelo teorema 2.4, e, ( (ez(el (A)))) = e ( (ez(El.A))) =
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= ey (... (Ey.E1.A)) = E},.-+.E,.E;.A = Bcomcada E; = e;(I,), paratodo i € {1,2, ..., k}.

Teorema 2.6: Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa também é uma matriz
elementar.

Demonstracédo: Consideremos a transformacdo elementar e que transforma I, na matriz
elementar E, ou seja, e(I,,) = E. Consideremos e~! a transformagdo elementar inversa de e,
ou seja, se e for a permutacdo das linhas L; e L; da matriz I, entdo e~ ! sera a transformagéo

permutacdo das linhas L; e L; da matriz E; se e for a multiplicagao de uma linha L; da matriz
I, por um escalar k = 0, entdo e~! sera a multiplicagdo da linha L; da matriz E pelo escalar%

e se e for a substituicdo de uma linha L; da matriz I,, pela adi¢éo da linha L; com o produto de

um escalar k # 0 por uma linha L;, entdo e " serd a substituicdo da linha L; da matriz £ pela

adigdo da linha L; da matriz E com o produto do escalar - k pela linha L; da matriz E.

Assim, fica evidente que e '(E) = I,,. Se aplicarmos a transformagdo e~ em I,,
temos uma matriz elementar F, ou seja, e 1(I,)) = F e, pelo teorema 2.4, teremos F.E = I,,,
ou seja, F é a matriz inversa da matriz E, portanto F = E~1, concluindo entdo que se E é uma
matriz elementar, entdo é invertivel. Como F = E~! ¢ obtida através de transformacdes

elementares na matriz I,,, entdo F = E~! é também uma matriz elementar.

2.5.2 Matriz escalonada

Definicdo: Uma matriz A de ordem m X n é apresentada na forma escalonada se:

I) O primeiro elemento ndo nulo em cada linha da matriz A é igual a 1;

I) Cada coluna da matriz A que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma
linha, possui todos os outros elementos iguais a zero;

[11) Todas as linhas nulas se encontram abaixo de todas as linhas ndo nulas;

IV) Se as linhas ndo nulas da matriz A forem Ly, Ly, L3, ..., Ly, sendo a;; 0 primeiro
elemento ndo nulo da linha L;, entdo os elementos ndo nulos das linhas Lj,Ls, ..., L
ocuparéo, respectivamente, as posi¢des ay;’, as; ", ..., ay; .. COM j < j < j <o <j+

Exemplo: Seja A a matriz de ordem 3 X 4 a seguir:

1 0 0 2
A=10 1 0 1| A matriz apresentada se encontra na forma escalonada, pois
0 0 1 -3

satisfaz as condigdes I, 11, 111 e IV da defini¢do acima.
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Teorema 2.7: Toda matriz é equivalente a uma matriz na forma escalonada.

Demonstracéo: Seja A uma matriz quadrada de ordem m X n, se a primeira linha for nula
entdo a condicdo (I) é satisfeita nessa linha. Se por acaso a primeira linha possuir algum
elemento diferente de zero, por exemplo a;;, entdo através da transformacdo elementar de
multiplicar por escalar, multiplicamos a primeira linha por —, satisfazendo com isso a

alj

condicéo (I). Para cada linha a partir da segunda, somemos —a;;, i # 1 vezes a primeira linha

i
com a i-ésima linha, assim, obtemos uma matriz cujo primeiro elemento ndo nulo da primeira
linha é 1 e ocorre na j-ésima coluna, ademais, todos os outros elementos da j-ésima coluna séo
iguais a zero. Considerando a segunda linha da matriz A, se a mesma for nula, ndo ha nada o
que fazer, caso exista algum elemento diferente de zero, procedemos de forma similar ao
realizado na primeira linha. Como o ndmero de linhas da matriz € limitado, no caso m,
repetindo o processo acima descrito, ao chegarmos a m-ésima linha, teremos satisfeito as
condicdes (1) e (I1). As condicbes (I11) e (IV) poderdo ser satisfeitas de maneira bastante
simples através de permutacOes entre as linhas da matriz. Desse modo, obtemos uma matriz B

na forma escalonada, equivalente por linhas a matriz A.

Teorema 2.8: Uma matriz A, quadrada de ordem n que possui uma linha nula ndo é

invertivel.

Demonstracéo:
(11 Az 0 Ayt Qip
Qz1 Qgp -+ Qgj o+ Qg

swonmaa=| ¢ o 5 bl
[ap1 Qpz o Qny 0 Qg

Se A for invertivel, entdo deve existir uma matriz B, quadrada de ordem n tal que A.B = I,,.

_bll b12 blj ot bln_
by1 byy - byp - by
Suponhamos B =1 . © 5 Inotemos que o produto A. B tera a i-ésima
by b o by o by
_bnl an bnj bnn_

linha nula, pois a i-ésima linha sera determinada por:

E, portanto, L, =[0 0 .- 0 - 0], fazendocomque A.B # I,, para todo B.
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Logo, A ndo é invertivel se possuir uma linha nula.
Os teoremas vistos até agora nos ddao embasamento para obter dois resultados muito

importantes acerca de matrizes:

Teorema 2.9: Uma matriz A de ordem n é invertivel se, e somente se for equivalente por
linhas a matriz identidade.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que A é uma matriz invertivel de ordem n. Pelo teorema 2.8, A ndo
possui linhas nulas, além disso, pelo teorema 2.7, A € equivalente por linhas a uma matriz na
forma escalonada. Portanto A é equivalente por linhas a I,,.

(<) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, equivalente por linhas a matriz I,. Pelo
teorema 2.5, existem Ey, E;, E3, ..., E;, de modo que Ey.E,_4.-:-.E;. E1. A = I,. Pelo teorema
2.6, temos que Eq, E;, E3, ..., E;, sd0 todas invertiveis, por serem matrizes elementares, entéo
existem ET L, E; Y ESL, ..., E; Y, de modo que E7L.E; = I, paratodo i € {1,2,3, ..., k}. Assim,
multiplicando a esquerda ambos 0os membros da igualdade Ej, E,, Es,...,Ex.A =1, por
E;l. .. E3LE;YETY temos: (B . ...Ey . EytE{Y).Ey, By Es, ... B A = (E7. .. .E7 Y Ey L ET V).,
E, utilizando a propriedade associativa do produto de matrizes, temos:
A=E;l .. E31.E;1.E[ e, pelo teorema 2.3, o produto de matrizes invertiveis é invertivel,

portanto A é uma matriz invertivel.

Teorema 2.10: Se A é uma matriz invertivel de ordem n e uma sequéncia de transformacdes
elementares sobre as linhas de A reduz A a matriz I,,, entdo esta mesma sequéncia de
transformacdes elementares aplicadas as linhas de I,, produzira a matriz A~

Demonstracdo: Se A € invertivel, entdo pelo teorema 2.9, A é equivalente por linhas a matriz
I, e, pelo teorema 2.5, existem Ej, E,, Es, ..., E;, de modo que E.Ey_q.-+.E,.E;.A=1,.
Como por hipétese A é invertivel, entdo existe a matriz A~1. Multiplicando a direita a
igualdade E;.Ej,_q.++-.E,.E;.A =1, por A=' temos Ey.Ex_q. - . E,. E{. A.A” = 1,.A71, de

onde obtemos Ey,. Ex_q.++-.E5. E;. 1, = A™L.

Os teoremas 2.9 e 2.10 constituem um instrumento muito importante e eficiente na
determinacdo da invertibilidade de uma matriz e o calculo da matriz inversa, popularmente

conhecido como método de Gauss-Jordan.
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Seja A =

2 1 0
0 -3 2
1 1 0
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. Apliqguemos simultaneamente as transformagdes elementares

nas linhas da matriz A e da matriz I3 de modo a reduzir a matriz A a matriz I5:

2 1 0/1 0 0 2 1 01 0 0
[All=l0 =3 2{0 1 o|Ls > L,—Lsflo =3 2[0 1 oL > L, —2L,
1 1 olo o 1 1 0 ol1 o -1
0 1 0-1 0 2 01 0/-1 0 2 —
>0 =3 2(0 1 0L > L;+3L |0 0 2[-3 1 6L > 5L
1 0 ol1 0 -1 1001 0o -1
[0 1 ol-1 0 2] o 1 ol-1 0 2
>0 0 1|-3 3 3[LSLf1 0 o|l 0 1B
1 0 0]1 o -1 00 1]=3 3 3
1 0 oll 0 —1]
-0 1 o7l 0 2|=[n]a™]
0 0 1|73 3 3]
1 0 -1
Portanto A"t =|—1 0 2
3 1
~2 1 3
2 2
2 1 o1 0 -1
Isto podeserfacilmenteverificadofazendoA.A‘1=[0 -3 2]. _% 0 2
1 1 o[- 5 3
3 1
2.1+1.(—1)+0.(—5) 2.0+ 1.0+0. 2.(-1)+12+03 ]
= 0.1+(—3).(—1)+2.(—§) 0.0+(—3).0+2.§ 0.(=1) + (=3).2 + 2.3| =
114 1.(=1) + 0. (— %) 10+1.0+0.; 1.(-1)+12+0.3
2-1+0 0+04+0 —2+2+0] [1 0 O
=[(0+3-3 04+0+1 0-6+6|=|0 1 O0|=I3.Demaneiraanaloga, temos
1-1+0 0+040 —-1+2+0l lo 0o 1
10 -1 1 o0
Ata=(710 2 .[0 -3 2|=
-5 5 31t 1 0

12400+ (-1).1 1.140.(=3)+(-1).1 1.0+0.2+ (=1).0

| "1.2+00+2.1
3 1
_E'2+5'0+3'1

2+0-1
—-2+0+2

-3+0+3

—1.1+0.(=3) + 2.1
—%.1 +5.(=3)+31

1+0-1 0+0+0
-1+0+2 0+0+0

> 3+3 0+1+0
2 2

|

—-1.0+ 0.2 + 2.0
3 1
_5'0+5'2+3'0

1 0 0
01 0
0 01
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3 DETERMINANTES

Consideremos n > 1 pertencente ao conjunto dos ndmeros naturais. Seja X, =
{1,2,3,...,n}. Enunciamos que toda funcdo bijetiva f:X, — X, € uma permutacdo do
conjunto X,,.

Vamos representar uma permutacéo f de X,, em X,, por

_[ 1 3 i g n ]
=lrw r@ @ ~ f@ — f - f0

Exemplos:

a) Quando n =1, temos X; = {1} e temos uma possivel bijecdo de X; — X;, a saber,

fidentidade = [ﬂ

b) Quando n = 2, temos X, = {1,2} e temos duas possiveis bijeces de X, —» X,, a

saber, figentidade = [1 ;] ef = [%

c) Quando n = 3, temos X3 = {1, 2,3} e temos 3! = 6 possiveis bijecGes de X; - X5, a
) P A R PO 1 PO 1 PR L R

Denominaremos K ao conjunto formado pelos pares ordenados (i,j),com1 <i <j <
n, nos quais f(i) > f(j) e n(K) ao nimero de elementos de K. Denominaremos ainda por
sng(f) ao sinal da permutacgéo, da seguinte maneira:
sng(f) = 1,sen(K) épar
sng(f) = —1,sen(K) éimpar .
Exemplos:
a) Consideremos f = [1 2 3] os pares (i,j),com1<i<j<nsdo (1,2),(1,3) e
(2,3), notemos que f(1)=1<f(2)=3;f(1)=1<fB3)=2 e f(2)=3>
f(3) = 2, portanto K = {(2,3)}, o0 que implica que n(K) = 1, que € impar, portanto
sng(f) = —

b) Consideremos f = [1 2 3

3 1 2
(2,3), notemos que f(1)=3>f2)=1f1)=3>f(3)=2 e f2)=1<

], os pares (i,j), com1<i<j<nsdo (1,2),(1,3) e
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f(3) =2, portanto K = {(1,2),(1,3)}, o que implica que n(K) =2, que € par,
portanto sng(f) = 1.
De acordo com o sinal, classificaremos uma permutagdo como par, se sng(f) = 1, ou

impar, se sng(f) = —1.

Consideremos A = [aif]n uma matriz real. Consideremos também o produto
sng(f). air1y- Azr(2)- A3p(3)- - Anpn), COM f sendo uma permutagdo do conjunto X,,.
Notemos que nesse produto aparecem, como fatores, somente um elemento de cada linha da
matriz A, pois os indices correspondentes as linhas variam de 1 até n, sem repeticdo; e
aparece também, somente um elemento de cada coluna da matriz A, uma vez que os indices
correspondentes as colunas ndo se repetem pois f é bijetiva. Notemos ainda que temos n!
possiveis permutagtes em X,,, portanto n! produtos sng(f). air1). @zf(2)- A3£(3)*** - Anf (n)-

Definiremos o determinante da matriz A, como sendo a soma das n! parcelas

sng(f)- a1 1y- Qaf2)- @37 (3)- - Anf (n), OU AINMA:

det(A) :ang(f)'alf(l)'azf(z)'asf(s)'”"'anf(n)

Notemos que, considerando M,, como sendo 0 conjunto de todas as matrizes reais

------

A € M, faz corresponder um escalar real k tal que det(A) = k. Tal funcdo ndo é bijetiva,
pois embora seja sobrejetiva ndo € injetiva.
Se A = [aq41], temos det(A) = aq;.

a1 a

SeA = [a21 a

12 . ~
22], temos as seguintes permutagoes:

fi= E 3] o que implica que K; = @, ou seja, n(K;) = 0, que é par, portanto

sng(fy) = 1.

fo = B ﬂ 0 que implica que K, = {(1,2)}, ou seja, n(K,) =1, que € impar,

portanto sng(f;) = —1.
Logo, det(4) = aq1.a3; — aq3. Ay

a1 A2 4g3
a1 dpp dz3
az; dz; dazz

fi= [1 ; g] 0 que implica que K; = @, ou seja, n(K;) = 0, que é par, portanto

sng(fi) = 1.

SeA = , temos as seguintes permutacdes:
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1 2 3
f2_231

portanto sng(f,) = 1.

fz = [; i ;] o0 que implica que K3 = {(1,2), (1,3)}, ou seja, n(K3) = 2, que é par,

], o0 que implica que K, = {(1,3),(2,3)}, ou seja, n(K,) = 2, que é par,

portanto sng(f3) = 1.
], 0 que implica que K, = {(2,3)}, ou seja, n(K,) = 1, que é impar,

portanto sng(f;) = —1.

fs = [; g ﬂ 0 que implica que K5 = {(1,2),(1,3),(2,3)}, ou seja, n(Ks) = 3, que

é impar, portanto sng(fs) = —1.

fe = B i g] 0 que implica que K¢ = {(1,2)}, ou seja, n(Kgz) = 1, que é impar,

portanto sng(f;) = —1.
Logo:

det(A) = ay1.a33.a33 + A12.033.a31 + Aq3.A1.A32 — Aq1.03.A33 — Aq3.022.031 — A12.021.033

Vejamos alguns exemplos:

. 12 5 .
a) Sejad = [_3 _4], uma matriz de ordem 2.
Por definicdo, det(A) = 2.(—4) — 5. (—3), portanto, det(4) = 7
-2 1 0
b) SejaB=|[-1 2 3], uma matriz de ordem 3.
0 -2 5

Por definicao,

det(A) = —2.2.5 + 1.3.0 + 0.(=1). (=2) — (=2).3.(=2) — 0.2.0 — 1.(=1).5
det(A) =-20+0+0—-12—-0+5

det(4) = —27

3.1 PROPRIEADES DOS DETERMINANTES

Representando cada linha de uma matriz real A, quadrada de ordem n, por
Ay Ay, Az, ..., Ay, em que A; = (a;, aip, Ay3, .., A5, ), Para todo i € {1,2,3,...,n}, podemos,

com finalidade de facilitar a notagdo, representar a matriz A na seguinte configuracao:
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(A1 Ay
A; A,
A; As
A =1 : |, cujo determinante representaremos por det(A) = | :
A; A;
A, ] A,
A funcgéo determinante goza das seguintes propriedades:
Aq 4Aq Ay Ay Ay
A, A, A, A, A,
As As A; A; As
1) Dada a matriz A= : | = : , entdo| =[i|+k|:] ou
Al 1A+ kA A+ kA A, A
A, A, A, A, A,
seja, a funcéo det(A) é linear em cada uma das linhas separadamente da matriz A.
1) Dada matriz real A quadrada de ordem n, e um escalar real k, temos det(k.A) =
k™. det(A).
1)  Considerando I,, com sendo a matriz identidade de ordem n, temos det(1,,) = 1.
IV)  Se de uma matriz A quadrada de ordem n for obtida uma matriz B através de uma
transformagdo elementar do tipo L; « L;, com i # j (permutacdo entra duas
linhas), entdo det(B) = —det(A).
_Al_
A,
A o
V) SeA=) . |edA; =4, comi#*j entdo det(4) = 0.
4
A, ]
_Al_
A,
A L N
VI) SeA=)|.|ed; =kA,comi=*jek =0, entdodet(4) = 0.
4
A, ]
VII) Dadauma matriz real A, quadrada de ordem n, temos det(A4) = det(A").
VIIl) Dadas duas matrizes reais A e B, quadradas de ordem n, temos det(A.B) =

IX)

det(A).det(B).

Uma matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.



X)

X1)
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Dada uma matriz real A, quadrada de ordem n, cuja uma linha, digamos L; € a
combinacao linear de duas outras linhas, entdo det(A) = 0.

Se uma matriz B, quadrada de ordem n é obtida a partir de uma matriz A, também
quadrada de ordem n, na qual somamos uma linha, com um multiplo de outra,

deixando as demais linhas inalteradas, entdo det(B) = det(A).

As propriedades dos determinantes sdo de fundamental importancia para obtencdo de

resultados mais rapidos.

Demonstracoes:

1)

Como vimos, por definigdo a fungdo determinante de uma matriz real A, quadrada
de ordem n € det(A) = Xrsng(f).airay Azr2)-A373)- " - Anf(n), COM 7!
parcelas e que em cada parcela aparece somente um elemento de cada linha da
matriz A. Sendo assim, se 0s elementos de uma das linhas da matriz, digamos a i-
ésima linha, forem A; = (a;; + k.a;, a;, + k.a;y, a;3 + k.ags, ..., a;, + k.a;,),
ao calcularmos o determinante da matriz A, em cada uma das n! parcelas do
somatorio, aparecera um fator do tipo (ais ) + k. ais(;)), 0 que fard com que
det(A) = Xrsng(f). air1y- Azr(2)- Azp3)- - (a;f(l-) + k.a;}(i)). At ) e,
pelas propriedades operacionais dos somatérios, temos:
det(A) = z sng(f). air)- Gzp ). Azf3)- - - (a;f(l-) + k. a;'f(l-)). () =
f
= Ssng (). arry- Gz Q373 ig oy - Qn ) +
+sng(f).a1f(1).azf(z).agf(g).--~.k. a;'f(l-). .anf(n)} =

:Zf sng(f) alf(l). azf(z). a3f(3). cee, al-f(l-). cee, anf(n) +

k. z Sng(f) alf(l). azf(z). a3f(3). e aif(i). e anf(n)
f

Aq Aq Aq
Ay Ay A
Az Az Az
Portanto, : =|:i|+k.]|:
A+ kA |4 A
A, A, A,

Mostrando com isso que a fungdo determinante é linear em cada uma das linhas de

uma matriz A, separadamente.



1)

1)

V)

V)

50

E uma consequéncia da propriedade |, pois sendo uma matriz real A de ordem n e

_k.Al_
k. A,
k. Aj

um escalar real k, temos k. A = e o determinante de A, por definicdo sera

k. A;

k.4, ]
det(kA) = Zf sng(f)kalf(l)k azf(z) k. a3f(3) e kanf(n) =
= Zf Sng(f)kk k.- k cA1r(1)- Q27 (2)- A3F(3)- """ - Anf(n) =

n fatores

= k". Z Sng(f) alf(l). azf(z). azfzy-"- anf(n) = k". det(A)
f

Como sabemos, dada uma matriz quadrada de ordem n, temos det(A) =
X sng(f). airay- Az 2)- A3F(3)- " - Anf (), COM 1! parcelas e que em cada parcela
aparece somente um elemento de cada linha da matriz A. Portanto, no célculo do
determinante da matriz identidade de ordem n, somente uma das parcelas do
somatorio , a saber, a;1.ay;. az;. . a,, € ndo nula e, por tratar-se do produto dos
elementos da diagonal principal, que sdo todos iguais a 1, além de essa parcela ser
obtida atraves da permutacao fizentidade € SN9fidentidade )=1, temos det(l,) =
1.

Ao permutarmos duas linhas de uma matriz A, obtendo com isso uma matriz B,
cada uma das parcelas do somatorio da funcdo determinante, det(B), tera ainda 0s
mesmos elementos das parcelas da funcdo det(A), porém com ordens de indices
diferentes, o que acarretard a mudanca de sng(f) em cada uma das parcelas,
implicando com isso que det(B) = —det(A).

Imaginemos uma matriz quadrada A, de ordem n, com duas linhas iguais,
digamos L; e L;. Se obtivermos através de uma operagdo elementar do tipo L; &
L;j, com i # j, uma matriz B a partir da matriz A, entdo A = B, pois permutamos
duas linhas iguais. Isso acarreta que det(B) = det(A), mas, pela propriedade 1V,
vimos que ao permutarmos duas linhas de uma matriz A, obtemos uma matriz B tal

que det(B) = —det(A). Das duas igualdades, obtermos que det(A) = 0.
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— Al
A;
Aj
Pela propriedade I, temos que A =| : |, com k um escalar real, entdo det(4) =
k.A;
| 4,
Ay Ay
A, A;
A; Aj
i | =k.| | Suponhamos que na matriz A, exista uma linha, por exemplo a
k. A; A;
Ay Ay
Ay Ay Ay
A; A, Ay

j-ésima, tal que L; = k.L;. Teremos entdo, det(4) = |A;| =| A; | =k.|A;] e,

] k.AL Al

Ay Ap Ay
Aq
Ay

pela propriedade V, temos | 4; | = 0, portanto, det(A) = k.0 = 0.

Seja A = [ai]-]n uma matriz real e A' a sua transposta. Se f é uma permutacédo de
n elementos, entdo, a‘;r) = ap;); para todo i,j € {1,2,..,n}. Sabemos, por
definicdo que det(A") = X;sng(f).aray1-Ar2)2-Af(3)3-*** - Af(nyn € COMO f €
bijetiva, existe f~! de modo que quando i = f~1(j), temos Ay = Gp-1(5)-
Portanto, temos ag(1y1- Ar2y2- - Ar(yn = Q1f-1(1)- Azf-1(2)- """ - Anf=1(n) € COMO
fof ™1 = fuentidade © SNG(F igoniqade)="1: €NtAO £ € £~ possuem o mesmo sinal, ou seja,
sng(f) = sng(f~"). Notemos ainda que f percorre todas as permutaces de grau n e
f~!  também  percorre, pois €é a inversa de f. Sendo  assim,
det(AY) = ¥ rsng(f).apay1-Ar2)2- A (3)3- " - A (myn =

-1
Zfsng(f ).alf_l(l).azf-l(z).---.anf-l(n) = det(A).
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VIII) Sejam A = [aif]n’ B = [bif]n eC = [Cif]n’ tal que C = A. B, temos por definicdo
n
do produto de matrizes que c;; = Z ;. by, paratodo i,j € {1,2,3,...,n}.
k=1

Entao,

€11 €12 " Cin

X, -biy1t X aik, b,y v Xaik,-bin

Zankl-bkll Zankz-bkzz Zankn-bknn

det(C) =

Ch1 Cn2 " Cnn
Utilizando a propriedade I, que trata da linearidade da fungdo determinante em
cada uma das linhas de uma matriz, a propriedade VII, que garante a linearidade

também nas colunas e, por sabermos que det(A) = det(A"), temos

det(C) =ZZ Z

o T kn |k, -be,n Qnky-biy2 0 Qui,-Din

A1, b1 Ak, biy2 0 Qa,-Dign

Utilizando novamente a linearidade nas n colunas (Propriedade | e Propriedade VII),

temos:

A1k, Ak, - g,

det(C) = Z Bev-ba b | 0
(k. k)

A1k, QAnk, = Onk,

Eliminemos as parcelas em que k; = k; quando i # j, pois, caso contrario, teremos

A1k, Ak, = Ak,
N . . . =0
A1k, Ank, °° Qnk,
1k, Ak, - A1k,
det(C) = Z bkll'kaZ'“"bknn . : : -
kikz,ky 1k, Ank, °° Qnk,
( ki#k; )

A1k, Ak, - Ak,

Com a eliminacéo das colunas iguais, a matriz [ ] tem as mesmas

A1k, Ank, °° Qnk,
colunas da matriz A, porém permutadas através de um determinado f. Assim, a matriz

A1k, Ak, - Ak,
: : ' ] tem determinante igual ao produto de sng(f) por det(A), o
A1k, Ank, °° Qnk,

que implica que

det(C) = X(f) biy1-biy2- - by, n - sSG(f). det(A)

det(C) = det(A). X(r)ysng(f).by,1-biy2-"* b n

Como uma permutacao e sua inversa tem mesmo sinal, entéo

XSG (). by 1-biyz. -+ b n = Xy SNG(f). bige, - bogey- - by, » 0 que implica
que det(C) = det(A). Xy sng(f).bik,-boky- - bnk, = det(A).det(B).
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(=) Se A= [aif]n é uma matriz real invertivel, entdo existe A~! real tal que
AL A=A.A"1=1,. Fazendo det(A71.A) =det(A.A™') =det(l,), pela
propriedade VII1, temos det(A.A™1) = det(A).det(A™!) = det(A™1).det(4) =
det(A.A™1). Por essas duas igualdades, temos que det(A4).det(4™!) =
det(A™1).det(A) = det(l,) mas, pela propriedade Ill, temos que det(l,) = 1.
Portanto, det(A).det(A™!) = det(A™1).det(A) =1 o0 que nos mostra que
det(A) # 0.

(&) Se A é uma matriz quadrada de ordem n tal que det(A4) # 0, entdo todas as
linhas de A sdo ndo nulas. Pelo teorema 2.7, toda matriz é equivalente a uma
matriz na forma escalonada, portanto, existe uma matriz B equivalente por linhas a
matriz A com todas as linhas ndo nulas. Logo, B = I,, e, pelo teorema 2.9 temos
que A € invertivel.

_Al_
Az

Suponhamos que A=|, | € que A; =a.4; + .4, com «,f €R. Entdo,

Ay
A, ]
Ay Ay
A; A
O!Aj+ﬁAk (X.A]+ﬁAk
A= A e det(A) = A , mas pela propriedade I, temos
J J
Ay Ay
A An




X1)

que det(A) =

det(4) = 0.

Seja A =

permanecendo as demais linhas inalteradas. Entéo, B =

det(B) =

pela propriedade V, det(B) =

A A A
A_z 42 Ag
‘|:‘ B. Ay } Ak
1‘;1' =a. J + 0. Aj
Ay al 4
A sl a,

+k.0=

e, pela propriedade |, det(B) =

54

e, pela propriedade V, temos que

. Suponhamos que uma matriz B é obtida atraveés da soma da

A; + k.4 |. Assim, temos

j
Ay
Ay Ay
Ay Ay
Az Az
A;| + k. |4 |. Temos ainda,
4 4
A, A,
= det(4).
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3.1.1 Alguns comentarios

A propriedade VII é de extrema importancia aos determinantes, pois ela permite-nos
assumir todas as outras propriedades vistas até o momento com linhas de matrizes para as
colunas das matrizes.

A Propriedade IX tem fundamental importancia no estudo dos determinantes. Ela
estabelece um critério de invertibilidade de uma matriz, ou seja, para sabermos se uma matriz
é invertivel, basta verificarmos se o seu determinante é diferente de zero. Além disso, essa
propriedade permite-nos, juntamente com outros conceitos, determinar a inversa de uma
matriz, caso ela exista, como veremos mais adiante.

Em geral, 0 célculo de  determinantes  através da  funcéo
det(A) = X5 sng(f). aif1y- Azr(2)- A3f3)- " - Anf (n) € UM tanto quanto trabalhoso, uma vez
que para n =4, o célculo do determinante por essa maneira torna-se inviavel, pois um
conjunto com 4 elementos, ja possui 4! = 24 possiveis bijecdes e portanto uma soma com 24
parcelas no determinante. Com 5 elementos, ja seriam possiveis 5! = 120 bijec6es e portanto
uma soma com 120 parcelas no determinante. Para isso existem outras técnicas para o calculo

dos determinantes, que abordaremos a seguir:

3.2 METODOS PARA O CALCULO DE DETERMINANTES

3.2.1 Regra de Sarrus para o calculo do determinante de uma matriz de ordem 3

Exemplo:
-1 2 4
SejaA=|—-2 3 1|umamatriz de ordem 3.
3 =25

A regra de Sarrus consiste em acrescentar, geralmente a direita do determinante, as duas

primeiras colunas da matriz, obtendo a seguinte configuracdao:

As diagonais tracadas em vermelho denominaremos diagonais principais e as

diagonais tracadas em verde séo as diagonais secundarias.
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O determinante da matriz é a soma dos produtos dos elementos das diagonais
principais com os simétricos dos produtos dos elementos das diagonais secundarias:
det(4) = —1.3.5 + 2.1.3 4+ 4.(=2).(=2) — 4.3.3 — (—-1).1.(-2) — 2.(-=2).5
det(A) =—-154+6+16—-36 —2+ 20
det(4) = —11
Notemos que a regra de Sarrus nada mais € do que a aplicagdo implicita da funcéo

det(A) = Zf Sng(f) A17r1)- A2F(2)- A3F(3)- """ - Anf (n)-

3.2.2 Regrade Laplace para o célculo do determinante

A regra de Laplace ¢ amplamente utilizada para o célculo de determinantes de
matrizes de ordem n, com n > 4, pois através dessa regra, de forma recorrente, diminuimos a

ordem dos determinantes a serem calculados a cada interacéo.

3.2.2.1 Menor complementar

Seja A= [ai]-]n uma matriz. Considerando um elemento a; da matriz A,
denominamos o menor complementar do elemento a;; e representamos por D;;, como sendo 0

determinante que obtemos ao suprimir na matriz A ai — ésima linha e a j — ésima coluna.

Exemplo:
ray; - Ay A Qg e Qg
Ap1 -+ Qpy Apj Apg -+ Qpp
A=|% - Qi G Qg -+ Qin | Considerando o elemento a;;, temos que
i1 - G G G e Ggn
(A1 " Ani Apj Qug "t Oppd
ay; e Qg Qg e A
Apy =+ Qpg Apg -+ Apn|
Djy=\4. .. @ a. .. a.|€O0seumenorcomplementar.
51 Yi ik Jn
ap1 " QApp Qug " App
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3.2.2.2 Complementar algebrico do elemento a;; ou cofator de a;;

O complementar algébrico ou cofator do elemento a;; sera representado por A;; e, por
definicdo, 4; = (=1)'*7.D;;.

O determinante de uma matriz A, pela regra de Laplace é - considerando uma linha
qualquer (ou coluna), por exemplo a i — ésima - a soma do produto de cada elemento da

linha (ou coluna) pelo seu respectivo cofator, ou seja:

n

det(A) = ail.Ail + aiz.Al’Z + -+ am.Am = z aik.Aik

k=1
-1 2 4
Exemplo: Seja A=|-2 3 1| uma matriz de ordem 3. O determinante de A4,
3 -2 5
segundo a regra de Laplace € dado por:
_ 4+ |31 a2 |21 43 |72 3
det(4) = —1.(-D'*1| = 5|+2.( D 5|+4.( 1) | ; _2|

det(A) = -1.(-1D2.(15+2)+ 2.(-1)3.(-10-3) + 4.(-1D*. (4 —9)

det(A) = —1.1.17 + 2.(=1).(=13) 4+ 4.1.(=5)

det(4A) = =17 + 26 — 20

det(4) = —11

Notemos que, para a realizacdo do calculo, foi escolhida a 12 linha da matriz A, porém,
poderiamos ter escolhido qualquer uma das outras linhas para o calculo do determinante e, de
acordo com a propriedade VII, poderiamos também ter utilizado qualquer uma das colunas
em vez das linhas.

A regra de Laplace também é uma aplicacdo implicita da funcdo det(A) =

X sng(f). aipny- A2f2)- 33" - Anf (n)-

3.2.3 O método da eliminacdo de Gauss

O metodo da eliminacdo de Gauss fundamenta-se no teorema a seguir:

Teorema 3.1: Se A = [ail']n uma matriz triangular inferior (respectivamente superior), entao

temos det(A) = aq;.ay;.a33.**. Ayy, OU Seja, 0 determinante de uma matriz triangular é o

produto dos elementos da sua diagonal principal.
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Demonstracdo: Demonstraremos esse fato utilizando inducdo sobre n em uma matriz
triangular inferior, lembrando que para as matrizes triangulares superiores a demonstracao é
anéloga.

Verifiquemos paran = 2:

Seja A = [Z“ aO ] Por definicdo, det(A) = ay;.ay, — aqp.ay;, Porém, em uma
21 22

matriz triangular inferior, temos a; = 0, sempre que i <j, assim, temos det(4) =
ai1.az; — 0.ay1, 0 que implica que det(A4) = ay1.a,; que é o produto dos elementos da
diagonal principal. Portanto, para n = 2 a afirmacao € verdadeira.

Por hipdtese de inducdo, seja A = [aif](n—l) uma matriz triangular inferior tal que

det(4) = 0.

Calculemos o determinante de uma matriz A = [ai]-]n, triangular inferior:

Utilizando a regra de Laplace aplicada a 12 linha da matriz A, temos:

det(A) = Yj=1 a1i- A1 = A11.A11 + a12. 412 + - + aq,. Ay, Mas como a; =0,
sempre que i < j, entdo det(A) = a;1.A11 + 0.4, +0. 413 + -+ 0. A41,, = a41.A11 temos
ainda que Ay, = (=1)*1.D;; = (=1)%2.Dy; = Dyy, 0 que faz com que det(A) = a;;1.Dy;.
Mas D;; é o determinante da matriz obtida ao suprimirmos a 12 linha e a 12 coluna da matriz
A, portanto uma matriz quadrada de ordem n — 1, cuja diagonal principal sdo os elementos
Ay7,033,Q44, ", Any, €, POr hipOtese de inducdo, Di; = ayp.033.0Q44. . Ayy. ASSIM,
det(A) = ay1.D11 = aq1.(Ap2.A33.Q44. " . Q) = Aq1-Ap7. A33. Agq. " . Ay QUE € 0 produto
dos elementos da diagonal principal da matriz A, como queriamos demonstrar.

Dada uma matriz A = [aif]n’ 0 método da eliminacdo de Gauss consiste em aplicar as

propriedades dos determinantes com a finalidade de se obter uma matriz B = [bif']n que seja

triangular, pois como vimos, calcular o determinante de uma matriz triangular € tarefa
bastante simples.

Vejamos um exemplo da aplicagdo do método da eliminagdo de Gauss no calculo do

-1 2 4
determinante damatrizA =|-2 3 1]:
3 -2 5
1 2 4 -1 2 4 —11 2. 4
det(A)=|-2 3 1 = -2.11 -3 T3 = —2.3. T2 2 =
3 —2 Slrop. D 3 -2 5 | (Prop. D) 1 _% 2 (Prop. XI)

Facamos L, - Ly + Ly e L3 = Ly + L3.
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2 4 -1 2
1 7
= -6|% 7 z| = -62.(-3).|0 1
(Prop. XI) 1 417 (Prop. 1) 0 -1
3 3

Facamos L3z — L, + Ls.

-1 2 4
410 1 7

(Pro;f. XD 0 0

3.3 Determinantes e matriz inversa
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4
7 _

17 “
-7 (Prop. XI)

Uma das notaveis aplicacfes para 0s determinantes é a determinacdo da inversa de

uma matriz.

Vimos anteriormente que uma condicdo necessaria e suficiente para que uma matriz

A

de uma matriz a partir do seu determinante.

[aif]n possua inversa é o fato de det(A) # 0. Veremos agora como determinar a inversa

Dada uma matriz A = [aif]n’ representaremos por A" a matriz dos cofatores de A.

a1 ag
Assim, se A = afl a:ZZ
an1 Qn2
Bll
A matriz A=)t = Bfl
Bnl

denominamos matriz adjunta de A.

A1n Ay Ap
“n| entao A’ = A:“ A:ZZ
Ann Ant Apz
Bi> Bin
BEZZ BEZ”, com By
By, Bun

Aln
A2n .

Ann

= Aji,i,j € {1, 2, ...,n},

Teorema 3.2: Se A = [a;| € uma matriz e I, a matriz identidade de ordem n, entdo

A.A=A.A=det(A).I,

aq
~ . . az;
Demonstracdo:  seja A= :
anl
B11  Bi By
q= B:21 3:22 B:Zn
Bnl BnZ Bnn

25V) A1n
az; arp .

. A Cuja
An2 Ann

. Fazendo o produto A. A, temos:

matriz adjunta é
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a1 iz - Qip] [B1y Bz t Big €11 €12 ** C1n

- Az1 Az - Ax| |B B - B Ca1 Ca2 =+ Cop
AAd=|" oL T T i N Rl ., onde,

an1 Qp2 - Qpp Bn 1 Bn 2 Bnn Ch1 Cn2 Cnn

n

pela definicdo do produto de matrizes, c¢; = zk_laik.Bkj, mas como vimos, B;; = Aj;,

n
entdo, ¢;; = Z a;,. Aj . Consideremos os dois casos a seguir:
k=1
19 i = j implicaque c; = XF—1 ay. Ay = det(A4)

n
2°) i # j implica que ¢;; = Z ag- Aji . Analisemos essa situagao.
k=1

(a11 Az - Aip )
Az1 Az -+ Qo
Considerando A = @1 @iz -+ Qi | da qual obtemos uma matriz
a1 Gz - Qp
LAp1 QApz2 " Qpp
(a1 Az o Aip )
Az1 Az -+ Qo
A=|aqx ap - ap pela substituicdo da j — ésima pela i — ésima linha.
aj1 Az -+ Qi — lj-ésimalinha
LAp1 Apz2 -+ Qpp

Pela propriedade V, temos que det(A") = 0, pois A" possui duas linhas iguais. E, pela

definigéo de determinante, aplicada a j — ésima linha, temos det(A") = a;1. Ajy + a;3. Ajz +

n

n
ot Qi Ay = Zk 1aik.Ajk, 0 que implica que ¢;; = Z

ag.Aj = 0,quando i # j.
1

Assim,
det(d) 0 - 0 10 0
ad=| 0 @@ 0 e |0 LT 9 = deecay.t,
0 0 - det(d) 00 - 1
De maneira analoga se demonstra que A. A = det(A).1,,.
Teorema 3.3: Se A é uma matriz invertivel, entdo A™! = de:(A) A,

Demonstracéo: Se A é uma matriz invertivel, entdo det(A) # 0. Do teorema 3.2, temos que
det(A4).1, = A. A, multiplicando a direita ambos os membros da igualdade por A~1, temos:

[det(A).1,].A71 = [A.A].A~1. Aplicando a propriedade associativa do produto de matrizes,
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temos det(A).[l,.A 1] = A.[A.A™'] o que implica que det(A).A™! = A.I,. Dividindo
1 -

ambos 0os membros da igualdade por det(A), temos A~! = TR A.
-1 2 4
Exemplo: Sendo A = [-2 3 1], determinemos a inversa A~! da matriz A:
3 -2 5

Temos que det(A) = —11, o que, pela propriedade 1X garante sua invertibilidade.

Determinemos a matriz dos cofatores de A:

All AlZ A13
A =14, Ay Aysl, onde:

A31 A32 A33
Ay = (=D, _32 ;| = (—12.[35—1.(=2)] = 1.(15 + 2) = 17
Ay = (=1)1H2, _32 é| = (=1)3.[-2.5 - 1.3] = =1.(=10 — 3) = 13
Aps = (=113, _32 _32| = (=% [=2.(=2) =33] = 1.(4—9) = -5
Ay = (—1)2H, _22 ‘5L| = (—1)3.[25 — 4.(=2)] = —1. (10 + 8) = —18
Ayy = (=1)272, ‘31 g| = (—1)*.[~1.5— 43] = 1.(=5 — 12) = —17
Ay = (=1)2*3. _31 _22| = (=1)5.[=1.(=2) = 23] = -1.(2— 6) = 4
Ay = (—=1)3+, g ‘1*| — (—1)*[21—43] = 1. (2 - 12) = —10
Ay = (—1)342, :; ‘1*| = (=1)5.[-11—4.(=2)] = —1. (=1 + 8) = —7
Ags = (=1)343. :; §| = (=1)5.[-13-2.(=2)] = 1.(=3 +4) = 1

17 13 -5 _[17 —-18 -10
Assim, A" =|-18 —17 4 |,eamatrizadjuntade Aé A=|13 -17 -7|.
-10 -7 1 -5 4 1
-1 _ 1 -
Pelo teorema 3.3, A —det(A).A, portanto,
17 18 10 1
11 11 11
A" =——.[13 -17 -7|=|-— — —
-11 5 4 1 11 11 11
5 4 1
L 11 11 11-
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4 ALGUMAS NOCOES SOBRE POLINOMIOS

Consideremos um conjunto® 4, ndo vazio, com as operacdes de adicdo e multiplicagdo
tais que paratodo a,b,c € A,temosa+b € Aea.bEA.
Consideremos que em relacdo a adi¢do no conjunto A, temos as seguintes propriedades:
1) a+(b+c)=(a+Db)+c
1)) a+b=b+a;
1)  Jo € A4;a+ 0 =0+ a=a,onde o representa o elemento neutro aditivo;
IV) 3d'€4;a+d =d +a=o,nocaso, representamos a’ por —a
Com relacdo a multiplicacdo no conjunto A, temos as seguintes propriedades:
1) a.(b.c) =(a.b).c
I a.b=>b.a
1)) Jl1ed;al=1la=a
V) Va,b € A,a.b=0 =Da=ooub=o0
Temos ainda no conjunto A a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adigdo, ou seja,
a.(b+c)=a.b+a.c.
Consideremos um simbolo x & A ao qual denominaremos de indeterminada sobre A
considerando x° = 1 e x! = x.
Para todo n € N U {0}, definimos um polinémio p(x) com coeficientes no conjunto A
como sendo a expressdo formal p(x) = Y7 _o apx* = ag + a1 x + azx? + azx3 + -+ a,x",
em que para 0 < k < n os elementos a;, € A sdo denominados os coeficientes do polindbmio
p(x).
Denominaremos mondmios de grau k do polindmio p(x) as parcelas a,x*, com
k + 0 e ao coeficiente a, de p(x), denominaremos termo constante. Se p(x) = a,, dizemos
que p(x) é um polindmio constante. Se p(x) = 0, entdo p(x) é o polinémio nulo.
Em um polindbmio p(x), ndo nulo, existem n,i e NU {0} tal que a,+#0 e
a; = 0 Vi > n. Neste caso, dizemos que n é o grau do polindmio p(x) e representamos esse
fato por gr(p(x)) = n. Ao coeficiente a,, do termo de maior grau, denominamos coeficiente

lider de p(x). Caso o coeficiente lider de um polinémio p(x) seja igual a 1 entdo dizemos que

1 . ~ .~ T ~ . . ~
Conjuntos com as operagdes de adicdao e multiplicacdo que gozam das propriedades do conjunto A sao
classificados como dominios de integridade como veremos mais a frente.
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p(x) é um polindmio mdnico. N&o definimos grau para o polinémio nulo o(x) = 0 + 0x +
o4 0x™ 1+ 0x™.

Representaremos por A[x] o conjunto de todos os polindmios com os coeficientes no
conjunto A. Assim, Z[x] é o conjunto de todos os polinbmios com coeficientes inteiros, assim
como Q[x], R[x] e C[x] sdo, respectivamente, 0s conjuntos de todos os polindmios com
coeficientes racionais, reais e complexos. Notemos que os conjuntos Z, Q, R e C gozam das

mesmas propriedades do conjunto A.

4.1 IGUALDADE DE POLINOMIOS

Dados dois polindmios p(x) = ¥7_,axx* e q(x) = X7 _, bx* com coeficientes em

A, dizemos que p(x) = q(x) se a;, = by, paratodo k € {0, 1, 2, ..., n}.

4.2 ADICAO DE POLINOMIOS

Dados dois polindmios p(x) = ¥7_, a,x* e q(x) = ¥, bex* com coeficientes em
A, definimos a soma de p(x) com q(x), considerando m = n ao reescrever p(x) e g(x) com
as mesmas poténcias de x, como p(x) + q(x) = X*_o(ay + b)x* = (ag + by) + (a; +
b)x + (az + by)x% + - + (a, + by)x".
Exemplo: Dados os polindmios p(x) = —2 + 6x — 5x% + 2x* e q(x) = 8 + 6x2 +
5x3 — 7x* + 3x° em Z[x], temos:
p(x) +q(x) =(=2+8)+(6+0)x + (=5+6)x%(0+5)x3+ (2 — 7)x* + (0 + 3)x°
p(x) +q(x) = 6 + 6x + x> + 5x3 — 5x* + 3x°
Uma forma prética para resolver a adi¢ao de p(x) com g(x) é:
—2 +6x —5x? +0x3 +2x* +0x°
(+)  +8 +0x +6x% +5x3 —7x* +3x°

+6 +6x +x2 +5x3 —5x* +3x°

Portanto, p(x) + q(x) = 6 + 6x + x> + 5x3 — 5x* + 3x° .

Propriedades da adi¢ao de polinbmios
Para quaisquer p(x),q(x) e h(x), pertencentes a A[x]| a adi¢cdo de polindbmios goza

das seguintes propriedades:
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gr(p(x) + q(x)) < max{gr(p(x)), gr(q(x))}
[p(x) + q(x)] + h(x) = p(x) + [g(x) + h(x)] (associatividade)

) p(x) + q(x) = q(x) + p(x) (comutatividade)

IV) p(x) + o(x) = p(x), onde o(x) representa o polindmio nulo. (elemento neutro

aditivo)

V) p(x) + (—p(x)) = 0 (existéncia do polindmio simétrico ou inverso aditivo)

Demonstracdes:

Consideremos os polinémios p(x), q(x) e h(x), ndo nulos, pertencentes a A[x], tais

que p(x) = ¥ o arx®, q(x) = X7 o brx* e h(x) = Y,_,cpx*. Para as demonstracdes a

partir da propriedade 1l, consideremos, sem perda de generalidade, que n = m = r (basta

lembrar que um polindmio de grau m < n pode ser considerado como um polindmio no qual

os coeficientes a partir do m — ésimo, exclusive, sdo todos iguais a zero):

1)

)

1°. Consideremos n > m:

Seja c,, 0 coeficiente do n — ésimo termo da soma de p(x) com g(x). Como a partir
do m — ésimo termo (exclusive) de q(x) os coeficientes sdo todos nulos, pois
gr(q(x))zm,temOScn =a,+b,=a,+0=a,#0e,c;=0aq,+b;=0+0=0
Vi > n, pois gr(p(x)) = n, portanto:

gr(p() + q(x)) = n = max{gr(p(x)), gr(q(x))}.

2°. Consideremos n = m:

Temos ¢; = a; + b; = 0+ 0 = 0 Vi > n, pois gr(p(x)) = gr(q(x)) = n, mas, caso
b, = —a,, entdo ¢, = a,, + b, = a,, — a, = 0, implicando com isso que gr(p(x) +
q(x)) < n =max{gr(p(x)),gr(q(x))}.

Portanto, fica demonstrado que gr(p(x), q(x)) < max{gr(p(x)), gr( q(x))} sempre
que p(x) e g(x) forem polindmios ndo nulos.

Por definigo, [p(x) + q(x)] + h(x) = [XF_o arx® + X7 _o bex*] + Xy cpx® =

= Yhoo(arx® +bex®) + Xioo crx® =Xhoo(a + b )x* + Xy cext =

= Yi-ol(ax +b)x* + e x*] = X o[(ar +bp) + ¢ ]x* = Ti_olay + (b + c)]x* =
= Yk-olarx® + (b + c)x*] = Liog apx* + Ti_o(by +cr)x* =

= Yhooax® + [Thoo bix® + Xioo cex®] = p(x) + [q(x) + h()] .

) p(x) + q(x) = Tioo apx® + o brx® = Ti_o(apx® + byx*) = ¥i_o(ay + b)x* =

= Yr_o(by + ap)x* = Xp_o(bpx® + ax®) = Yoo bex® + i arx® = q(x) + p(x) .
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IV)Como 0 € A, entdo o polinbmio nulo o(x) € A[x] e podemos representa-lo por

V)

o(x) = ¥}_,0x*. Sendo assim, p(x) + o(x) = Xt _o apx* + Xr_, 0x* =

= Yhoo(arx® +0x*) = X o(ar + 0)x* =¥h_gapx* =p(x) , ou seja, o
polindmio nulo é o elemento neutro da adicao.

p(x) + q(x) = 0(x) & Ti_oax* + Xi_obx* = Xj_ 0x* &

& Yhoo(@x® + bex®) = ¥ 0x* & ¥i_o(ay + b)x* =Y, 0x* =

© a,+b, =0 < b, =—qy

Assim, q(x) = Xi_obx* = ¥ o(—a)x* = =Y _,a.x* = —p(x) é o polinbmio

simétrico (ou o inverso aditivo) de p(x).

4.3 MULTIPLICACAO DE POLINOMIOS

Dados dois polinémios p(x) e q(x), pertencentes a A[x], tais que p(x) = X7, apx*

e q(x) = X7_, bex", definimos a multiplicagio de p(x) por g(x) como sendo o polindmio

h(x) € A[x]; h(x) = ¥ ¢, x¥, onde ¢, = T, a;b,_;, ou seja, multiplicar p(x) por q(x)

consiste em multiplicar cada mondmio a;x‘ de p(x), i € {0, 1,2, ..., m}, por cada termo bjxf

de q(x), j €{0,1,2,...,n}, obtendo a;x". b;x/ = a;b;x"*/ e somando os resultados ao final.

Exemplo: Dados os polindmios p(x) = —2 + 6x — 5x% + 2x* e q(x) = 8 + 6x% +

5x3 — 7x* + 3x° em Z[x], obter o produto h(x) = p(x).q(x).

Solucao:

h(x) = (=2 + 6x — 5x% 4+ 2x*).(8 4+ 6x% + 5x3 — 7x* + 3x°) =

h(x) = —2.8 4 (=2).6x% + (=2).5x3 + (=2).(=7x*) + (=2).3x> + 6x.8 + 6x.6x> +
+6x.5x3 + 6x. (=7x*) + 6x.3x> + (=5x2).8 + (=5x2).6x2 + (—5x2).5x3 +

+(=5x2). (=7x*) + (=5x2).3x° + 2x*.8 + 2x*. 6x? + 2x*.5x3 + 2x*. (—=7x*) + 2x*.3x% =
= —16 — 12x? — 10x3 + 14x* — 6x° + 48x + 36x3 + 30x* — 42x° + 18x° — 40x? —

—30x*

— 25x° + 35x% — 15x7 4+ 16x* + 12x° + 10x7 — 14x8 + 6x° =

=—16 4+ 48x + (=12 — 40)x% + (=10 + 36)x> + (14 + 30 — 30 + 16)x* +
+(—6 —42 —25)x> + (18 + 35 + 12)x® + (=15 + 10)x” — 14x8 + 6x° =
= —16 + 48x — 52x2% + 26x3 + 30x* — 73x° + 65x% — 5x7 — 14x8 + 6x°

Uma forma prética para determinar h(x) = p(x).q(x) é:
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8 +6x% +5x3 —7x* +3x°

) -2  +6x —5x* 2x*
-16 —12x% —10x3 +14x* —6x°
+48x +36x3 +30x* —42x> +18x°
(+) —40x? —30x* —25x5 +35x% —15x7
+16x* +12x% +10x7 —14x% +6x°

—16 +48x —52x% +26x3 +30x* —73x°> +65x° —5x’ —14x8 +6x°

Propriedades da multiplicacéo de polinémios

Para quaisquer p(x), q(x) e h(x) pertencentes a A[x] a multiplicacdo de polinémios

goza das seguintes propriedades:

1)
1)

gr(p(®) - q(x) = gr(p(x)) + gr(q(x))
[p(x) - q(x)]-h(x) =p(x) - [q(x) - h(x)] (associatividade)

1) p(x) - q(x) = q(x) - p(x) (comutatividade)

IV) p(x) -1 =p(x), onde 1 representa o polinbmio constante 1. (elemento neutro

multiplicativo)

V) p(x) - [q(x) + h(x)] = p(x) - q(x) + p(x) - h(x) (distributividade da multiplicacdo

em relacdo a adicéo)
Demonstracoes:

Consideremos os polindmios p(x), q(x) e h(x), ndo nulos, pertencentes a A[x], tais

que p(x) = Xy—o arxk, q(x) = k=0 b x* e h(x) = Xk=0 cpx®.

1)

)

gr(p(x)) =n e gr(q(x)) = m. Seja ¢, = Ty a;b,_; um coeficiente qualquer de
p(x) - q(x). Assim, temos Cpin = 2t Aibpin-i #0 € ¢, =0Vk >m+n,
portanto, gr(p(x).q(x)) = m+n = gr(p(x)) + gr(q(x)).

Primeiramente, notemos que, decorrente da propriedade I, gr(p(x) - [q(x) - h(x)]) =
gr([p(x) ~q(x)]- h(x)), pois gr(q(x) . h(x)) =m+r, 0 que implica que
gr (p(x). (q(x) - h(x))) =m+n+r=t Em contra partida, temos gr(p(x)-
q(x)) = m + n, 0 que implica que gr([p(x) ~q(x)]- h(x)) =m+n+r=_t.
Utilizando a definicdo de multiplicagio de polindmios, fagamos p(x) = Y7_, a;x*,
q(x) = XLobix', h(x)=X/_og¥/, qx)-h(x)=3XLdx', p)-[qC)-
h()] = X" T ext,  p(0)-q() =X fix® e [p(x) - q(x)] - h(x) =
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ymintr g.xt. Notemos ainda que um termo de um produto, por exemplo, e;, é
determinado por e, = Yk _,axd,_; , mas, fazendo [ =t — k, o que implica k + [ =
t, podemos reescrever esse termo da seguinte forma: e, = Y., 4= ard;. De maneira
analoga, escrevemos d; = Y4 biG, fs = Xiti=s Akb; € gr = Xgij=¢ fs¢j. AsSIM,
temos p(x) - [q(x) - h(x)] = X" e, xt, mas

e = Yierimt Wy = Derime U " (Binj=10:i6) = Liewinj=e ar (big) =

= Zk+i+j=t(akbi)cj = Zs+j=t(2k+i=s ayb;) - G = Zs+j=t fs¢ = gt

Portanto, p(x) - [q(x) - h(x)] = ZILG" " epxt = XLy gext = [p(x) - q(x)] - h(x)
Mostrando assim, a associatividade da multiplicagdo de polinémios.

[1l) Temos que p(x) = XF_, apxk e q(x) = ¥ by x*.

Consideremos p(x) - q(x) = X7/ ¢, x*, onde ¢ =Z{-‘=0 aib_; e qx) -px) =
YA d,x*, onde d, = ¥, b;a;_;. Desenvolvendo c; temos:

C = Xico @ibi—i = oby + arby_y + azby_p + -+ ap_yby + ar_1by + apby =2
boay + bi1ay_1 + bpay_y + -+ b_paz + by_1ay + byag = Lo biar_; = dy, 0
que implica que Y7 cpxk = ¥4 d x*, mostrando com isso que p(x) - q(x) =
q(x) - p(x). Portanto o produto de polinbmios goza da propriedade comutativa.

IV) Consideremos o polindmio constante u(x) = 1. Como 1 € A4, entdo u(x) € A[X].
Temos p(x)-u(x) = Y9 cex*, com ¢, =Y jaiby_i = ap.0+a;.0 +a,.0+

et a,_.0+a,_1.0+a,.1=ay, portanto, p(x) - u(x) = Tt ¢, xk
Y _oarx® = p(x). Logo, u(x) = 1 é o elemento neutro multiplicativo em A[x].

V) Podemos considerar m = r, ao reescrever q(x) e h(x) com as mesmas poténcias de
x. Pela definicdo de multiplicagdo de polindmios, temos p(x) - q(x) = YrimM e, xk,
com e, = Yl g a; - by_q e p(x) - h(x) = XpET fix®, com fi = ¥ipa; - 1.

Pela definicdo da adicdo de polindmios, temos q(x) + h(x) = ¥ o(by + c)x*.
Utilizando novamente a definicdo de multiplicacdo de polindmios, temos:

p(x) [q(x) + h(x)] = TP d,x*, onde dj, = 3¢, a; + (bg_q + cx_1). Utilizando a
propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adi¢cdo em A, temos:

di = Yk o(a; - by_q +a; ) = Xk oa; by + 2o @ Cr_1, portanto,

ek fr
p(x) - [q(x) + h(x0)] = Zi2d diex® = X080 (ex + fi)x® = X7 (e x® + fix®) =
= YIS0 e + XIS fix® = p(x) - q(x) + p(x) - h(x).

? Utilizando a comutatividade da adicdo e da multiplicagdo em A.
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4.4 DIVISAO EUCLIDIANA DE POLINOMIOS

Dados p(x) e g(x) pertencentes a A[x], com g(x) # 0, se existir um polinémio
q(x) € Alx], tal que p(x) = g(x) - q(x), entdo, dizemos que p(x) é maltiplo de g(x), ou
ainda que g(x) divide p(x).
Exemplo:
g(x) =5+ 2x + x? € Z[x] divide o polindmio p(x) = 10 — 11x + x? — x3 + x* € Z[x],
pois existe q(x)=2-3x+x?€Z[x] tal que p(x)=10—11x +x%—x3 +x*=
G+2x+x2)-(2-3x+x2)=g(x) q(x).

Qualquer que seja p(x) € Alx], se p(x) # 0, entdo p(x) divide 0, onde 0 representa o

polinémio nulo.

Teorema 4.1: Considerando p(x) e g(x) polinémios ndo nulos do conjunto A[x], se g(x)
tem coeficiente lider invertivel e divide p(x), entdo gr(g(x)) < gr(p(x)).
Demonstracdo: Por hipdtese g(x) divide p(x) e sdo ambos ndo nulos. Isto significa que
existe q(x) € A[x], ndo nulo, tal que p(x) = g(x)-q(x), mas, pela propriedade | da
multiplicacdo de polindmios, temos que:

gr(g() < gr(g(®) + gr(qa() = gr(g(x) - q(x)) = gr(p(x)).

Notemos que em Z os Unicos elementos invertiveis sdo 0 1 e 0 —1 enquanto que em

Q, R e C, todo elemento ndo nulo é invertivel.

Teorema 4.2 (divisdo euclidiana): Consideremos o conjunto A, com suas propriedades e
sejam p(x) e g(x) polinémios de A[x], com g(x) ndo nulo e com coeficiente lider invertivel
no conjunto A. Entdo, existem q(x) e r(x), unicamente determinados, pertencentes a A[x], tal
que p(x) = q(x) - g(x) + r(x), com r(x) = 0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)).

Demonstracdo: Consideraremos g(x) = by + byx + b,x? + -+ + b, x™, com b,, invertivel
em A, ou seja, admitindo que existe b,,' € A, tal que b-b,!=1. Dividiremos a
demonstracdo em duas partes, a primeira trata de provar a existéncia de g(x) e r(x) enquanto
a segunda provara a unicidade de g(x) e r(x).

12 parte: Considerando p(x) =0, entdo q(x) =r(x) =0€ A[x] e p(x) =0=0-g(x) +
0=

=q(x) - g(x) +r(x).



69

Considerando p(x) € A, com p(x) # 0 e gr(p(x)) = n. Se n < m, basta tomar g(x) =0 e
r(x) = p(x) que teremos p(x) = 0- g(x) + p(x) = q(x) - g(x) + r(x).

Considerando n >m, escrevendo p(x) = ay + a;x + a;x? + -+ a,x", com a, # 0,
demonstramos por indugéo sobre n = gr(p(x)):

Se n =0, temos gr(p(x)) = 0. Como n >m, entdo 0 >m, 0 que implica que m =0 e
portanto, gr(g(x)) =0. Logo, p(x) =ay#0 e g(x) =by. Como by' € A, podemos
escrever p(x) =ag=ag -1+ 0 =ayby'by+0=agh;lg(x)+0=q(x)g(x)+r(x),
com q(x) = aghyt e r(x) = 0.

Suponhamos que o resultado seja valido para polindmios com grau menor do que n.
Consideremos 0 polindmio p;(x) = p(x) — a,by!x" ™ g(x), notemos que gr(p;i(x)) <
gr(p(x)) e, por hipotese de inducdo, existem q;(x) e r;(x) pertencentes a A[x], tais que
p1(x) =q1(x) - g(x) + 1 (x) , com r(x) =0ou 97”(7"1(95)) < gr(g(x)). Assim, p;(x) =
p(x) — a,b;tx™ "™ g(x), implicando que:

p(x) = p1(x) + apby 2" g (x) = [q1(x) - g(x) + 11 ()] + @by x" g (x) =

= [q,(x) + a, b, x" ™]g(x) + 11 (x) = q(x).g(x) + r(x), considerando 7(x) =r;(x) e
q(x) = q1(x) + a,by,"x" ™.

22 parte: Sejam q1(x), q2(x), r1(x) e ry(x), com q1(x) # g(x) e r(x) # r,(x), tais que
p(x) = q1(x) - g(x) +r1(x) e p(x) = q2(x) - g(x) + 12 (x), com 71 (x) = 0 ou gr(ry(x)) <
gr(g(x)) er,(x)=0o0u gr(rz(x)) < gr(g(x)). Temos entao,
q1(x) - g(x) +11(x) = q2(x) - g(x) + 2(x), 0 que implica que q;(x)-g(x) —q2(x) - g(x) =
15(x) — 11 () ou ainda [q1(x) — g2(x)] - g(x) = rp(x) — r1(x), ou seja, g(x) divide r,(x) —
r1(x), mas, por hipotese, q;(x) # q,(x), 0 que implica que q;(x) —q,(x) #0 e rp(x) —
r1(x) # 0 e, pelo teorema 4.1, o fato de 7;(x) = 0 ou gr(r;(x)) < gr(g(x)) e r,(x) = 0 ou
gr(r(x)) < gr(g(x)), implica que gr(g(x)) < gr(r(x) —n(x)) < gr(g(x)), o que ¢
um absurdo, portanto, a hipétese é falsa o que implica que g1 (x) = g, (x) e r;(x) = rp(x).
Sejam p(x), g(x), q(x) e r(x), polindbmios pertencentes a A[x], tais que p(x) =
q(x) - g(x) + r(x), denominaremos p(x) de dividendo, g(x) de divisor, q(x) de quociente e
r(x) de resto. Uma maneira pratica para determinar o quociente e o resto da divisdo
euclidiana de um polinémio p(x) por um polinémio g(x) com coeficiente lider invertivel é a

utilizacdo do algoritmo a seguir:
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p(x) gx)

q(x)

r(x)

a) Determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana do polindmio p(x) = 10 —

11x + x? — x3 + x* pelo polindmio g(x) = 5 + 2x + x2, ambos pertencentes a Z[x].

Soluggo: Observemos que gr(g(x)) < gr(p(x)), além do coeficiente lider de g(x)

ser invertivel em Z.

x* —x® +x? —11x +10|x2 x? +5
—x* —2x3 —5x? x3 —3x +2
0 -—3x3 —4x? —11x +10
+3x3 +6x2 +15x
0 +2x% +4+4x +10
—-2x? —4x -10
0 0 0

Notemos que gq(x) = x3 — 3x + 2 e o fato de r(x) = 0 implica que g(x) divide p(x).

b) Determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana do polindmio p(x) = —1 +

4x — 2x? + 5x3 pelo polindmio g(x) = —2 + 3x + x?, ambos pertencentes a Z[x].

Solugdo: Observemos que gr(g(x)) < gr(p(x)), além do coeficiente lider de g(x)

ser invertivel em Z.

5x3 —2x%* +44x -1 |x* +3x -2
—5x3 —15x% +10x 5x —17
0 —17x* +14x -1
+17x% +41x -34
0 +55x —35

Assim, q(x) = —17 + 5x e r(x) = —35 + 55x.

Suponhamos agora que o conjunto dos coeficientes de um polindmio seja K, com

todas as propriedades definidas anteriormente para o conjunto A, e mais a seguinte

propriedade:
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Va € K,a+ 0,3b € K;a-b = 1. O elemento b é denominado inverso multiplicativo
de a e, por ser Gnico, representamos como b = a~1. Assim, temos um conjunto em, que todos
0s elementos n&o nulos sdo invertiveis®.

Representamos por K[x] o conjunto de todos os polindmios com coeficientes em K.

Considerando o conjunto A, e um polindmio p(x) € A[x], dizemos que a é uma raiz
de p(x), se p(a) = 0.

Considerando o conjunto K e p(x) € K|[x], formulamos o seguinte teorema:

Teorema 4.3: Considerando K o0 conjunto com as propriedades descritas anteriormente, seja
p(x) um polinbmio pertencente a K[x] e « € K, dizemos que a é uma raiz de p(x) se, e
somente se, (x — a) divide p(x).
Demonstracdo: Pelo algoritmo da divisdo em K[x] (idéntico a A[x]), temos que existem
q(x) e r(x) pertencentes a K[x] tais que p(x) = (x — a).q(x) + r(x), com r(x) = 0 ou
gr(r(x)) = 0. Assim, r(x) = r € K. Logo, « € raiz de p(x) se, e somente se, 0 = p(a) =
(a —a).q(x) +r =r, ou seja, se, e somente se, r = 0, quem em outras palavras significa
dizer que (x — «) divide p(x).

O resultado acima se deve ao matematico francés Jean le Rond d’Alembert e, por isso,
é popularmente conhecido como feorema de d’Alembert.

Exemplo: Consideremos o polindmio p(x) =3 —7x —x? + x3. O valor a =3 ¢

uma raiz de p(x), pois (x — 3) divide p(x):

x32  —x? —7x +3|x -3
—x3  43x? x? +2x -1
0 +2x* —7x
—2x% +6x
0 —x 43
X —3
0 0

Notemos aindaque p(3) =3—-7-3—-32+33=3-21-9+27 =0.

Teorema 4.4: Um polindbmio de grau n com coeficientes em um conjunto K com as
propriedades definidas anteriormente, possui, no maximo, n raizes distintas nesse conjunto.
Demonstragdo: Sejam a4, @;, a3,..., a,, m raizes distintas em K de um polindmio p(x)

de grau n. Pelo teorema 4.3, temos que existe um polindmio q;(x) € K[x] tal que p(x) =

3 . . . .
Um conjunto com as propriedades do conjunto K recebe o nome de corpo, como veremos mais a frente.
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(x — a1) " q1(x). Como a, é raiz de p(x), entdo p(a,) = (ay; — 1) - q1(az). Como a; #
a,, temos que q;(az) = 0, ou seja, a, € raiz de g;(x), logo, existe q,(x) € K[x] tal que
p(x) = (x —a1) - (x —ay) - q2(x). Seguimos esse procedimento até obtermos gq,,(x) €
K[x]talque P(x) = (x —a1) - (x —ay) " (x —ag) * o.. (X — ) " @ ().

Do exposto acima, temos que n = gr(p(x)) = m + gr(q, (x)), ou seja, m < n.

45 INTERPOLACAO

Consideremos K[x] o conjunto dos polindmios com coeficientes no conjunto K com
as propriedades definidas anteriormente. Sejam ay,a,, as, ..., a, elementos de K, distintos
dois a dois. Consideremos ainda b4, b,, b5, ..., b, elementos quaisquer de K. Nosso objetivo é
determinar um polinémio p(x) € K[x] de grau menor ou igual a n — 1, tal que p(a;) = b;,
vie{1,2,3,..,n}k

Teorema 4.5: Dados os elementos ay, a,, as, ..., a,, dois a dois distintos e by, b, bs, ..., b,
pertencentes a K, 0 Polindmio p(x) = byp;(x) + byp,(x) + b3pz(x) + -+ b, p,, (x), onde

(x) = (x—a1)(x—az)..(x—aj_1)(x—aj11)"..(x—an_1)(x—ay)
pj (aj—al)-(aj—az)-...-(aj—a]-_l)-(aj—aj+1)-...-(aj—an_1)-(aj—an) !

tal que p(a;) = b;, Vi € {1,2,3, ...,n}.

€ 0 Unico polindmio em K|[x]

Demonstracéo: Escrevendo o polindmio p(x), temos:
p(x) = cp_1x™ 1+ -+ c1x + ¢
Tal polindmio pode ser obtido resolvendo o seguinte sistema de equacgoes:
Chpo1 @V P+t ag; +co = by
Cpo10" L+ -+ cra, +cog = by
Cho1@y," 4+ ra, + ¢ = by,
Notemos que o sistema acima possui n equagdes e n incégnitas cy, ¢y, c3, ..., ¢, €, @ medida
que n assume valores maiores, maior € a dificuldade em buscar a sua solu¢do. Notemos,
porém, que o fato do sistema possuir n equagdes e n incognitas, implica que ele admite pelo
menos uma solucdo. Mais ainda, afirmamos que a solucdo € Unica, pois se considerarmos
outro polinémio q(x) € K[x] tal que q(a;) = b;, Vi € {1,2,3,...,n}, entdo o polindbmio
p(x) — q(x), com grau menor ou igual a n — 1, teria a4, a,, as, ..., a, COMO raizes, o que, em
virtude do teorema 4.4, é possivel somente se p(x) — q(x) = 0, o que implica que p(x) =

q(x), logo, o polindmio p(x) € dnico.
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Paraj € {1, 2,3, ...,n}, definamos os polinémios de graun — 1,

p; (x) = (x_al)'(x_aZ)'""(x_af—l)'(x_af'i'l)'"-'(x_an_l)'(x—an)
j (4 —a1) (6 —az) o (@ — 1) (@ — Q1) e (G — Any) - (@ — @y)
0,sei+#j

1,sei=] Como cada polindmio p;(x) tem grau n — 1, entdo a soma

Temos p;(a;) = {
byp;(x) + byp,(x) + bsp3(x) + -+ + b, p,, (x) tem grau menor ou igual a n — 1, além disso,
satisfaz as condi¢cbes p(a;) = b;, Vi € {1,2,3,...,n}, logo, assumimos p(x) = b;p;(x) +
byp2(x) + b3p3(x) + -+ + bypn (%).

O polinémio acima é chamado de polinémio de interpolacéo e o processo descrito para obté-
lo € denominado interpolacéo de Lagrange.

Exemplo: Determinemos o polindmio p(x) € K[x] tal que p(1) =3,p(3) =2,p(4) =1e
p(6) = 4.

Solucao:

Temos: a; =1, a, = 3, a3 = 4 e a, = 6, assim:

(x=3)-(x—4)-(x—6) —x>+13x% —54x +72

=g Ta o 1-6 30
(x—1)-(x—4)-(x—6) x3—11x%+34x —24
L P BYC J ey o 6
(x—1)-(x-3)-(x—6) —x3+10x>—-27x+18
CE1C0 e S v s 8
(x—1-(x—-3)-(x—4) x>-8x>+19x —12
P = T 63 (6=4) 30

Como by =3,b, =2,b; =1¢e b, = 4, entdo:
—x3 4+ 13x% — 54x + 72 x3 — 11x2 + 34x — 24
+2- +1

30 6
<—x3 +10x2%2 —27x + 18> 4 <x3 —8x2%2 +19x — 12)

p(x)=3-<

8 30
—12x3 4+ 156x% — 648x + 864 + 40x3 — 440x% + 1360x — 960 — 15x3 N
120
+150x2405x + 270 + 16x3 — 128x2 + 304x — 192
+
120
29x3 — 262x% + 611x — 18
120

p(x) =

p(x) =

_ 29,3 _181 5 611 3
Portanto,p(x)—lzox Xt oo x— o
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5 ESTRUTURAS ALGEBRICAS ELEMENTARES

Abordaremos a seguir as principais estruturas algebricas elementares, destacando suas

caracteristicas e as propriedades que as definem.

5.1 LEI DE COMPOSICAO INTERNA

Consideremos um conjunto ndo vazio B. Uma fungdo f de B X B em B, que a cada
par (x,y) € Bx B faz corresponder o elemento x @ y € B, € denominada uma lei de
composicao interna em B. Assim, dizemos que B € um conjunto munido da operacao @.
Exemplo: Consideremos o conjunto N dos numeros naturais e seja f de NxX N em N, a
funcdo que a cada par (x,y) € N x N, faz corresponder ao elemento x + y que também é um
namero natural. Assim, o conjunto N dos nimeros naturais € munido da operacdo + (adicéo),

ou ainda a adicao é uma lei de composicao interna em N.

5.2 GRUPOS

Consideremos um conjunto ¢ munido da operacdo @. Dizemos que G € um grupo em
relacdo a lei de composicdo interna €, se, para todo x,y,z € G, em relacdo a @ sdo
observadas as seguintes propriedades:

) x&® (y P z) = xPy)®Dz (associatividade)
I1) 3Fe € G tal que x@e = e®x = x (elemento neutro)
1) 3x' € G tal que xPx = x @x = e (todo elemento de G possui simétrico aditivo)

Quando a lei de composi¢éo interna em G for a adi¢do (+), dizemos que G é um grupo
aditivo e quando a lei de composicdo interna em G for a multiplicacdo (+), dizemos que G é
um grupo multiplicativo.

Representaremos por (G, @) um grupo com a lei de composicdo interna @.

Se além das trés propriedades mencionadas acima, dados x,y € G, ocorrer que

x®y = y®x, entdo dizemos que G é um grupo comutativo ou grupo abeliano”.

* Homenagem ao matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Exemplos:

1) Grupo aditivo das matrizes reais quadradas de ordem n, ou seja, (M, +).

Vimos no estudo das matrizes que a adicdo goza das propriedades associativa,
elemento neutro (matriz nula) e simétrico aditivo (matriz oposta), portanto, o conjunto M,
das matrizes quadradas de ordem n, munido da operagdo usual de adi¢cdo € um grupo. Além
disso, vimos que além das trés propriedades mencionadas acima, a adicdo de matrizes é
comutativa, portanto, (M,,, +) € um grupo abeliano.

2) O conjunto A[x] de todos os polinbmios com coeficientes em A (considere A com
as propriedades descritas no capitulo sobre polinémios), visto anteriormente, € um grupo
aditivo para a operacdo usual de adi¢do, pois vimos que a adi¢do de polindmios em A[x] é
associativa, existe elemento neutro (polinémio nulo) e todo polinémio em A[x] € simetrizavel.
Portanto, (A[x],+) é um grupo. Além disso, (A[x],+) é grupo abeliano, pois a adi¢cdo em
A[x] é comutativa conforme demonstrado anteriormente.

3) O conjunto dos numeros inteiros para a operagdo usual de adicdo € um grupo
abeliano, pois dados x,y,z € Z, temosx + (y +z) = (x+y)+2, 0€Ze 0+ x=x+0 =
x além de —x €Z e -x+x =x+ (—x) = 0. Notemos ainda que em Z, x +y =y + x,
portanto, (Z, +) € um grupo abeliano.

4) O conjunto Zz; = {0, 1, 2}, dos restos das divisdes euclidianas de um numero inteiro
qualquer por 3 é um grupo abeliano em relacdo a operacdo de adicdo definida por

X+y=x+y, VX, y € Z;. Observemos a tdbua de operacdo em Z;:

Nl =1 oI+
NI =l ol ol
=l

U DI = =1

Notemos que quaisquer que sejam x,y,z € Z3, temos x + (y+z) = (x +y) + z,
x+y=y+x,0éo elemento neutro da adigao, pois x + 0 = 0 + x = x além de T e 2 serem os
simétricos aditivos, respectivamente, de 2 e 1. Portanto, (Z3, +) é um grupo abeliano.

5) O conjunto G = {—1,1}, munido da lei de composi¢do interna multiplicacéo usual

€ um grupo abeliano, vejamos a tabua da operacao:

1] 1 Notemos que para todo x,y,z € G, temos x - (y-z) = (x+y) - z,
-1 1 | -1 Xx.y=y.x, x.1=1x=x, além de —1 e 1 serem 0s simétricos
1 |-1]1 multiplicativos (inversos), respectivamente de —1 e 1.

Portanto, (G,-) é um grupo abeliano.
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6) O Conjunto N = {1, 2,3, ...} com a operacdo usual de adicdo ndo é um grupo, pois,
embora a adicdo de numeros naturais seja associativa, esse conjunto ndo possui elemento
neutro aditivo e seus elementos ndo sdo simetrizaveis na adigao.

De maneira analoga, o conjunto N = {1,2,3,...} com a operacdo de multiplicacéo
usual ndo é um grupo, pois, embora a multiplicacdo de nimeros naturais seja associativa, e 0
numero 1 seja 0 elemento neutro multiplicativo, o Unico elemento simetrizavel (invertivel) na
multiplicacdo é o nimero 1.

7) O conjunto Z dos nameros inteiros com a multiplicacdo usual ndo € um grupo, pois
embora a multiplicacdo de nimeros inteiros seja associativa € 0 numero 1 seja o elemento
neutro multiplicativo, somente os elementos 1 e —1 sao invertiveis.

8) O conjunto M, das matrizes quadradas de ordem n, com a operagdo de
multiplicacdo usual de matrizes ndo é um grupo, pois embora a multiplicacdo de matrizes
seja associativa e a matriz I, (matriz identidade de ordem n) seja 0 elemento neutro
multiplicativo, nem todas as matrizes quadradas de ordem n sdo invertiveis.

9) O conjunto Z, = {0,1, 2,3}, dos restos das divisdes euclidianas de um ndmero
inteiro qualquer por 4 nao é um grupo em relacdo a operacdo usual de multiplicacdo, pois
embora a multiplicacdo usual seja associativa em Z, e 0 ndmero 1 seja o elemento neutro

multiplicativo, o elemento 2 ndo é invertivel.

5.2.1 Subgrupos

Considerando (G, @) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G, dizemos que H é
um subgrupo de G se dados x,y € H temos x@®y € H e além disso, (H,®) é também um
grupo.

Exemplo:

Considerando o Grupo aditivo dos numeros reais (R, +), temos que (Z,+) é um
subgrupo de R, pois Z c R, dados x,y € Z temos x + y € Z além de a adi¢do nos inteiros ser
associativa, possuir elemento neutro e, paratodo x € Z, temos —x € Z tal que - x + x = x +
(—x) = 0, isto é, todo elemento de Z possui simétrico.

Notemos que se (H, @) é um subgrupo (G, @) e, sendo e}, e e 0s elementos neutros de
H e G, respectivamente, entdo e facil verificar que e, = e, pois temos que e, ®x = x = e®x

operando a direita da dos membros da igualdade com o elemento x’ que é o simétrico de x,
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temos e, ®(xDx') = e®(xDx") o que implica que e, Pe = ePe, concluindo com isso que
e, = e.
O teorema a seguir constitui uma ferramenta facil para verificar se um subconjunto

ndo vazio H < G é um subgrupo de G em relacdo a uma lei de composicéo interna @ de G:

Teorema 5.1: Seja (G, @©) um grupo. Um conjunto ndo vazio H ¢ G é um subgrupo de G se,
e somente se, Vx,y € H, temos x@y’ € H. Onde y' representa o simétrico de y.
Demonstracéo:

(=) Se H c G é um subgrupo de G entdo, Vx,y € H, vale que y' € H e, sendo @
uma operacéo definidaem H, entdo x@®y' € H.

(<) Suponhamos que Vx,y € H, x®y' € H. Tomando y = x, temos que x®x =
e € H. Por hipétese, e pelo fato de e € H, temos que e®y = y' € H. Com isso garantimos a
existéncia do elemento neutro da operacdo @ em H, além de mostrar que todos os elementos
de H sdo simetrizaveis em relacdo a essa operacdo. Dados x,y € H, em virtude do que foi
visto, temos que x®(y ) = x@y € H, garantindo que H é fechado para a operacdo @ que é
lei de composicdo interna de G. Além disso, por heranca, a igualdade x® (y®z) = (x®y)®Dz

é validaem H. Portanto, H é um subgrupo de G.

5.3 ANEIS

Consideremos um conjunto A ndo vazio munido das leis de composicdo internas +
(adicéo) e . (multiplicacdo).
Dizemos que A é um anel se, em relacdo a adicdo em A, for um grupo abeliano, ou
seja, Vx,y,z € A:
) x4+ (y+z)=(x+y)+z(associatividade)
I1) 3Je € G tal que x + e = e + x = x (elemento neutro)
1) 3x' € Gtalquex +x =x +x = e (todo elemento de G é simetrizavel)
IV) x +y =y + x (comutatividade)
e, se em relacdo a multiplicacdo, temos x - (y - z) = (x - y) - z (associatividade). Além disso,
a multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicdo, ou seja, x - (y +z) =x-y+ x - z.
Nas condicdes expostas acima, dizemos que A € um anel e representamos isso por
4,+,).
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Se para todo x,y € A, tivermos x -y = y - x, dizemos que A é um anel comutativo.
Além disso, se existir u € A tal que paratodox € Au-x = x-u = x, entdo A é um anel com
unidade.

Em um anel A, comutativo com unidade, onde para todo x,y € A, se x.y = 0 implicar
que x =0 ou y =0, entdo dizemos que A é um anel de integridade ou um dominio de
integridade. Decorre dessa observacdo, uma propriedade dos dominios de integridade, que
conhecemos como lei do anulamento do produto e enunciaremos a seguir:

Sejam x,y,z € A e (A4,+,") € um dominio de integridade, se z#0e x-z=y-z,
entdo x = y.

Demonstracéo:

Sex,y,z€ Ae (4,+,) éum dominio de integridade, entdo cada elemento de A possui
simétrico aditivo, além de a multiplicac&o ser distributiva em relacéo a adicdo e A ndo possuir
divisores proprios de zero. Sendo assim, somando —y - z a ambos os membros da igualdade
xXz=y-z, temosx-z—y.z=y-z—1y.z 0 que implica que (x —y)-z=0. Como z #
0, entdo x —y = 0. Somando y a ambos os membros da igualdade x —y = 0, temos
x—y+y=0+y,0queimplicaque x =y.

Exemplos:

1) O Conjunto M, das matrizes reais, quadradas de ordem 2, munido das operacbes
usuais de adicdo e multiplicacdo é um anel, pois em relacéo a adi¢do € um grupo abeliano. Em
relacdo a multiplicacdo, temos a propriedade associativa e a multiplicacdo é distributiva em
relagdo a adigdo. Portanto, (M, +,") € um anel. Além disso, a matriz identidade I, € o

elemento neutro multiplicativo, portanto, (M, +,-) € anel com unidade. Notemos, porém, que

(M, +,) ndo é comutativo e apresenta divisores proprios de zero, vejamos: 8 (1)]
1 01_10 O 1 07,10 17_10 1 N A & - . i
[O 0] = [O 0] e [O 0] [0 O] = 1o O]' Logo, (M, +,") ndo é dominio de integridade.

2) O conjunto (Z, +,") € um dominio de integridade, pois Z é um grupo abeliano em
relacdo a adi¢do, como j& vimos e, a multiplicacdo em Z é associativa, € distributiva em
relacdo a adicdo, é comutativa e o nimero 1 é a unidade. Além disso, dados x,y € Z, se
x.y=0,entdox =0ouy = 0.

3) O conjunto A dos coeficientes dos polindbmios do conjunto A[x], com as
propriedades apresentadas no capitulo 4 é um dominio de integridade.

4) O conjunto Z; = {0, 1, 2}, dos restos das divisdes euclidianas de um numero inteiro

qualquer por 3 é um dominio de integridade, observe as tdbuas de operagdes em Zs:
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+]0[1]2 -10]1]2
0/0]1]2 0/0]/0]0
1]1/2]0 1/0]1]2
212|011 21021

Notemos que em relacdo a adicao Zs; € um grupo abeliano e que a multiplicacéo é associativa,
comutativa e possui a unidade. Além disso, a multiplicacéo € distributiva em relacdo a adicéo
e Zs ndo possui divisores proprios de zero.

5) O conjunto Z, = {0,1,2,3}, dos restos das divisdes euclidianas de um nimero
inteiro qualquer por 4 é um anel comutativo com unidade, porém ndo é um dominio de
integridade, pois em Z, temos 2.2 = 4 = 0, ou seja, Z, possui divisores proprios de zero.

6) O conjunto A[x] dos polinbmios com coeficientes no dominio de integridade A, é
também um dominio de integridade. Como vimos em 4.2 e 4.3, em relacdo a adicdo, A[x]
possui as propriedades associativa, comutativa, elemento neutro aditivo (polindbmio nulo) e
cada polindmio em A[x] possui um polindmio simétrico. A multiplicacdo de polinémio é
associativa, € comutativa, existe o polindbmio constante p(x) =1 que é a unidade

multiplicativa e, além disso, se p(x).q(x) = 0 entdo p(x) ou q(x) € o polinémio nulo.

Observemos que o conjunto dos restos das divisdes de um inteiro qualquer por m, o
conjunto  Z,, ={1, 2,3,..,m—1} é um anel comutativo com unidade. A seguir
demonstraremos um importante teorema sobre anéis:

Teorema 5.2: O anel comutativo com unidade Z,, = {1, 2,3,...,m — 1} é um dominio de
integridade se, e somente se m é primo.
Demonstracao:

(=) Se m néo for primo, entdo existem x e y pertencentes a Z de tal forma que tal que
x-y=m,com1<x<y<m,oqueimplicaque X,y €Z, ex-y=m=0, ou seja, Z,
possui divisores proprios de zero e, portanto, ndo € um dominio de integridade.

(&) Suponhamos que existam X,y € Z,,, de modo que x-y =x-y = 0, entdo
x+y=k-m, k €Z. Decorre desse fato que m|x-y. Como m é um namero primo, entdo
m|x ou m|y, 0 que implicaque x =a-mouy=»h-m, ab €Z, portanto x = 0 ou y = 0,

logo, Z,, é um dominio de integridade.
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5.3.1 Subanéis

Considerando (4, +,-) um anel, dizemos que um subconjunto ndo vazio B € A é um
subanel de A, se B e fechado para as duas leis de composicao interna de A, ou seja, dados
X,y € B,temosx+y € Be x-y € B e, alem disso, B for um anel em relagéo as operacgdes +
e-.

Exemplo:

Considerando o anel (Z,+,") dos inteiros, o subconjunto 2Z dos numeros inteiros
pares € um subanel de Z. Verifiquemos:

Para todo x,y € 2Z, temos x = 2a e y = 2b, a,b € Z. Sendo assim, x +y = 2a + 2b =
2(a+b) €2Z e x.y = 2a.2b = 4ab = 2(2ab) € 2Z, portanto, a adi¢cdo e a multiplicagdo
de Z sao fechadas em 2Z. Além disso, para todo x,y,z € 2Z, temos x = 2a, y =2b e z =
2c, com a,b,c€Z, assim, x+(y+2z)=2a+2b+2c)=2a+2(b+c)=2a+
(b+c)]=2[(a+b)+c]=2(a+b)+2c=QRa+2b)+2c=(x+y)+z, 0=20¢€
27 e € o elemento neutro da adigdo pois x + 0 = 2a + 2.0 = 2(a + 0) = 2a = x; para todo
x € 2Z, fazendo x +x = 0, temos 2a + x = 0, como 2a € Z e Z é uma anel, entdo —2a é
0 simétrico de 2a em Z. Somando —2a em ambos 0s membros da igualdade 2a + x" = 0
temos —2a + 2a + x = —2a + 0, o que implica que x = —2a = —x € 2Z; temos ainda
quex+y=2a+2b=2(a+b)=2(b+a)=2b+ 2a =y + x. Mostrando com isso que
(2Z,+) é um grupo abeliano.

Com relagdo a multiplicacdo, temos x.(y.z) = 2a.(2b.2c) = (2a.2b).2c = (x.y).z.
Temos ainda x.(y+2) =2a.(2b+ 2c)=2a.2.b+2a.2c =x.y+x.z. Portanto,
(2Z, +,") é um anel e, portanto, um subanel de Z.

Notemos ainda que para todo x,y € Z, temos x +y =2a+2b=2(a+b) =2(b+a) =
2b + 2a = y + x, 0 que implica que (2Z, +,) € um anel comutativo, porém, enquanto Z é um
dominio de integridade, 2Z ndo o é, pois ndo € um anel com unidade.

O teorema a seguir constitui uma ferramenta util e facil para verificar se um

subconjunto ndo vazio B é um subanel de A:

Teorema 5.3: Seja (4, +,) um anel. Um conjunto ndo vazio B ¢ A é um subanel de A se, e

somente se, Vx,y € B,temosx —y € Bex.y € B.
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Demonstracéo:

(=) Consideremos B um subanel de A, entdo, por hipotese, (B, +) é um subgrupo abeliano
de (A4,+) e, portanto, para todo x,y € B, temos x —y € B. Considerando ainda a hipotese,
temos que x.y € B, pois em um anel a multiplicacdo é fechada. Portanto, se B um subanel de
Aex,y€EB,entiox—y€EBex.y €B.

(<) Consideremos, por hipotese, que dados x,y € B,temosx —y € Be x.y € B.

Como x —y € B, entdo (B,+) é um subgrupo de (4,+) e, como (4,+) é abeliano, entéo
(B, +) também € abeliano. Como B c A, entdo, para todo x,y,z € B, temos que x,y,z € A e,
portanto, x.(y.z) = (x.y).z € A pois A é um anel. Mas, por hipotese, a multiplicacdo de A é
fechada em B, portanto, x.(y.z) = (x.y).z € B, logo, a multiplicacdo é associativa em B.
Além disso, pelo mesmo motivo, temos x.(y + z) = x.y + x.z € B, portanto, (B, +,") é um
subanel de (4, +,).

5.4 IDEAIS

Seja A um anel. Um subconjunto ndo vazio I c A é denominado um ideal a esquerda
deAseléumsubanelde Aevx,y€elea€ A, temosx—y€Elea-x €l

De maneira anéloga, dizemos que um subconjunto ndo vazio I ¢ A é um ideal a
direitade Ase I éumsubanelde AeVx,y€elea€ A, temosx —y€Elex-a€l.

Quando A é um anel comutativo os ideais a esquerda e a direita coincidem e dizemos
entdo que I é um ideal de A.

Dado um anel A, os subconjuntos {0} e A sdo denominados ideais triviais ou ideais
proprios de A.

Vejamos:

1) Vx,y € {0} temos x —y =0 — 0 = 0 € {0}, além disso, dados a € A e x € {0},
temosquea-x =a-0=0€{0}ex-a=x-0=0 € {0} que nos mostra que {0} é ideal a
esquerda e a direita de A. Portanto, {0} é um ideal de A.

2) Como A é um anel e A c A, entdo A é um subanel de A. E evidente que dados
a€Aex€eA temosque a-x € Ae x-a € A que nos mostra que A é ideal a esquerda e a
direita de A. Portanto, A € um ideal de A.

Seja A um anel comutativo. Sejam a4, a,, as, ...,a, € A;n = 1. O conjunto (ay, a,,
.+, @) € A, definido como:

(ag,ap, .,ay) ={x1 a1+ xp-a,++ x,-a,; x;, €A, 1<i<n}éumideal em A.
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Vejamos:

0=0-a; +0-a,+..+0 - a,, portanto, 0 € (a,,ay, ..., ay).

Dados m,n € (a4, ay, ...,a,), entdo existem x;,,y;, €A, 1<i<n tais que m=
X1 a1+ xra++x,0a, e n=y;ra;+ y,-a,+--+ y,-a,, logo, teremos
m—-—n=x—y)-a+ (x—y) a,++x,—wm) a,. Como x;—y; €A, entdo
m-—n€{ay,ay, .., a,). Seja a € A e m € (a4, ay, ...,a,), entdo existem x; €A, 1<i<n
tal que m=x;-a;+ x3 a, +-+ x,-a,. Assim, temos a-m=a-x;-a;+ @ xy"
a+tax,ca,=x(@-a))+ xy-(@-a))++ x,-(a-a,)=x1 by + x5 -
b, +:-+ x,-b,., Como b,=a-a €A, entd0 x;-bi+ x3-by+--+ x,-b, €
(aq,ay, ...,a,), portanto @ - m € {aq, ay, ..., a,), 0 que mostra que (a4, ay, ..., a,) € um ideal
em A.

O ideal (a4, ay, ..., a, ) obtido acima é denominado ideal gerado por a4, a,, ..., a,. Um
ideal gerado por um sé elemento a do anel A, representado (a) € denominado ideal principal

gerado por a.

Exemplos:
1) Consideremos o anel das matrizes reais quadradas de ordem 2 com as leis de

composigdo interna adicdo e a multiplicagdo usuais, ou seja, (M, +,.). Consideremos 0s
conjuntos I c M tal que I = {A = [ail']z; a; =0,sej# 1lea; # 0paraalgum i} e

I'c M tal que I' = {B = [bij]z; b =0,sei# 1leb;; #0para algumj}. Mostraremos
que I é um ideal a esquerda de M e I' é um ideal a direita de M .

: . my; m : . :
Seja M € M uma matriz qualquer tal que M = [mi m;z] Consideremos ainda as matrizes

40 .
A= [a“ 0] e A’=[a,11 ] pertencentes ao conjunto I. Fazendo A — A', temos
arq 0 arq 0

A A 9o -l g

az1 a1 0 az 0] l-ay O a1 —az O

11 myy [a11 ] [mll. aiq + mqo.Aanq mqq- 0 + mq;. 0] _
0

Fazendo M. A temos [ =
myq m22 asq myq.aqq + myy.0ayq m21.0 + m22.0

_ [mi1-a1 + myp.an

aiq 0] mll le] _
Mmyq.aqq + Myy. Apq 0

0] € I. Notemos porém ue[

_ [all.mll + 0.m21 ai1-Mmqy + O.mzz] _ [all'mll ai1-Myp

= ¢ I. Deduzimos com isso
ar1.Mqq + 0.m21 ay1.Mq2 + O.mzz az;q1-Mqq a21-m12]

que I é um ideal a esquerda de M .
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m12]

. . . . mi
De maneira analoga, considerando M € M uma matriz qualquer tal que M = [m21 My |

Considerando ainda as matrizes B = [bll blz] e B = [b(l)l blz] pertencentes ao conjunto
' Y by bi2] _ b11 b12 _[P11 D12 —b11 —b12 —
I'. Fazendo B B,temos[o 0 [O O] [0 0 +[ 0 0 ]

_ [bii—b11  bia—by,
0

Fazendo B. M, temos:

]el’.

[b11 blZ] mqq le] _ [bll.mll + blz.m21 bll.mlz + blz.mzz] _
"lmyr my; 0.mq; + 0.my, 0.mqp + 0.my,
_ [P11-mi1 + biz.mp1 byp.myp + bip.my;
0 0
mqq le] bll blZ] [mll. b11 + mqy. 0 mqq. blZ + mqy. 0] _
my1 My m21.b11 + mzz.o m21.b12 +m22.0

]e I'. Em contrapartida, fazendo M.B, temos

mqq.b mqq.b . . . . < e
= | A Tl 12] ¢ I'. Deduzimos com isso que I’ é um ideal & direita de M.
may1.byy Ma1.byp

Notemos porém que I e I' ndo sdo ideais de M .

2) No anel (Z +,) dos inteiros com adicdo e multiplicagdo usuais, qualquer
subconjunto nZ = {n.x; x € Z} e n um inteiro fixo ¢ um ideal de Z, pois dados y;,y, € nZ,
temos y; =n.x; € y, =n.xp, COM x,x; € Z. AsSSIM, y; —y, =n.x; —n.x; = n.(xq —
X;) € nZ. Além disso, dados a € Z e y € nZ, temos y = n.x, com x € Z, portanto, a.y =
a.(n.x) = (a.n).x = (n.a).x = n.(a.x) € nZ, 0 que mostra que nZ € um ideal a esquerda
de Z. N&o é necessario verificar se nZ é um ideal a direita de Z, uma vez que Z é um anel
comutativo. Assim, nZ é um ideal de Z para todo n € Z. Além disso, como o ideal nZ é

gerado por n, entdo nZ = (n), ou seja, nZ é um ideal principal.

5.5 CORPOS

Consideremos um anel K, comutativo e com unidade. K é denominado um corpo, se
paratodo x € K, x # 0, existe y € K tal que x - y = 1, ou seja, todo elemento ndo nulo de K
admite simétrico multiplicativo. Note que utilizamos 0 e 1 como os elementos neutro da
adicdo e multiplicacdo respectivamente no corpo K, ndo devendo ser confundidos com o0s
nameros 0 e 1.

Ao elemento ye K tal que x-y =1, que € o simétrico multiplicativo de x,

denominaremos inverso de x e o representaremos por x L.
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Exemplos:

1) O anel comutativo com unidade dos nimeros reais, ou seja, (R, +,") € um corpo,

=1.

R |-

pois paratodo x € R,x # 0, existe x ™ = i ERtalquex-x ! =x-

2) O anel comutativo com unidade dos nameros racionais, ou seja, (Q,+,") é um

1

corpo, pois para todo x € Q,x # 0, existe x ™1 = i eEQtalquex-x " =x--=1

R =

3) O anel comutativo com unidade dos nimeros complexos, ou seja, (C,+,) é um

. _ . - -1 _ X _ y .
corpo, pois para todo z€ C,z=x+yi,z+ 0, existe z7" = v iyl € C tal que
X x2 xyi xyi 2 x24y?2
2 z_zyz)zz 2 2y2+2y2+ 2y2=2y2=1'
X +y X +y X +y X +y X +y X +y X +y

z -zl = (x+yi).(
4) O anel comutativo com unidade dos nimeros inteiros, ou seja, (Z,+,") ndo é um
corpo, pois somente os elementos {—1, 1} possuem inversos.
5) O anel comutativo com unidade do conjunto dos restos das divisdes de um inteiro
por 3, com as operacOes de adi¢do e multiplicacdo usuais, ou seja, (Zs, +,"), € um corpo, pois
como vimos anteriormente Z; € um anel comutativo com unidade e, observando a

tabua da multiplicacdo em Zs:

-|10[1]2
0/0[(0]0
1/0[1]2
2/0(2]1
vemos que 1-1=11=1¢e 2-2=22=4=1, ou seja, todo elemento nio nulo de Z;

possui inverso.

6) O anel comutativo com unidade do conjunto dos restos das divisdes de um inteiro
por 4, com as operacOes de adigdo e multiplicacdo usuais, ou seja, (Zy4, +,"), Ndo € um corpo.
Vimos anteriormente que Z, € um anel comutativo com unidade, mas, observando a tabua da

multiplicacdo em Z,:

NI Ol NI O NI
=1 NI W Ol W

WI NI = O =1

(=] fes]] el {es]]{es]]

WIS -

vemos que dos elementos ndo nulos 1,2 e 3, que 0 1 e 0 3 possuem inversos, enquanto que o

2 n&do possui inverso, logo, (Z,4, +,") ndo é um corpo.
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7) O conjunto F = {0,1} cujas tabuas de operacbes de adicdo e multiplicacdo

apresentamos a seguir, € um corpo”:

+]10]1 101
0]0]1 010710
11110 1101

Teorema 5.4: Todo corpo € um dominio de integridade.
Demonstracdo: Suponhamos que (K, +,) seja um corpo. Por simplicidade diremos apenas “o
corpo K, ficando subentendidas suas leis de composicao internas. A hipotese nos garante que
K ¢é um anel comutativo com unidade e que todos os elementos ndo nulos de K possuem
inversos. Sendo assim, consideremos x,y € K, com, por exemplo, x # 0, tal que x-y =0,
entdo, existe x~! € K tal que x - x~! = 1. Multiplicando a esquerda ambos os membros da
igualdade x -y = 0 por x~1, temos x~! - (x.y) = x~1 - 0 0 que implica que (x~!-x).y = 0,
implicando que y = 0 e, portanto, K ndo possui divisores proprios de zero, ou seja, (K, +,) é
um dominio de integridade.

A reciproca do teorema acima € falsa, pois, por exemplo, Z ¢ um dominio de

integridade mas ndo é um corpo.

Teorema 5.5: Todo dominio de integridade finito € um corpo.
Demonstracdo: Consideremos (A4,+,) tal que A = {x;,x3,x3,**,x,} € um anel de
integridade com n elementos. Seja x um elemento nd nulo de A, assim,
xA = {x.x,%. X3, X.X3,"*,X. X, }. Como A € um anel de integridade, entdo x.x; = x.x;
implica que x; = x;, ademais, a multiplicacdo € fechada em A, portanto, para cada x; € 4,
existe x.x; ExA tal que x, =x.x;, portanto, xA = {x.xy,X. X9, X.X3,"*, X. X} =
{x1,%5,%x3,-+,x,} = A. Como 1 € A, entdo para todo x € A existe um indice i para o qual
temos x.x; = 1 mostrando com isso que qualquer elemento de A possui inverso. Como
consequeéncia, (A4, +,") € um corpo.

Um corpo com quantidade finita de elementos é denominado corpo finito. A exemplo
temos (Zsz,+, -) com as operagles “usuais” e F = {0,1} com as operagdes de adi¢do e

multiplicacdo descritas no exemplo 7.

> Conhecido como Corpo de Galois, em homenagem ao matematico Evariste Galois, 1811-1832.
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Decorre dos teoremas 5.2 e 5.5 que o Conjunto Z,,, quando m é primo, € um corpo

finito.

5.6 ESPACOS VETORIAIS

Dado um corpo K, um conjunto ndo vazio V é denominado um espago vetorial sobre
K ou um K-espaco vetorial quando:

1°) Dados u, v € V, u + v € V, ou seja, existe a adi¢cdo em V. Considerando u, v,w €
7, na adicdo verificam-se 0s seguintes axiomas:

1) u+v=v+u

I u+@w+w)=wW+v)+w

[11) 30 € V tal que 0 + u = u + 0 = u, com o representando o vetor nulo.

IV) Vu,3(—u) eVtalque-u+u=u+(—u)=o

2°) Esta definida uma multiplicacdo por escalares do corpo K em V, ou seja, dados
a€K eueVlV, temos a.u € V. Considerando a,8 € K e u,v € V, na multiplicacdo por
escalar verificam-se 0s seguintes axiomas:

Da.(B.u) =(a.B).u

I (a+pB)u=au+pf.u

Ma(u+v)=au+av

IV)1.u=u

Exemplos:

1) O conjunto dos numeros reais R € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros
racionais Q, pois dados x,y,z€R e a,f€Q, temos x+y€ER; x+y=y+x; x+
(y+2)=(x+y)+ 2z, 0€ Reéoelemento neutro da adi¢do; I(—x) € Rtal que -x + x =
O=x+(—x);, a.x€ER; a.(B.x) =(a.B).x; (a+B)x=ax+B.x; a.(x+y)=a.x +
a.yel.x=x.

2) O conjunto dos numeros racionais @ ndo é um espaco vetorial sobre o corpo dos
nimeros reais R, pois por exemplo, considerando o escalar @ = V2, temos, para x € Q,
a.x =V2.x ¢ Q.

3) O conjunto dos pares ordenados de R? sobre o corpo dos niimeros reais R, com as

operacdes de adicdo e multiplicacdo por escalar definidas por (x,y), (x,y") € R?, a € R,
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Y+ &, y)=C+x,y+y) e a.(x,y) = (a.x,a.y), constitui um espaco vetorial.
Verifiquemos: Dados (x,y), (x,y),(x ,y" ) € R2e a,f € R, temos:

AN+ ,Y)=x+x,y+y) = +xy +y) =, y)+ xy)

b) (x, ) +[(x',y )+ ",y N =y + (& +x",y +y") =

=(x+0 +x)y+ @ +y))=(x+x)+x" ,@+y)+y )=
=(x+x,y+y)+ &Ly ) =[Gy + &,y + &y

c) (0,0)eR?e (x,y)+ (0,00 =(x+0,y+0)=(x,y) =(0+x,0+y) =(0,0)+ (x,)
d) (—x,-y) ER*e (=~ +(x,y) = (~x+x,-y+y) = (00) = (x—x,y—y) =
=(x+(0,y+ =) =Ey) + (=xy)

e)a.[B.(x, )] = a.(B.x,B.y) = (a.(B-x), a. (B.)) = ((a. B)-x, (@. B).¥) = (a.B). (x,¥)
H(a+p).(x,y) = ((a +B).x, (a +ﬁ).y) =(a.x+B.x,a.y+pL.y)=

=(a.x,a.y) +(B.x,B.y) = a.(x,y) + B.(x,y)
Qalxy+&,y)=alx+x,y+y)=(e.(x+x)ay+y))=
=(ax+ax,ay+ay) = (a.x,a.y) + (a.x,a.y) =a.(x,y) + a(x,y)

h1.(x,y) = (1.x,1.y) = (x,y)

4) O conjunto M, das matrizes reais quadradas de ordem 2, com as operagdes usuais
de adicdo e multiplicacdo por escalar, € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros reais
R. Verifiqguemos:

No capitulo 2, referente as operacbes com matrizes, ja vimos que na adicdo de
matrizes verificam-se 0s quatro primeiros axiomas, portanto, iremos verificar a validade

somente dos axiomas relativos a multiplicacdo por escalar:

a;; a
Sejam A, B € M;,, tais que A = [ai a;z] eB = [Zi Z;z] ea, B € R. Temos:
ai a12]) B.ai1 ﬁ-alz] _ [a. B.ar1) a.(B.a2)] _

az1 Q2 - a.(f.az) a.(B.az;) B

a) a. (8. 4) = a. (/3. [

B "1B.az  B.ay

_ [(a.B).a1x (a.ﬁ).alz] = @p). [an a12] = (a.B).A

" (a.p).ay; (a.B).ay az1 Az

_ aj;; app]_ [(@+p).a (a+pB).a
b) (a+ ). A = (a + ). [} azz]_[(a+ ﬁ)_a; (aw)_az]

_ [a. aq + ,8.6111 a.dqy + ﬁ.alz] _ [0(. aiq . a12] n [ﬁ.all ﬁ.alz] _
a.az; + f.az;  a.ax +f.ay a.az; @.az p.az f.az

_ [an a2

a azz] + 8. [a“ alz] =a.A+p.A

a1 Qp

asq a12]+ b4 b12]>
az1 Ay by; by

_ [an + b1 app t b12]
= a.
az1 + by1  azy + by

C)a.(A+B)=a.([



_ [0(. (a11 + bll) a. (a12 + blz)] _ [a. a;; +a. bll a.aq;p +a. blZ]
a.(az +by1)  a.(az + by)
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a.dyq + «a. b21 a.dy, + «a. b22

_[@-a1 @.ag a.by; a.bip] 41 Gn2 b1 biz| _
= [a. — azz] + [a. by . bzz] = '[a21 a. ] |b,, bzz] =a.A+a.B
_ a1 Qg _ 1.a11 1.(112] _ a;; Q2 _
d14=1 [a21 azz] T ll.ay; loay| [a21 aZZ] =4

5.6.1

Algumas propriedades de um espaco vetorial

Para evitarmos possivel confusdo em relacdo as notacdes, representaremos por 0 o

elemento neutro do corpo K, enquanto que o vetor nulo de V representaremos por o.

)
1)
1)
V)
V)
Vi)

Sendo ¥V um espaco vetorial sobre um corpo K, dados x,y € V e a, 8 € K, temos:
x.0 =0

0.x=o0

ax=o0=>a=00Uux=o0

(—a).x=a.(—x) = —(a.x)

(a—B)x=ax—pB.x

a(x—y)=a.x—a.y

VII) Dados, a, By, B2, -, B E K € x4, %3, ..., x, EV,ento a. X7 B x;) = Xq1(a - B) . x;

1)

1)

V)

Demonstracoes:

@.0+ a.0 =a.(o+0) = a.o. Somando —(«. o) a ambos os membros da igualdade,
temos: a.0 + a.0 — (@.0) = a.0 — (a.0), 0 que implica que a.o = o.

0.x+0.x =(0+0).x = 0.x. Somando —(0.x) a ambos 0s membros da igualdade,
temos: 0.x + 0.x — (0.x) = 0.x — (0.x), o que implica que 0.x = o.

Suponhamos a # 0, entdo 3a~! € K tal que a.a! = 1. Multiplicando a igualdade
a.x = o por a1, temos a~ . (a.x) = 0. Levando em consideragdo o axioma (1) da
multiplicagdo por escalar e a propriedade (1), temos (at.a).x = 0, mas, a '.a = 1,
portanto 1.x = o e, pela propriedade (1) da multiplicacdo por escalar, temos x = o.
Caso consideremos x # o, como a.x = o, considerando a propriedade (II), temos
0.x = o, por transitividade, temos a.x = 0.x, 0 que implica que a = 0.

Utilizando o axioma (Il) da multiplicacdo por escalar e a propriedade (1), temos que
a.x+ (—a).x = (a + (—a)).x = 0.x = 0. Sabemos também que a.x + (—a.x) =
0, 0 que implica que a.x + (—a).x = a.x + (—a.x) e, somando —a.x a ambos 0s

membros da igualdade, temos —a.x + a.x + (—a).x = —a.x + a.x + (—a.x), 0



V)

VI)
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que resulta que (—a).x = —a.x. Por outro lado, a propriedade (I) nos garante que
.o = o, temos também, pelo axioma (IV) da adicdo, que x + (—x) = o, assim,
temos a.(x + (—x)) = o e, pelo axioma (I1l) da multiplicagdo, a.x + a.(—x) = o.
Somando —a.x a essa Ultima igualdade, temos —a.x + a.x + a.(—x) = —a.x + o,
0 que implica que a. (—x) = —a.x . Logo, (—a).x = a.(—x) = —a.x.

(a—pB).x = (a + (—ﬁ)).x. Pelo axioma (Il) da multiplicacdo por escalar, temos
(a+ (=B)).x =a.x + (—B).x e, pela propriedade (IV), a.x + (—=f).x = a.x —
B.x. Portanto, (a — B).x = a.x — B.x

a.(x —y) = a.(x + (—y)). Pelo axioma (111) da multiplicacdo por escalar, temos que
a.(x + (—y)) = a.x + a.(—y) mas, pela propriedade (IV), a.(—y) = —a.y, assim,

a.x+a. (-y) =a.x—a.y. Portanto, a.(x —y) = a.x — a.y.

VII) Utilizando indugdo sobre n, temos, para n=1, a.(CL,Bi x) =a. (B x1).

5.6.2

Utilizando o axioma (Il) da multiplicagdo por escalar, temos a. (B; - x1) = (. B1).x1 =
L, (a.pB;).x;. Portanto, a igualdade é valida paran = 1.

Suponhamos que a igualdade seja valida para n =k, ou seja, a.(X B x) =
k (a-B;).x; e verifiquemos se essa hipdtese implica na validez da igualdade para

n=k+La (2B x)=a B x+Br X+ 4B Xy + Pry1  Xpwr] =

=a.[(B x4+ B2 x3+ 4 Bi %) + Bry1 - Xr41])- Pelo axioma (I11) da multiplicagéo

por escalar, temos a. (B xq + Py Xy + -+ L " x;) + . (Bry1 * Xk41), Mas a. (P -

X1+ By xp + o+ B ) = @ (B B ), assim, @ (B xy + By xp e+ By

xi) + . (Bresr xes1) = @ (T Bi - x;) + @. (Brs1 - Xks1). Por hipétese de indugo e

utilizando o axioma (I) da multiplicacdo por escalar, temos

a. (Z{'{=1 Bi 'xi) + . (Brt1 " K1) = [Zi“q(“ B -xi] + (@ Br1)- Xp41 =

= Zi'(:f(a “Bi) - x;

Subespagos vetoriais

Seja VV um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um conjunto ndo vazio

W c V é um subespaco vetorial de VV se W é um espago vetorial em relacdo a adicdo e a

multiplicacdo por escalar em V.
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Em outras palavras, dizer que W é um subespaco vetorial de V, é afirmar que para as
operacdes de Adicao e de multiplicacdo por escalar do espaco V, sdo verificados os 8 axiomas
que definem um espaco vetorial em W.

Exemplo:

O conjunto W < R? tal que W = {(x,y) € R?; x = y} é um subespagco vetorial de R?,
pois, dados (x,x), (v,y),(z,z) e W e «a,B € R, temos:
x)+Wy)=C&+yx+y)eWea.(x,x) = (a.x,a.x) € W. Além disso, temos:

D ) +@y)=G+yx+y)=0+xy+x) =y +xx)
1) )+ +@)] =) +@+zy+2) =+ +2,x+ Y +2)=

(+N+z@+0+2)=Gx+yx+9)+ (22 =[x+ 0N+ (2,2)

Iy (0,00 eW,pois0=0¢€ (x,x) +(0,0)=(x+0,x+0)=(x,x) e (00) + (x,x) =
0+x,0+x)=(x,x)

IV) (—x,—x) € W, pois -x = —x e (x,x) + (—x,—x) = (x + (=x),x + (=x)) = (0,0)
e(—x,—x)+ (x,x) =(—x+x,—x+x) =(0,0)

V) a.(B.(x,x) =a (B.x,5.x) = (a.(B.x),a.(B.x) = ((a. B).x, (a. B).x) =

(a.B). (x, %)

VI) (@+B).(x,x)=((a+B).x,(@+p).x)=(a.x+p.x,a.x+ f.x) =

(a.x,a.x)+ (B.x,B.x) = a.(x,x) + B.(x,x)

VI a. [, x) + (v, V)] =a.(x+y,x+y) = (a. x+y)a(x +y)) = (a.x +
ay,ax+ay)=(axax)+(@yay) =a(xx)+a(yy)

VIINT. (x,x) = (1.x,1.x) = (x,x)
Portanto, W = {(x,y) € R?;x = y} é subespaco vetorial de R?.

Teorema 5.6: Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto ndo vazio
W c V é um subespaco vetorial de V se, e somente se, dados x,y € W e a, 8 € K, temos
ax+p.yeWw.
Demonstracao:
(=) Seja W < V um subespaco vetorial de V. Por definicdo de subespaco, dados x,y € W e
a,f €K, temos a.x e W e .y € W. Como a soma de vetores € fechada em W, entdo
ax+p.yew.
() Consideremos W c V, W = @ tal que para todo x,y e W e a,f € K, temos a.x +

B.yeW.Paraa=pf=1temosa.x+L.y=1x+1l.y=x+y € W epara = 0, temos
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ax+B.y=ax+0.y=ax €W, ou seja, as operagdes de adicdo e multiplicacdo por
escalar em V' sdo fechadas em W. Como para todo x,y,z €V, temosque x +y =y +x e
x+W+2z)=(x+y)+zecomo W é fechado para a operacdo de adicdo de V, entdo, se
x,y,Z€ W, as igualdades x+y=y+x e x+ (y+2z) =(x+y)+z sdo validas em W,
garantindo com isso a comutatividade e a associatividade da adicdo em W. Como a
multiplicagdo por escalar é fechada em W, ou seja, Va € K e x € W, temos a.x € W, entdo,
tomando @ = 1,temos a.x = 1.x =x € W e, tomando ¢ = —1,temos a.x = —1.x = —x €
W. Como por hipotese a.x + 8.y € W paratodo x,y €V e a,f € K, tomando f = —a e
y=x,temosa.x+p.y=a.x+ (—a).x =a.x —a.x =0 € W. Como para todo o, 8 € K
ex,yeVtemos a.(f.x) =(a.B).x, (a+pB).x=ax+B.xea.(x+y)=ax+a.ye,
como a multiplicacdo por escalar é fechada em W, entdo essas igualdades sdo validas em W,
mostrando com isso que W é um espaco vetorial. Por hipotese, temos W < V, 0 que nos
mostra que W é um subespaco vetorial de V, completando a demonstracéo.

Retomando o exemplo anterior, consideremos o conjunto W c R? tal que W =
{(x,y) € R? x = y}, para mostrar que W é um subespaco vetorial de R?, de acordo com o
teorema 5.6, basta mostrar que dados (x,x),(y,y)EW e a, €K, temos
a.(x,x) + B.(y,y) € W, 0 que é facil de comprovar:
a.(,x)+B.(v,y) =(a.x,a.x)+ (B.yv,.y) =(a.x+B.y,a.x +.y) EW por terem
coordenadas iguais. Portanto, W = {(x,y) € R?; x = y} é um subespaco vetorial de R?.

5.6.3 Base e Dimensédo

5.6.3.1 Independéncia Linear

Considerando V um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um conjunto
IcV, I ={x,x,x3..,x,} € linearmente independente, quando para todo a € K, a
igualdade aq - x; + ay " x;, + a3 - x3 + -+ + a, * x,, = o for verdadeira somente se a; = a; =
az; = - =a, = 0. Caso exista algum i € {1, 2,3, ...,n}, para o qual se tenha a; # 0, entdo
dizemos que I é linearmente dependente. A uma igualdade do tipo a; " x; + ay - x; + a3 -

x3 + -+ @, - x, = x denominamos combinacao linear.
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5.6.3.2 Conjunto de geradores

Trataremos nesse topico somente de espacos vetoriais finitamente gerados.

Dados um espaco vetorial V sobre um corpo K, dizemos que um conjunto finito
GcV, G={uy,uyus, .., u,} € um gerador do espaco vetorial V, se para todo x € V,
existirem aq,a,,a3,..,a, EK tal que, x=a; -y +ay uy+az-uz+-+a, u,.

Assim, dizemos que V é gerado por G ou que G gera VV ou ainda que V = [G].

5.6.3.3 Base e dimenséo de um espago vetorial

Seja B < V um conjunto finito, onde V é um espaco vetorial sobre um corpo K. Se
[B] =V e B é um conjunto de vetores linearmente independentes, entdo, dizemos que B é
uma base do espaco vetorial V.

Exemplo:

Vimos anteriormente que o conjunto dos pares ordenados de coordenadas reais R? é
um espaco Vetorial sobre o corpo R para as operacfes convencionais de soma e multiplicacao
por escalar. Consideremos o conjunto B = {(1,0), (0,1)} contido em R?. Observemos que
qualquer que seja o vetor v = (x,y) € R?, vale que v = (x,y) = (x,0) + (0,y) = x-
(1,00 +y-(0,1), assim, vemos que [B] =RZ? Além disso, para a,f € R, temos
a-(1,0)+8-(0,1) = (0,0) © (¢,0)+ (0,8) = (0,0) ® (o,f) =(00) a=0e §=0,0

que acarreta que B é linearmente independente e portanto é uma base de R2.

Teorema 5.7: Seja IV um espaco vetorial sobre um corpo K. Se uq,u,,us, ..., U, Sao vetores
de V e [uy,uy, us,...,u, | =V, entdo existe B c {uy, uy, us, ..., u, } tal que B é uma base de
V.

Demonstragdo: Se uq,uy,us,..,u, Sao linearmente independentes, entdo B =
{uy,uy, us, ..., u, } € uma base de V e ndo ha nada o que demonstrar. Caso uq, u,, us, ..., U,
sejam vetores linearmente dependentes, entdo, na combinacao linear a; - u; + a, " u, + as -
us+-+a, u, =0, a; €EK,1<i<n existe pelo menos um coeficiente ndo nulo.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a; # 0, entdo “dividimos” a equagdo a; -

wta uy+az-uz+--+a, u, =0 por a;, obtendo u1=(—z—2)-u2+
1

(——)-u3+(—Z—‘j)-u4+---+(—:{—")-un, fazendo ﬁj=—azx—jl, 1<j<n-—1, temos

1
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U =pf1 uy+Brus+ B3 us+ -+ Br_1u,, OUSeja, u; € combinagdo linear dos n — 1
vetores u,,us, Uy, ..., U,, OU S€ja, Uy, U3, Uy, ..., U, aiNda geram V. Caso u,,us,uy, ..., U,
forem linearmente independentes, entdo temos B = {u,, u3, uy, ..., U, } uma base de V. Caso
Uy, Uz, Uy, ..., U, forem linearmente dependentes, repetimos 0 processo anterior e encontramos
um vetor dentre 0s vetores u,, uz, Uy, ..., U, que é escrito como combinacéo linear dos outros
n — 2 vetores e, portanto, 0s n — 2 vetores ainda geram V. Ap6s uma quantidade finita de
repeticdes do processo descrito anteriormente teremos, dentre 0s u;’s, um conjunto com

vetores linearmente independentes, constituindo assim, uma base B do espago V.

Teorema 5.8: Seja V uma espaco vetorial sobre um corpo K. Se uq, uy, us, ..., U, Sao vetores
de V e [uq,uy, us, ..., u, | =V, entdo qualquer conjunto com mais de n vetores € linearmente
dependente, ou seja, qualquer conjunto linearmente independente de vetores de V tem no
maximo n vetores.
Demonstracdo: Como [uy, Uy, us, ..., u, | =V, pelo teorema 5.7, podemos extrair uma base
dentre os vetores uq, uy, us, ..., U,. Suponhamos que 0s vetores xi, Xz, X3, ..., X;, COM t < n
formam essa base. Consideremos agora 0s vetores vy,v,,vs,...,1, de V, com m > n.
Existem entdo escalares a;; € K,com1 <i<me 1< j<ntais que:
Uy =110 X Hagp Xyt dye Xy
(1) Vy = Qo1 X t Ayt Xyt et X
Up = 0m1 " X1+ Qo " Xp + - Oy " X

Consideremos agora uma combinacdo linear nula dos vetores vy, v,, v3, ..., Up,

(1 Br-vi+Lrvy+ -+ LV =0
Substituindo (1) em (l1), temos:

Bi-(a11 g+ a2+ agx) + B (@ " x1 + gy Xp + g x) +
it B (@1 X1 F A "X+ Uy " X)) =0

Reagrupando temos:

(a1 Br+az - Bot o+ apy Br)xy+ (a2 Br+ax ot -+ apy - Br)-xp +
ot (agp By +age " By + -+ e - B)- X = 0, Mas, por hipotese, xq, x5, x3, ..., X, € uma
base e portanto, séo vetores linearmente independentes, o que implica que temos:

ajp*Pfrtaz Pt ot an Pn=0
a1+ azg B ‘!‘"“"“mz “Bm =0

alt'ﬁ1+a2t'ﬁ2+"'+amt '.Bm =0
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Que é um sistema linear homogéneo com t equacbes e m incognitas S, B3, ..., Bm. COMO
t <n < m, entdo esse sistema admite uma solucéo néo trivial, ou seja, existe algum S; # 0,
com 1 <i<m, acarretando com isso que 0s vetores vy, vy, V3, ..., 1, S0 linearmente

independentes.

Teorema 5.9: Se V um K-espaco vetorial finitamente gerado, entdo duas bases quaisquer de
IV tem 0 mesmo numero de vetores.

Demonstracdo: Sejam By = {uq, uy, us, ..., u,} € B, = {vy,v,,v3,...,v,,} duas bases do
espaco vetorial V. Entdo, por defini¢do, uq,u,, us, ..., u, Sao linearmente independentes e
geram V e vy, vy, v3, ..., 1, S0 linearmente independentes e geram V. Como uy, uy, us, ..., Uy,
geram V e vy, v,,v3, ..., 1, S80 linearmente independentes, entdo, pelo teorema 5.8, temos
m < n. Em contrapartida, como vy, vy, v3, ..., v, geram V e uq, uy, us, ..., U, Sao linearmente
independentes, entdo, pelo teorema 5.8, temos n < m. Essas duas desigualdades sdo possiveis
somente se m = n e, portanto, B; e B, possuem 0 mesmo numero de vetores.

O teorema 5.9 permite-nos apresentar a seguinte definicdo:

Seja V um espacgo vetorial finitamente gerado, denominamos dimensdo de V e
representamos por dim V' o numero de elementos de qualquer uma de suas bases. Neste caso,
dizemos que V é um espaco de dimensao finita.

Exemplo: Vimos anteriormente que B = {(1,0),(0,1)} é uma base de R?. Pelo
teorema 5.9, qualquer outra base de R? possuira também dois vetores, o que, de acordo com o
que acabamos de definir, faz com que dim R? = 2.

O K-espaco vetorial E = {o} (contendo apenas o vetor nulo) tem dimensédo zero, ou

seja, dim E = 0, pois paratodo @ € K tem-se « - 0 = o, 0 que implica que E = [@].

Teorema 5.10: Sendo V um K-espaco vetorial de dimensdo finita, qualquer conjunto de
vetores linearmente independentes de VV pode ser completado de modo a se obter uma base de
V.

Demonstracdo: Consideremos dimV =n e sejam vy, v,,v3, ..,V pertencentes a V e
linearmente independentes. Pelo teorema 5.8, temos t < n. Se [vy, vy, V3, ..., v, | =V, entdo
V1, Vg, U3, ..., U, fOrmam uma base e ndo a nada o que demonstrar. Caso [vq, Uy, V3, ..., V; | #
V, entdo existe v,,q € V tal que v, € [V, V3, V3, ..., 0], O que implica que v,,; ndo é
escrito como combinacgéo linear dos vetores vy, vy, V3, ..., Vs, 1090 vq, V3, V3, ..., Uy, Vp4q SEO

linearmente independentes e caso [vq, Uy, V3, .., Vs, Verq] =V, €NEO vy, Uy, V3, oo, Vg, Vpgq
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formam uma base de V, caso contrario, repetimos 0 processo por N0 maximo n —t vezes e

obtemos assim uma base para V.

5.6.4 Noc0es sobre transformacéo linear

Sejam V e W dois K-espagos vetoriais. Uma funcdo T:V — W é denominada uma
transformacéo linear de V. em W quando para todo v,,v, €V e a € K, temos T (v; + v,) =
T(w)+Twy)eT(a.v) = a.T(vy).

Exemplo:

Consideremos a funcdo T:R3 —» R?, definida por T(x,y,z) = (3x,2x —y + 52).
Notemos que dados dois vetores v; = (x1,y1,21) € V2 = (x3,¥2,2;) € a € R, temos:

T(vy +vy) = T((xlfylle) + (xz,J’z'Zz)) =T +x2,51 +y2,21 + 23) =

= (3 (X +x2),2- (0 +x2) — (1 +y2) + 5 (% +Zz)) =

=0@Bx;+3x,2"x;+2x—y1—y, +521+5.25) =

=B x)+ B x), 2 x1=y1 +52)+ (2% —y2+5.23)) =

=@ x,2'x1—=y1+52)+Bx3,2"x,—y, +5.2,) =

=T(x1,y1,21) + T(x2,¥2,22) = T(v1) + T (v7)

E T(a.vy) = T(a. (xl,yl,zl)) =T(a.x;,a.y;,a.21) =

= Ba.x;,2a.x; —a.y; +5a.z;) = (a.(3x1), 2. (2x; —y; + 527)) =

=a.(3x1,2x1 —y; +521) = a.T(xq,y1,21) = a.T(vy)

Portanto, T é uma transformag&o linear de R3 em R?.

5.6.4.1 Ndcleo e Imagem de uma Transformacao Linear

Sejam V e W dois K-espacos vetoriais e T:V — W uma transformacao linear de VV em
W. Denominamos nudcleo da transformacdo linear T e representamos por Ker (T) ao
seguinte subconjunto de V:
Ker (T) ={v e V;T(v) = 0}
Exemplo: Considerando a transformac&o linear T: R3 — R?, definida por T'(x,y,z) =
(3x,2x —y + 5z), para todo (x,y,z) € Ker(T), temos T(x,y,z) = (0,0), o que implica que
(3x,2x —y + 5z) = (0,0), ou seja, x = 0 e y = 5z, portanto, Ker (T) = {(0,5z,z);z € R }.
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Teorema 5.11: Sejam V e W dois K-espacos vetoriais e T: V — W uma transformacao linear,
entdo Ker (T) € um subespago vetorial de V.

Demonstracéo: Dados vy, v, € Ker (T), por definicdo de ndcleo, temos que T(v;) =0 e
T(vy) = 0. Sejam a, B € K, para que Ker (T) seja um subespaco vetorial de V devemos
mostrar que av; + v, € Ker (T), ou seja, devemos ter T (av; + Bv,) = 0, 0 que é facil de
comprovar, pois, como T € linear, temos T(av; + Bvy) = T(avy) + T(Bv,) = aT(vy) +
BT(v,) =a.0+ 5.0 =0 =0 = 0. Logo, Ker (T) é um subespaco vetorial de V.

Teorema 5.12: Sejam V e W dois K-espacos vetoriais e T: V — W uma transformacao linear,
entdo T é injetiva se, e somente se, Ker (T) = {0}.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que T seja injetiva e seja v € Ker (T), entdo temos T(v) = 0. Mas, no
teorema 5.11 vimos que Ker (T) € um subespaco vetorial de V, entdo 0 € Ker(T), 0 que
implica que T(0) = 0 e, portanto, T(v) = T(0), mas, por hipotese T € injetiva, 0 que acarreta
que v = 0 e, portanto, Ker (T) = {0}.

(<) Suponhamos vy, v, € V e Ker (T) = {0}. Se T(v;) = T(v,) entdo, subtraindo T(v,) de
ambos os membros da igualdade, temos T(v;) — T(v,) = 0e,como T € linear, T(v; — 1) =
0, ou seja, v; — v, € Ker (T), ou seja, v; — v, = 0, 0 que implica que v; = v, ou seja, T é

injetiva.

Dados V e W dois K-espacos vetoriaise T:V — W uma transformacéo linear de VV em
W. Denominamos imagem da transformacéao T e representamos por Im(T) ao conjunto:
Im(T) ={T(v);v €V}
A imagem de uma transformacdo linear T:V — W é um subespaco vetorial de W, pois
dados wy,w, € Im(T) e a,B € K, existem vy,v, €V tais que w; =T(v;) e w, = T(v,),
assim:
aw+Bw,=a-Tw)+L Ty =T(a v))+TPB-vy) =T(a v, +B-vy) € Im(T)

Se Im(T) = W, entdo T é sobrejetiva.

Teorema 5.13: Sejam V e W dois K-espacos vetoriais de dimenséo finitae T:V — W uma
transformacéo linear, entdo, dim V = dim Ker(T) + dim Im(T).
Demonstracédo: Seja By = {vy, v, v3, ..., V;} uma base de Ker(T). De acordo com o teorema

5.10, essa base pode ser completada de modo a se obter uma base B, =
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{vi, V9,3, ..., Vs, Ug, Uy, Uz, ..., Uy, } O espaco vetorial V. Devemos demonstrar entdo que
T (uy), T(uy), T(u3), ..., T(u,,) éuma base de Im(T):

Qualquer que sejaw € Im(T), existe v € V tal que T(v) = w. Como v € V, entéo a;, §; € K,
1<i<tel<j<mtaquev=a vi+a-vy+-+a, vi+p - u+pu+--+
Bm - Um, Mas, w =T(v), entdo, w =T(ay vy +ay v +-+a, v, +F1-u + L uy +
L uy) €, w=aT(v) +aT(vy) + -+ a,T(v) + BT (uy) + T (up) + -+
BT (u,,). COMo vq,v,,v3,...,v, pertencem a Ker(T), entdo T(vy) =T(v,) =T(v3) =
=Tw,) =0, logo w=pTu)+pLTwy)+ +pB,Tw,), ou sea [T(u),
T(uy), T(uz),...,T(u,)]=Im(T). Por outro lado, considerando a combinacdo linear
BiT(uy) + BT (uy) + B3T (uz) + -+ B T(w,,) =0 como T é uma transformacdo linear,
entdo temos T (B - uy + P2 uy + 3 uz + -+ L, " u,) = 0, 0 que implica que By - uq +
B uy + Pz us+ -+ B, - u, €Ker(T) e, portanto, pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores da vy, v,, v3, ..., v, que constituem uma base de Ker(T), ou seja, existem
escalares  y1,v2, V3 -, Y: tais que Birug+Lruy+Pzruz+ -+ Ly Uy =y1.01 +
V2.V +¥3.V3 + -+ Y.V, OU S€Ja, By U+ By Uy + Pz us+ -+ By Uy — V1.V —
Y9.Vy — Y3.V3 — = — Y.V = 0, pOrém vy, vy, v3, ..., U, Uy, Uz, U3, ..., U, € UMa base de V,
logo Br=Pr=Pfs3="=Pn=v1=YV2=y3=-Y:=0. Como By =p,=f3="=
Bm =0, entdo T(uy), T(up), T(uz),..,T(u,) sdo linearmente independentes, e portanto
formam uma base para Im(T). Como uma base de V tem t + m elementos e, portanto
dimV =t + m, sendo dim Ker(T) = t, acabamos de verificar que dim Im(T) = m. Logo,
dimV = dim Ker(T) + dim Im(T).

Teorema 5.14: Sejam V e W dois K-espacos vetoriais de dimenséo finitae T:V — W uma
transformacéo linear injetiva. Se dim V' = dim W entdo T transforma uma base qualquer de V
em uma base de W.

Demonstracdo: Consideremos que dimV =dimW =n e B = {v, v, v3, ..., U, } S€ja uma
das bases de V. Mostraremos que o0 conjunto ScW tal que
S ={T(v,),T(vy), T(v3),...,T(v,)} é linearmente independente e tem uma quantidade n de
vetores, e, portanto, € uma das bases de W: Como T ¢é injetiva, entdo T(v,) # T(v,) #
T(v3) # -+ T(v,), OU Seja, S possui exatamente n vetores. Sejam «aq,ay, as, ..., &,
escalares do corpo K, tais que a; "T(v1) +ay T(vy) + a3 T(v3) + - +a, T(v,) =0,
como T é linear, entdo T(a; vy + ay v, + ag vz + -+ a, " v,) = 0, 0 que implica que

a, v ta vy +azrvz++a,c v, =0, mas v, v,,v3..,0, Sd0 linearmente
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independentes,  portanto, a;=a,=a3=--=a,=0, 0 que implica que
S ={T(),T(vy), T(v3),...,T(v,)} € um conjunto de n vetores linearmente independentes, e

portanto, uma base de W.

5.6.5 Noc0es sobre produto interno

Definicdo: Considerando IV um espaco vetorial finitamente gerado sobre um corpo K,
denominamos produto interno sobre V a funcdo que transforma cada par de vetores (u,v) €
V'xV em um escalar a € K, o qual representaremos por (u,v), com as seguintes
propriedades:

Yu,v,w €V e a € K, temos:

) (u+v,w)=(uw)+(v,w)

I (a-u,v) =a.(uv)

) {(u,v) = (v,u)

IV)(u,u) > 0, para todo u # 0,, onde 0, representa o0 elemento neutro da adi¢do no

corpo K e 0, representa o vetor nulo no espago V.

Exemplo: Consideremos o espaco vetorial R3 sobre o corpo R. Dados u, v,w € R3, e
a €R, a operagdo (u,v) =((x1,y1,21) (x2,¥2,22)) = X1 "X+ Y1 Y2+ 21 -2, € um
produto interno sobre V. Verifiquemos:

D (u+v,w) = ([(x1,y1,21) + (x2,¥2,22)], (x3,¥3,23)) =

= ((x1 + x2,y1 + ¥2,21 + 23), (x3,¥3,23)) =

=@+ x)x3+ 1 +y2) ys+(z1+22) 23 =

=Xy X3t Xy X3+ Y1 Y3t Yo ystzcz3tzyrz3 =

=@ x3+y1 y3tzi-z3) + (g x3+y, y3+23°23) =

= ((x1, y1,21), (x3,¥3, 23)) + {(x2, ¥2, 22), (x3,¥3, 23)) = (u, w) + (v, w)

) (a-u,v) =(a (x1,¥1,21), (x2,¥2,22)) = (@ - xq, @ " y1, @ " 21), (X2, ¥2, 7)) =
=(a-x) xp+ (@ y) y,+ (@ z) 2=

=a (X x)ta - (r-y)ta-(z-z)=a (X X+y1°y, +21°2) =

= a - ((x1,y1,21), (x2,¥2,22)) = a - (u, v)

) (w, v) =y, ¥1,20), (2, Y2, 22)) = X1 "X + Y1 " Yo + 217 2 =

=Xy X1+ Y Y1+ 2221 = (%2, Y2, 22), (%1, ¥1,21)) = (v, u)

IV)Se u # (0,0,0), entdo, temos x; # 0 ou y; # 0 ou z; # 0, assim, temos (u,u) =

(1, y1,21), (o1, ¥1,20)) = %1 "% +y1° Y1 + 21z =xf +yf +2z{ > 0.
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6 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

O avanco rapido da tecnologia esta presente no nosso cotidiano. Dispomos hoje de
grande facilidade em armazenar dados ou nos comunicar de maneira pratica e rapida
utilizando aparelhos eletrénicos como celulares, tablets, microcomputadores, além dos meios
de comunicagdo convencionais tais como televiséo, radio etc., que geram ao mesmo tempo
eficiéncia, conforto e lazer para n6s usuarios. No entanto passam despercebidos a maioria dos
usuarios todo um contexto matematico utilizado e necessario para o funcionamento desses
aparelhos. Embora ndo utilizemos matemética de maneira direta ao, por exemplo, enviarmos
uma mensagem via celular, de maneira indireta isso s6 é possivel por meio da utilizacdo
indireta da matematica.

Um aspecto importante no envio ou armazenamento de informacdes consiste na
incerteza em saber se a informacdo por nés enviada através de um dispositivo eletrénico de
comunicagdo sera recebida tal qual enviamos ou se um dado hoje armazenado sera acessado
amanhd com o mesmo grau de fidedignidade. Informacgdes enviadas ou armazenadas serdo
passiveis de erros? Caso haja um erro na transmissao de uma informacdo ou no
armazenamento da mesma, serdo possiveis as deteccBes e correcdes? Pensando nessas
questBes, abordaremos a seguir a teoria dos Cadigos Corretores de Erros.

A teoria dos cddigos foi criada pelo matematico americano Claude Elwood Shannon,
no laboratério Bell, e foi apresentada de um trabalho publicado no ano de 1948. Nas décadas
de 50 e 60 varios matematicos que se interessaram pelo assunto, contribuiram de forma
consideravel com o desenvolvimento dessa teoria. A partir da década de 70, profissionais
engenheiros passaram a ter interesse pela teoria em virtude das pesquisas espaciais,
telecomunicacdes e o uso difundido de computadores. Nos dias atuais, qualquer aparelho que
seja utilizado para a transmissdo ou armazenamento de dados, faz uso dessa teoria, portanto, a

teoria dos codigos esta a cada dia mais presente em nossas vidas.

6.1 O QUEE UM CODIGO?

Podemos citar como exemplo de um cddigo o idioma que usamos. Consideremos um

alfabeto formado por 38 caracteres, sendo 37 deles os caracteres a seguir:
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n

{a,b,c,d,e, f,g,h1i,j,k ,mmno,pq,r,s tuv,wxyz4aaiiééiooou e mais
um caractere correspondendo ao espaco entre palavras. Denominaremos esse alfabeto de P.
Consideremos que a maior palavra desse alfabeto seja
“pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético™. Percebe-se que P possui 38 elementos
(caracteres) e sua maior palavra possui 46 caracteres. Podemos fazer com que cada palavra de
P possua exatamente 0 mesmo numero de caracteres da sua maior palavra, ou seja, por meio
do acréscimo de espacos no fim de cada palavra de P, fazemos com que todas elas possuam
exatamente 46 caracteres. Definimos assim um codigo como sendo um conjunto C < P* de
todas as palavras existentes no nosso idioma. Notemos, porém que o cédigo C néo € eficiente
para detectar e corrigir erros, por exemplo, se transmitissemos a palavra “felefone” e
ocorresse um erro na transmisséo, de modo que a palavra recebida fosse “belefone”, 0 codigo
C detectaria que houve um erro, pois belefone ndo pertence ao conjunto €. Uma vez detectado
o erro, seria facil corrigi-lo, pois a palavra pertencente a C que mais se aproxima de belefone é
telefone. Sendo assim, saberiamos que a palavra transmitida, na realidade havia sido telefone.
Em contrapartida, se a palavra transmitida fosse “bola” e por ventura ocorresse um erro na
transmisséo, de modo que a palavra recebida fosse “wola”, 0 erro seria detectado, pois wola
ndo é uma palavra pertencente a C, porém, a corre¢do seria impossivel, uma vez que em C
existem varias palavras que igualmente se aproximam de wola, por exemplo bola, cola, mola,
sola e gola. Em uma terceira hipotese, se a palavra transmitida fosse “caneca” e ocorresse um
erro na transmissdo, de modo que a palavra recebida fosse “canela”, o cédigo C nem
detectaria o erro, pois a palavra canela também pertence a C.

Para exemplificar os principios da teoria dos cddigos, analisemos o seguinte caso:

Suponhamos que o brago mecanico de base fixa da figura 2, através de comandos
digitais, possibilite quatro movimentos basicos: para cima, para baixo, para a direita e para
a esquerda:

Figura 2: Bra¢o mecanico

Fonte: <http://thing-better.blogspot.com.br/2013/04/0-que-e-robotica_6379.html>

6 . ~ . . A s
Doenga pulmonar causada pela inalagdo de cinzas de origem vulcanica.


http://thing-better.blogspot.com.br/2013/04/o-que-e-robotica_6379.html

101

Aos comandos acima denominaremos “fonte”.

Os circuitos digitais (ou circuitos logicos) baseiam seu funcionamento na logica
binaria, ou seja, cada informacao deve ser expressa utilizando-se de dois digitos, a saber, 0 e
1. Como temos dois digitos disponiveis para expressar os comandos e dispomos de quatro
comandos basicos para o braco mecanico, considerando o conjunto F = {0,1}, podemos
codificar os quatro comandos como elementos de F2 = F x F = {(0,0), (0,1), }(1,0), (1,1)}.
Por simplicidade de notagdo, consideraremos cada par (a, b) € F? simplesmente como ab e a

cada um dos quatro comandos 00, 01, 10 e 11 denominaremos “codigo da fonte”. Por

exemplo:
Fonte Cddigo da fonte
Para a esquerda: 00
Para a direita: 01
Para cima: 10
Para baixo: 11

Imaginemos agora que os comandos (mensagens) sejam transmitidos ao braco
mecanico via sinais de radio frequéncia, através de um controle remoto por exemplo.
Suponhamos que seja dado ao braco mecénico o comando “para a esquerda”, 0 que Sera
convertido para o codigo de fonte 00 e enviado ao braco mecanico, indicando para que ele se
mova para a esquerda. Suponhamos ainda que a transmissdo do sinal, por alguma
interferéncia externa, sofra um erro e chegue até o braco mecénico como 10, 0 que acarreta
que o braco em vez de mover-se para a esquerda, fosse movido para cima. Observemos que o
circuito digital do braco mecanico seria incapaz de detectar o erro, pois 10 é um comando
existente em seu banco de dados.

Diante de uma situacdo como a descrita acima, 0 que fazemos € inserir redundancias,
através do acréscimo de digitos nos cddigos da fonte, de modo que se possa detectar e corrigir
possiveis erros de transmissdo, dando origem a um novo codigo ao qual denominamos de

“codigo de canal "

Fonte Cddigo da fonte | Cddigo de canal
Para a esquerda: 00 00000
Para a direita: 01 01011
Para cima: 10 10110
Para baixo: 11 11101
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Nesta nova codificagdo, as duas primeiras posi¢des representam o codigo da fonte
enquanto as trés ultimas posic¢Ges sao as redundancias inseridas.

Facamos a seguir uma nova analise:

Suponhamos que seja dado ao brago mecanico o comando “para a direita”, 0 que sera
convertido para o cédigo da fonte 01 e em seguida acrescido de redundancias sera convertido
para o codigo de canal 01011 e enviado ao brago mecéanico, indicando para que ele se mova
para a direita. Suponhamos ainda que a transmissdo do sinal, por alguma interferéncia
externa, sofra um erro e chegue até o braco mecanico como 01010. Notemos que esse
comando ndo existe em banco de dados e isso acarretaria a identificacdo de um erro pelo
circuito digital do brago mecanico. Consultando seu banco de dados, o comando que mais se
aproxima de 01010 é 01011 e, portanto, o circuito digital faria a corre¢do, interpretando o
comando recebido como 01011 e movendo o brago mecanico para a direita.

Vejamos em diagrama de blocos a seguir, todas as etapas desde o comando dado até a

chegada da mensagem transmitida:

Fonte | — | Codificador | | Codificador

da fonte de canal

l
Canal
l

Decodificador Decodificador | _, | suario

de canal da fonte

O estudo da teoria dos codigos apresentado nesse trabalho, objetivara a transformacéo
de cddigos da fonte em codigos de canal, as deteccbes e correcBes de possiveis erros
ocorridos durante o processo de transmissdo e a decodificacdo de codigos de canal em
codigos da fonte. Consideraremos nesse estudo apenas canais simétricos, canais estes que
possuem as seguintes caracteristicas:

- Todos os caracteres transmitidos tem a mesma probabilidade (infima) de serem recebidos
errados;
- Se um caractere é recebido errado, a probabilidade de ele ser qualquer um dos outros

caracteres disponiveis é a mesma.
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6.2 METRICA DE HAMMING

Primeiramente entendamos o que é uma métrica.

Uma meétrica é uma generalizacdo do conceito geomeétrico de distancia. Dizemos que,
dado um conjunto T, uma métrica em T é uma funcdo d:T X T — R que a cada (x,y) €
T x T faz corresponder o elemento d(x,y) € R, denominado a distancia de x a y, tal que
paratodo x,y,z € T, temos:

e d(x,y) =0, valendo a igualdade quando x = y
e d(x,y) =d(y,x) (simetria)
e d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular)

Dado um conjunto A, finito, ao qual denominaremos de alfabeto. Representaremos o
namero de elementos de A por |A| = q. Definimos um codigo corretor de erros como sendo
um subconjunto proprio qualquer de A™, com n € N. Dados u,v € A", denominamos de
“distdancia de Hamming” ao valor d(u,v) = |{i,w; # v;,1 <i<n }|.

Vejamos um exemplo:

Sendo A = {0,1}, para n = 4, temos |4*| = 16 e {0000,0001,1010,1011,1111}
A*. Assim:

d(1010,1011) = 1

d(0001,1011) = 2

d(0001,1111) = 3

d(0000,1111) = 4

Consideremos, de maneira geral, os elementos u,v,w € A", tais que u =
U U U3 o Uy, UV =V VU3 .17, € W =WiWoWw;3..w,. Como u;,v; € {0,1} para todo i €
{1,2,...,n}, se tivermos u; = v;, entdo d(u,v) = 0, caso existam k indices i para 0s quais
u; # v; entdo, por defini¢do, d(u,v) = k > 0, logo, deduzimos que d(u,v) = 0. Por outro
lado, se tivermos u; = v; paratodo i € {1, 2, ...,n}, entdo u = v, 0 que implica que d(u,v) =
0 e d(v,u) = 0, acarretando que d(u,v) = d(v,u). Caso existam k indices i para 0s quais
u; # v; entdo, por definicdo, d(u,v) = k e d(v,u) = k, implicando que d(u,v) = d(v, u).

Para cada indice i, a contribuicdo para a distancia d(u,v), das i — ésimas
coordenadas de u e v é igual a 0 ou 1, respectivamente se u; = v; ou u; # v;. De maneira
anéloga a contribuicdo para a distancia d(v,w), das i — ésimas coordenadas de v e w é
igual a 0 ou 1, respectivamente se v; = w; ou v; # w; e a contribuicdo para a distancia

d(u,w), das i — ésimas coordenadas de u e w é igual a 0 ou 1, respectivamente se u; = w;
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ou u; # w;. Considerando que a contribuicdo para a distancia d(u,w), das i — ésimas
coordenadas de u e w seja 0, ou seja, u; = w;, entdo temos d(u,w) < d(u,v) + d(v,w),
pois a contribuicdo das i — ésimas coordenadas de u; e v; e v; e w; emd(u,v) +d(v,w) é
igual a 0,1 ou 2. Caso consideremos u; # w;, entdo ndo se tem u; = v; € v; = w;, poIs seria
contrario a hipdtese, assim, temos que a contribuicdo das i — ésimas coordenadas de u; e v;
ev; ew; emd(u,v) +d(v,w) é maior ou igual a 1, que, por hipdtese, € a contribuicdo das
i — ésimas coordenadas de u; e w; em d(u, w). Portanto, temos sempre d(u,w) < d(u,v) +
d(v,w).

Concluimos com isso que a distancia de Hamming entre os elementos de A™ cumpre
as trés condicdes necessarias para classifica-la como uma métrica, portanto, a partir desse

momento a denominaremos de métrica de Hamming.

6.2.1 Disco e esfera de centro c e raio r

Consideremos um elemento c € A" er € R, tal que r = 0.

Dizemos que um disco de centro ¢ e raio r é um conjunto D(c,r) ={u €
A™; d(u,c) < r}. De maneira analoga, definimos uma esfera de centro ¢ e raio r como um
conjunto S(c,r) ={u € A™;d(u,c) =r}.

Discos e esferas sao conjuntos finitos como veremos a seguir:

Sendo |A| =g o ndimero de elementos do alfabeto A e u € A uma palavra desse
alfabeto, em cada coordenada de u temos g — 1 elementos de A™ distintos, que podem variar

nas i coordenadas de u, obtendo com isso (g — 1)‘. Como u tem tamanho n e as i entradas
distintas podem percorrer qualquer coordenada de u, temos entdo a combinagéo (Yll) Se
|S(c,i)| representa o numero de elementos da esfera S de centro c e raio i, entdo |S(c,i)| =
(?) .(qg — 1)%, 0 que nos mostra que S(c,i) possui um nimero finito de elementos. Notemos

ainda que S(c,i) N S(c,j) = @ quando i # j e que Ui_,S(c,i) = D(c,r), portanto, o nimero

de elementos do conjunto D(c,r), representado por |D(c,r)|, também é finito, pois

ID(e, P = Ui S (e, Dl = Zi=olS(e, D)l = Xio () - (a = 1"

Vejamos um exemplo:
Consideremos o alfabeto A = {0,1}, portanto |A| =g =2. Para n =3, temos

A3 ={000,001,010,011,100,101,110,111}. Consideremos ¢ = 010 € A3 e r = 2. Temos
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entdo o conjunto S(c,r) =5(010,2) ={001,100,111} e D(c,r) =D(010,2) =

{000,001,010,011,100,110,111}. Notemos que |S(010,2)| = (;) (2-1)2=31=3¢

que [D(010,2)| = §:0(§).(2—1)i=(3).10+(i).11+(§).12=1+3+3=7.

6.2.2 Distancia minima de um cédigo

Dado um cdédigo C, definimos sua distancia minima como sendo um nimero d, tal que
d = min{d(u,v);u,v € C eu # v}.

No exemplo do bragco mecénico, tinhamos o alfabeto F = {0,1}, do qual obtivemos o
codigo de fonte F2 = {00,01,10, 11} e, através do acréscimo de redundancias, obtivemos o
codigo € c F> tal que C = {uy,u,,u3,uy} = {00000,01011,10110,11101}. Notemos que
d(uy,up) =3, d(ug,uz) =3, d(ug, ug) =4, d(uz, uz) = 4, d(uz, uy) = 3 e d(uz, uy) =3,
portanto, d = min{d(u,v);u,v € C e u # v} = min{3,4} = 3.

Percebe-se que para determinarmos d no exemplo dado, foram necessarios os calculos
de seis distancias e que a medida que C possua um numero maior de palavras, mais célculos

de distancias serdo necessarios para a determinacéo de d. De maneira geral, para o calculo de

d sdo necessarios os calculos de (|g|> distancias, onde |C| representa o nimero de elementos

do conjunto C. Porém, o calculo de (Igl) demanda um custo computacional exagerado, o que

inviabiliza esse método e, para tanto, veremos mais adiante outras maneiras para se encontrar

d com um esfor¢co computacional minimizado.

Considerando € um codigo de distancia minima d, definimos k = [%] onde [dz;l]

. . , d—-1
representa a parte inteira do nimero real —.

Teorema 6.1: Considerando € um cédigo de distancia minima d. Se c,c’ € C e ¢ # ¢, entdo
D(c,x)ND(c’, k) = @.

Demonstracdo: ~ Suponhamos que  D(c,x)ND(c,k) # @, ou  seja, existe
u € D(c,k)ND(c’, k), entdo temos que d(u,c) <k e d(u,c’) <k, mas pela métrica de
Hamming, temos d(u,c) =d(c,u) e d(c,c) <d(c,u) +d(u,c), o que implica que
d(c,c) <k+k =2k <d-1, 0 que contradiz a hipdtese, pois d é a distancia minima, ou

seja, d(c,c’) = d. Portanto se ¢,c’ € C e c # ¢', entdo D(c, k)ND(c, k) = @.
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6.2.3 Numero de deteccdes e numero de corregdes de erros

A distancia minima d de um cddigo C tem grande relevancia nos processos de

deteccdo e correcao de erros.

Teorema 6.2: Considere um codigo € com distancia minima d. C pode detectar até d — 1
erros.

Demonstracéo: Sendo d a distancia minima de um codigo C, sabemos que dada uma palavra
c € C, qualquer outra palavra ¢’ do codigo C esta a uma distancia no minimo igual a d da
palavra c. Isso significa que podemos introduzir em uma palavra qualquer de C até d — 1

erros sem encontrar outra palavra de C, tornando possivel a deteccéo do erro.

Teorema 6.3: Consideremos um codigo € com distancia minima d. O codigo C pode corrigir
p d—1

ate k = [T] erros.

Demonstracdo: Suponhamos que uma palavra ¢ € C sofra t erros, com t <k, ao ser

transmitida, de modo que r seja a palavra recebida. Temos entdo d(r,c) =t < k e, pelo

teorema 6.1, a distancia de r a qualquer outra palavra de C é maior do que k, assim, a palavra

¢ é univocamente determinada a partir da palavra r.

Exemplo:

Considerando o codigo C dos comandos do braco mecéanico, como vimos que d = 3,

entdod —1=3—-1=2¢ek = [dz;l] = [32;1 = 1, portanto, no cddigo C é possivel detectar

até 2 erros e corrigir 1 erro.

6.2.4 Codigos perfeitos

Um codigo C c A", com distdncia minima d e k = [dz;l] é denominado caddigo

perfeito se U.ec D(c, k) = A™.

Observemos que o codigo € do braco mecanico ndo é perfeito, pois C c F>, C =
{uy, uy, uz, uy} = {00000,01011,10110,11101} e x =1, mas considerando a palavra
p =11010 € F>, vemos que d(uy,p) = d(us,p) =3 e d(uy,p) = d(us,p) = 2. Como
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k =1, significa que p & D(uy,1) UD(uy, 1) UD(uz, 1) UD(uy,1), 0 que implica que

Uy,ec D(u;, 1) # F™, ouseja, € © F® n&o é codigo perfeito.

6.2.5 Equivaléncia de codigos

Primeiramente falemos sobre isometrias.

Dados dois espagos métricos (conjuntos munidos de uma métrica) X e Y e dados dois
elementos x;,x, € X, de modo que a distancia entre x; e x, no espaco X seja dy(x1,x3).
Uma funcdo f:X — Y que a cada x € X faca corresponder a f(x) € Y € denominada uma
isometria se em relagdo a distdncia no espaco métrico Y, for vélida a igualdade
dy(f(xl),f(xz)) = dy(xq1,x,) para todo x;,x, € X, ou seja, f é uma transformagdo que
preserva a distancia.

Considerando um conjunto A, ao qual denominamos alfabeto e um nimero natural n,
0 conjunto A™ de todas as palavras de tamanho n € um espaco métrico, pois nele temos
definida a métrica de Hamming. Sendo assim, uma funcéo f: A™ — A™ é uma isometria de A™
se preservar distancias de Hamming, ou seja, d(f(x),f(y)) = d(x,y) paratodo x,y € A™.

Considerando isometrias para a métrica de Hamming:

Teorema 6.4: Se f: A" — A™ é uma isometria, entdo f é uma bijecéo.

Demonstracdo: Consideremos f: A™ — A™ uma isometria. Suponhamos que dados x,y € A™,
tenhamos £ (x) = f(¥), o que implica que d(f (x), f(y)) = 0. Mas, por hipétese, f: A* — A"
é uma isometria, entdo d(x,y) = d(f(x), f(y)) o que implica que d(x,y) = 0 e, portanto,
x =y, mostrando que f € injetiva. Como A™ é um conjunto finito e toda bijecdo de um
conjunto finito nele préprio é uma sobrejecdo, temos com isso que f é sobrejetiva e portanto
bijetiva.

Teorema 6.5: A funcdo identidade I4n: A™ — A™ é uma isometria.

Demonstracdo: Temos que para todo x,y € A", I4;n(x) = x e I4n(y) =y, 0 que implica

d(I4n (x),I;n (¥)) = d(x,y), mostrando que I4» é uma isometria.

Teorema 6.6: Se f é uma isometria de A", entdo f~! também o é.
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Demonstragdo: Se f é uma isometria, entdo pelo teorema 6.4, f € bijetiva, 0 que garante a
existéncia de f~1. Como por hipétese f é uma isometria, entdo d(f~1(x),f1(y)) =

d(f(f72()), f(f1(»)) ) = d(x,y), mostrando com isso, que £ ~! é uma isometria.

Teorema 6.7: Se f; e f, sdo isometrias de A™, entdo f; o f, € uma isometria de A™.
Demonstracdo: Se f; e f, sdo isometrias de A", entdo d (f1 (£,00), (12 (Y))) =

d(f2(x), f2(y)) = d(x,y), mostrando com isso que f; ° f, é uma isometria de A™.

Dados dois codigos C; e C, contidos em A™, dizemos que C; e C, sdo cddigos
equivalentes quando existe uma isometria f de A™ tal que f(C;) = C,.

Os parametros fundamentais de um codigo C < A™ sdo 0 seu comprimento n, 0 seu
namero de elementos |C| = M e a sua distancia minima d. Representamos 0s parametros de

um codigo C c A™ pelaterna [n, M, d].

Teorema 6.8: Dois cddigos equivalentes C; e C, de A™ possuem 0s mesmos parametros.

Demonstracdo: Suponhamos que os parametros do cédigo C; sdo [n,M,d]. Como C, é
codigo de A™, entdo todas as suas palavras tem comprimento n. Como C; e C, sdo
equivalentes, entdo existe uma isometria f de A" tal que f(C;) = C, e, pelo teorema 6.4 f ¢
bijetiva, logo |C,| = |C;| = M. Por fim, sejam x,y € C; tais que d(x,y) = d, temos entdo,
d(x,y) = d(f(x),f(y)) = d, mostrando que a minima distancia em C, também é d. Assim,

0s parametros do cddigo C, sdo [n, M, d].

6.3 CODIGOS LINEARES

Consideremos um corpo finito K com um ndmero g de elementos, ao qual
denominaremos alfabeto.

Sejan € N, temos que K™ € um k-espaco vetorial de dimens&o n.

Um codigo € < K™ é classificado como um cddigo linear quando € for um subespaco
vetorial de K™.

O exemplo do brago mecénico utilizado anteriormente € um codigo linear, pois o
conjunto € = {00000,01011,10110,11101}, contido em F° é um subespago vetorial de F>,

verifiguemos:
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O corpo de escalares F = {0,1} contém dois elementos e, qualquer que seja o vetor
u € C, temos 0.u = 00000 e 1.u = u. Notemos também que 00000 + 01011 = 01011,
00000 + 10110 = 10110, 00000 + 11101 = 11101, 01011 + 10110 = 11101, 01011 +
11101 = 10110 e 10110 4+ 11101 = 01011. Desse modo, para todo a,8 € F e u,v € C,
temos au + fv € C, mostrando com isso que C ¢ subespago vetorial de F>.

Como um cadigo linear € um subespaco de um K-espaco vetorial de dimenséo finita,
entdo todo codigo linear é, também, um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Sendo k o
numero de elementos de uma das bases de C (dimensédo de C) e, sendo uq, uy, us, ..., u; uma
dessas bases , entdo qualquer que seja u € C, u se escreve de maneira Gnica como
Uu=a; u+ay uy+az-uz+-+a,u, Ya; € K e, portanto, 0 nimero de elementos
do codigo € é M = |C| = q* ou seja, dim C = k = log, q* = log, M.

No exemplo do brago mecénico, temos C = {00000,01011,10110,11101} e
F ={0,1}, o que implica que M = 4 e q = 2, portanto dim C = log, 4 = 2, ou seja, qualquer

base de C possui dois vetores.

6.3.1 Peso de um cédigo

Considerando d a métrica de Hamming, dado um vetor u do K-espaco vetorial K™,
definimos o peso de u como sendo o numero inteiro w(u) = d(u, 0) e, 0 peso de um cddigo
C ¢ definido como sendo a distancia de Hamming minima ndo nula dos vetores de C ao vetor
nulo. Em outras palavras:

w(C) = min{w(u);u € C\{O}}.

Teorema 6.9: Considerando um coédigo linear € ¢ K™, com distdncia minima d, temos
Vu,v € K", d(u,v) = w(u—v)ed = w(C).

Demonstracdo: Dados u,v € K™, pela definicdo de distancia, temos d(u,v) = d(u —
1,0) =w(u—7v)e seuveCeu+wv, e adistincia minima do codigo C é d = d(u,v),

entdo existew € C\{O}talquew =u—-ved =du,v) = wu—v) = ww) = w(0C).
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6.3.2 Matriz geradora de um cédigo

Consideramos um corpo finito K com g elementos e um codigo linear C ¢ K™. A
terna (n, k,d) denominamos parametros do cddigo linear C. O parametro n representa o
numero de coordenadas de cada vetor (palavra) do codigo C; o parametro k representa a
dimensdo do Cddigo (espaco vetorial) C sobre o corpo K e o parametro d representa a
distancia minima do codigo C, que € igual ao peso w(C) do codigo C.

Consideremos B = {uq,uy,us, ..., u;} uma base ordenada de C, onde cada vetor

U

. . Uz .

w; = (i1, Viz, Vi, s Vi), COM 1<i<k e uma matriz G=|.| ou seja,
Uy

V11 V12 = Vin

Vyq Voo v Dy . , . . . N
G=|": o ."|. A matriz G é denominada matriz geradora de C associada a

Ukt Vk2 *° Vkn

base B e ndo é a Unica matriz geradora de C, pois, para cada base diferente de C , obtemos
uma geradora diferente. Notemos que uma matriz geradora de um cédigo C pode ser obtida de
outra matriz geradora através de transformaces elementares sobre matrizes, vistas em 2.5.

Consideremos agora uma transformagcéo linear T: K¥ — K™ de modo que dado x €
K*, tenhamos T(x) = x - G. Como x € K*, entfo possui k coordenadas xi,x,, X3, ..., X €,
portanto, T(x) = x; - v; + Xy " Uy + X3 - V3 + -+ X, - v, 0 que implica que T(K*) = C,
assim, temos K* o cddigo da fonte, C é o codigo de canal e T é a codificacdo, que leva o
cédigo da fonte ao cddigo de canal.

Para obter uma matriz geradora de um codigo de dimensdo k, contido em um espaco

K™, basta tomar uma matriz com k linhas linearmente independentes e n colunas. Por

1 0 01 0
exemplo, considerando o corpo galoisiano F = {0,1} e uma matriz G = [1 1 00 1].
0 1110

Consideremos as palavras do codigo da fonte como sendo vetores de F3. Uma palavra x do
codigo da fonte é codificada em codigo de canal através da transformacéo T: F3 — F®, tal que

T(x) = x - G. Suponhamos x = 110, assim, temos:

1 0 01 0
T(110)=[1 1 0].|]1 1 0 0 1=
01110

=[1.1+11+00 1.0+11+01 1.0+10+01 1.1+1.0+0.1 1.0+1.1+0.0]=
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=[0 1 0 1 1], portanto, a palavra 110 do cddigo da fonte é codificada como 01011 no
cddigo do canal.

Notemos nesse exemplo que g = 2, pois adotamos o corpo finito (galoisiano) F =
{0,1} e k = dim C = 3, logo, 0 nimero de elementos de C é M = 23 = 8. O codigo C &,
portanto, o seguinte conjunto:
¢ ={00000,10101,11010,11111,01111,01010,00101, 10000}, que facilmente pode ser
verificado que foi obtido através dos vetores 10010, 11001 e 01110, que constituem uma base
de C.

Caso deseje-se decodificar as palavras do cddigo de canal C de modo a obter as
palavras do codigo de fonte, basta tomar os vetores x = x;x,x3 de F3 e resolver a equagio
x.G =y, onde y=y,y,y3Vsysé uma palavra do cddigo de canal C. Porém, esse

procedimento consiste em resolver a equacdo matricial:

1 0 01 O

[X1 X2 X3]- [1 1 00 1] =[Y1 Y2 ¥3 Ya Ys|, que gera o0 sistema
0 1 110

(X1+ X2 =Y

L x, + 23 =y,

4 X3 =Yy3 que, em geral exige um alto custo computacional e, portanto, é inviavel. Mas

Lxl t X3 =4

X2 =Ys

efetuando as operacgdes elementares (vistas em 2.5) sobre as linhas da matriz G, obtemos uma

matriz G' com a seguinte forma:

1 0 01 0 1 0 01 0 1 0 01 O
11 0 0 1|l »Ly+LJ0 1 0 1 1|Ly » L+L3|0 1 0 1 1|=G"
01 110 01110 0 01 0 1

A matriz G' é equivalente por linhas a matriz G e, portanto, suas linhas sdo linearmente
independentes e em consequéncia disso formam outra base de C. Assim, podemos obter as

palavras do cédigo de fonte resolvendo a equagdo matricial x.G =1y, que equivale a

1 0 01 O
[*1 X2 Xx3]-]0 1 0 1 1|=[>Y1 Y2 Y3 Ya Ys], ou ainda a
0 01 0 1

[X1 X2 X3 x1+x x+x3]=[Y1 Y2 Y3 Ya Ys], ou seja as palavras do codigo
da fonte s@o obtidas considerando as trés primeiras coordenadas das palavras do cddigo de
canal. Assim, as palavras do cédigo de fonte sdo {000,101,110,111,011,010,001,100}.
Dizemos que uma matriz geradora de um cédigo C se encontra na forma padréo, se for
apresentada na forma [I,,|A], com I, sendo a matriz identidade de ordem k e A uma matriz

cuja ordem é k X (n — k). No exemplo anterior a matriz G ndo estava na forma padréo,



112

porém ao serem efetuadas operagdes elementares sobre as linhas de G, foi obtida uma matriz
G', equivalente por linhas a matriz G e apresentada na forma padrao.

Outra maneira de se obter uma matriz G’ na forma padrao, equivalente a matriz G, é
resolver o produto M1 - G, onde M é a matriz quadrada de ordem k obtida pelo bloco das k

primeiras colunas da matriz G. Pelo teorema 3.3 do capitulo 3, temos que M~1 =

det (M)@
100
quando det(M) # 0. No exemplo anterior, M = [1 1 0] e pelo teorema 3.1, det(M) = 1.
011
Calculemos a seguir a matriz dos cofatores de M:
o [Mu Mip Mis
M =|My; My, My
M3y Mz, Mss
10 10
M11=(—1)1+1'11=1'1=1 M12=(—1)1+201=—11=—1=1
11 00
M13=(—1)1+3'9%=1'1=1 M21=(—1)2+1'%(1)=—1'0=0
= (— 2+2, = . = —] = = (— 2+3, = —1" = —] =
My, = (1) 8(1) 1-1=-1=1 My =(-1) ?(1) 1-1=—-1=1
— (_1)3+1. — 1.0 = — (_1)3+2. 1.0 =
Ms; = (-1) L ol=10=0 Ms, = (—1) 1o 1:0=0
Mys = (—1)3+3 - 1 (1) —1-1=1
o1 B B
Logo,M =0 1 1|.ComoM = (M")t, temosM =1 1 0]. Assim, temos:
0 0 1 1 1 1

L L 1 0 0] 1 00
-1 _ =1, —
M —det(M)M—1 1 1 0/=|1 1 0}
1 1 11 11

(1 0 0] 1 0 0 1 O 1 0 01 O
ComoG =M"1-G,entdo G =1 1 0]-[1 1 0 0 1 =[O 1 0 1 1]
1 1 11 10 1 1 1 O 0 01 0 1
1 0 01 O 1 0
Notemosque G =[0 1 0 1 1] = [I5]A], com A= |1 1]. Cabe salientar que
0 01 0 1 0 1

nem sempre € possivel obter uma matriz G na forma padrdo, de um codigo C, apenas

realizando operagdes elementares sobre linhas. Veja o exemplo:

0 101 0
Consideremos um codigo C c F° cuja matriz geradora é G = [0 0 10 0]. E fécil
0 0 0 0 1

verificar que nenhuma operacdo elementar sobre as linhas de G fard com que a matriz se
apresente na forma padrdo, uma vez que todos os elementos da primeira coluna de G sdo
nulos. Porém, aplicando as operacdes de permutacdo entre duas colunas da matriz G e

multiplicacdo de uma coluna de G por um escalar ndo nulo, podemos obter uma matriz G',
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exemplo:

0 1

geradora na forma padrdo, de um coédigo C' c F° que é equivalente ao codigo C. Por
01 0

0 O 1 0 O0jc
0 0 1

1 0 01 O

01 0 0 O

1
-2 |0
0
0 010 O

Teorema 6.10: Sendo C um codigo, existe um codigo C’, equivalente a C, cuja matriz

G =

0 01 0 1 0 01 0
0 10 0C2—>C3 01 0O 0C3—>C5
0 00 1 0 0 001

geradora se apresenta na forma padrao.

X11 X122 - X1n

~ . £ 1 . . , X221 X2 .. X3
Demonstra@ao: Seja C um COdlgO cuja matriz geradora e G= . . . :n .

Xk1 Xk2 - Xgn

Utilizando as operagdes elementares sobre as linhas de um matriz (vistas no capitulo 2) e
operacdes sobre as colunas de G, temos:
Como as linhas de G constituem uma base de C, entdo sdo linearmente independentes
e, portanto nenhuma linha é nula. Consideremos, sem perda de generalidade, que x;; # O.
Como x;; € elemento de um corpo, entdo possui um inverso multiplicativo x;i} tal que
1 vy = Y

_ - o Xa1 Xpy e X2
x11 * x7* = 1. Multiplicando a primeira linha de G por x;;, obtermos: 21 2z o

Xk1 Xk2 - Xgn
Substituindo cada linha dessa matriz, a partir da segunda, pela soma da respectiva linha com a

primeira multiplicada por —x;, .., —xyq, respectivamente, temos a seguinte matriz:
1 yiz2 = Ymn

0 Y2 . . : <
yzz . y:" . A segunda linha dessa matriz possui algum elemento ndo nulo e, por

0 Yez o Yin
meio de uma permutacdo entre colunas, é possivel fazer com que esse elemento ndo nulo
ocupe a posicao segunda linha e segunda coluna. Multiplicando a segunda linha pelo inverso

desse elemento ndo nulo e somando cada uma das linhas restantes, pela segunda linha

1 0 - Zipn

.y . . 0 1 - 224
multiplicada respectivamente por —yi,, —y13, ..., —Yk2, temos a matriz |, . [

0O 0 .. Zgn

Repetindo o processo descrito acima, uma quantidade de até k vezes, obtemos uma matriz

G = [I|A], na forma padrdo.
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Uma matriz geradora que ndo se apresenta na forma padrédo, gera palavras cédigo néo
sistematicas, ou seja, palavras codigo nas quais os digitos das palavras do codigo da fonte
estdo misturados com os digitos da redundancia acrescentada. Enquanto que uma matriz
geradora que se apresente na forma padréo, gera palavras do codigo sistematicas, nas quais 0s
k primeiros digitos correspondem aos digitos do codigo da fonte, enquanto que 0s n — k

ultimos digitos correspondem aos digitos da redundancia acrescida.

6.3.3 Cddigos duais

Considerando C um cédigo linear contido em um espaco vetorial K™ definimos o
complemento ortogonal de € como sendo o conjunto C* = {v € K™; (u,v) = 0,Vu € C}.

Se temos um codigo linear C < K™, entdo C* é um subespaco vetorial de K™, pois
dados w,v € Ct, a, €K e weC, temos (a-u+ B -v,w)=a- - {(uw)+p-(v,w)=0.
Além disso, se G é matriz geradora do codigo C e w € Ct, entdo G-w' =0, 0 que é
facilmente verificavel, uma vez que cada linha vy, v,, vs, ..., v, de G é um vetor de uma das
bases de C e, portanto, (v, w') = (vy,w') = (v3,w’) =+ = (v, w') =0. Como foi
mostrado, C* é um subespaco vetorial de K™, portanto, por definicdo, C* é também um

codigo linear.

Definicdo: Um subespaco vetorial C* < K™ que ¢ um complemento ortogonal do

cédigo C e é também um cddigo linear, é denominado codigo dual de C.

Teorema 6.11: Considerando € um cddigo linear contido em K™, com dimensdo k, cuja
matriz geradora na forma padréo é G = [I, |A], temos dim Ct = n — k.
Demonstragdo: Vimos anteriormente que w = wy,w,, w3, ...,w, pertence a C*, quando

G -w® =0.Como G = [I|A] se apresenta na forma padréo, entdo, temos:
1 0 = 0 Yt+n1r Ik+21 * Gn1] [W1 0

e [0 1 = 0 Jk+12 J+22 - Gn2| |W2| _ |0 -
0 0 - 1 Gxk+k Ik+2)k Inkl Wn 0

W1+ Jk+D1 " Wik+1 T+ Gn1 " Wy 0
Wy + Jk+1)2 " Wi+1 + "+ Gn2 " Wy 0 o
0

Wi+ Jk+1)k "Wkt T "+ Gnk * Wh
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(W1l [9k+D1 Wk+1 Tt Gn1 " Wy 0

o Vljz + Ik+1)2 " Wi+1 + t Gn2Wa| 0 -
(Wil L9k+k * Wi+1 T+ Gnie * Wy 0
(W1 ] [—I(k+1)1 " Wk+1 — " — Gn1 " Wn

o M{z _ —Y(k+1)2 'Wk+1:_ = Yn2 Wn o
Wikl L= 9%k+0k " Wk+1 = "~ Gnk *
(W11 Jk+D1 Gk+2)1 Wk 41

o thz _ g(k:+1)z g(k+z)z ‘ lWHz‘
[ Wk | Ik+1)k g(k+2)k

Os n — k elementos wy, 1, Wy 42, ..., w, podem ser escolhidos de forma aleatéria. Logo, temos

que dimC* =n — k.

Teorema 6.12: Considerando € um cddigo linear contido em K™, com dimensdo k, cuja
matriz geradora na forma padréo é G = [I,|A], temos H = [—A*|I,,_;] é uma matriz geradora
de C*.

Demonstracdo: Considerando i € {1, 2, ..., k}, temos que cada coordenada w; de um vetor

w € C*t éesCrita COMO W; = —gkt1)i * Wit1 — G(k+2)i * Wk+2 — *** — Gni * Wy, O que implica
que W= (—gxk+1)1 " Wk+1 — Jk+2)1 " Wk+2 = = In1 " Wn —Jk+1)2 " Wk+1 — Jk+2)2 °
Wit2 = = Gn2 " Wny o) “Gk+Dk " Wk+1 — Jk+2)k " Wk+2 — "~ Gnk *

Wy, Wi 41, W42, -, Wy ), 0 que implica que

{(_g(k+1)1r “Ik+1)2r = —Yk+1)k> 10,.. 'O)' (_g(k+2)1' I k+2)2r = "Gk +2)k> 0,1,.. '0)' }
x (_g(k+1)31 —Ik+1)3s = —Ik+1)3) 0,01, .. '0)1 (_gnl' —I9n2) - —YGnk, 0,0,0, ... 11)

“Ik+D1 ~Y9Uk+12 0 THk+Dk 1 0 0 0
é uma base de C*, portanto H = _g(’f+2)1 _g(’f+2)2 _g(lf”)k 0 1 0 é uma
—9n1 —Yn2 —Ynk O 0 1

matriz geradora de C* na forma H = [—AY|I,_;].

Teorema 6.13: Considerando C um codigo linear de dimenséo k, contido em K™, cuja matriz
geradora seja G. Uma matriz H de ordem (n — k) X n, com elementos pertencentes a K, cujas
linhas sejam linearmente independentes é geradora do cédigo C* se, e somente se, G - Ht = 0.
Demonstragéo: Como as linhas de H sdo linearmente independentes, entdo formam uma base

de um subespaco vetorial de K", cuja dimensdo é n — k, mas dim C* = n — k. O produto
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G - H* consiste no produto interno de dos vetores linhas de G pelos vetores colunas de H,
mas os vetores colunas de H* séo os vetores linhas de H e, caso se tenha G - H® = 0, entdo 0s
vetores linhas de G e os vetores linhas de H sdo, entre si, ortogonais, logo, todos os vetores do

subespaco gerado por H estdo em C* e, portanto, H é matriz geradora de C*.

Teorema 6.14: Seja C um codigo linear contido em um espago K™, temos (C1)* = C.

Demonstragdo: Consideremos as matrizes G e H geradoras dos cédigos C e C*,
respectivamente. Pelo teorema 6.13, G- H* = 0. Mas se G- H* = 0, entdo (G-H")' =0 e,
pela propriedade IV, apresentada em 2.3, temos que (G-H®)! = (H")'-G' =0 e pela
propriedade | em 2.3, temos (H*)t = H. Assim, H - G* = 0, o que implica que G é matriz

geradora de (C1)*, mas por hipotese, G é matriz geradora de C, portanto, (Ct)! = C.

Teorema 6.15: Considerando ¢ um cddigo linear e H a matriz geradora do cdédigo C*, um
vetor v pertence ao codigo C se, e somente se, H - vt = 0.
Demonstracgdo: Pelo teorema 13, temos que (C1)* = C, portanto, v € C se, e somente se,
v € (C*)*. Vimos anteriormente que o produto de uma matriz geradora de um codigo pela
matriz transposta cuja coluna € vetor pertencente ao complemento ortogonal desse codigo é
igual ao vetor nulo, sendo assim, v € (C*)* se, e somente se, H - v* = 0.
O teorema 6.15 constitui uma ferramenta eficiente pra determinar se um dado vetor
v € K™ pertence a um dado codigo linear C ¢ K™, bastando para isso, verificar se H - vt = 0.
A matriz H, geradora de C*, denominamos matriz teste de paridade do codigo C e ao

vetor H - v, com v € K", denominamos sindrome do vetor v.

Exemplo:
Considere € c F® um codigo linear sobre F = {0,1}, cuja matriz geradora é G =

1 010 1 1
11 00 0 1
01 01 10

(010101), desejamos verificar se u e v sdo vetores de C.

. Dados dois vetores u,v € F®, tal que u=(111101) e v =

Observemos que a matriz G ndo se apresenta na forma padrdo, porém, por meio de
operacdes elementares sobre as linhas de G é possivel obter uma matriz G’ que se apresente na

forma padréo:
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1 010 1 1 1 010 1 1

010110 010110

0 01100 10 01 11 10 01 11
1001 1 1]L1<—>L2[0 0110 o] L1<—>L2[0 101 1 0]=G'.
010110 010110 0 01100

é uma matriz geradora do codigo C, que se apresenta na

forma padrdo. Notemos que G = [I3|A], o que implica que A =

1 11
1 1 0|e —A'=

1 0 O
1 1 1
1 1 0. Pelo teorema 6.12, a matriz teste de paridade H, do cédigo C é H = [—A"|I5],
0 0 1
1 111 0 0
portanto, H=|1 1 0 0 1 O]
1 0 00 0 1
[11
111100 |1| 1+1+1+1+040] [0
AsindromedeuéH-u*=[1 1 0 0 1 0 11|=[1+1+0+0+0+0|=(0].0
10 00 0 1 |0| 140+0+0+0+1 0
1]

que implicaque u € C.

o

1]

[N

11 1100 0 0+1+0+1+0+0 0
AsindromedevéH-vf=|1 1 0 0 1 O '|1|= 0+1+0+0+0+0|=|1f 0
1 0 00 01 0+0+0+0+0+1 1

(@)

i

—_

que implicaque v & C.

Teorema 6.16: Consideremos H uma matriz teste de paridade de um codigo linear C sobre
um corpo K. Entdo o peso w(C) do codigo C é maior ou igual p se, e somente se, quaisquer
p — 1 colunas da matriz H sdo linearmente independentes. Valendo a igualdade se, e somente
se, quaisquer p — 1 colunas de H forem linearmente independentes e existirem p colunas de
H linearmente dependentes.
Demonstracéo: Dividiremos a demonstragdo em duas partes, sendo que a segunda sera
encarregada de demonstrar a igualdade:

12 parte: (<) Suponhamos que cada (p — 1)-uplas de colunas da matriz H sejam

linearmente independentes e que w(v) < p — 1. Seja v = v, v, ... v, uma palavra nao nula de
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hi4 hy; hin
C. Sabemos que H.v' =0, o que implica que H.v' = h?l hEZZ . h%n
h—irr Rm-i)2 = Am-ion
V1 0 hyy-vi+hy vy ++hy v, =0
Ivzl ) lol 0 que gera o sistema har vt haz vz + vt hz v =0
Vn 0 han—iy1 "1+ hpm-i)2 " V2 + -+ he—i)in " Vn =0

Somando as equacdes, e reagrupando, temos:

(h11 + hyy + -+ hgopy1) "v1 + -+ (hyy + oy + -+ hgu_g)n) " v, = 0. Como  w(v)
representa 0 numero de coordenadas ndo nulas de v, teriamos entdo uma combinagdo linear
nula com no maximo p — 1 colunas da matriz H, contradizendo a hipétese inicial de que
w(v) <p—1.Assim, w(v) > p — 1, 0 que implica que w(v) = p e, portanto, w(C) = p.
(=) Em contrapartida, se considerarmos w(C) = p e suponhamos que existam p — 1 colunas
linearmente dependentes na matriz H, entdao existem, por exemplo, v, v, ...v,_; € K, nem
todos nulos, tal que (hyy + hyy + -+ + hgy_py1) " V1 + (Ryg + hop + -+ heypy2) v + -
vt (M1 + h2p—1y) + -+ h—iyp-1)) * Vp—1 = 0, 0 que implica que
v =117, ..0..0..v,_4..0 pertence ao codigo C, implicando com isso, que w(v) <p —
1 < p, e, portanto, w(C) < p, contradizendo a hipotese. Logo, H possui p — 1 colunas
linearmente independentes.

22 parte: Para demonstrar a igualdade, suponhamos w(C) = p, temos que todo conjunto de
p —1 colunas de H é linearmente independente. Se existissem p colunas linearmente
independentes em H, entdo, pelo que foi visto anteriormente, teriamos w(C) = p + 1, logo,
em H existem p colunas linearmente dependentes. Por outro lado, se na matriz H existem
p — 1 colunas linearmente independentes e p colunas linearmente dependentes entdo temos
w(C) = p, Mas se w(C) > p, por exemplo w(C) = p + 1, pelo visto anteriormente, teriamos
em H que todo conjunto com p colunas seria linearmente independente, contradizendo a

hipotese, logo w(C) = p.

Teorema 6.17: Os parametros (n,d, k) de um codigo linear C satisfazem a desigualdade
d<n—-k+1.

Demonstracéo: Seja € um cddigo linear sobre um corpo K, tal que C < k*. Uma matriz teste
de paridade H do codigo linear C tem ordem (n— k) X n ou seja, possui n —k linhas
linearmente independentes, o que implica que H tem colunas em K™%, Pelo teorema 6.16,

quaisquer d — 1 colunas de H so linearmente independentes e como K™~ possui no maximo
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n — k vetores linearmente independentes, entdo d — 1 < n — k, 0 que implica que d <n —
k+1.

A desigualdade acima denominamos cota de Singleton.

Um codigo € no qual valha a igualdade d = n — k + 1 é denominado de MDS, que

representa as iniciais das palavras Maximum Distance Separable.

6.3.4 Decodificagédo

O processo de decodificacdo consiste em ao ser recebida uma palavra através do canal
de comunicacdo, o decodificador de canal se incumbe da deteccdo e correcdo da palavra
recebida se, por acaso, por alguma interferéncia, tenha sofrido algum erro, para depois envia-
la ao decodificador de fonte e por fim chegar ao usuério. Para que o0 processo de
decodificacdo seja eficiente, deve possuir um custo computacional baixo tornando viavel sua
utilizacdo.

A seguir apresentaremos o0 processo de decodificagéo.

Consideremos o vetor ¢ como sendo uma palavra transmitida e o vetor r a palavra
recebida com erro. Definimos o vetor erro e como a diferenca entre a palavra recebida e a
palavra transmitida:

e=r—c
Quando e = 0 significa que a palavra recebida é igual a palavra transmitida e, neste caso, ndo
houve erro na transmissdo. Caso e # 0, entendemos que houve erro na transmissdo. Notemos,
ainda, que o peso do vetor e define 0 nimero de erros ocorridos na transmissao, ou seja,
w(e) = p implica em p erros na palavra recebida.
Vejamos um exemplo:
Suponha que de um cédigo C sobre o corpo galoisiano F={0,1}, seja transmitida uma a
palavra (0101100) e por alguma interferéncia no canal de transmisséo, a palavra recebida
seja (1001010). Temos entdo, ¢ = 0101100 e r = 1001010, logo, e = 1001010 —
0101100, ou seja, e = 1100110. Como w(e) = w(1100110) = 4, vemos que ocorreram 4
erros na transmisséo.

Considerando H a matriz teste de paridade de um cédigo C, considerando ¢ um vetor
(palavra) de C, sabemos que a sindrome de ¢ é nula, ou seja, H - ¢* = 0. Portanto, a sindrome
do vetor erro e é dada por:

Het=H-r—co)f=H.G'-c)=Hr*—-H-c!=H-r*—0=H-7rt
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Portanto, a sindrome do erro é igual a sindrome da palavra recebida. De uma outra forma,

considerando e = (a4, ay, ..., a, ), temos:

hiq hi; hiy 241
H-rt =H.et = h.21 h?z h?n . a.z =
hn-iy1 Am-n2 = ha-iond 1%

hll'a1+h12'a2+'“+h1n'an
h21'a1+h22'a2+---+h2n'an

htn-iy1 a1 + hgnopyz =@z + -+ hgp_py1n - Xy

hll hlZ hln
h h h
=a1. ?1 +a2. :22 +...+an- %n =
ha-i1 hn—i)2 htn-i1n

=aq;-h'+ay, h>+-+a,-h" =YY" a h', onde h' representa a i —ésima coluna da

matriz H.

Teorema 6.18: Considerando € um codigo linear contido em K™, capaz de corrigir até x
erros. Se uma palavra recebida r pertence ao espaco K™ e a palavra transmitida ¢ pertence ao
coédigo C sdo tais que d(c,r) < k, entdo existe um Unico vetor e tal que w(e) < k, cuja
sindrome é igual a sindrome de r, ou seja, H - et = H-rf, talquec = r —e.

Demonstracdo: Para provar a existéncia, vejamos que pelo enunciado do teorema, temos
d(c,r) < K e, por tratar-se de uma métrica, sabemos que d(c,r) = d(r, c) e pelo teorema 6.9,
d(r,c) =d(r—c) = w(r—-c), logo, w(r —c) <k implica que w(e) <k, mostrando a
existéncia de e.

Para provar a unicidade, suponhamos H seja a matriz teste de paridade de um codigo C
em K" e que existam e = (@, @y, ..., a,) e € = (By, B, ..., By) tais que w(e) < k, w(e) <
keH:-e''=H-e'" =H-r,comr sendo uma palavra recebida. Temos entdo:

H-et=H-e" > a;-h'+ay, h*+-+a, -h"=p;-h' + B, h?+ -+, h", onde
h' representa a i —ésima coluna de H. Dai, temos:

(ay = B)-h' + (ay = B2) - h? + -+ (a, — B,) *h™ = 0 e, pelo teorema 6.16, quaisquer
d — 1 colunas de H sdo linearmente independentes, portanto, temos a; = B; Vi, logo, e = €'

Para a determinacdo do vetor e, quando w(e) <1, ou seja, quando ocorreu no
maximo um erro entre a palavra transmitida c e a palavra recebida r, considerando um codigo

C comd > 3, temos:
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1) Se H.et =0, entdo w(e) = 0, o0 que implica que r € C e ndo ocorreu erro, portanto,

tomamos ¢ = 7.
I)Se H.e' # 0, entdo w(e) =1 e temos um coordenada ndo nula no vetor e, por
exemplo a i—ésima, ou seja, e=(0,0,..,a;..,0). Como H-et=H-rf=
™ ,a;-h' e, no caso, e possui coordenadas nulas, com excecdo da i —ésima, entdo

H-et =H-rt =aq;-h', onde h' é ai —ésima coluna da matriz H.

Exemplo:

Suponhamos o codigo do brago mecanico visto anteriormente e que uma palavra
recebida pelo circuito do braco sejar = (10101).

O c6digo € do braco mecanico esta contido em F> e o codigo de canal est4 contido em
F?, entdo, tomando quaisquer dois vetores linearmente independentes de C, por exemplo

(10110) e (01011), constituimos uma base de C e por conseqiiéncia uma matriz geradora do

codigo C:
G = [(1) 2 é i (1)] Note que G apresenta-se na forma padrdo, ou seja, G = [I;|A],
1 10 1 01 00
com A = [O 1 1]. Como devemos ter H = [—-A'|I5], entdo H=|1 1 0 1 0| é a
01 0 0 1

matriz teste de paridade do codigo C.

Calculando a sindrome de r, temos:

1]
1010 0 |0| 1+0+14+0+0 0
H-r*=|1 1 0 1 of-{1l=[14+0+0+0+0|=]|1] . Vemos que H-rt=1"-h2
01001 0+0+0+0+1 1

9

Como H-ef=H-rt entdo H-e* =1-h% o que implica que e = (01000) e, por
consequéncia, c =r —e = (10101) — (01000) = (11101).

6.3.4.1 Classe lateral

Consideremos um codigo corretor de erros C contido em K™, com matriz teste de
. e A . ;. . ~ d—1 .
paridade H, com distancia minima d e capacidade de correcdo k = [T] Como vimos,

H-e' =H-r'ese w(e) <k, entdo e é univocamente determinado por 7.
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Considerando um vetor v do espagco K™, definimos o conjunto v + C, denominado

classe lateral de v segundo C, da seguinte forma:

v+C={v+cc€C}

Teorema 6.19: Dados dois vetores u,v € K™, H-ut = H - v* se, e somente se, u € v + C.

Demonstragdo: H-u* =H-v* ® H-u'—H-v"=0 o H- W -v)=0 &

< H-

1)

u-v)!t=0=u—-velC ucev+C.

O conjunto v + C goza das seguintes propriedades:

v+C=v +c ov—-v EC

) W+ONW +0)#0 = v+C=v +c
M) U,exn (v + C) = K™

V)| +0)l = I¢| = ¢

Vyv+(C=C & vecC

1)

Demonstracdes:

(2) Se v+ C=v +C, entdo existem c;,c;, € C tais que v+¢; =v + ¢, 0 que
implica que v—v =c, —¢;, mas C é um subespaco vetorial de K", portanto,
¢, — ¢y € C,0que implicaque v —v € C.

(<) Suponhamos que v—v €C, isso implica que c;,c, € C tais que c; +
(v—v)=c, ouseja, v+c; =v +c,. Notemos que v+¢; Ev+Cev +¢, €
v + C, portanto, v+ C = v +C.

Se (W+C)n W +C), entdo existe u€ (v+C)Nn (v +C), o que implica que
ue(w+C)eue (+C). Entdo, existem ¢;,¢c; € Ctaisqueu =v+ceu=v'+
¢, e por conseqiiéncia v + ¢; = v' + ¢,. Da igualdade anterior temos v — v = ¢, —
;. Como ¢, —¢; € C, entdo v — v € C e, pela propriedade |, temos que v + C =

v +c.

1) K™ € um espaco vetorial sobre o corpo K, logo, 0 € K™. Como C é um subespaco

vetorial de K™, entdo 0 € C. Para todo v € K™, v pode ser escrito como v + 0, 0 que
implica que v pertence a uma classe lateral v + C, portanto, temos U,ex»(v + C) =
K™,

IV)Sabemos que |C| = q* = M, ou seja, C = {c;,¢c,,¢3,...,cy}. Seja v um vetor do

conjunto v+ C. Por definicdo, v+ C={v+cceC}, assim, v+C={v+
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cL,V+cv+c3,..,v+cy}, ou seja, v+ C={c'y,cc's5...,c'y}, ou seja, |v+
Cl=M=q"=|C|.

V) Notemos que C ={ci,¢c3,¢3, 0, ={0+¢1,0+¢,0+c¢3,..,0+c,,} =0+C.
Sev+C=C,entdo v+ C =0+ C e pela propriedade I, temos que v+ C =0 +

C v-0€lC sveC.

Pela propriedade Il, temos que classes laterais diferentes segundo C sdo disjuntas.
Sabemos que |K| = q, 0 que implica que |K™| = q™. Pela propriedade Ill, U,exgn(v + C) =
K™, o que implica que |U,exn(v+ C)| = |K™| = q™ e pela propriedade IV, temos que

|(v+ C)| =|C| = g*. Assim, o nimero de classes laterais segundo C ¢ dado por

|Uyexn (v+0) — ﬂ — qn—k
|(v+0)| qa* '
Exemplo:

Considerando o codigo linear C utilizado no exemplo do brago mecénico, vimos que a

matriz  geradora de C ¢ G=[(1) (1) é 1 (1) 0 que implica que

¢ ={00000,10110,01011,11101}. Dados wvy,v,,v3 € F°, tais que wv; = (00000),
v, = (01000) e v; = (01110).As classes laterais de v;, v,, v3 segundo C sdo:

00000 + ¢ = {00000,10110,01011,11101}

01000 + ¢ = {01000,11110,00011,10101}

01110 + € ={01110,11000,00101,10011}

O teorema 6.19 garante uma correspondéncia biunivoca entre classes laterais e
sindromes, de modo que todos os vetores de uma classe lateral possuam sindromes iguais e
vetores de classes laterais diferentes possuem sindromes diferentes.

Seja x um vetor pertencente a uma classe lateral de v segundo C. Se w(x) =
min{w(v;); v; € v + C}, entdo dizemos que x é o lider de v + C.

No exemplo anterior, temos que 00000 é o lider de 00000 + C, 01000 é o lider de
01000 + C e 11000 e 00101 séo os lideres de 01110 + C. Notemos que o lider de uma

classe ndo necessariamente é Unico.

Teorema 6.20: Considerando € < K™ um cddigo com distancia minima d. Se v € K™ € um

d—1 ~ . ;. .
vetor tal que w(v) < [T] = K, entdo v é o Unico elemento lider em sua classe lateral.
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Demonstracdo: Sejam vy, v, € K™ tais que w(v;) < [112;1] ew(v,) < [dz;l] Sev; —v, €C,

entdo w(v; — 1) < w(Vy) + w,) < [dz;l] + [%] <d —1, portanto, v; — v, =0, 0 que
implica que v; = v,.
O teorema 6.19 constitui uma ferramenta importante para a determinagdo dos lideres

. d-1 .
de classes de peso menor ou igual a [T] Para isso, basta tomar os vetores v; € K™, para 0s

: d—1 -
quais se tenha w(v;) < [T] Cada um dos v; é lider de uma e somente uma classe.

Exemplo:

Vimos que a matriz teste de paridade do cddigo C c F°, do brago mecénico é

1 01 00
1101 0]. Sabemos que nesse cddigo, a distancia minima d = 3, pois vemos
01 001

facilmente que quaisquer duas colunas de H séo linearmente independentes enquanto que trés

H =

colunas de H séo linearmente dependentes (teorema 6.16), o que implica que k = [dz;l] =

[32;1] =1, ou seja, C tem capacidade de correcdo de 1 erro. Os vetores v; € F° tais que

w(v;) < 1sdo0 00000,00001,00010,00100,01000,10000. Os lideres v; e suas respectivas

sindromes H - v} s&o apresentados na tabela a seguir:

Lider | Sindrome
00000 000
00001 001
00010 010
00100 100
01000 011
10000 110

Suponhamos que duas palavras (comandos) c; e ¢, sejam transmitidas ao braco

1+0+1+0+0
1+1+0+1+0
0+1+0+0+0

mecanico e, devido a algum ruido, as palavras (comandos) recebidas sejam r; = (11110) e
1
1 01 0O |1| 0
r, = (11010). Temos que H-rf =[1 1 0 1 0f-l1]= =1
01001 H 1
0
[0 1 1] comparando com a tabela, temos e = (01000). Como ¢ =r —e, temos
¢; = (11110) — (01000) = (10110). O comando transmitido foi para cima. Por outro lado,




LAt
H-r

[]
10100|1|
=|1 1 0 1 oflol=
01001
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1

1+0+0+0+0
1+1+0+1+0
0+1+0+0+0

1
= [1] =[1 1 1]% Vemos que a

[
N !

sindrome (111) ndo é encontrada na tabela, portanto em r, ocorreu mais de um erro e 0

codigo C ndo € capaz de corrigir.

Outro exemplo:

Suponha que desejemos transmitir a mensagem PROFMAT BRASIL através de um

cddigo linear sobre o corpo galoisiano F = {0,1}.

Abaixo mostraremos uma lista de procedimentos necessarios até a obtencdo do codigo

de canal necessario a transmissdo da mensagem:

1)

2)

3)

Fonte: (espaco), A,B,C,D,E,F,G,H, I,J,L,M, N, O,P,Q R, S T,U,V, Xe Z,
com 24 caracteres.

Cadigo da fonte: notemos que o codigo da fonte deve possuir no minimo 24 palavras
cddigo, portanto, adotaremos k = 5, o que implica que o cddigo de fonte esta contido

em F°. Utilizemos as seguintes informacdes:

espaco = 00000 | E=00001 | J=01100 | P=00011 | U =11001
A =10000 F=11000 | L=01010 | @ =11100 | V =01110
B = 01000 G =10100 | M =01001 | R=10110 | X =00111
C =00100 H =10010 | N =00110 | $=10101 | Z2=11110
D = 00010 [ =10001 | 0 =00101 | T =11010

Observemos que ao transmitir a fonte P, utilizando o cddigo de fonte 00011, se
ocorrer um erro, por exemplo, na quinta coordenada, o cédigo recebido sera 00010,
que equivale a fonte D e por consequéncia o erro nao seria detectado.

Codigo de canal: por meio do acréscimo de redundancias, o codigo de fonte é
convertido em codigo de canal. Suponhamos que o codigo de canal tenha
comprimento n = 9. Temos entdo que o codigo C € um subespaco vetorial do espaco
F°. Ou seja, C é obtido através de uma transformac&o linear T: F°> — F° e, pelo que foi
visto, dim C = k = 5. Tomemos quaisquer cinco vetores linearmente independentes
de F° para obtermos uma base de C e, consequentemente, uma matriz G geradora do

cbdigo C:
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{(110010000), (100100010), (001001001), (000010110), (000101010)} é uma

base de C, pois 0s cinco vetores desse conjunto sdo linearmente independentes, logo,

1

o O OO

0

0
1
0
0

10000
o

0
0

o
_
o

=R O R
—_

¢ uma matriz geradora do codigo C. Por

praticidade, determinaremos G = [Is|A] equivalente por linhas & matriz G,

apresentada na forma padréo:

1100100 0 0 10000110
100100010757 [100001000
loo1 00100 1/2"""™1lo0o100100 1lL; 5L +L,
loooo10110/l2=La*Lslo 00010110
looo101010 00010101 ol
01000111 0 Moo0o0010 0 0
1 00001000 ;57010001110 _
lo o1 00100 1/22""™2Jo0100100 1]=6¢. Assim
l000010110JL4‘—’L5[000101010
0001010710 00001011 ol
temos:
Fonte Cddigo da fonte (Codigo daFonte).G Cddigo do canal
espaco 00000 00000.G 000000000
A 10000 10000.G 100001000
B 01000 01000.G 010001110
C 00100 00100.G 001001001
D 00010 00010.G 000010110
E 00001 00001.G 000101010
F 11000 11000.G 110000110
G 10100 10100.G 101000001
H 10010 10010.G 100100010
| 10001 10001.G 100011110
J 01100 01100.G 011000111
L 01010 01010.G 010100100
M 01001 01001.G 010011000
N 00110 00110.G 010100100
o) 00101 00101.G 001011111
P 00011 00011.G 000111100
Q 11100 11100.G 111001111
R 10110 10110.G 101101011
S 10101 10101.G 101010111
T 11010 11010.G 110101100
U 11001 11001.G 110010000
V 01110 01110.G 011101101
X 00111 00111.G 001110101
Z 11110 11110.G 111100101
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Portanto, as palavras do codigo a serem transmitidas, na ordem em que aparecem, s&o:
000111100 101101011 001011111 110000110 010011000 100001000 110101100
000000000 010001110 101101011 100001000 101010111 100011110 010100100

Suponhamos que ao utilizar o cddigo acima, a seguinte mensagem seja recebida:

010011000 000101010 101010110 110101100 101101111 100001000 000010110
101011111 000000010 000111100 101101011 001011110 110000110 100011110
101010101 101010111 100011110 101011111 010100100 100001000 010100110

a qual desejamos decodificar. Suponhamos ainda que no méaximo um erro tenha sido

introduzido em cada palavra transmitida.

[1 0 00O0O1O0TO0 O]
01000111 0f

Da matriz geradora G =|0 0 1 0 0 1 0 0 1| do codigo linear C,
lo 00101010
0 0001 O0OT110

apresentada na forma padrdo, obtemos uma matriz teste de paridade H = [—A|I,_,]. Como

[1 0 0 0]
11 1 1 of
n=9 e k=5, entio H =[-A|l,]. Notemos que A=|1 0 0 1| entdo, —Af =
1 010
01 10
1 1 1 1 0 111101000
01 0 0 1 . . 10 1.0 01 0100
0 1 0 1 1fcaueimplicaque =1, 3 o6 1 1 901 of
0O 01 0O 0O 01 00 0 O0O01

Vemos que quaisquer duas colunas de H sdo linearmente independentes engquanto que

trés colunas de H sdo linearmente dependentes. Pelo teorema 6.16 temos que w(C) = 3, 0 que
implica que k = [%] = [32;1 =1, ou seja, C tem capacidade de deteccdo de 2 erros e

correcédo de 1 erro.

Os vetores v; € F?, para os quais se tenha w(v;) < 1, classificados como lideres de
classe sdo: 000000000, 00000001, 000000010, 000000100, 000001000, 000010000,
00010000, 001000000, 010000000 e 100000000. Resolvendo os produtos H - v},

determinamos as sindromes dos lideres de classe, conforme a seguinte tabela:

Lider Sindrome
000000000 0000
000000001 0001
000000010 0010
000000100 0100
000001000 1000




000010000 0110
000100000 1010
001000000 1001
010000000 1110
100000000 1000
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Das vinte e uma palavras recebidas r;, calcularemos suas respectivas sindromes H -

e 0S erros e;, comparando com a tabela anterior e determinando as palavras transmitidas c;,

identificando suas respectivas fontes. O procedimento descrito acima é apresentado na tabela

a sequir:

Palavra Sindrome | Erro (e;) x Palavra transmitida
recebida (r) | (H-r%) | (lidery | OPservacdo (ci=r,—e) | ONe
010011000 0000 000000000 | N&o houve erro 010011000 M
000101010 0000 000000000 | N&o houve erro 000101010 E
101010110 0001 000000001 | Houve um erro 101010111 S
110101100 0000 000000000 | N&o houve erro 110101100 T
101101111 0100 000000100 | Houve um erro 101101011 R
100001000 0000 000000000 | N&o houve erro 100001000 A
000010110 0000 000000000 | N&o houve erro 000010110 D
101011111 1000 100000000 | Houve um erro 001011111 O

000000010 0010 000000010 | Houve um erro 000000000 espaco
000111100 0000 000000000 | N&o houve erro 000111100 P
101101011 0000 000000000 | N&o houve erro 101101011 R
001011110 0001 000000001 | Houve um erro 001011111 0]
110000110 0000 000000000 | Né&o houve erro 110000110 F
100011110 0000 000000000 | N&o houve erro 100011110 I
101010101 0010 000000010 | Houve um erro 101010111 S
101010111 0000 000000000 | Né&o houve erro 101010111 S
100011110 0000 000000000 | N&o houve erro 100011110 I
101011111 1000 100000000 | Houve um erro 001011111 @)
010100100 0000 000000000 | N&o houve erro 010100100 N
100001000 0000 000000000 | Né&o houve erro 100001000 A
010100110 0010 000000010 | Houve um erro 010100100 L

Portanto, a mensagem transmitida foi MESTRADO PROFISSIONAL.

6.3.5 Alguns exemplos de codigos lineares

6.3.5.1 Cadigo de repeticao

As caracteristicas fundamentais de um cédigo R(n) c F™ de repeti¢cdo sobre o corpo

galoisiano F = {0,1} s&o sua dimensdo k = 1, o nimero de palavras do codigo é M = 2* =

21 = 2 e sua distancia minima d = n.
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O codigo de repeticdo descrito acima detecta até n — 1 erros e sua capacidade de

w7 n—1 . , o P
correcdo € k = [T] erros, o que leva-nos a deduzir que se n for impar, entdo o cédigo R(n)

. , n—1 ~ T . , n—2
corrige até — erros enquanto que se n for par, entdo o codigo R(n) corrige até — erros.

O processo de decodificacdo consiste na contagem do nimero de “zeros” e do nimero

de “uns” na palavra recebida, sendo que se houver um nimero maior de “uns”, ou seja, esse
. . n+1 . . n+2 ~
numero estiver entre > e n, para n Impar ou estiver entre > € n para n par, entao a palavra

é corrigida para (111 ... 1), caso contréario, a palavra é corrigida para (000 ... 0).
n digitos n digitos

Exemplo:

Um circuito digital comandado por controle remoto entra em funcionamento quando o
comando acionado ¢ “on”, e deixa de funcionar quando o comando acionado ¢ “oftf™.

Temos entdo a fonte como sendo os comandos “on” e “off” e podemos codificar esses
comandos de modo a se obter o codigo de fonte 1 e 0 respectivamente.

J& vimos anteriormente que a transmissdo direta do cddigo de fonte ndo é viavel pois
caso ocorra um erro ndo € possivel sua deteccao e sua correcdo. Em virtude disso, utilizemos,

por exemplo, o cddigo de repeticdo 6 representado por R(6), temos entdo:

Fonte Caodigo de fonte | Caodigo de canal
Off 0 000000
On 1 111111

Ao ser transmitido o comando “on”, suponhamos que a transmissao sofra um erro e a palavra

codigo de F© recebida seja 101101. O decodificador de fonte detectara o erro, pois 101101

ndo pertence a R(6). Como o n = 6 € par e 0 numero de digitos 1 esta entre "ZLZ = 6%2 =4e

n = 6, entdo a palavra codigo 101101 é corrigida para 111111.

Notemos porém que um codigo de repeticdo ndo é viavel, seja pela demora na
transmissdo de palavras codigo com grande numero de digitos (bits), ou ainda pela
ineficiéncia na correcdo, pois no exemplo acima, se a palavra recebida fosse 101100, seria
impossivel ao decodificador de canal decidir se a palavra correta transmitida era 000000 ou
111111,
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6.3.5.2 Cadigo de um digito de paridade (Codigo de peso par)

Em alguns casos € mais interessante detectar a ocorréncia de um erro do que corrigi-lo
propriamente, pois podemos ter um custo elevado na construcdo de redundancias que sejam
capazes de corrigir esses erros, sendo mais viavel a retransmissdo da informacdo do que a
corregéo do erro detectado.

Uma forma de detectar um erro, com um baixo custo computacional, é o acréscimo de
um unico digito (bit) no coédigo da fonte, obtendo assim, um cddigo de canal com
comprimento maior que o cédigo da fonte, por um digito.

O digito acrescido ao coédigo de fonte, de modo a se obter o cédigo de canal €
denominado digito de verificacédo de paridade e é univocamente determinado em cada palavra
do codigo da fonte, com finalidade de obter um numero par de digitos “uns”, de modo que se
houver um (Unico) erro de transmissdo, 0 mesmo seja detectado, mas nao corrigido.

Em um codigo € < K™ de um digito de paridade com dimenséo k, temos n — k = 1.
Como o digito de paridade ¢ acrescido para que seja obtido um numero par de “uns”, entdo a
quantidade minina de “uns” em um vetor ndo nulo de C € igual a 2, o que implica que a
distancia minima desse codigo (ou 0 seu peso) € d = 2. Essa observacao permite-nos verificar

que a capacidade de deteccdo do codigo C € d —1 =2 —1 =1 erro e sua capacidade de

x d-1 2—-1 . ~ .. .
correcao e Kk = [T] = [T = 0, ou seja, C nao e capaz de corrigir erros como mencionado

anteriormente.

Exemplo:
Voltemos ao braco mecéanico apresentado anteriormente, do qual temos a seguinte

tabela:

Fonte Cddigo da fonte
Para a esquerda: 00
Para a direita: 01
Para cima: 10
Para baixo: 11




131

Diferente do que foi feito anteriormente, acrescentaremos como redundancia apenas
um digito, de modo que a quantidade de “uns” seja par, obtendo com isso o cédigo de canal

apresentado a seguir:

Fonte Cddigo da fonte | Cddigo de canal
Para a esquerda: 00 000
Para a direita: 01 011
Para cima: 10 101
Para baixo: 11 110

E evidente que se um comando fosse dado ao bragco mecanico, por exemplo “para
baixo”, cujo codigo de fonte ¢ de canal sdo respectivamente 11 e 110 e ocorresse um erro, de
modo que o decodificador de canal recebesse a palavra 100, um erro seria imediatamente
detectado, pois 100 possui uma quantidade impar de “uns”, porém, a corre¢do seria
impossivel uma vez que qualquer um dos trés digitos de100 poderia estar errado, acarretando

trés possibilidades para a palavra transmitida: 000, 101 e 110.

6.3.5.3 Cddigo de Hamming

Um cddigo € sobre o corpo galoisiano F, cuja matriz teste de paridade é H,,, de ordem
m X n, com colunas em F™\{0}, em qualquer ordem, é denominado cédigo de Hamming.

Como a matriz H,, possui colunas em F™\{0}, entdo, o seu nimero de colunas é dado
por 2™ — 1, o que implica que cada palavra de C tem comprimento n = 2™ — 1. A dimensao
do codigo C é dada por k = n —m, ouseja, k = (2™ — 1) —m, o que implica que k = 2™ —
m — 1. A distancia minima (ou o peso) em um cddigo de Hamming é w(C) = 3 (teorema
6.16).

1 110100
As matrizes Hy;=[1 1 01 0 1 0 e
1 011001
1101110011010 O00O0
|11 1110110001010 0f_ . .
H, = 1 1101011100001 0 sdo matrizes teste de paridade dos
1 011 10010110001
codigos de Hamming correspondentes a m = 3 e m = 4 respectivamente.
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Teorema 6.21: Todo codigo de Hamming é perfeito.
Demonstracédo: Por definicdo, um codigo é perfeito se U.ec D(c, k) = F™. Consideremos o

codigo € < F™ como sendo um coédigo de Hamming, entdo C possui distancia minima d = 3,

0 que implica que k = [012;1] = [32;1 = 1. Seja ¢ um vetor de F™. Sabemos que 0 numero de
discos de centro ¢ e raio r em F™ é dado por |D(c,7)| =Xi-, (Tll) - (g — 1)%, portanto,
ID(c, 1| = (g)-(2—1)°+('1l)-(2—1)1 =1-1+n-1=1+n Assim,

lUeec D(c, D=1 +n)- 2k =1 +2m—1)-2"™ =2" ou seja, |UcecD(c,1)| = F™.

Portanto, C é um codigo perfeito.

Teorema 6.22: Um cddigo de Hamming é MDS se, e somente se, m = 2.
Demonstracéo:
(=) Se um cddigo de Hamming é MDS, entdo d =n —k + 1, mas em todo cddigo de
Hamming, d = 3, o que implica que n — k + 1 = 3, portanto, temos:

2" -1)—-(@2™-=m—-1)+1 =3, 0queimplicaque m = 2.
(&) Em um cdédigo de Hamming de ordem m = 2, temosn =22 —-1=3ek =22 -2 —
1 = 1. Como em um codigo de Hamming temos sempre d = 3,entdod =3 —-1+1=n—

k + 1, portanto para m = 2 um cddigo de Hamming é MDS.

6.3.5.4 Cadigo de Reed-Solomon

Consideremos um corpo finito K e um espaco vetorial K[X],_; de todos os
polinbmios p(x) em K[X] cujo grau seja menor ou igual a k —1, juntamente com o
polinbmio nulo. Uma base para o espaco vetorial K[X],_; € 0 conjunto
B ={1,X,X? X3,..., X1}, Portanto, dim K[X],_; = k.

Consideremosn € Ne a; € K, com i € {1,2,...,n}, tal que a; # a; sempre que i # j.
Uma funcdo T:K[X],_; — K™, k <n, que a cada elemento p(x) € K[X],_; associa a
n —upla (p(ay), p(ay),p(as), ..., p(ay)) € K™

T é uma transformacdo linear, pois dados p(x), q(x) € K[X],_1 e B € K, temos:
T(p(x) + q(x)) = (p(ar) + q(a1), p(az) + q(az), .., p(an) + q(ay)) =
= (p(a), p(az), -, p(an) + q(an)) + (q(@), q(az), -, q(@)) = T(p(x)) + T(q(x)) e
T(B-p(x) = (B-p(a), B-p(az), .8 p(ay)) =B (p(a) p(az),p(as), .., p(ay)) =
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=B T(p(x).

Além disso, T é uma transformacédo linear injetiva, pois T(p(x)) = 0 implica que

(p(a1),p(a2),p(a3), .., p(@,)) = (0,0,0,...,0), ou seja, p(ay) = plaz) = plaz) = .. =
p(a,) = 0, pois um polindmio de grau k — 1 ndo pode possuir n raizes distintas. Assim,
temos Ker (T) = {p(x) € K[X]x_1;p(a;) = p(ay) = .. = p(a,) = 0}, 0 que implica que
Ker (T) = {o}, logo, T € injetiva.
Ker (T) = {o}, entdo dimker(T) = 0, o que implica que dim Im(T) = dimK[X],_; = k,
ou seja, Im(T) é um subespaco vetorial de K™, com dimensdo k. Podemos adotar K[X];,_1
com sendo o codigo de fonte, Im(T) = C como sendo o codigo de canal (um cddigo linear) e
a transformagéo T como sendo a codificagéo.

Ao cbdigo descrito acima denominamos codigo de Reed- Solomon, com comprimento
n e dimenséo k, definido por aq, a;, a3, ..., @y
Notemos que dado ceC, tal que c=#0, entdo 3Ip(x) € K[X],—; tal que
¢ = (p(ay),p(ay), p(az), .., p(a,)).  Por definigio de peso de um codigo, temos
que w(c)=1{i €{1,2,3,..,n};p(a;) #0}|. Como ¢ possui n coordenadas, entdo
1{ie{1,2,3,...,nkp(a) #0} =n—|{i € {1,2,3,..,n};p(a;) =0} =n— gr(p(x)).
Portanto, w(c) =n — (k — 1), o que implica que w(c) =n—k + 1, portanto, d > n — k +
1. Pelo teorema 6.17 vimos que parametros (n,d, k) de um codigo linear C satisfazem a
desigualdade d < n — k + 1. Das duas desigualdades acimatemosd = n — k + 1.

Como B ={1,X,X%X3, .., X1} é uma base de K[X],_;, temos que B’ =
{T(D),T(X),T(X?),T(X?),...,T(X* 1)} é uma base de C, logo uma matriz geradora do
codigo C pode ser representada por:

T 1t 1 e 1
[ T(X) ] a4y
G=|T(X? |H of o} - a?
T(Xk—l) a{c—l aé{—l arl\lt—l

Exemplo: Consideremos um corpo finito K =7Z,, k=3, n=5e a; =1, a, = 2,

az =3, a,=4 e as=>5.Pela definicho de matriz geradora, temos que
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ay  ay e Qp 1 1 1 1 1 11111

G=|a? aF - a? =[1 2 3 4 5]=l1 2 3 4 Sléuma matriz
: oo 12 22 32 42 52 14 2 2 4
af_l aéc—l aﬁ—l

geradora do codigo de Reed-Solomon de comprimento 5, dimensdo 3 e definida pelos
elementos 1, 2, 3, 4, 5 do corpo Z,, com distanciaminimad =n—k+1=5-3+1=3
Para determinar uma matriz G' = [I,|A], na forma padrdo, equivalente & matriz G,
observemos que, através do polindmio de Lagrange, visto em 4.5, podemos obter 0s
polindmios  p;(x),p2(x),p3(x) € K[X]i—1, tais que pi(a;) =pa(az) =p3(az) =1 e
pi(ay) = p1(az) = po(ay) = p2(a3) = p3(ay) = p3(az) = 0, da seguinte forma:
(x—a)) (x—az) (x—2)-(x—3) x*—5x+6

— _ 2

PO = G T () A2 (1-3) 2w txts
o ma)(e—ag) (-1 (x—-3) x*—-4x+3

PO = Ty @) CZ-D-2-3 -1 ox tatd
) (e—a) (-1 (x—-2) x*-3x+2

P = G ey @ —a) B-D G- 2 o tatd

Notemos que p;(x),p,(x) e ps(x) sdo linearmente independentes, pois dados
B1.B2Bs EK, Br-p1(x) + By - p2(x) + B3 - p3(x) = 0 implica que B; - (4x* +x +3) +
By (6x% +4x +4) + f5 - (4x%* + 2x + 1) = 0, 0 que equivale a ter o sistema de equacdes

431 + 632 + 4ﬁ3 = 0
lineares § B1+4pP, +2B3 =0 , que implica que B; = B, = B3 = 0. Assim, p;(x),p,(x) e
31 +4B2+B3 =0

p3(x) formam uma base para K[X],_1 e, como T € injetiva, entdo T(p;(x)),T(p2(x)) e
T (p3(x)) formam uma base do cddigo de Reed-Solomon de comprimento 5, dimensdo 3 e

definida pelos elementos 1, 2, 3, 4, 5 do corpo Z;, com distancia minimad =n—k+1 =

, T(p1) pi(a1) pi(az) pi(as) pilas) pi(as)
5-34+1=3. Logo, G =|T(p)|=|pr:(a1) p2(az) p2(az) paas) p2(as)|,
T(p3) p3(a1) p3(az) p3(as) ps(as) pslas)

o r o
N )
U QN

3
portanto, G’ = [ 6] € a matriz geradora na forma padrdo.
6

S O
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6.3.5.5 O cddigo do Mariner 9 (Cddigo de Reed-Muller de 12 ordem)

A Mariner 9 foi uma sonda espacial langada ao espago em 30 de maio de 1971, com
objetivo de explorar o planeta Marte. Durante seu periodo de atividade, a sonda Mariner 9
enviou a terra mais de 7.000 fotos desse planeta.

O cddigo utilizado para a deteccédo e correcéo de erros dos dados enviados pela sonda
Mariner 9 a terra, pertence a uma familia de cédigos R(1,m) sobre F = {0,1}, denominados
Cadigos de Reed-Muller de Primeira Ordem.

A matriz G geradora desse codigo é obtida atraves da matriz teste de paridade de um
cddigo de Hamming de dimensdo m — n, ou seja, a matriz H,,, .

A matriz G possui ordem (m + 1) x 2™ e, para construi-la, consideremos a matriz

[h11 hiz - hl(Zm—l)]

H, = | hfl hfz iy hz(z:n -1 | A matriz G possui a primeira linha com todos os elementos

LAt Rz = Bem o)
iguais a 1 e a coluna de ordem 2™ (Gltima coluna) possui todos os elementos nulos, com

921 922 o g2(2m-1)

931 932 - g3@m-1)

excecdo do primeiro. O bloco é igual a matriz H,,,, ou

Im+1)1 m+1)2 - Gm+1)(2m-1)

|' 1 1 1 1'| [ 1 1 .o 1 1‘|
| 921 9y v Yaamoy 0| | i1 Rz o haer-1) 0
seja, G =| 93 932 o g3em-1) 0=

| hyy haz = haemoy 0

Im+D1 m+1)2 " Gan+1)@m-1) OJ hmi Pz = hpemoy 0

Notemos que a primeira linha de G é linearmente independente das demais, basta
observar a Ultima coluna dessa matriz. Temos também que todas as outras linhas de G, a partir
da segunda, também sdo linearmente independentes, pois o bloco H,, garante esse fato. Sendo
assim, a dimenséo do codigo R(1,m) é m+ 1. O comprimento do codigo R(1,m) é
evidentemente 2™, pois G possui 2™ colunas. Determinemos agora a distancia minima do
codigo R(1, m).

Primeiramente, observemos que uma matriz cujas colunas sejam cada um dos
2™ vetores de F™ possui linhas com 2™~1 elementos iguais a 1 e 2™~ elementos iguais a 0.
Como as colunas de uma matriz H,, de um cddigo de Hamming sdo todos os vetores de
F™\{0}, entdo cada linha de H,, possui 2™~1 elementos iguais a 1 e 2™~ — 1 digitos iguais

a 0. Na matriz G geradora do cédigo R(1, m), excetuando-se a primeira linha, todas as demais
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sdo formadas por linhas da matriz H,,, acrescidas do digito zero. Sendo assim, qualquer linha
da matriz G, com excecdo da primeira, tem a metade dos elementos iguais a 1 e a outra
metade igual a zero, ou seja, cada vetor formado pela combinacédo linear dessas linhas possui
2m=1 digitos iguais a 1 e 2™~1 digitos iguais a zero, acarretando que o peso de cada um
desses vetores ¢ igual a 2™ 1. Resta-nos avaliar as combinacdes lineares com o vetor primeira
linha da matriz G, que possui peso 2™, pois possui suas 2™ coordenadas iguais a 1. Notemos
que qualquer que seja v € R(1,m), 2™~1 coordenadas de v sdo iguais a 1. Consideremos um

vetor u = v + (111 ...11), o que implica que a soma das 2™~ coordenadas do vetor v com o
2™ digitos

vetor (111 ...11) resultara em zero, fazendo com que u possua 2™ ! digitos iguais a zero.
2™ digitos

De maneira analoga, somando as 2™~! coordenadas iguais a zero do vetor v, com as 2™ ~1

coordenadas do vetor (111 ...11), obtermos 2™ ! coordenadas iguais a 1, fazendo com que u
2" digitos

possua 2™~ coordenadas iguais a 1.
Portanto, temos que no codigo R(1,m), a distdncia minima é d = 2™~1.
Diante do exposto, os parametros (n, k, d) do codigo R(1,m) sdo (2™, m + 1,2™71).

A capacidade de deteccdo e de corregdo de erros num cddigo R(1,m) sdo,

— m—1_
respectivamente, d — 1 =2""1—-1ek = [012_1] = [2 . 1].

O cadigo de deteccdo e correcdo de erros, utilizado nas transmissdes da sonda espacial
Mariner 9, corresponde a R(1,5). Seus parametros (n, k, d) sdo (2°,5 + 1,2°71) = (32,6,16)

e sua capacidade de detecgo e correcdo de erros sdo, respectivamente, d —1 =21 -1 =

tsex= (3= [ =

6.4 ALGUMAS NOCOES SOBRE CODIGOS CiCLICOS

Consideremos K um corpo finito e um espaco vetorial K™ no qual um vetor v possua
coordenadas (vg, V1, V2, «uv) Vp—1)-

Dizemos que um codigo C contido no espaco vetorial K™ é um codigo ciclico quando
C é linear e Vv € C, v = (v, V1, Vg, wur) Up_1), O VEIOr ¥ = (Vp_1, Vg, Vq, -, Vy—p) também

pertence a C.
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Em outras palavras, C é um codigo ciclico quando existe uma transformacéo
permutacdo ciclica T:C — C que a cada vetor v = (vy, v, V3, ..., V,—1) associa 0 vetor

T(v) = (v,—1, Vg, V1, -, Vy—2), cONforme a figura a seguir:

Figura 3: Esquema de uma permutag&o ciclica

c V1 V2 g L&

v
L ) U3 Vp—1 A2

Fonte: figura produzida pelo autor

Notemos que de acordo com exposto, temos T(C) € C e que n transformacdes
aplicadas a um vetor v retorna ao vetor v.

T é uma transformacdo linear, pois dados a€K wuveC, com
u = (Ug, Uy, U, .., Up_1) €V = (Vy, V1, V3, oo, Up—1), 1EMOS:

T(u+v) =T[(ug, Uy, Uy, oo, Upy—1) + (Vg, V1, V2, e, V1) ] =

=T(ug + v, Uy + V1, Uy + Uy, e, Up1 + Vpp) =

= (Up_1 + Vn_1,Ug + Vg, U + V1, e, Upy_p + Uy p) =

= (Up—1,Ug, Uq, eoe, Up—2) + (U1, V0, V1, oor, V) =

= T (ug, Uy, Uy, oo, Up—1) + T(Vg, V1, Vg, oo, Up1) =T(w) + T(V) €

T(a-u) =Tla- (ug,ug, Uy, oo, Up_1)] =T(@ Uy, @ UL, A Uy, oo, X Upy_q) =

= (@ Up_1, @ Uy, A" Up,y e, A Upy_p) = @ (Upy_1, U, Uq, veey Upy—p) =

=a - T(ug, U, Uy, .., Up_1) = a-T(w).

Ao vetor (v,_1,v9,Vq,...,V,—2) denominamos desvio ciclico de veC e
representamos por T (v).

T(v) é uma transformacdo que leva o vetor v € C ao eu desvio ciclico
(Vp—1,v0, V1, -, V—2). Notemos que T é uma permutacéo ciclica, portanto, T é bijetiva, logo,
existe T~! tal que u € C tal que T~ (u) € C.

Exemplos:

a) O codigo C; = {000,110,101,011} contido em F3 é ciclico, pois:

T(000) = 000 € C,

T(110) = 011 € C;
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T(101) =110 € ¢

T(011) =101 €

b) O codigo C, = {00000,10110,01011,11101} contido em F>, apresentado
anteriormente no exemplo do brago mecanico, nao € ciclico, pois:

T(00000) = 00000 € C,

T(10110) = 01011 € C,

T(01011) = 10101 ¢ C,

T(11101) = 11110 ¢ C, .

Consideremos um corpo K™ e o anel R,, = K[x]/{(x™ — 1) quociente de K[x] pelo
ideal gerado por x™ — 1. Temos que R, = {vy + v1x + vux% + -+ v,_1x"}; v; € K}.
Notemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os vetores de K™ e os elementos de
R, que sdo polindbmios (restos de divisao por x™ — 1):

v =V, V1, Vg, e, Up_q) © V(X)) = Vg + 01X +13x% + -+ v,_x" L

Como K™ é um espaco vetorial, entdo R,, tem natureza de espaco vetorial.

Notemos que se v = (v,_q,Vo, V1, .., Vn_p) € Uma permutacdo ciclica do
vetor v, entdo xv(x) deixa resto v (x) quando dividido por x® —1, pois
xv(x) = x- (Vg + 11X + V0% + 4 vy x™) = vox + vx? +vpxd + o+ v _x™ e
Vpo1 (X" = 1) + (V1 + vox + v1x% + o+ v _x™ ) = vox + vix2 + -+ v,_1x", 0ou
seja, xv(x) = v,_1 - (x™ — 1) + v’ (x). Assim, qualquer cédigo ciclico C contido em R, pode
ser definido como um subespaco de R,, tal que, se v(x) € C, entdo xv(x) € C.

Do exposto acima decorre que, se o codigo ciclico C esta contido em R,, e v(x) € C,
entdo xv(x) € C, x?v(x) € C,x3v(x) € C, etc. Observemos ainda que multiplicar por x
significa realizar um deslocamento ciclico de uma posicdo e multiplicar por x! significa

realizar i deslocamentos ciclicos.

Teorema 6.23: Um codigo linear C < R,, € um codigo ciclico se, e somente se, C é um ideal
de R,.

Demonstracéo:

(=) Consideremos quem € é um codigo linear ciclico. Sejam u(x) = (ug + uyx + uyx? +
ot U XD ER, € v(x) = (v +vix+ x4+ -+ v,_1x" 1) € C. Vejamos que
u(x) - v(x) = up - v(x) +uyx - v(x) + upx? - v(x) + -+ u,_1x* 1 v(x). Como C é

ciclico, entdo, x' - v(x) € C, além disso, C ¢ linear, o que implica que a multiplicagdo de um
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vetor v(x) € C por um escalar u‘ € K e a soma de vetores em C resultam em vetores de C,
logo u(x) - v(x) € C, 0 que mostra que C € um ideal de R,,.

(&) Se C é um ideal de R, entdo, dado x € R,, e v(x) € C, entdo xv(x) € C. Mas, como
vimos anteriormente, xv(x) representa um deslocamento ciclico de uma posigéo, logo, C é
ciclico.

R, € um anel de ideais principais, pois R,, recebe essa propriedade de KJ[x] e, como
vimos em 5.4, todos os ideais de K[x] sdo principais.

Qualquer que seja o ideal I de KJ[x], tal que I 2 (x™ — 1), entdo I é gerado por
polindmios ménicos que dividem x™ — 1, ou seja, I = (g(x)) tal que g(x)|x™ — 1. Desta
forma, um codigo ciclico € é um ideal gerado por g(x):

C =(g(x)); gx)|x™ — 1, dai, dizemos que g(x) & um polindmio gerador de C.

Como o comprimento de cada palavra codigo da fonte é k e o comprimento de cada

palavra do codigo de canal é n, entfo, temos gr(g(x)) =n — k.

6.4.1 Codificacdo em cddigo ciclico

6.4.1.1 Codificagao polinomial

Voltemos ao exemplo do braco mecanico, porém, nesse momento, desejamos obter um
cddigo C ciclico sobre o corpo galoisiano F = {0,1}. Vimos que o cédigo de fonte necessario
para a codificacdo dos quatro comandos é o conjunto F? = {00, 01,10, 11}, cujos elementos
representaremos por m, = (0,0), m; = (0,1), my, = (1,0) e m3 = (1,1). A representacdo
dos codigos do canal na forma polinomial € my(x) =0, my(x) =1, my(x) = x e m3(x) =
1 + x. Vamos obter um cddigo C ciclico de comprimento n = 6 e dimensdo k = 2. Um
polinbmio g(x) gerador do codigo C é tal que gr(g(x)) =6-2=4¢ g()|x®—1.
Decompondo x® — 1, encontramos os polindmios fatores (x — 1), (x + 1) e (x* + x% + 1),
ouseja, x —1=(x—1)(x+1) - (x*+x%+ 1). Como gr(g(x)) = 4, entdo o polindmio
gerador de C é g(x) =1+ x? + x* Seja c¢;(x) € C uma palavra do codigo, na forma
polinomial ndo sistematica, assim, c;(x) = m;(x) - g(x), portanto, temos:

co(X) =mp(x) - g(x)=0-(1+x2+xH) =0

() =m ) -glx)=1-1+x%>+xH)=1+x%+x*

() =my(x) - glx)=x-1+x?+xH=x+x3+x°
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() =m3(x) - g(x) =1 +x) - A+x>+xH=1+x+x%+x3 +x*+x°,
assim, temos ¢ = {000000,101010,010101,111111}.

Se quisermos determinar as palavras de um codigo ciclico C, na forma sistematica, ou
seja, onde os k ultimos digitos correspondem aos digitos da palavra do codigo de fonte e os
n — k primeiros digitos representam a redundéncia acrescida, entdo, procedemos da seguinte
forma:

Dada uma palavra m do codigo da fonte, a qual desejamos acrescentar redundancias e

obter uma palavra ¢ do cddigo de canal, escrevemos m na forma polinomial m(x) = my +

k-1 n—k

myx + myx? + -+ my_1x e multiplicamos por x™~*, obtendo um polinémio p(x) =
m(x) - x* % de grau n — 1. Em seguida, dividimos o polinémio p(x) pelo polindmio g(x)
gerador do codigo do codigo ciclico, obtendo um polinémio resto p(x), ou seja, m(x) -
p(x) = q(x) - g(x) + p(x). Note que q(x) - g(x) = p(x) — p(x), ou seja, p(x) — p(x) =
c(x) € C. Logo, determinamos a palavra cddigo do canal, na forma polinomial, fazendo
c(x) = —p(x) + m(x) - x"*. A palavra ¢ do codigo ciclico é obtida dos coeficientes do
polindmio c(x) = ¢y + c1x + c3x% + -+ + ¢y x" L.

Observemos que, se o cdédigo C é sobre um corpo K = F = {0,1}, temos —p(x) =

p(x), o que implica que c(x) = —p(x) + m(x) - x™* = p(x) + m(x) - x" 7.

Exemplo:
Vimos acima que um cadigo ciclico C de comprimento n = 6, para 0s comandos do
braco mecanico, possui dimensdo k =2 e é gerado pelo polindmio g(x) = 1 + x? + x*.

Apresentaremos na tabela a seguir as etapas da codifica¢do polinomial:

m | m(x) | x" % -m(x) p(x) c(x) c

00 0 0 0 0 000000
01 x x> x + x3 x4+ x3 +x° 010101
10 1 x* 14 x? 1+ x% 4+ x4 101010
11 | 14+ x xt 4+ x° T+x+x24+x3 [ 14+x+x2+x3+x*+x° 111111

6.4.1.2 Codificagdo matricial

Teorema 6.24: Seja C um codigo ciclico gerado por um polinémio g(x) tal que gr(g(x)) =
n —k entdo os polindmios codigo g(x),x - g(x),x%-g(x),..,x* 1 g(x) formam uma

base para C.
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Demonstracdo: Para demonstrar esse fato, devemos provar que os polindmios g(x),x -
g(x),x? - g(x), ..., x*"1 - g(x) sdo linearmente independentes e que geram o Codigo € (que
€ um espaco vetorial sobre K).

Dados «ag, a4, ..., ;1 pertencentes a K tais que, se ap-g(x) + a;-x-g(x) + -+
+ap_q - xk¥71-g(x) =0, entdo, temos (g + ayx + ax? + -+ ap_1x¥ - gx) =0
como gr((ap+ ayx+ azx?+-+ q_x*"H<k—-1 e gr(glx)) =n—k, entdo
gr((ao + o x + apx? 4+ ap_qxk) - g(x)) <n—-k+k—-1=n-1<n, 0 que
implica que ag - g(x) + ay - x-g(x)+ ay - x?-gx) + -+ ap_q-x*1-g(x) =0 s se
verifica quando Ay =01 =y =+, = ay_1 =0, portanto
g, x-g(x),x*  g(x),..,x¥1- g(x) sdo polindmios linearmente independentes. Além
disso, pelo teorema 6.17, temos que Vv(x) € C, temos que v(x) = u(x)-g(x), onde
u(x) € R,, gr(u(x)) <k —1eg(x)éogeradorde C. Assim:

v(x) = u(x) - g(x) = (Up + ugx + upx? + -+ w1  g(x) =

=up - g(x) +uyx - g(x) + upx? - g () + - +wxF 1 g(x) =

=uy-(g) +ur - (x-g() +uy-(x2-g(x) + - + w1 - (x"_1 -g(x)), ou  seja,
qualquer que seja v(x) € C, temos que v(x) € escrito como combinacgdo linear de g(x), x -
g(x),x% - g(x), .., x*"1- g(x). Portanto, g(x),x-g(x),x%-g(x),..,x*"1-g(x) é uma
base de C.

O teorema 6.24 ¢é de extrema importancia para a representacdo matricial de um cddigo
ciclico, pois, se um codigo C tem comprimento n, dimensao k, é gerado pelo polinémio g(x),
com gr(g(x)) = n — k, entdo, como g(x),x - g(x),x? - g(x),...,x* 71 - g(x) é uma base de

C, amatriz G de ordem k X n, geradora desse codigo é representada como:

g(x) ] [Jo 91 92 " Gnke O " 0 0]
xg(x) 0 g0 91 " Gnk-1 Gnk 9O - 0
G=|x*g(x) [=[0 0 go " gn-k—2 Gn-k-1 In-k O -+ | onde g; sdo
x*1g(x) 0 0 00 0 9o gr - Gn-k

coeficientes do polindmio gerador.

Exemplo:
Seja € um codigo ciclico de comprimento n=7 e dimensdo k =4, sobre
o corpo galoisiano F = {0,1}. Um polinbmio g(x), gerador de C  possui grau

gr(glx) =n—k=7-4=3 e divide o polindbmio x’ —1. Decompondo x’ —1,
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encontramos os fatores (x — 1), (x> + x> + 1) e (x3 +x + 1), ouseja, (x’ —1) = (x — 1) -
1+ x2+x3-(1+x+x3).
Isso pode ser facilmente verificado efetuando o produto (x —1)-(1+ x% +x3)-
A+x+x)=(C1+x—x?+xM) - A+x+x)=(-1—-x—-x3+x+x%+x*—x2 -
x3—x®+x*+x°+x7) =(—1-2x3+2x*+x7), ndo devemos esquecer que O0S
coeficientes desses polindmios sdo elementos de F = {0,1}, portanto, a aritmética
utilizada deve ser compativel com esse corpo, assim, (—1-—2x3+2x*+x7)=
(=1 —0x3+0x* +x7) = (x” —1). Dessa decomposicio, vemos que existem dois
polindmios de grau 3 que dividem x7 — 1, a saber 1 +x% +x3 e 1+ x + x3, sendo que
qualquer um desses polinémios é um gerador do cédigo C.

Um polindmio gerador de um codigo ciclico € é da forma g(x) = gy + g1x + g,x% +
v+ 4 gr_1x™ k. Como o comprimento do codigo C acima é n = 7 e sua dimensdo é k = 4,
entdo polindmio gerador de C é da forma g(x) = go + g1x + g2x% + gsx3. Comparando
com um dos polindmios geradores acima, por exemplo, o polindmio 1 + x? + x3, temos:

Jot gix+gox?+gsx®=1+x2+x3=1+0x+x?>+x3 0 que implica que
9o=1,91=0, g, =1e g; =1. Assim, uma matriz G de ordem k X n, geradora do cédigo
C é:

Note que a matriz G ndo se apresenta na forma padrdo, portanto, gera palavras cddigo
na forma ndo sistematica, mas, por meio de transformacdes elementares sobre as linhas de G,
podemos determinar uma matriz G = [R|I,] equivalente a G e apresentada na forma padrio.

A partir de G' geramos palavras cddigo na forma sistematica.

Voltando ao exemplo anterior, do cdédigo ciclico C referente aos comandos do braco
mecanico, um polindmio gerador de um cddigo ciclico C é da forma g(x) = go + g1x +
gox% + -+ gr_1x™%. Como o comprimento do codigo C acima é n = 6 e sua dimens3o é
k = 2, entdo polindmio gerador de C ¢é da forma g(x) = gy + g1x + gx% + g3x3 + gax*.
Comparando com o polindmio gerador g(x) = 1 + x? + x*, temos:

Jo+ g1x + gox? + g3x® + gax* =1+ x> +x* =1+ 0x + x2 + 0x3 + x*, 0 que
implica que go =1, g1 =0, g, =1, g3=0 e g4, = 1. Assim, uma matriz G de ordem

k xn =2 X 6, geradora do codigo C é:
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101010
010101

Note que a matriz G ja se encontra na forma padrdo G = [R|I;].

o=|

Para obter os elementos (palavras) do cédigo C é suficiente realizar o produto dos

vetores do codigo de canal pela matriz G:

[0 o]-:ég’é(l’(l)g}[oooooo]
[0 1]-:(1)(1)3(1)(1)(1’}[010101]
1 0]-:(1)(1)3(1)(1)(1’}[101010]
1 1]-:(1)(1’32(1)2}[111111]

Observe que as palavras codigo foram obtidas na forma sistematica em virtude de G

ser apresentada na forma padrao.

6.4.2 Cddigo dual de um codigo ciclico

Teorema 6.25: Da do um cddigo ciclico € < K™, um cddigo C* dual do codigo C, é também
um cddigo ciclico.

Demonstracdo: Se C é um cddigo ciclico, entdo, por definicdo, C é linear. Como o cddigo
dual de um codigo linear é também um cddigo linear, entdo o codigo dual €+ é um codigo
linear. Verifiquemos entdo que C* é ciclico. Para todo ¢ € C, temos que T~ !(c) € C, dado
veCt temosque v-T1(c)=0 mas v-T'(c) =Y v ciy1 = T(W) - c, portanto, 0

fato de v € C*, implica que T (v) € C*, portanto, C* é um cédigo ciclico.

Se C é um cddigo ciclico de comprimento n, com polindmio gerador g(x), cujo grau é
gr(g(x)) =n —k, entdo existe h(x) € K[x] tal que h(x) - g(x) = x™ — 1. Ao polindmio
h(x) denominamos polinémio de paridade do cddigo €. Como g(x) e x™ — 1 sdo polinémios
monicos, entdo h(x) é também um polinbmio Ménico. Notemos ainda que se h(x) - g(x) =
x™ — 1, entdo temos gr(h(x) -g(x)) = gr(x™ — 1) e, portanto, gr(h(x)) + gr(g(x)) =
gr(x™ — 1), ou seja, gr(h(x)) + n — k = n, o que implica que gr(h(x)) = k.

Em geral, o polinémio h(x) de paridade de um codigo C ndo é o gerador do codigo
dual C*.
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Teorema 6.26: c(x) € C se, e somente se, c(x) - h(x) deixa resto zero quando dividido por
x™—1.

Demonstragéo: Dizer que c(x) - h(x) deixa resto zero quando dividido por x™ — 1 equivale
a dizer que existe z(x) € K[x] tal que c(x)-h(x) =z(x)-(x™ —1), 0 que equivale a

c(x) = z(x) - g(x) ou ainda que c(x) € (g(x)) = C.

Teorema 6.27: Seja C um codigo ciclico de comprimento n e dimensdo k, cujo polinémio de

paridade é h(x) = hy + hyx + hyx? + -+ + h,x*, entdo a matriz H(y—1oyxn, definida por

[hk hk—l hO 0 0—|
|0 he he-1 o+ hy O 0]
H=|- - .~ | é a matriz teste de paridade para o
I 0 0 h’k hk—l hO 0 |
lo . 0 h -1 - kel
codigo C.

Demonstracéo: h, = 1, pois h(x) € um polinbmio monico e as linhas de H sdo linearmente
independentes. Dado c € C tal que c(x) = ¢y + c;x + c3x? + -+ + ¢,_1x" 1, pelo teorema
6.26 c(x) € C se, e somente se, c(x) - h(x) deixa resto zero quando dividido por x™ — 1,

assim, desenvolvendo c(x) - h(x), temos:

c(x) - h(x) = cohg + (cohy + c1hy) + -+ + z cihy xk 4+t Z cihy xn 1
i+j =k i+j=n—-1

+ -+ Z Cihj Xn+"'+Cn_1hkxn+k_1
i+j=n

O desenvolvimento acima deixa resto zero quando dividido por x™ — 1, portanto, 0s
termos de graus n até n+k—1 transformam-se em termos de grau 0 a k—1,
respectivamente, portanto, os termos de graus k a n — 1 deixam resto zero quando divididos
por x™ — 1. Assim, c(x) € C se, e somente se, é solu¢do do seguinte sistema de equacdes:

cohy +cihy_q + -+ chg =0
cihy + -+ cyhy+cpyi1hg =0
Cn—k—1hy + +c,_1ho =0
Representando o sistema acima em notagdo matricial, temos H - ¢t, o que implica que

H é a matriz teste de paridade do codigo C.
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Teorema 6.28: Seja C um codigo ciclico de comprimento n e dimensdo k, cujo
polindmio de paridade € h(x) = hy + hyx + hyx? + --- + h,x¥, entdo o polindmio h*(x) =
x*h(t™1) € K[x] é um gerador do codigo dual C*. (O polindmio h*(x) é denominado
polindmio reciproco de h(x))

Demonstracdo: Temos h, = 1 pois h € um polindmio Ménico, portanto, resta-nos provar
que h*(x)[x"—1. Como h(x)-g(x)=x"-—1, entdo, h(x 1 -gxH)=x"-1.
Multiplicando a igualdade por —x™, temos —x™ - h(x™ 1) - g(x™1) = —x™ - (x™ — 1), que
equivale a x* - h(x71) - (—x"‘k -g(x‘l)) =x" —1, ou seja, h*(x) - (—x”"‘ -g(x‘l)) =
x™ — 1. Logo, h*(x) divide x™ — 1 e, portanto, é um polindmio gerador do codigo dual C* do

codigo C.

Exemplo: Considerando codigo C de comprimento 7 e dimensdo 4 sobre F{0,1},
visto anteriormente, cujo polindmio gerador é g(x) = 1 + x% + x*. Da igualdade h(x) -

g(x) = x” — 1, temos:

x7 =1 | x3 4x* 41
—x7 —x® —x* x* —x3 +x? +1
—x® —x* -1
x® 4x®> +x3
+x°> —x* 4+x2 -1
—x°> —x* —x?
+x3 —x? -1
—x3 —x? -1
0 0 0

Note que estamos operando em F = {0,1}, portando, x* — x3 + x2 + 1 = x* + x3 +
x% + 1. Assim, temos h(x) = 1+ x% + x3 + x* como polindbmio de paridade de C. Isso
implica que a matriz teste de paridade para C é:
1110100
0111010
0011101
Como h(x) =1+4+x?+x3+x*=1-x"+0-x+1-x*+1-x3+1-x* entdo o

H =

polindmio reciproco de h(x) é:
) =1-xDT+0-GeHDT+1- DT+ T+1-(xHT
) =1-x*+0-x3+1-x>+1.x'+1-x°
h*(x) =14 x +x? + x*

Portanto, h*(x) = 1 + x + x% + x* é o0 polindmio gerador do cédigo dual C* de C.
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6.4.3 Decodificacdo em codigo ciclico

Seja C um codigo ciclico, ¢ € C a mensagem enviada e r a mensagem recebida. Na
forma polinomial, temos c(x) e r(x).

Notemos inicialmente que se G é uma matriz geradora do codigo C, entdo, por meio de
transformacOes elementares sobre as linhas de G obtemos uma matriz G’ na forma padréo, ou
seja, G = [R|I,], da qual se obtém uma matriz teste de paridade H = [I,_,| — R"].
Representemos por - p; (x) o polindmio correspondente a i —ésima linha da matriz R. Assim,
a i—ésima linha da matriz G’ é representada pelo polindmio —p;(x) + x™**¢, com
gr(—pi(x)) < n—k — 1, pois a matriz R possui n — k colunas.

Sabemos que cada linha da matriz G’ é uma palavra do codigo ciclico C. Como C é
gerado por g(x), entdo, cada linha de G’ € um mdltiplo de g(x), ou seja, existe g; (x), tal que
—pi(x) + x" T = q;(x) - g(x) ou ainda que x"** =g;(x) g(x)+p;(x), Vi€
{1,2, ...,k — 1}, ou seja, p; (x) é o resto da divisdo de x™~** por g(x).

Como um codigo ciclico é linear, entdo, podemos utilizar a decodificagdo por
sindrome para codigos lineares, ou seja, se r(x) € K™, é uma palavra recebida, onde K é um

corpo finito, entdo devemos determinar uma sindrome s(r).

Teorema 6.29: A sindrome s(r(x)) de uma palavra r recebida € o resto da divisdo de r(x)
pelo polinémio gerador g(x) do codigo C.

Demonstracdo: Considerando que C é um cddigo linear com matriz geradora na forma
padrdo G = [R|l,], entdo existe uma matriz teste de paridade de C na forma padrio,
representada por H = [I,_,| — RT]. Notemos que as colunas de —R” sio os vetores
representados por  po(x), p1(x), ..., pr—1(x). Como r = (ry,1y,...,7—1), €Ntdo a
representacdo polinomial de r é r(x) = ry + ryx + 1,x? + -+ 1,,_;x" L. Por definicdo, a
sindrome de r é s(r) = H-r' e, em representacdo polinomial, utilizando a matriz H =
[I,_x| — RT], temos:

s(r(0) =7+ rx + x4+ o+ 1 X" 41 po (1) + 101 () + A T g 1 (%)

k-1
s(r() =r(x) - Z T (0 (%) — xm KA
i=0

k-1 k—1
$(r@) =160 = ) pwi@@® - 9() =r(x) - (Z rn_kﬂ-qi(x)) 9@
i=0

i=0
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Sendo Q(x) = ¥i) 1@ (%), temos s(r(x)) =r(x) —Q(x) - g(x), ou seja,
r(x) = Q(x) - g(x) + s(r(x)), o que implica que a sindrome s(r(x)) é o resto da divisdo do
polindmio r(x) pelo polinbmio gerador g(x).

Temos ainda que caso haja erros na transmissao de uma palavra codigo ¢ de modo que
a palavra recebida seja r, entdo o vetor erro e é tal que r = c + e e s(e) = s(r). Caso s(r)
seja o vetor nulo, entdo s(e) € o vetor nulo e ndo r = c.

O peso de um elemento v(x) €R,, com v(x) =vy+vyx + -+ v, 1x"1, &
definido como sendo w(v(x)) = w(¥) = w(vy, v1, vy, ..., v,—1). Pelo teorema 6.29, se um
codigo linear possui distancia minima d, e, se s(r(x)) € tal que w(s(r(x))) < [?] = K,
entdo s(r(x)) é um lider da classe s(r(x)) + C, logo, decodificamos r(x), obtendo
c(x) =r(x) —s(r(x)), onde s(r(x)) é o resto da divisdo de r(x) pelo polindbmio gerador

g(x).

Exemplos:

1) Considerando o cédigo ciclico C do brago mecanico. O polinémio gerador de C é
gx)=1+x>+x* e k=1. Seja ¢ =111111 a palavra transmitida, que na forma
polinomial é c(x) =1+ x + x% + x3 + x* + x°. Suponhamos que a palavra recebida tenha
sidor = 110111, cuja representacio polinomial é r(x) = 1 + x + x3 + x* + x°.

Resolvendo o quociente %, temos:

x5 4xt 43 +x 41| xtr +x% 41
—x

—x°> —x3 x+1
+x* +1
—x* —x? —1
—x2

Veja que r(x) = —x2 4+ (x + 1) - (1 + x? + x*), portanto, a sindrome da palavra recebida é
s(r(x)) = —x2. Como w(s(r(x)))=1, entio c(x) =r(x) —s(r(x)) equivale a
cC)=Q+x+x3+x*+x°) = (—x?) =1+ x+x% +x3 + x* + x°, 0 que implica que a

palavra transmitida foi c = 111111.
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2) Suponhamos agora que a palavra transmitida seja ¢ = 010101, cuja forma
polinomial equivalente é c(x) = x + x3 + x° e que a palavra recebida seja r = 010111 cuja
representacdo polinomial € r(x) = x + x3 + x* + x°.

Resolvendo o quociente %, temos:

x5 Hxt a3 4x [xr +x? 41

—x> —x3 —x x+1
+x*
—x* —x? -1
—x* -1

Veja que r(x) = (1+x®)+(x+1)-(1+x%+x*), portanto, a sindrome da palavra
recebida é s(r(x)) =1+ x2, como w(s(r(x))) =2> 1=k, entdo ndo podemos ainda
decodificar r(x) utilizando c(x) = r(x) — s(r(x)). Porém, os polindmios r(x) = x + x3 +
x*+x° e ' (x) = x3 + x* + x> + x”7 deixam mesmo resto quando divididos por x® — 1,

. . (%),
assim, facamos o guociente .
¢ g g(x)

x7 x5 4xt a3 xt a1
—x7 —x —x3 x3

+x*

Note que gr(x*) = gr(g(x)), o que implica que x* ndo é o resto da divisdo de r(x)

* ¢ lider da classe r(x)+ C, portanto,

por g(x), porém, w(x*)=1=x, logo, «x
c(x) = r(x) — x*, que equivale a c(x) = x + x> + x* + x> —x* = x + x3 + x%, ou seja, a
palavra transmitida foi c = 010101

Vimos que obter o lider de classe ndo acontece de forma direta com a aplicacdo do
sintoma se esse tiver peso maior que k. Notemos, porém, que um desvio ciclico x'r(x) € R,
carrega a mesma informagao que R,,, portanto, se decodificarmos x‘r(x) para algum i, como

consequéncia, decodificaremos r(x).

Teorema 6.30: Seja r(x) € R,,. A sindrome de um desvio ciclico xr(x) de r(x) é s(r(x)) =
xs(r(x)) — sp_x-19(x), onde s,_,_; €é o coeficiente do termo de grau n—k —1 de

s(r(x)).
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Demonstracéo: Considerando s(r(x)) como a sindrome de r(x), temos que r(x) = q(x) -
g(x) + s(r(x)), com grau de s(r(x)) <n —k — 1, para algum q(x). Escrevendo s(r(x)) =
Snee—1X" 14+ 5" (x) e g(x) = x"* + g(x), onde gr(s(x)) <n—-k—1e gr(g (x)) <
n — k, temos:

xr(x) = xq(x) - g(x) + xs(r(x)) = x(q(x) + 5p——1) - g(x) + (xs(r(x)) = sp_r-19(x)).
Mas xs(r(x)) = Sp_x—1 = xs (r(x)) — s,_x_1g (x) tem grau menor que n — k, logo, pelo
teorema 6.29, temos que s(xr(x) = xs(r(x)) — sp_r-19(x).

Com base do descrito acima, levando em consideracdo o exemplo anterior (2), onde
r)=x+x3+x*+x°, gx)=1+x*+x*en—-k—1=6—-4—1=3, vimos que a
sindrome de r(x) é s(r(x)) = 1+ x?2, portanto, as demais sindromes s4o:
s1(xr(x)) = xs(r(x)) —s3g(x) =x- (1 +x?) —0- (1 +x* +xH) =x+ x>
so(x2r(x)) = xs1(xr(x)) —s3g() =x-(x +x3) —1- 1+ x2 +x*) =
=x?+x*—-1-x*-x*=1
s3(231r(x)) = x5, (x%1(x)) —s39(x) =x-1—-0- (1 +x* +x*) =x
se(x*r(x)) = x53(x37(x)) —s39(x) =x-x — 0- (1 + x? + x*) = x?

ss(x°1 (%)) = x5, (x* 7 (x)) — s3g(x) =x-x2 = 0- (1 + x% + x*) = x5,

Dizemos que um vetor v = (vg, v4, vy, ..., V1) de k™ contém uma sequéncia ciclica
de k zeros se existe j tal que v; = V41 = Vjyp =+ = V41 = 0.
Exemplo: O vetor v; = (1,0,0,0,1,0,1) € F” possui uma sequéncia ciclica de 3 zeros. O
vetor v, = (0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0) € F! possui uma sequéncia ciclica de sete zeros pois
basta realizar um deslocamento ciclico de cinco unidades para a direita que obtemos o vetor
T(v,) =(0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1). Se v = (vy,vq,V3,..,V,_1) CONtEM uma sequéncia
ciclica de k zeros, entdo existe i € {0, 1,2, ...,n — 1} tal que gr (xiv(x)) <n-—k—1,para
ISso, basta permutar ciclicamente as coordenadas de v de modo que 0s k zeros ocupem as k
ultimas coordenadas de v, que obtemos um vetor com no maximo as n — k — 1 primeiras

coordenadas nao nulas, que corresponde a um polinémio de grau no maximon — k — 1.

Teorema 6.31: Se um vetor erro e € k™, cujo peso € w(e) < [%] =K € possui

A - T o ; d—1
uma sequéncia ciclica de k zeros, entdo w(s(xle(x)))s[T]=x, para algum

i€{0,1,2,..,n—1}
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Demonstracao: Pelo visto anteriormente, se e possui uma sequéncia ciclica de k zeros, entdo
existe i €{0,1,2,..,n— 1} tal que gr (xie(x)) <n —k — 1. Pelo teorema 6.30 temos que
s(x"e(x)) = x's(e(x)). Como as permutacdes entre as coordenadas de um vetor ndo alteram
Seu peso, entdo temos que se w(e) < [012;1] = K entdo w (s (xie(x))> < [%] = K.

Com base no exposto, uma sequéncia para decodificacdo consiste em determinar 0s
sintomas de um vetor r(x) recebido e, se w(s; (r(x))) <k paraalgumi € {0,1,2,..,n— 1},
entdo assumimos que e(x) = x"ls;(r(x)) é o vetor erro e decodificamos r(x) como

c(x) =r(x) — x"1s;(r(x)). Caso contrario, o erro néo é corrigivel.

Para concluir, apresentamos um ultimo exemplo referente a decodificacdo em codigos
ciclicos:

Consideremos um cddigo ciclico € contido em F’, onde F = {0,1} é um corpo
galoisiano, tal que dim C = 4 e um polindmio gerador de C é g(x) = 1 + x + x3. A distancia

minima desse cddigo é d = 3, o que implica que ele tem capacidade de deteccdo de d — 1 =
3 =1 = 2 erros e capacidade de correcdo k = [012;1] = [32;1 = 1 erro. Como k = 1, entdo 0s

lideres de classe sdo 0s vetores com peso w < 1.

Consideremos que a palavra recebida seja » = 1000100 cuja representacdo polinomial é

r(x) = 1 + x*. Resolvendo o quociente % temos:

g(x)’
xt +1 |x3 +x +1
—xt —x? —x x
—x* —x +1

O resto da divisdo de r(x) por g(x) é —x®> —x + 1 =x? + x + 1.

Assim, x* + 1 =x-(x®+x + 1) + (1 + x + x2), 0 que implica que s(r(x)) = 1 + x + x2.
Mas w(s(r(x)) =3 > 1 = k, sendo assim, ndo podemos ainda decodificar r(x) utilizando
c(x) = r(x) — s(r(x)), portanto, determinaremos as sindromes de todos os desvios ciclicos
de r(x):

si(xr(x)) =xs(r(x)) —s9(x) =x-L+x+x)—-1-1+x*+x3) =x>—1=1+x?
s;(%r(x)) = xs1(xr(x)) = s29(x) =x- (L +x>) —1- 1+ x* +x%) =
=x*+x3-1-x—-x3=-1=1

s3(3r(x) = x5, (x%1(x)) —529(x) =x-1—-0-(1+x+x3) =x
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se(x*r(x)) = x53(337(x)) —s5,9(x) =x-x —0- (L + x + x3) = x?

ss(°r(x)) = x5, (xr (X)) —s39(x) =x-x - 1-(L+x+x¥)=x3-1-x—-x3 =
=—1l-x=1+x

s6(x°1(x)) = x55(x°1(x)) = 5,9(x) =x- (1 +x) —0- (1 +x +x%) = x + x2.

Qualquer um dos s; (xir(x)) tal que w (si (xir(x))> =1 é um lider da classe, portanto,
qualquer um deles pode ser utilizado no processo de decodificacdo. Utilizemos, por exemplo,
so(x?r(x)) = 1. pelo que foi visto anteriormente, e(x) = x™1s;(r(x)), logo, e(x) =
x"72s55(r(x)) = x° - 1 = x°, assim, a decodificacio correta de r(x) € c(x) = r(x) —x° =

1+ x*—x> =1+ x* + x°. A palavra transmitida é ¢ = 100011.
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7 ATIVIDADES POPOSTAS

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma coletanea de atividades propostas
sobre os conteldos apresentados neste trabalho, cujo objetivo principal é a aplicacdo das
propriedades estudas e, por conseguinte, a familiarizagdo dos estudantes aos conceitos aqui
apresentados.

A rotina de atividades propostas segue a seguinte ordem:

1° - Atividades sobre matrizes, operacdes e propriedades;

2° - Atividades sobre determinantes e suas propriedades;

3° - Atividades sobre polindmios, operacdes e propriedades;

4° - Atividades sobre codigos corretores de erros, aplicacdo de matrizes, determinantes

e polindmios.

7.1 MATRIZES REAIS

1) Indique explicitamente os elementos da matriz A = (ail')3><4 tal que a;; = i —3ij + j.

l,sei=j

0,sei % O que se pode dizer a respeito

2) Construa a matriz A = (aij)4x4 tal que a; = {
dessa matriz?

i2+2j,sei<j

3) Construa a matriz A = (al-j)5><5 tal que a; ={ 056i> ]

. O que se pode dizer a

respeito dessa matriz?

4) Dadas as matrizes A = [56a 43b] eB = [a -g 4 6b

, quais sdo os valores de a e b para
b+ 3] a P

que se tenha A = B?

5) Dadas as matrizes A =

2 -3 4 0 1 1 3 1 =5
-1 -6 0|, B=|-2 5 1|eC=|-3 2 4|
3 5 2 3 -3 -1

determine a matriz X tal que A> + X = 3-B — C".
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6) Obtenha todas as matrizes M que comutam com A = [:; g :
7) Determine todas as matrizes A quadradas de ordem 2 tais que A = 8 8]

8) Dadas as matrizes 4 = (aij)3><4 tal que a; = i® —4j, B = (bil')3><4 tal que b; = 8i — j*

eC = (Cif)3x4 tal que ¢;; = i® — j2, determine:

a)A+B h) 34 — 5C p) (A+C)t

b)A—B i) (B Ct)t q) A° + Ct

¢)-A+(—B) j)B*-C N(A+B+0C)

d)B+4 ) A- Bt $) I3 (A +B)

e)A+C m) (A-BY)-C ) —6A° + 4B° — > C*
f)(A+B)+C nyA-(B'-C) WZ(A-B)-C+2(4-C") B
Q) A+ (B+C) 0) —(C1)" V) (4- A%

9) Considerando as matrizes A, B e C do exercicio anterior, é possivel obter A-B,A-C e B -

C? Justifique sua resposta.

10) Se M e N séo matrizes quadradas de ordem 2 que comutam com a matriz [_01 (1)]

mostreque M - N = N - M.

11) Determine os valores desconhecidos nas sentencas abaixo:

a)[2x+y 7 ]:[ 5 W+Z]
-7 3x — 2y 3w — 4z 4

o[ 5 o B[

4 -2 -1
12) Considere uma matriz M de ordem n que ndo é equivalente por linhas a matriz identidade

I,. A matriz M é invertivel? Justifique sua resposta.

13) Seja N uma matriz invertivel, cuja a inversa é N~1. A matriz N~! é invertivel? Caso seja,

qual ¢ a sua inversa? Caso ndo seja, justifique.

14) Sendo A e uma matriz quadrada de ordem n tal que B e C sdo suas matrizes inversas.

Qual é a relacdo que existe entre B e C? B e C s&o matrizes quadradas? Qual a ordem de B?
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121 1
. {214 3
15) Escreva a matriz M = 300 2 na forma escalonada.
4 3 2 =5
1 0 2
16) Dada a matriz A=|-3 4 1 |, efetue operagOes elementares sobre suas linhas e
2 1 -1

verifique se A é invertivel. Caso seja, explicite sua inversa.

17) Para as matrizes A,B e C, abaixo, utilizando operacdes elementares sobre as linhas,

determine suas inversas:

2 -3
a)A=__4 1]
1 -1 0
HB=|2 -3 1
2 1 -3
2 1 0 3
102 3
AC=13 2 0 1
0 3 1 2

18) Resolva as seguintes equacdes matriciais:

95 Slr=L5)

1 17_
b) X [1 1]_[—3 2]
2 0 -1 1 2
ol-1 3 1|-x=|0 -3
3 -2 1 2 1

19) E possivel obter x e y de modo que a matriz LZC ;] seja ortogonal?

20) Dada uma matriz A invertivel, podemos afirmar que A* é invertivel? Justifique.

7.2 DETERMINANTES DE MATRIZES REAIS

21) Calcule o determinante de cada uma das matrizes a seguir e identifique se as mesmas sdo

invertiveis ou nado:



[ 2

d)

—V2

G

3

)_4 3v8
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22) Aplicando a regra de Sarrus, calcular o determinante de cada uma das seguintes matrizes:

g

c)

-1
4
0

V2

_ N

0
-2
3

-1
V3
-1

1

1 6 5
b)i% -3 0|
-2 -1 4
o
d-2 -1 5|
PR

3

23) Aplique a triangulagéo de Gauss e calcule os seguintes determinantes:

2 1
1 3
-2 3

b)

-2

-1

1

0

1

-3

X

24) Determine x para o qual se tenha | 2x

25) Determine a matriz dos cofatores de cada uma das matrizes abaixo:

-3 2
a) l_l Zl
2 3

26) Calcule os determinantes abaixo utilizando a regra de Laplace:

a)

-2
2
3
0

3 0
-1 3
1 0
-5 2

1
—4
1
-3

b)

-1

|
wilinN
& L

2

-2

1
2
1

-2

-2
-3

G| =

2
5

-3

R NN

-1

_ W e

* 0.

-3
-1

1

3
5
2
3

3
2
c) |-1
2
0

2
-2
1
—4
0

_ O R
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-1 a 3
27) Mostre que paratodo a,b,c € R, sempretemos |5 b —15|=0.
-3 c 9
1 1 1 Yz xzZ Xy
28) Prove que x* y* A =|x ¥y z|

29) Quiais as condigdes necessarias e suficientes para que um determinante seja nulo?

30) Aplicando as propriedades dos determinantes, mostre que

cos(2x) i cos?(x) sen?(x)
cos(2y) cos?(y) sen?(y)|=0
cos(2z) cos?(z) sen?(z)

1 5 4
31) Prove que o determinante |1 2 6| € multiplo de 7, sem desenvolvé-lo.
1 8 2
-2 4 1 2
32) Por qual motivo se tem -2 2 -1 0?
3 -1 1 7
-1 3 0 3

33) Se o determinante de uma matriz A € igual a zero, a matriz A € invertivel? Justifique.

-3 1 -1
34)DadaamatrizA=|2 a a ] para quais valores de a ndo existe A=1?
5 -3 a
3 3 1 2 -3 3
35) DadaamatrizA=|-3 -2 1]|eB=|0 -2 3| qualarelagdo entre det(A) e
2 0 -5 -5 1 1
det(B)? Justifique.
36) Determine a adjunta das seguintes matrizes:
5 —2 -3 0 7 1L —1 6 7
AA=|4 -1 2 3 7
) b)B=|4 -4 0 ogc=[13 -8 2
3 1 0 2 1
- —1 2 13 -5 3
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37) Utilizando determinantes, calcule a matriz inversa das seguintes matrizes:

2 1
3 1 _z 1
A=, 5] DB=|5
| 7 7
o 2 3 -6 3 1
c)c=|-3 5 2 dbD=]|2 5 -1
4 -2 1 4 0 O
L3
38) Sabendo que a matriz inversa de uma matriz A é A l=|2 _3 2 e que
5 4 3
-1 3 5
det(4) = — ; determine a matriz dos cofatores da matriz A.

39) Dadas duas matrizes A e B, quadradas de ordem n e invertiveis, mostre que:
a) det(A* - BY) = det(4) - det(B)

t.p-1y — 1
b) det(A® - B™) = det (A~1)-det (Bt)

40) Seja M, o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n, definimos o determinante
como uma fungdo de M,, em R, que a cada matriz M € M,, faz corresponder o nimero real

detifM). Mostre que a funcdo determinante néo é bijetiva.

7.3 POLINOMIOS EM R[X]

41) Justifique por qual motivo a expressdo p(x) =3x2—2x+§—§+xi2 ndo é um

polindmio em R[x].

a0+a1x+a2x2+a3x3
b0+b1x+b2x2+b3x3

42) Determine a condicdo necesséria e suficiente para que a expressdo seja

independente de x.

43) Determinar os valores reais de a,b e c, de modo que se tenha o polindmio

p(x) = (a? — 4)x3 + (3b?> — 5a)x? — (a + b + c)x + (ab — ¢) igual ao polindmio nulo.
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44) Dados os polindmios p(x) = (a+3)x* —(2a+b)x*+ Ba—-b+c) e q(x) =
(4a — 2)x% + (3 — 5b)x% + (b — 4c). Determine os valores de a,b e ¢ para que se tenha

p(x) = q(x).

45) Dados os polindmios p(x) =2x%+5x—3, q(x) =3x3 —4x2+5x—1 e g(x) =
—6x3 + 7x — 2, calcular:

a) p(x) + q(x) b) p(x) + g(x) ) q(x) + g(x) d) p(x) + q(x) + g(x)

46) Dados os polindmios p(x) = 7x* — 5x3 —x, q(x) = —3x3 + 5x> —12x + 8 e g(x) =
3x* + x3 — 9x% + 3x — 4, determine:
A px) —qx) b)p(x)—gx)—qx) c)px)—qlx)+gx) d)glx)—qk)+p(x)

47) Dados os polinémios p(x) = —x% + 3x — 4, q(x) =4x3 —2x+1 e
g(x) = x3 — 3x% + 2x — 4, determine:

a) p(x) - q(x) b) p(x) - g(x) ¢) p(x) - q(x) - g(x) d) [p()]? — [g()]?

48) Dados os  polindmios p(x) =x*—4x?> -3x+1, qlx) =x3—-3x2+2 ¢
g(x) = x?> —5x + 1, determine os polindmios quociente e resto das seguintes divises

euclidianas:

)p():q(x) b)pl):glx) ©)ql):gl) d) g g(x) e) [pI*: g

49) Se p(x) e q(x) sdo dois polindmios ndo nulos de grau respectivamente m e n, qual o grau
de p(x) + q(x)? E de p(x) - q(x)?

50) Considerando os polindémios p(x) e q(x) do exercicio anterior, se m > n, qual o grau do

quociente %’? Qual o grau méximo do polindmio r(x) que é o resto dessa divisao?

51) Dividindo um  polindmio  p(x) por g(x) = x? + 5x — 3, obtemos 0 quociente

q(x) = x3 + 4x% — 3 e o resto r(x) = 3x + 4. Determine o polindémio p(x).

52) Determinar os nimeros reais a € b de modo que o polindmio p(x) = x® — 4 seja divisivel

por x? + ax + b.
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53) Mostrar que se p(x) e g(x) séo polinémios divisiveis pelo polinémio q(x), entdo o resto

da divisdo de p(x) por g(x) tambem é divisivel por q(x).

54) Dados p(x), g(x) e q(x) polindbmios de R[x] tais que q(x)|p(x) e q(x)]|g(x), prove que
q()|[p(x) + g(x)], ) p(x) - g(x) € q(x)|[p(x) — g(x)].

55) Verificar se o polindmio p(x) = x* + 5x3 — 4x? + 3x + 11 é divisivel por x — 2 e por

x + 1. Justifique.

56) Determinar o quociente e o resto da divisdo de p(x) = x™ — a™ por g(x) = x — a.

57) Consideremos o polindmio de coeficientes reais p(x) = ay + a1x + a;x? + -+ + azox>3°.

Se ay = a; = a, = -+ = azy, Mostre que p(x) é divisivel por x — 1. Generalize.

58) Mostre que se p(x) é divisivel por x — a, entdo p(a) = 0.

59) Seja p(x) € R[x] um polinémio tal que p(2) = 1,p(1) = 2 e p(3) = —1. Utilizando a

interpolagdo de Lagrange, determine p(x).

60) Encontre o polindmio p(x), de coeficientes reais, que atende as seguintes condigdes:
p(a) =b,p(b) =c, p(c) =dep(d) =a.

7.4 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

61) Considere um codigo C linear de comprimento n = 4 sobre o corpo galoisiano F{0,1},
obtido da seguinte maneira: para cada x;x, € F?, obtemos 0 elemento x,x;x,x; € F*.

Determinar a distancia minima de C e a capacidade de corre¢édo desse codigo.

62) Mostre que a distancia de Hamming cumpre as condi¢des necessarias para caracteriza-la

€como uma meétrica.

63) Mostre que os cddigos C = {00000,00100,01010} e € = {00000,10000,10101}

contidos em F> possuem 0S mesmos parametros porém, ndo sao equivalentes.
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b1

64) Imagine que um bragco mecanico que possua 0s movimentos: “para cima”, “para baixo”,
“para a esquerda” e “para a direita”. Além disso, 0 mesmo possua uma base movel que se
desloca horizontalmente locomovendo o braco, com comandos: “para o norte”, “para o sul”,
“para o leste” e “para o oeste”.

Construa um codigo de fonte sobre F = {0,1} e um cddigo de canal C para esses comandos.

C € um codigo perfeito? Justifique.

65) Obtenha uma matriz geradora para o codigo C do problema anterior.

66) Dado um codigo C definido sobre F ={0,1}, com matriz geradora

G = , obtenha uma matriz geradora para C que se apresente na forma

- o = O

0
0
1
1

SO O - O
oSO R OO

1
0
0
0

OR R R
SR OO

padrdo G = [I,]A], onde A é uma matriz de ordem k X (n — k). Mostre ainda que existe um
codigo €’ equivalente ao codigo C, tal que sua matriz geradora na forma padréo seja G =

[B|1,], onde B é uma matriz de ordem k X (n — k).

67) Obtenha a matriz teste de paridade H do codigo C do exercicio 64, apresentando-a na

forma padréo.

10100
68) Seja C um codigo sobre F = {0,1}, cuja matriz geradora seja G = \0 011 1].
01010

a) Determine o comprimento, a dimensdo e o numero de elementos do codigo C;

b) Encontre uma matriz teste de paridade do codigo C e determine a sua distancia minima.

69) Seja C um cadigo sobre F = {0,1}, com matriz teste de paridade H =

_ o =
(RGN
== O
== )
o O R

a) Obtenha a matriz teste de paridade H' na forma padréo.
b) C é um codigo perfeito? Justifique.

c) Determine todas as palavras do codigo C.

d) Determine os lideres de classes e as sindromes.

e) Decodifique as mensagens: v; = 10101, v, = 11111 e v3 = 10111.
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70) Considere € um cddigo linear sobre F = {0,1} tal que sua matriz geradora seja G =

[0100001110]
0001000111
100001110 0}
Il0010001001I
0000110011

a) Determine a dimensdo, 0 comprimento e o0 numero de elementos de C.

b) Construa uma matriz teste de paridade H do codigo C e determine o peso de C.

c) Dada a tabela de informag0es:

espaco = 00000 | E=00001 | J=01100 | P=00011 | U =11001
A =10000 F =11000 | L =01010 | @ =11100 | V =01110
B = 01000 G =10100 | M =01001 | R=10110 | X =00111
C =00100 H=10010 | N =00110 | $=10101 | Z2=11110
D = 00010 [ =10001 | 0 =00101 | T =11010

Utilizando as informaces acima, codifique as mensagens:
my: RUMO AO SUCESSO
m,: MUNDO DE PAZ

71) Calcule uma tabela de lideres e sindromes referentes ao codigo C do problema anterior.

72) Supondo que no maximo ocorreu um erro por palavra, levando em considera¢do o codigo
C do exercicio 70, decodifique a mensagem:

1001010011 1010111010 1100100101
0010000000 0100110011 1011010011

0111000001
1001010010

0010110011
1010111010

73) Determine o polindbmio g(x) gerador de um cdédigo ciclico C sobre F = {0,1}, cujo
comprimento seja n =9 e a dimensdo k = 5. A partir de g(x) determine uma matriz G

geradora do codigo C.

74) Determine o polindmio de paridade h(x) do codigo C do problema anterior. A partir de

h(x), determine uma matriz verificacdo de paridade do codigo C.

75) Determine o polinémio reciproco h*(x) de h(x) do problema 74. Determine uma matriz
geradora do codigo dual C* de C. Multiplique essa matriz pela matriz G geradora do codigo

C. O que acontece? Explique.
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76) Construa dez palavras na forma sistematica e na forma ndo sistemética de um codigo

ciclico C sobre F = {0,1}, cujo polindmio gerador é g(x) = 1 + x? + x3.

77) Considere o codigo ciclico € sobre F ={0,1}, de comprimento n = 15 e dimensao
k = 11, cujo polindmio gerador é g(x) = 1 + x + x*.

a) Determine a matriz G geradora de C.

b) Determine o polinémio de paridade do C.

c) Determine a matriz teste de paridade H do codigo C.

d) Determine o polindmio gerador do codigo dual de C.

e) Cologue as matrizes G e H na forma padrédo.

78) Supondo que m = 10110110010 é uma palavra do codigo de fonte, escreva essa palavra
na forma polinomial. Utilize o cddigo C do exercicio anterior para obter um cédigo de canal
para m. Suponha que ¢ € C € uma palavra, cuja forma polinomial é c(x), tenha sido enviada
e, por algum motivo a palavra recebida tenha sido r(x) = 1 + x3 + x* + x% + x10 + x12,
Sabendo que ocorreu um Unico erro nessa transmisséo, determine as sindromes de r(x) e de

todos os seus desvios ciclicos e decodifique r(x), corrigindo o erro e determinando c(x).

79) Forme grupos com seus alunos. Ofereca mensagens curtas, de no maximo trés palavras da
lingua portuguesa. Proponha a cada grupo que crie codigos lineares de comprimentos e
dimensGes diferentes e codifique cada um dos caracteres das mensagens propostas. Compare
os resultados. Teste a capacidade de deteccdo e correcdo de cada cddigo e eleja o mais

eficiente. Dé bastante énfase a cada uma das operacGes e propriedades matriciais utilizadas.

80) Forme grupos com seus alunos. Ofereca mensagens curtas, de no maximo trés palavras da
lingua portuguesa. Proponha a cada grupo que crie codigos ciclicos de comprimentos e
dimensGes diferentes e codifique cada um dos caracteres das mensagens propostas dando
preferéncia para a forma polinomial de codificagdo. Compare os resultados. Teste a
capacidade de deteccdo e correcdo de cada cddigo e eleja 0 mais eficiente. Dé bastante énfase

a cada uma das operacdes e propriedades polinomiais utilizadas.

81) Forme grupos com seus alunos. Ofereca mensagens a serem decodificadas, que

contenham erros, solicite que facam as correc¢des e decodifiquem as mensagens.
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CONSIDERACOES FINAIS

O ensino/aprendizagem de matematica no Brasil, ao longo dos ultimos anos, tem
passado por varias transformacdes na busca pelo oferecimento de uma educagdo com melhor
qualidade aos estudantes do ensino bésico.

indices como o IDEB mostram um discreto progresso na educagio, porém, a passos
lentos.

Temos observado que o distanciamento entre matematica praticada nas escolas e as
experiéncias vivenciadas pelos alunos em ambiente extraescolar pode contribuir de forma
negativa para o alcance dos objetivos da educacdo. A contextualizacdo da matematica consiste
em uma proposta pedagogica que busca estreitar essa lacuna, apresentando uma matematica
ndo mais vista como uma mera disciplina escolar, mas como uma necessidade humana de
interpretar o mundo, adaptar-se e interagir com ele.

Nas relagdes sociais, a matematica também se faz presente e, portanto, 0 dominio dos
seus conceitos e da sua linguagem é de fundamental importancia nessas relagdes. O sujeito
Cidaddo participa do meio social ao qual esta inserido e para tanto, deve ter o conhecimento
matematico necessario para sua atuacgao.

O material apresentado nesse trabalho ndo tem como objetivo formar especialistas em
teoria dos codigos corretores de erros e sim usar essa teoria como um fator motivacional ao
aluno que, ao conhecé-la, poderd perceber o qudo Gtil é a matematica. E de extrema
importancia que ao ser utilizada a teoria dos cddigos corretores de erros como uma estratégia
para o ensino de matrizes, determinantes e polindbmios, seja dada a devida atencdo a cada uma
das propriedades e operacdes utilizadas, pois, nessa teoria, frequentemente é trabalhado
conceitos como matriz inversa, matriz identidade, transposicdo de matrizes, operacGes
elementares sobre linhas, determinantes, produto de matrizes, operacfes e propriedades dos
polindbmios, interpolacdo de Lagrange, enfim, uma vastidao de operacdes e propriedades, que
quando bem evidenciadas durante o processo de aplicacdo na teoria dos cddigos, podera
construir um aprendizado consolidado desses conceitos.

Achamos importante ainda mencionar que o uso da teoria dos codigos corretores de
erros, por si sO, ndo consolidard a aprendizagem dos conceitos utilizados se for apresentada
aos alunos meramente como mais um contetido a ser estudado. E importante ao profissional
docente que, ao apresentar essa teoria aos seus alunos, utilize estratégias com énfase na
pratica, sejam oficinas, dindmicas ou qualquer recurso em que o0s alunos tenham a

oportunidade de manipular esses conceitos na codificacdo e decodificacdo de mensagens, de
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modo que a sua participacdo, ndo apenas como expectador, seja de fundamental importéncia
no decorrer desse processo.

Por fim, além esse trabalho apropriar-se da teoria dos cddigos corretores de erros, na
tentativa de contextualizar a matematica ensinada nas séries finais do ensino medio, tem
também como proposta, fomentar a discussdo sobre teoria e pratica, abstrato e concreto,
escolar e extraescolar, com intuito de incentivar o gosto pela matematica com toda sua

abstracdo e rigor.
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