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Resumo: No presente trabalho analisamos quais medidas de segmentos sao construtiveis
utilizando apenas régua e compasso. Com o objetivo de abordar esse tema no escopo do
Ensino Médio, propomos aplicacao em sala de aula utilizando o software Geogebra como
ferramenta didatica.
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1 Introducao

Nao ha davidas de que a busca pela solucao dos problemas classicos gregos, envolvendo cons-
trugoes geométricas feitas apenas com régua e compasso, contribuiram significativamente para
o desenvolvimento da matemética. Essa contribuicao possibilitou o criagao e aprimoramento
dos conceitos bésicos referente a estrutura da algebra aliada a geometria.

E indubitdvel que, na histéria da Matematica, alguns problemas tém significacao
especial: agindo como “catalisadores” eles influenciam muito o desenvolvimento
da ciéncia. Tais problemas atraem devido a simplicidade e lucidez de seus enun-
ciados, fascinando muitos matematicos. Como resultado, sao elaborados novos
métodos e, até mesmo novas teorias e novas perguntas, profundas e abrangentes,
sao formuladas. (RAIGORODSKII, 2004 apud CARVALHO, 2009, p. 89).

Assim sendo, a relevancia deste trabalho apdia-se na necessidade do estudante em formagcao
experimentar os primeiros passos dessa grande criacao, a fim de contribuir com a interpretagao
da matematica atual.

[...] afonte de novas descobertas na matemadtica esteve postulada, muitas vezes
nos problemas e solucbes apresentados no passado. Isso nos faz pensar acerca
das diferentes formas de apresentacdao e demonstracao de varios teoremas e
postulados matemaéticos fornecidos por fontes histéricas e que podem levar-nos
a novas elaboragoes (MENDES, 2001, p. 19).
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Os problemas envolvendo régua e compasso espelhavam o interesse quase ludico dos ma-
tematicos gregos em desafios intelectuais. O autor Stillwell (1994, p. 15) declara: “A régua
e 0 compasso tem sido a marca registrada da geometria desde o aparecimento dos Elemen-
tos de Euclides em torno de 300 a.C.”. Em especial, esse tempo ficou marcado na histéria
pela busca das respostas para os 5 problemas cléssicos de construgao geométrica descritos
a seguir. Em todos estes problemas classicos a dificuldade da resolucao consiste em dese-
nhar, com razoavel precisao, segmentos de medidas especificas utilizando apenas régua nao
graduada e compasso.

e Duplicacao do cubo: construcao da aresta de um cubo cujo volume seja o dobro do
volume de outro.

e Retificacao da circunferéncia: construcao de um segmento de reta cujo comprimento
seja igual ao perimetro de uma dada circunferéncia.

e Quadratura do circulo: construcao de um quadrado cuja area seja igual a de um dado
circulo.

e Trisseccao do angulo: divisao de um angulo qualquer em trés partes iguais.

e Construcao de poligonos regulares: divisao da circunferéncia em n partes iguais.

Esses desafios perduraram por cerca de dois mil anos até que, a luz da teoria das equacgoes
algébricas, foram surgindo respostas definitivas para os problemas essencialmente geométricos.
Foi a partir dos trabalhos de Paolo Ruffini (1765-1822), Niels Henrik Abel (1802-1829) e
Evariste Galois (1811-1832) que houve uma conexao entre a Geometria Euclidiana e as teo-
rias algébricas modernas, tais como, da resolucao de equacgoes e extensao de corpos. Pode-
mos dizer, segundo Courante e Robbins (2000), que a compreensao profunda dos problemas
geométricos consiste em traduzi-los para a linguagem algébrica. Especificamente no que
concerne a algebra e os niimeros construtiveis:

Claro que, a pessoa ¢ livre para estudar generalizacGes da nocao de construtibi-
lidade que envolve o uso de réguas e outros instrumentos. Porém, permanece o
fato que a nocao classica de construtibilidade foi a mais frutifera para o desen-
volvimento da algebra. (STILLWELL, 1994, p. 04).

Sendo tema central da teoria algébrica presente nos problemas classicos gregos de construgoes
por régua e compasso, neste trabalho determinaremos um critério para identificar quando um
segmento ¢ construtivel, nos seguintes termos:

Segmentos construtiveis: Um segmento de comprimento |a|, o € R, diz-se construtivel
se pode ser desenhado a partir de um segmento de reta unitario em um nimero infinito de
passos utilizando apenas uma régua nao graduada e um compasso.

Mostraremos que sao construtiveis todos os segmentos cujas medidas sao ntimeros obtidos a
partir de operagoes fundamentais da soma, subtracao, multiplicacao, divisao e de extragoes
de raizes quadradas a partir de um segmento unitario. Em seguida, anunciaremos um critério
de construtibilidade que sera aplicado a resolucao de trés dos problemas classicos gregos. Por
fim, propomos aplicagao do presente estudo as aulas do 2° ano do ensino médio.



2 Segmentos e nimeros construtiveis

Consideremos uma reta r, determinada pelos pontos A e B. Associando o ntimero 0 ao ponto
A e o numero 1 ao ponto B, teremos cada ponto da reta determinando um tnico nimero
real e reciprocamente.

Figura 1: Numeros construtiveis

Pensando na reta numérica é possivel definir nimeros construtiveis e utilizar esse termo em
lugar de segmentos ou figuras construtiveis:

Niumeros construtiveis: Um numero real a diz-se construtivel se existir um segmento
construtivel de comprimento |«|.

Tomando um ponto P qualquer, de abscissa x, sobre a reta r, o segmento AP sera construtivel
a partir do segmento unitario AB se e somente se o ponto P, ou equivalentemente, o niimero
real x, for construtivel.

Confirmando a relacao biunivoca entre niimeros e pontos da reta temos os seguintes axiomas
da Geometria FEuclidiana Plana:

Axioma 2.1 (Axzioma de medi¢cao 1) A todo segmento corresponde um nimero maior
ou igual a zero. Este numero € zero se e somente se as extremidades coincidem.

Axioma 2.2 (Axzioma de medicao 2) Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados
em correspondeéncia biunivoca com os numeros reais, de modo que o modulo da diferenca entre
estes numeros mega a distancia entre os pontos correspondentes.

Queremos descobrir quais nimeros sao construtiveis a partir de uma régua nao graduada
e um compasso. Para iniciar este estudo consideraremos possiveis as seguintes construgoes
geométricas:

(a) Dada uma reta r e um ponto A fora dela é possivel sempre:
i. Tracar uma reta s perpendicular a r passando por A:

ii. Tracar uma reta s paralela a r passando por A:
(b) E possivel transportar segmentos
(c) E possivel tracar circulos cujo raio é um segmento dado;

(d) E possivel outras construgoes que serao combinagoes das anteriores.

As instrucgoes detalhadas das construgoes por régua e compasso citadas acima podem ser

consultadas no livro Construgoes Geométricas de Eduardo Wagner 3.

3SWAGNER , 1998, p.2



Dados dois niimeros construtiveis a e b, mostraremos que também serao construtiveis a+b, —a,
a.b, i (sea # 0) e \/a. Assim sendo, poderemos dizer que o conjunto de nimeros construtiveis
forma um “corpo”. Tal expressao significa apenas que se trata de um conjunto de nimeros
reais que possui 0, 1 e é fechado para a adi¢ao, multiplicacao e célculo de simétricos e inversos
(de elementos nao nulos). De fato, observe as seguintes construgoes geométricas:

2.1 Soma, subtracao e simétrico

Soma e subtragao. Dado um segmento AB de medida a, para somar ou subtrair o segmento
b basta tracar uma circunferéncia de raio b e centro B. Observe a figura 2.

Simétrico. Dado um segmento construtivel de medida a, para encontrar o simétrico —a
basta tragar uma circunferéncia de raio a e centro 0. (figura 3)

Figura 2: Adigao e subtracao Figura 3: Simétrico

2.2 Multiplicagao, divisao e inverso.

Utilizando o Teorema de Tales podemos mostrar que, dados dois segmentos construtiveis a e
b nao nulos, o produto entre eles é construtivel e o inverso de cada um deles também o é.

Multiplicagao. Primeiro construiremos x = a.b. Observe a figura 4 a seguir.

Figura 4: Multiplicacao

Procedimento.

e Trace duas retas concorrentes em um ponto A,

e Transporte os segmentos de medidas 1, a e b marcando os segmentos AC, CE e AB,
respectivamente,

e Trace a reta C'B e, passando por E, trace DE || BC.



Concluimos que o segmento BD tera medida x = a.b, ja que pelo Teorema de Tales, como
DE || BC, temos 4% = 42 Logo 1 =%, Daf 2 = a.b.

Divisao. Agora construiremos x = g Observe na figura 5 abaixo que para isso basta trocar
a e 1 de ordem:

b

Pelo Teorema de Tales % = 2. Dai z = g.

Inverso. Construiremos z = % Observe na figura 6 que basta fazer b = 1:

lwil

1/a
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=
=
o 4

A b B b/a

Figura 5: Divisao Figura 6: Inverso

Pelo Teorema de Tales ¢ = % Dai x = é

2.3 Raiz quadrada

Utilizando semelhanca de triangulos ou Teorema de Pitagoras podemos mostrar que, dado
um nimero construtivel a, a raiz quadrada dele também é construtivel.

Raiz quadrada. Dado um segmento construtivel a, construiremos o segmento = = +/a.

Figura 7: Raiz quadrada

Procedimento.

e Tracamos um segmento AB de medida a > 1,
e Construimos uma semicircunferéncia no diametro AB,
e Tracamos a perpendicular por um ponto D em AB distante uma unidade de A,

e Marcamos o ponto C' de intersecao entre a perpendicular e a semicircunferéncia,

Concluimos que o segmento AC' terd medida x = y/a. De fato, o angulo inscrito C' corres-
ponde ao arco AB e portanto, C = ATB = 90°. Logo, o triangulo ABC é retangulo em C e é



semelhante ao AACD pelo caso angulo angulo. Assim sendo, vale a relagao ﬁ—g = %, isto

¢, 2 =1 Edai, =/
Por ser uma construcao mais intuitiva, apresentamos a seguir outra maneira de realizar a
construgao de v/a, que pode ser justificada através da aplicagao do Teorema de Pitdgoras.
Sabemos que em um triangulo retangulo isésceles de catetos unitarios, a medida hipotenusa
é /2. Construindo a partir de V2 um outro cateto unitdrio teremos um novo triangulo
retangulo cuja hipotenusa medird v/3. Observe figura (8) a contrugao de NZRVG

Figura 8: Localizacao na reta

Embora mais intuitiva, essa construcao é um pouco mais trabalhosa, tendo em vista que para
qualquer nimero natural n, determinar o segmento /n implica em possivelmente construir
a priori todos seguimentos vk com k < n.

Os dois procedimentos apresentados permitem localizar, sobre a reta, os pontos correspon-
dentes aos numeros irracionais \/5, \/5, .

3 Critério de Construtibilidade

Como as construgoes de a+b, —a e a/b descritas foram feitas a partir de 0 e 1, utilizando ape-
nas régua nao graduada e compasso, temos por consequéncia imediata, que sao construtiveis
os numeros 1+1 = 2; 241 = 3; 3+1 = 4 e assim por diante. Ou seja, sao construtiveis todos
os nimeros naturais. Assim como sao construtiveis seus simétricos —1, —2, —3, etc. Dai
podemos concluir que sao construtiveis, todos os ntimeros inteiros. Ainda mais, concluimos
que sao construtiveis todos os quocientes de inteiros, ou seja, todos os nimeros racionais.
Além disso, nao s6 os racionais sao construtiveis. Vimos que se a é construtivel, entao o
nimero /a, que pode ser irracional, também serd construtivel.

Uma pergunta natural é se podemos construir todos os nimeros reais. E podemos dizer
que nio! P.L. Wantzel* (1837 apud GARBI. G. G., 1997) mostrou que o nimero +/2 nio é
construtivel. Entao como podemos determinar quais sao os nimeros construtiveis?

Em esséncia, uma construgao geométrica com régua e compasso € apenas um combinag¢ao
de circunferéncias, retas e pontos determinados através das intersegoes destas curvas. Tais
intersegoes podem ser entao de trés tipos: retas com retas, retas com circunferéncias ou
circunferéncias com circunferéncias. Analiticamente, tais intersegoes correspondem a pontos
(x,y), solugdes de sistemas de duas equagoes. Podemos entao definir:

4WANTZEL, P. L. Recherches sur le moyens de reconnaitre si un Probléme de Géométrie peut se résoudre
avec la régle et le compas. Paris: Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1837. vol. 2, p. 366 - 372.



Pontos Construtiveis: Sao pontos construtiveis com régua e compasso aqueles pontos do
plano cartesiano obtidos pela intersecao de retas e circunferéncias.

Proposigao 3.1 Um ponto A(a,b) € R? € construtivel se e somente se as sua coordenadas
a,b € R sao niumeros construtiveis.

Demonstragao: (=): Seja A = (a,b) um ponto construtivel, seja O a origem do plano
cartesiano e M o ponto médio do segmento construtivel OA.

Segue imediatamente da geometria elementar que o ponto Ay = (a,0) é a interse¢ao da reta
do eixo (7?5 e da circunferéncia C' de centro M passando por A como na figura (9). De fato,
Ay ¢ angulo inscrito correspondente ao arco OA. Assim sendo, o tridngulo OAyA é retangulo
em Ay o que faz de OAg a projecao do ponto A sobre o eixo OX.

Figura 9: Localizacao no plano

Determinado Ay = (a,0) pertencente a reta O‘)? , podemos encontrar um ponto By = (b,0)
tracando a partir de O uma circunferéncia de raio AgA

(<): Reciprocamente suponhamos a e b construtiveis. E facil ver que a reta determinada
por O e por (1,0) é construtivel. Assim sabemos construir (a,0) e (b,0). A partir de uma
circunferéncia de centro em O passando por (b,0) podemos construir também (0, b). Enfim,
tragando paralelas (ou perpendiculares) segue imediatamente a construgao de (a,b) a partir
de (a,0) e (0,b), e isto prova a proposigao.

Como ja sabemos que os niimeros racionais sao construtiveis, segue da proposi¢ao acima que
sao construtiveis todos os pontos do plano com ambas as coordenadas racionais.

No ambito da geometria analitica, podemos computar as coordenadas de novos pontos a
partir dos coeficientes das equagoes de retas e circunferéncias. A intersecao entre duas retas
corresponde a solucao de um sistema de duas equacoes do 1° grau em x e y. Ja a intersecao
entre uma reta e uma circunferéncia corresponde a solucao de um sistema formado por uma
equagao de 1° grau (reta) e por outra de 2° grau (circunferéncia). Por fim, a interse¢do entre
duas circunferéncias corresponde a solu¢ao de um sistema de duas equagoes de 2* grau.



Vamos investigar se existe um formato padrao para todos esses pontos de intersecao. Ou
seja, se existe um critério que possa determinar quais pontos sao construtiveis.

Para tanto, considere dois pontos (x1, 1) e (z9,y2) de coordenadas construtiveis, a equagao
da reta que une esses dois pontos é dada por:

(y2 —y1)x + (1 — 22)y + (Y122 — T1y2) =0

que em sua forma geral pode ser escrita como,

ar+by+c=0

em que a = Yy — Y1, b = 1 — x5 € ¢ = Y1x9 — 1Yo sa0 numeros construtiveis uma vez
que sao obtidos a partir de niimeros construtiveis através de operacgoes de soma, subtracao e
multiplicagao.

Os pontos de intersecao entre duas retas serao dados pela solucao de um sistema da forma:

a1x+b1y+01 =0
a2x+bgy+02 =0
Ou seja, a intersecao sera o ponto:

bica — bacy crag — caaq
a1by — CLle’ a1by — azby

Sendo ai, as, by, bs, c1 e ¢y construtiveis, as coordenadas do ponto acima existem para
a1bs — asby # 0 e também sao construtiveis.

Concluimos que a intersecao de duas retas produz pontos construtiveis, obtido através de
operacoes de soma, subtragao, multiplicacao e divisao de nimeros construtiveis.

Consideraremos agora a caso de intersecao de uma reta com uma circunferéncia. Suponhamos
que é dado o ponto construtivel (xg,79) e um nimero construtivel r, sendo r > 0. A equagao
da circunferéncia é dada por:

(x—20)*+ (y—w)* =17
isto é,
x2+y2—2x0x—2y0y+x§+y§ —r2=0

de forma geral,

?+y'+ar+By+y=0

2

Onde a = =2z, 8 = —2yp e v = 2 + y2 — r? sdo claramente nimeros construtiveis, uma

vez que sao expressos a partir de nimeros construtiveis por meio de operacoes de adicgao,
subtracao e multiplicagao.

Assim sendo, a interse¢ao entre uma reta e uma circunferéncia é dada pela solucao do sistema:

?+y*+ox+fy+y=0
_ (1)
ar+by+c=0
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A solucgao do sistema acima se restringe a um ou dois pontos, dependendo se a reta é secante
ou tangente a circunferéncia. Para resolver o sistema podemos isolar y na segunda equagao:

a C
= ——r — —
y b b?

e mediante substituicao na primeira equacao, temos para a abscissa x uma equacao quadratica
da forma:

A? + Bx+C =0

em que A = a® + 1%, B = 2ac + ab?* — Bba e C = ¢* — Bbe + v, cuja solucao é dada pela
férmula de Bhaskara:

—B++vB?—4AC
Tr =
2A
Para obter a ordenada y podemos proceder de forma analoga.

Ambas as coordenadas desse(s) ponto(s) sdo construtiveis, pois sdo da forma: p + ¢/s, onde
p, q € s sao construtiveis, s > 0. Concluimos assim que os pontos construtiveis, obtidos a
partir da intersecao de uma reta e uma circunferéncia, sao obtidas por meio das operacoes
de soma, subtracao, multiplicacao, divisao e extragao de raizes quadradas.

De forma semelhante, a intersecao entre duas circunferéncias é dada pela solugao do sistema:

P4y +a+ Py -+ =0
22+ + aar + oy + 72 =0
Que pode ser trocado por:

{ 22+ +or+Piy+y=0
(a1 — )z + (b1 — Bo)y+ (1 —72) =0

Onde o segundo sistema é equivalente ao primeiro, obtido através do processo de linha equi-
valéncia.

Esse sistema recai na solugao do sistema (1) para a = a1 —ag, b=y —frec =y — 7
e, portanto, a intersecao corresponde a um ou dois pontos de coordenadas construtiveis da
forma p + ¢+/s, onde p, ¢ e s sdo construtiveis, s > 0.

Concluimos, a partir da discussao acima, o seguinte:

Teorema 3.1 Se a € construtivel, entao é raiz de um polinémio de grau menor ou igual a 2
com coeficientes construtiveis.

Aplicaremos este resultado na solugao de problemas classicos da geometria, e apresentaremos
na préxima segao.



4 Aplicacoes do critério de construtibilidade

Dada a relevancia histérica desses famosos problemas gregos, esperamos que sirvam de
estimulo aos alunos aumentando o interesse na aprendizagem. Frequentemente os alunos
questionam a utilidade de se estudar determinados contetidos e, segundo Nobre (1996), a
partir do desenvolvimento historico dos conceitos matematicos: “Ao invés de se ensinar a
praticidade dos conteudos escolares, investe-se na fundamentacao deles. Em vez de se ensi-
nar o para qué, se ensina o porqué das coisas”( p. 31).

4.1 Duplicacao do cubo

Uma das lendas acerca da origem desse problema é mitologica e afirma que por volta de 427
a.C. o oraculo anunciou aos habitantes de Delos, que para se livrarem da peste eles deveriam
dobrar o altar cibico de Apolo. Assim sendo, os arquitetos dobraram as dimensoes do altar,
com o que conseguiram multiplicar por oito o seu volume, e nao duplicéd-lo, como pedira o
oraculo.

Varios matematicos propuseram solucgoes para o problema. Entre eles podemos citar Hipocrates,
Platao, Erastotenes, Nicomedes, Arquitas, Menécmo, Diocles, Hierao, Viete, Descartes, Fer-
mat, Newton, Clairaut, entre outros.

Dado um cubo de aresta a construtivel, o problema consiste em encontrar um outro cubo de
aresta x construtivel cujo volume seja o dobro. Ou seja:

3 = 2a?

r=+2a

Uma vez que a é construtivel, devemos descobrir se ¥/2 é também um nimero construtivel.
Ora, tendo determinado o critério de construtibilidade expresso no teorema (3.1), basta veri-
ficar se v/2 é raiz de um polinémio de grau menor ou igual a 2 com coeficientes construtiveis.
Note que v/2 é raiz do polinémio p(z) = 2 — 2, que é irredutivel sobre os irracionais. Desta
forma, temos que o nimero /2 nao pode ser construido, e consequentemente, nao é possivel
fazer a duplicagao do cubo com régua e compasso.

4.2 Quadratura do circulo

Possivelmente o problema de construir um quadrado cuja area seja igual ao de um circulo
dado foi um dos que exerceu um fascinio maior ou mais duradouro em toda histéria. Expresso
por meio de um enunciado muito simples, a resolucao utilizando apenas régua e compasso
se revelou como grande desafio a varias geracoes de matematicos e permaneceu sem solugao
por cerca de 2.000 anos.

Em 1800 a.C, os egipcios haviam feito uma aproximacao para a solucao, tomando o lado
do quadrado igual a 8/9 do diametro do circulo dado. Mas o registro da primeira tentativa
de se quadrar o circulo com exatidao remonta Anaxdagoras, no século V a.C. As tentativas
de demonstrar uma solugao ou a sua impossibilidade serviram como motivagao a criagao de
novas teorias, principalmente aquelas referentes a génese do nimero 7.
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O problema consiste em construir com régua e compasso um quadrado cuja area seja igual
a de um dado circulo de raio a construtivel. Se denotarmos por z o lado de tal quadrado,
teremos entao que:

Observe que /7 é raiz do polinomio do 2° grau z? — 7 = 0. Porém, para que o teorema 3.1

se aplique, tal polindmio precisa possuir os coeficientes construtiveis. Resta saber entao se 7
é construtivel.

O matematico Lindemann® (1882 apud REZENDE, E. Q. F.; QUEIROZ, M?*. L. B., 2000)
provou que o famoso niimero 7 nao € construtivel e portanto o circulo nao é quadravel.

4.3 Trisseccao do angulo

Trisseccionar um angulo construtivel consiste em dividi-lo, utilizando régua e compasso, em
treés angulos de mesma medida. Equivalentemente, dado o angulo de medida 36 construtivel,
queremos construir trés angulos de medida 6.

Observe que nao basta argumentar que a divisao de nuimeros construtiveis é um nimero
construtivel, pois tal nimero representaria um segmento e nao um angulo como o problema
requer.

Identificando o angulo dado em ciclo trigonométrico, podemos afirmar, de acordo com o
teorema 3.1, que seu cosseno também é construtivel, e vice e versa. Assim, dado cos30
construtivel, vamos investigar se cosfl é construtivel.

Sabemos que:

c0s30 =cos(0 + 20)
=cosfcos20 — senfsen20
—=cos0(cos®0 — sen®0) — senf(2senfcos)
=cos0[cos®0 — (1 — cos*0)] — 2sen*@cost
=cos0(2cos*0 — 1) — 2(1 — cos*6)cosh
=2c050 — cost) — 2co0s0 + 2cos>0
=4c05°0 — 3cosf)

Tomando = = 2cosf, temos:

3
T 3x
cos3) = — — —
2 2
Podemos observar que para alguns valores de cos36 o polinomio acima é redutivel a um
polinémio de 2° grau. De fato, para cos36 = —1, ou seja, 360 = 180° temos:

SLINDEMANN, F. Ueber die Zahl 7. In: XX Mathematische Annalen. Freiburg: Springuer, 1882. p. 226
- 230.
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3 3
ST
2 2+

22 —3r4+2=0

(z—1)(2*+2-2)=0

Concluimos que nesse caso é possivel trisseccionar o angulo 180° utilizando régua e compasso.
Os valores obtidos sao raizes de um polinomio de 2° grau de coeficientes construtiveis, por-
tanto sao construtiveis. A saber, x = 1 ou x = —2, o que determina § = 60° = % ou
6 = 180° sao angulos construtiveis.

Ja o angulo de 60° nao pode ser trisseccionado, tomando 30 = 60° temos cos30 = %, 0 que
corresponde ao polinomio:

2 —-3r—1=0

Tal polindmio nao é redutivel a um polinomio de 2° grau, logo o angulo 20° nao é construtivel
e dai segue que o angulo 60° nao pode ser trisseccionado.

5 Proposta de oficina

Sugerimos que o tema desse trabalho seja aplicado nas aulas de matematica do 2° ano do
ensino médio, uma vez que, de acordo com o que define a proposta curricular CBC (MI-
NAS GERALIS, 2005), ¢é previsto que tais alunos ja tenham estudado em anos anteriores os
conteudos de semelhanca de triangulos, Teorema de Tales e construgoes geométricas com
régua e compasso. Além disso, estarao desenvolvendo o estudo de sistemas lineares e geome-
tria analitica o que torna ainda mais propicia essa proposta.

No entanto, vale ressaltar que, tendo em vista as diversidades de cada localidade, cabe ao
professor observar as caracteristicas do ptublico alvo para avaliar o momento ideal para a
aplicacao da oficina bem como as adaptacgoes necessarias.

Tendo em vista que as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006) e os
PCN’s apontam para a importancia do ensino da Matematica integrada as novas tecnologias,
propormos a utilizacao da ferramenta didatica Geogebra cujo manual oficial de utilizagao,
Ajuda GeoGebra®, encontra-se disponivel na internet.

SHOHENWARTER, M; HOHENWARTER, J., 2009.
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Ja se pensando na Tecnologia para a Matemaética, hé programas de computador
(softwares) nos quais os alunos podem explorar e construir diferentes conceitos
matematicos, referidos a seguir como programas de expressdo. Os programas
de expressdo apresentam recursos que provocam, de forma muito natural, o
processo que caracteriza o “pensar matematicamente”, ou seja, os alunos fazem
experimentos, testam hipdteses, esbocam conjecturas, criam estratégias para
resolver problemas. (BRASIL, 2006, p. 88).

No Geogebra pode-se aplicar movimento a seus elementos, sendo preservadas as relagoes
geométricas impostas a figura, dai serem denominados programa de geometria dinamica. A
partir desse recurso ¢ possivel alterar os valores das medidas a e b dos segmentos e conjecturar
a respeito da construgao das medidas v/a, a.b, a/b, entre outros.

5.1 Roteiro de Oficina

Titulo: Construal

Piblico alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Tempo estimado: Quatro aulas de 50min (3h20min).
Definicoes iniciais:

1. Segmentos construtiveis sao aqueles que podem ser construidos, a partir de um segmento
unitario dado, utilizando apenas régua nao graduada e compasso.

2. Numero construtivel é a medida de um segmento construtivel por régua e compasso.

3. Pontos construtiveis sao aqueles que resultam da intersecao de duas retas feitas com
régua, duas circunferéncias feitas com compasso, ou uma reta e uma circunferéncia.

Objetivos da investigagao:
1. Determinar se todos os nimeros inteiros sao construtiveis ou nao.
2. Determinar se todos os niimeros racionais sao construtiveis ou nao.
3. Determinar se todos os nimeros irracionais sao construtiveis ou nao.
4. Definir qual o critério que determina se um nimero é ou nao construtivel.

5. Aplicacao do critério aos problemas classicos gregos.

1* parte - Referéncial histérico

Aula expositiva dialogada contendo introducao histérica do tema de construgoes gregas por
régua e compasso, defini¢oes iniciais e enunciados dos trés problemas classicos gregos.

22 parte - Questoes para resolucao com auxilio do Geogebra:
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Figura 10: Segmentos a e b

1) a) Construa os segmentos a e b de medidas quaisquer, e a partir deles construa também
os segmentos a + b, e a — b, utilizando apenas as ferramentas ponto, reta e compasso no
Geogebra.

b) Clicando com o botao direito do mouse sobre cada um dos segmento, selecione: ”proprie-
dades”, "exibir rétulo”, "valor”. Movimente o ponto B do segmento a construido no Geogebra
no item anterior e observe o que acontece com a medida de a 4+ b. Seriam todos os ntimeros
naturais construtiveis?

2) a) Desenhe uma reta e sobre ela defina a origem, ou seja, o ponto O associado ao nimero
zero. A partir do segmento a dado, construa apenas com reta e compasso o ponto associado
a0 numero —a.

=]

Figura 11: Segmentos a

b) Movimente o ponto B do segmento a e observe o que acontece com o valor de —a. Seriam
todos os numeros inteiros construtiveis?

3) a) Construa duas retas r e s concorrentes em um ponto O. Marque os pontos A e B sobre
r a direita de O. Trace por A e por B duas retas paralelas entre si e transversais as retas r
e s. Marque os pontos de intersecao das paralelas com a reta s e chame-os C' e D. Calcule
~ . 0A | OC .

as razoes 7z € &5+ O que podemos observar? Arraste o ponto A sobre a reta r e veja o que
acontece com essas razoes.

b) O enunciado do Teorema de Tales diz que “Um feize de paralelas determina sobre duas
transversais segmento proporcionais.”. A partir desse teorema e do que observou no item
anterior, dado um segmento qualquer de medida a, construa com régua e compasso, um
segmento de medida %

c) A construgao do item anterior nos permite afirmar que sdo construtiveis todos os niimeros
do conjunto dos ...7

4) a) Construa um triangulo retangulo qualquer utilizando apenas régua e compasso no

Geogebra. Chame de a a hipotenusa e de b e ¢ os catetos. Verifique o Teorema de Pitagoras
que afirma que “O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos. ”.
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b) Construa com régua e compasso, segmentos de medidas v/2, v/3 e v/5.

c) Construa com régua e compasso a figura (12) e calcule o valor de z.

Figura 12: Raiz quadrada

d) A partir do item anterior é possivel afirmar que todos os irracionais sdo construtiveis com
régua e compasso?

3? parte: Questoes para resolucao em sala de aula:

5) a) Todos os pontos construtiveis sao interse¢oes entre retas e circulos. Quais sao as
equagoes gerais de retas e circulos?

b) Calcule os pontos construtiveis pela reta que passa por (1,3) e (3,7) e pela circunferéncia
de centro na origem e raio 3.

c) Existe um teorema que afirma que "Se a é construtivel, entao é raiz de um polindémio
de grau menor ou igual a 2 com coeficientes construtiveis.”. Justifique esse fato a partir do
numero construtivel obtido no item anterior.

d) O teorema citado no item anterior é chamado critério de construtibilidade. Prove esse
critério utilizando as equagoes gerais do item a).

e) O nimero /2 6 ou nao é construtivel?

f) Dado um cubo de aresta a construtivel, é possivel construir com régua e compasso outro
cubo de aresta x cujo volume seja o dobro?

g) Com o auxilio do professor, aplique o critério de construtibilidade aos problemas gregos
de quadratura do circulo e trisseccao de angulos.

6 Consideracoes finais

A partir do estudo realizado vimos, através da execucao de construcoes basicas, que todo
nimero que ¢é obtido a partir de soma, subtracao, multiplicagao, divisao e extracao de raizes
quadradas de ntumeros construtiveis é construtivel. J& a partir do estudo da intersecao de
retas e circunferéncias vimos a reciproca desse fato. Ou seja, todo nimero construtivel é
obtido a partir da soma, subtracao, multiplicacao, divisao e extracao de raizes quadradas.
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Por fim mostramos que todo ntimero construtivel é raiz de um polinomio com coeficientes
construtiveis e de grau menor ou igual a 2.

Sugerimos que o tema seja trabalhado com turmas do 2° ano do Ensino Médio, sendo ob-
servadas as orientacoes curriculares de cada localidade e as adaptagoes necessarias tendo em
vista o publico alvo.

Vale ressaltar que o presente trabalho constitui ponto de partida para novas pesquisas que
venham a amplid-lo e/ou discutir sua aplicabilidade em sala de aula.
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