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Se é mais simples tratar os problemas de geometria plana por meio dos
nameros complexos do que pelos métodos de Euclides, advogo o método mais
simples.

FRANCIS D. MURNAGHAM
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Resumo

Os Numeros Complexos séo geralmente apresentados na terceira série do Ensino Médio. Ap6s
um breve histérico, a abordagem é quase toda algébrica, exceto quando é estudada a forma
trigonométrica. Além disso, raramente sdo apresentadas aplicacdes desses nimeros no
cotidiano, o que torna o estudo um tanto quanto desestimulante para os alunos desse nivel de
ensino.

O objetivo desse trabalho € mostrar como os Numeros Complexos estdo fortemente
relacionados com a Geometria. Além de apresentar alguns importantes resultados
geomeétricos, resolveremos alguns problemas sob o ponto de vista dos Numeros Complexos,
até entdo tratados pela maioria dos alunos (e professores) como exclusivos da Geometria.
Abordaremos também algumas transformacfes geométricas elementares, em especial a
transformacéo de Mdbius, na qual podemos associar matrizes.

Palavras-chave: Niameros Complexos, Geometria, transformacdes geométricas
Abstract

The Complex Numbers are generally presented in the third year high school. After a brief
history, the approach is almost all algebraic, except when it is studied in a trigonometric form. In
addition, applications of this numbers in the day-to-day life are rarely presented, what gets he
study a bit unencouraging for the students in this level of teaching.

The goal of this working paper is to show how the Complex Numbers are strongly
related with the Geometry. Besides presenting some important geometric results, we will solve
some problems by the point of view of Complex Numbers, until then approached by a high
number of students (and teachers) as exclusive of Geometry. We will also approach some
elementary geometric transformations, especially the Mobius transformation, in which we can
associate matrices.

Key-words: Complex Numbers, Geometry, geometric transformations.
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1. Introducéao

Desde o primeiro momento em que meu orientador sugeriu que
escrevéssemos sobre Geometria e Nomeros Complexos, considerei a proposta
motivadora e também um desafio, pois assim como grande parte dos
professores, ndo tinha conhecimento de que essas duas areas pudessem ser
relacionadas de forma tdo ampla. Portanto, acreditamos que esse trabalho
possa ser util principalmente para os professores do Ensino Médio que queiram
estudar e se aprofundar no assunto, como também ampliar as possibilidades
ao ensinar Numeros Complexos, comumente tratado nas salas de aula apenas
do ponto de vista algébrico, exceto quando é apresentada a forma
trigonomeétrica.

Este trabalho faz uma releitura de alguns resultados da Geometria sob a
otica dos Numeros Complexos e esta dividido em trés partes.

 No capitulo 2 definimos o conjunto dos ndameros complexos e suas

operacdes. Além disso, identificamos os nimeros complexos com o plano R? e
com isso mostramos que podemos escrevé-los na forma trigopnométrica ou
polar e também realizar algumas operacdes nessa forma. Por fim, a titulo de
curiosidade, mostramos ainda a forma exponencial de um nimero complexo.

* No capitulo 3 mostramos alguns resultados da Geometria utilizando numeros
complexos. Iniciamos com a Geometria Analitica e apresentamos equacdes de
retas e circunferéncias, além de conceitos elementares como ponto médio de
um segmento, distancia entre dois pontos, condicdo de alinhamento de trés
pontos, area de um triangulo e distancia de um ponto a uma reta. Em seguida,
em Geometria Plana, destacamos os triangulos, trabalhando com semelhanca,
caracterizacdo de um triangulo equiladtero no plano complexo, além de alguns
dos pontos notéveis e as leis dos senos e do cosseno. Para finalizar o capitulo,
apresentamos algumas transformacfes geomeétricas no plano complexo, além
da transformacéo de Mdebius, que pode ser escrita como uma composi¢cao de
outras mais simples.

* O capitulo 4 é destinado a apresentacdo e resolucdo de dez problemas
selecionados. Alguns deles, como os problemas 1, 2 e 3, sdo conhecidos da

Geometria Analitica, agora resolvidos utilizando nameros complexos. Outros,



como por exemplo, 0s problemas 4 e 5, se caracterizam por apresentarem um
elevado nivel de dificuldade e talvez ndo seja conveniente apresenta-los em
uma turma do Ensino Médio, mesmo que possam ser resolvidos utilizando
unicamente conhecimentos adquiridos nesse nivel de ensino. No entanto, sdo
interessantes resultados que podem motivar todos aqueles que gostam de
Matematica. Destacamos ainda o problema 7, que apresenta o Teorema de
Napoledo e o problema 10, que mostra ludicamente uma aplicacdo dos
nameros complexos.



2. Numeros complexos

2.1. O corpo dos numeros complexos

Seja R o0 conjunto dos numeros reais. Definimos o conjunto dos numeros

complexos e indicamos por C como sendo o0 conjunto:

(1) C={a+bila,bOR}, em que i é um numero denominado unidade

imaginaria, tal que i = -1.

Definimos ainda duas operagdbes em C, uma de adicdo e outra de
multiplicacdo. Se z=a+bi e w =c +di sdo numeros complexos, tem-se:
Adigdo: CxC - C

(2) z+w=a+bitc+di=(a+c)+(b+d)i

Multiplicacdo: CxC - C

(3)  z DOw =(a+bi) [c+di)=ac +adi+bci+bdi* = (ac —bd) +(ad +bc)i

Observamos que dois numeros complexos z =a+bi e w =c +di sado iguais se,
e somente se, a=ce b =d. De fato:

a+bi=c+di=a-c=(d-b)i=(a-c)" =(d-b)’?=(a-c)" =-(d-b)’

Como o quadrado de um numero real é ndo negativo, conclui-se que a-c =0

ed-b=0,o0useja,a=c eb=d.

A divisdo de um numero complexo z=a+bi por outro nimero complexo

w =c +di consiste em determinar um nimero complexo X +yi tal que
a+bi=(c+di){x +yi)

Assim:

a+bi=(c +di)[{x + yi)

a+bi=(cx —dy) +(cy + dx)i

Pela igualdade de numeros complexos, temos:

cx—-dy=a
dx+cy=hb



Resolvendo o sistema de equacdes lineares, obtemos:

+ —_
x:aC—bde :M,emquec,tOoudiO
c’+d c’+d?
Portanto:

z :a+b| _ac+hd bc—adi, comw £ 0

w c+di c?+d® cr+d?

Um corpo K € um conjunto no qual estdo definidas operacbes de adicdo e
multiplicacdo, que satisfazem as seguintes propriedades, quaisquer que sejam
X, Y, zUK:

A (x+y)+z=x+(y+z) (associativa da adi¢&o)

A,: x+y =y+Xx (comutativa da adi¢géo)

A,: 00K tal que x +0 = x (existéncia do elemento neutro da adi¢&o)
A,:0Ox 0K, O(-x) UK tal que x +(—x) =0 (existéncia do oposto)

M,: (x Oy) [z = x [y ) (associativa da multiplicag&o)

M,: x Oy =y [k (comutativa da multiplicagéo)

M,: 010K tal que x 1= x (existéncia do elemento neutro da multiplicacao)
M,: O xOK, x 20, Ox™ 0K tal que x [x™* =1 (existéncia do inverso)

D,: x [y +z) =x Oy +x [ (distributiva da multiplicagéo em relacéo a adicéo)

Proposicao

C é um corpo

Vamos mostrar que o conjunto C com as operagOes de adigdo e multiplicacao
definidas em (2) e (3) € um corpo. De fato:

Sejam x=a+bi, y=c+di e z=e+fi nUmeros complexos. Mostraremos que

valem A1, Ay, Az, Az, M1, My, M3, M4 € Ds.



2=x+(y+2)

= (a+bi+c +di)+e+fi
z=(a+c)+(b+d)i+e+fi
+z=[(a+c)+e|+[(b+d)+f]i

)
)
)
)
x+y)+z=[a+(c+e)|+[b+(d+f)]i
)
)
)

<

x+y)+z=a+bi+(c+e)+(d+f)i
X +y)+z=a+bi+(c+di+e+fi)
(x+y)+z=x+(y+2)

A, X+y=y+x
X+y=a+bi+c+di
x+y=(a+c)+(b+d)i
x+y =(c+a)+(d+b)i
Xx+y=c+di+a+bi
X+y=y+X

A,: 000K tal que x+0=x
Seja 0=m+ni,commnR.
X+0 =X

a+bi+m+ni=a+bi
(a+m)+(b+n)i=a+b
a+tm=a
b+n=Db

= m=0en=0

Portanto, existe 0 =0+0i tal que x+0 =X

A,: 0 x0OK, O(-x)OK tal que x +(-x) =0
Seja -x =p+qi, com p,qUR.
X+(-x)=0

a+bi+p+qi=0+0i
(a+p)+(b+q)i=0+0i

{a+p:O

- p=-aeq=-b
b+q=0 P a

Portanto, existe (-x) =(-a)+(-b)i tal que x +(-x)=0.



Oz =[ (a+bi) (¢ +di) | (e +fi)
[z =[ (ac ~bd) + (ad +bc)i | (e +fi)
(

[z =[(ac ~bd) e - (ad +bc) OF | +[ (ac ~bd) [F +(ad +bc) e |;
[ =[ace —bde —adf - bcf] +[acf —bdf +ade +bce]i
[z =[a [(ce ~df) ~b [(de +cf) | +| a [(de +cf) +b [{ce — df) |i
[z = (a+bi) { (ce ~df) +(de +cf)i]
[z = (a+bi) [ (ce ~df) +(cf +de)i]

[z = (a+bi)  (c +di) Qe +fi)]

ceegecsess

X X X X X X X X X x

M,: x Ly =y [X
x Oy = (a+bi) [(c +di)

x Oy = (ac —bd) +(ad +bc);i
x Oy = (ca-db) +(da+cb)i
x Oy = (ca-db) +(cb +da)i
x Oy = (c +di) a +bi)

M,: 010K tal que x [1=x

Seja 1=m+ni, com m,nOR
X =x

(a+bi) Om +ni) =a+bi
(am-bn)+(an+bm)i=a+bi
am-bn=a
an+bm=>b

=m=1en=0

Portanto, existe 1=1+0i tal que x [1=X.



M,: Ox 0K, x#0, Ox ™ 0K tal que x [k =1
Seja x™* =p+qi,com p,q0OR.

x k*t=1

(a+bi) Op+qi) =1+0i

(ap—bq) +(ag +bp) =1+0i

{ap—qul a _ b

= _—e R
ag+bp=0 P a® +b? g a® +b?

Portanto, para x # 0 existe X' =| — a = |+ Z_b > |i tal que x x™ =1.
a“+b a“+b

DixHy+z)=xy+x
x y +2z) = (a+bi) {{c +di+e+fi)
x Qy+z)=(a+bi) O (c+e)+(d+f)i]
x{y+z)=[afc+e)-b{d+f)]+[a{d+f)+b {c+e)]i
x [y +z) =[ac +ae —bd - bf] +[ad +af +bc +be]i
x [y +2z) =[ (ac -bd) +(ae ~bf) | +[ (ad +bc) + (af +be) |
x [y +z) =(ac —bd) +(ad +bc)i+(ae - bf) + (af +be)i
x Oy +z) =(a+bi) [(c +di)+(a+bi) e +fi)
xy+z)=xOy+x[x

O conjunto C com as operagdes definidas em (2) e (3) € denominado corpo
dos nameros complexos.
Em um numero complexo z =a+bi, a e b sdo numeros reais: 0 numero a €
denominado parte real de z e o numero b é denominado parte imaginéria de z.
Utilizaremos as notacbes a=Re(z) e b=1m(z).
* Se b =0, o numero complexo z=a+0i=a é real.
*Se a=0 e b#0, o nUmero complexo z =0 +bi=bi é imaginario puro.
Observacdo: Seja C'={zUOC|z=(a, b) e b=0} e consideremos a aplicacédo
TR - C

a— (a, 0)
Temos que f € bijetora e conserva as operacdes de soma e multiplicacéo.

Dizemos entdo que R estd imerso em C.



2.2. Representacédo geométrica de um numero complexo

Antes de tratarmos da representacdo geométrica de um numero complexo,

vamos apresentar algumas importantes definicdes sobre vetores.

(1) Um segmento orientado € um par ordenado (A, B) de pontos no plano, em

qgue A é a origem e B é a extremidade.

7

Figura 1: Segmento orientado
Observacoes:

» Um segmento orientado da forma (A, A) é denominado segmento nulo.
*Se A #B, entdo (A, B) é diferente de (B, A).
/B
A/A
B
Figura 2: Segmentos orientados (A, B) e (B, A)

(2) Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém mesmo comprimento quando

0s segmentos AB e CD sao congruentes.

(3) Dois segmentos orientados ndo nulos (A,B) e (C,D) sdo de mesma

direcéo ou paralelos quando os segmentos AB e CD sao paralelos (incluindo o

caso em que AB e CD séo colineares).

(4) Sejam (A, B) e (C, D) segmentos orientados paralelos.
* Quando as retas AB e CD séo distintas, os segmentos orientados (A, B) e
(C,D) sé@o de mesmo sentido quando os segmentos AC e BD n&o tém ponto

em comum. Caso contrério, (A, B) e (C, D) séo de sentidos contrarios.



Figura 3: Segmentos orientados de Figura 4: Segmentos orientados de

mesmo sentido sentidos contrarios

* Quando as retas AB e CD “coincidem” (sao a mesma reta), consideramos um

segmento orientado (E,F) que nao esta contido na reta AB e de mesmo
sentido de (A, B). Assim, os segmentos orientados (A,B) e (C,D) séo de
mesmo sentido quando (E, F) e (C, D) sdo de mesmo sentido. Caso contrario,

(A,B) e (C,D) séo de sentido contrario.

Figura 5: Segmentos orientados Figura 6: Segmentos orientados
(A,B) e (C, D) de mesmo sentido (A,B) e (C, D) de sentidos
contrarios.

(5) Os segmentos orientados (A,B) e (C,D) sao equipolentes se ambos

forem nulos ou quando, sendo ambos n&o nulos, tiverem a mesma direcao,
mesmo sentido e mesmo comprimento.

Indicamos a equipoléncia entre (A, B) e (C, D) por (A,B) ~(C,D).

(6) Denomina-se classe de equipoléncia de um segmento orientado (A, B) o

conjunto formado por todos os segmentos orientados equipolentes a (A, B).

(7) Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados. O vetor

representado pelo segmento orientado (A, B) € indicado por AB.



Assim, se 0s segmentos orientados (A, B) e (C, D) sao equipolentes, entdo os
vetores AB e CD s#o iguais.

Vetor nulo, indicado por 5, € aquele representado por um segmento orientado

nulo.

Ao longo do texto, enunciaremos também algumas proposi¢cdes. As
demonstracdes serdo omitidas, pois ndo é o objetivo principal uma explanacéo

extensa a respeito de vetores.

O conjunto dos numeros complexos pode ser identificado com o plano
R” ={(a,b)|a bOR}, por meio do isomorfismo @:R> - C, definido por
W(a b)=a+bi.
De fato, P é um isomorfismo, pois:
1) ¢ élinear
Sendo v, =(a,, b,) e v, =(a,, b,) vetores de R* e a DR, tem-se:
W(v,+v,)=w(a, +a, b, +b,)=(a, +a,)+ (b, +b,)i=a, +hji+a, +b,
W(vs+v,) =w(vi) + (v,)
W(av,) =w(aa, ab,) =aa, +abj=o(a, +b,i) =oay(v,)
w(av,) =aw(v,)
2) Y e bijetora.
W(v,)=w(v,)=>w(a, b,)=w(a, b,)=a,+bji=a,+bi=a, =a, eb, =b,
W(v,)=w(v,)=>v, =V,
Logo, Y € injetora.
Sendo z=x+yillC, tem-se:
W(ab)=z=a+bi=x+yiza=xeb=y

Logo, Y é sobrejetora.

Desta forma, o conjunto dos numeros complexos pode ser representado

geometricamente. Na figura 7, o nUmero complexo z =a+bi esta representado

pelo par ordenado (a, b) ou ainda pelo vetor Oz.

10



, €IX0 Imaginario

A
o) z=(a,b)=a+bi
O e:u »eixo real
Figura 7

Definicao

Definimos o conjugado do nimero complexo z =a+hbi como sendo o numero
complexo z=a-hi. Geometricamente, o conjugado Zz corresponde ao
simétrico de z em relacéo ao eixo real (figura 8).

a EIX0 Imaginario

o z=(a,b)=a+hi
3
O Ea »eixo real
X
e R Z=(a,~b)=a bi
Figura 8

Definicao
Dado o numero complexo z =a+bi, denomina-se médulo de z o numero

|z| = Va® +b? . Geometricamente, o médulo |z| é a distancia entre O e z (figura

9).

11



a EIX0 Imaginario

1
1
o) 3 »eixo real

Figura 9

As propriedades a seguir podem ser verificadas a partir das defini¢des.
P,)z=z,0z0C
De fato:

Sendo z =a+bi, tem-se:

E:(M)=a+bi:z

P) zZ=|z[, 0z0C

De fato:

Sendo z =a+bi, tem-se:

z [ = (a+bi) [a-bi) =a? - (bi)’ =a’ -b% =a’ +b? =|[’

Ps) z,+z,=2,+z,, 0z2,2,0C
De fato:
Sendo z, =a+bi e z, =c +di, tem-se:
z,+z, =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
z,+z,=(a+c)-(b+d)i

(a—-bi)+(c - di)

Sendo z, =a+bi e z, =c +di, tem-se:

12



z, [z, =(a+bi) [(c +di) = (ac —bd) +(ad +bc)i
z, [z, =(ac —bd) - (ad +bc)i

Z, (7, =(a-bi) c -di)

5 e (e

2, 2, = [ac~(b) {-0)]+ [a () +(-b) ]
z, (7, =(ac - bd) (-ad-bc)i

Z, [Z, = (ac —bd) - (ad +bc)i

Logo, z,+z, =2, +7Z,.

Ps) |z, [z,| =|z,| Oz,|, Oz, z,0C

De fato:

2, (2, = (2, [z, E(E) =2, ¥, (7, [, =(z, (£,) [z, (},) =|z,| Oz,
Como |z, [z,|, |z,

e |z,| sdo nlimeros reais n&o negativos, tem-se:

|z, D22|2 :|Zl|2 E'22|2 = |z, [z,| = |z, Oz,

2 :H, O0z,z,0C z,#0

z,|
De fato:
Observamos inicialmente que zi =ﬁ. Sendo z, =c +di, tem-se:
2 2

i:|1|:| 1 D(c—dl) _|e-di| | ¢ ., -d

o) le+dil|(c+di) (c-di)| |c?+d?| [P+d® ¢ Tl

E (L]{_—d% clad L -t -1
z, c?+d° c?+d’ (c? +d2)2 c?+d® Je2+d? |z,

Portanto, || =z, ot =z, E‘
z, z, z
m)fl|} 0zOC-{o}
z
De fato:
Z_1 = 1 = 1 I:E = iz
zZ 7 Z |z|




Seja um numero complexo ndo nulo z=a+bi. Indiquemos por
p:|z|:\/a2 +b*> o0 modulo de z, ou seja, o comprimento do segmento com

extremidades O e z, e por 6 o0 angulo que o eixo real forma com este segmento

no sentido anti-horario (figura 10).

4 EIXO0 Imaginario

i
i
i
e} 3> €ixo real

Figura 10
Portanto, tem-se:

sen 6=9:>b=pESen6
p
a
cosezgza:ptbose

Assim, 0 numero complexo z pode ser escrito da seguinte forma:
z=a+hi
z=pltosO+plkenBO O

z =p(cos B +isen 6)

Essa representacdo é denominada forma trigonométrica ou polar do nimero
complexo z. O angulo 8 (0 <6 < 2m) é denominado argumento principal de z.

Existem expressdes interessantes para o produto e para o quociente de dois

nameros complexos usando a forma polar.

1) Multiplicagdo de numeros complexos

Sendo z, =p,(cos 6, +isen 8,) e z, =p,(cos 6, +isen 6, ), tem-se:

z, [z, = p,(cos 6, +isen 6,) [p, (cos B, +isen 6,)

z, [z, =p,p, [cos 6, +isen 6,) [{cos 6, +isen 6,)

z, [z, =p,p, [cos 6, [¢os 6, +cos 6, lsen B, +isen 6, [€os B, +isen B, [isen 6,)

z, [z, =p,p, [ (cos 6, (Eos 6, —sen 6, ben 6,) +i(sen 6, [tos B, +sen 6, [tos 6, ) ]
z, [z, =p,p, [Jcos (6, +6,) +isen (6, +6,) |
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2) Divisdo de numeros complexos

z, _ pi(cos @, +isen 8,)
z, p,(cos®,+isen®,)

z, _p, (cos®, +isen®,) (cos6,-isen6,)

z, p, (cos®,+isen®,) (cos6,-isen,)

z, _p, cosB [tosB,-cos 6, Usen B, +isen 6, [tos B, —isen 6, [isen 6,
=0 2 /. 2

z, P, (cos 6,)” —(isen 6,)

z, _p, D(cos 6, [tos B, +sen B, (ken 6,) +i(sen 6, [tos B, —sen B, [tos 6,)
z, p, cos’ 0, +sen’ 6,

z, _p D(cos 6, [tos 6, +sen B, [sen B,) +i(sen 6, [tos 6, —sen 6, [tos 6,)
Z, P 1

z

Z,

L= % [j cos (6, -6,) +isen (6, - 6,) |
2

O produto de dois niumeros complexos pode ser estendido para um produto de

n fatores, ou seja:

z, [z, 0.z, =pp,..p, Jcos (6, +6, +...+8, ) +isen (6, +6, +...+6,) |

Proposicao
Dados um ndimero complexo ndo nulo z = p(cose+isen 9) e um numero nOJZ,

tem-se:

z" =p" [{cos n@ +isen no)

Demonstracéo

* NN

Pelo principio da inducao finita:
2’ =1

0 _ 0 0+isen 0
p° E(CosO+isen0)=1E(1+i[()):1}:>Z p° [{cos 0 +isen 0)

i)n=0:>{

ii) Supondo que a férmula é valida para n=k: z* =p* E(cos kO +isen ke) :

Entao:

15



2"t = z* [z = p* [{cos kB +isen kB) [p [{cos 6 +isen 6)
' =p" p E(cos (k8 +6) +isen (k6 + 6))

2" = p** [{cos (k +1)6 +isen (k +1)6)

Portanto, a formula é valida para n =k +1.

nNUZ

A formula é valida para n =0. Supondo que seja valida para n =k <0, tem-se:

z

25 p“ [{cos kB +isen ko)
z p [(cos 6+isen 6)

k
Z<1 % E[cos (k6 -6) +isen (k8- 9)]
2" =" [ cos (k-1)B +isen (k~1)6]

Portanto, a formula é valida para n=k -1.

Como z" =p" E(cos no +isen ne), podemos escrever a seguinte igualdade:

[p(cos B+isen 6)]n = p" [{cos nB +isen nb)
p" [{cos B +isen 6)" = p" [fcos n6 +isen nB)
(cos B+isen 8)" =cos nB +isen nd

A Ultima igualdade é denominada férmula de De Moivre .

A partir da formula de De Moivre, podemos obter formulas para o seno e para o

cosseno de um multiplo do arco 6. Por exemplo, vamos determinar sen 20,

cos 20, sen 30 e cos 30.

(cos 6 +isen e)” =cos nB +isen no

Para n=2, tem-se:

(cos B+isen 9)2 =cos 20 +isen 20
cos? 0+ 2 [tos Olisen 6+i° [$en’ 0 = cos 20 +isen 26
(cos2 0 —sen? 9) +i(2 3en Btos 6) = cos 28 +isen 26

« COS 20 =cos’B-sen’0
«sen 20=2[%en O¢cos O

16



Para n =3, tem-se:

(cos B+isen 6)3 =cos 30 +isen 30
cos® 0 +3[tos?Olisen 6 +3[tos O [3en’*O +i° [3en® 0 = cos 36 +isen 30
(cos3 6 -3[tos B %en’ 9) +i(3 [tos® B[$en B -sen® 6) =cos 30 +isen 36

« cOos 30 =cos®*0-3[tos B[%en’ O
« sen 30 =3[¢os’B[sen B-sen* 0O

Definicao
Dado um numero complexo z, denomina-se raiz n-ésima de z um numero

complexo wtalque w" =z, emque nCN en=2.

Proposicao

Sez= p(cos 0+ isene), entao existem n raizes enésimas de z, da forma

‘ =\/5 E{cos(wjﬂsen(wﬂ, em que Q/EDR+ e kOZ
n n

Demonstracéo
Seja w = r(cos a +isen 0() um nuamero complexo tal que w" =z. Entao, temos:
w' =z
r" [{cos na +isen na) = p(cos 6 +isend)
r" [tos na = p [Tos 6 (i) (r“)2 [tos? na =p* [tos’ O (iii)
{f” Csen na = p Csen 6 (i) - (r“)2 (sen® na =p® sen’ 8 (iv)
(iii) + (iv)
(r”)2 E(cos2 na +sen’ nor) =p° E(cos2 8 +sen’ 6) = (r“)2 =p’=>r"=p=r=gp
Assim, as equacgoes (i) e (i) podem ser escritas como:

=nod=0+k RPn=a= kOZ

cos na =cos 8 0+k [Tt
sen na =sen 0 n

Portanto, w =r(cos a +isen a)=24/p E[cos (e+knmnj +isen (9+knfﬂﬂﬂ’ om

que Q/EDR+ e kOZ.
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Substituindo k por 0,1 ...,n—-1, determinamos n raizes enésimas distintas

6 6+2n  6+(n-1)2mn

W, W,, ..., W, _,, que correspondem aos angulos —, ..

n n n
A L 0+n[R2mt_0O 0

Para k=n, o angulo é dado por ———— =—+2Tm, congruente a —. Para
n n n

. . 0+(n+1) 2m_0+2m 0+ 21
k=n+1, o angulo é igual a = + 21, congruente a e
n

assim sucessivamente. Analogamente, para k =-1, -2, ... obtemos angulos ja
obtidos para k=0,1..,n-1. Portanto, um numero complexo z possui

exatamente n raizes enésimas.

2.3. Raizes da unidade

O numero real 1 pode ser escrito como 1:1(cos 0 +isen 0). Assim, as raizes

enésimas de 1 sdo 0s numeros complexos w tais que w" =1. Esses niumeros

sao dados por:

W, = 1 E{COS(M%EHJ + isen(w%mnﬂ

mnjﬁ'isen(lw%[)’ k D{O, 1. 21 S} n _]}

n

(k
W, =cO0S

Por exemplo, as raizes quadradas da unidade sao:

0 [2m) | . 0 [Pt
k [2m) | . k (21 W, =CO0S +isen =1
W, =CO0S +isen — 2

n
10Pm) . 1P
n=2 W, =Cos > +isen > =-1

Analogamente, as raizes cubicas da unidade sao:

0 [Pm) . 0 2m
W, =CO0S +isen —3 =1
k [Pm) | . k (21t

W, =CO0S +isen _ 10Pm) | . 1my_ 1 3
n n )= w,=cos +isen =-——+i—

N=3 3 2 2
_ 22n) . (2@2n)_ 1 3
W, =CO0S +isen =-——=-i—

3 2 2

18



Todas as raizes n-ésimas da unidade tém médulo 1 e, portanto, pertencem a

uma circunferéncia de raio unitario. Os argumentos de w,, w,, ..., w__, formam,

o . . 2T .
nessa ordem, uma progressao aritmética de razdo — . Assim, para n=3,
n

esses numeros complexos sao vértices de um poligono regular de n lados
inscrito na circunferéncia. Para n=2, sdo pontos diametralmente opostos.
. . ~ 21 41 2(n-1m

Além disso, como os argumentos sao 0, —,—, ..., u podemos
n n n

representar as raizes enésimas da unidade por: 1, w, w?, ..., w"™.

Nas figuras 11 e 12 estdo representadas geometricamente raizes enésimas da

unidade paran=3 e n=5.

* n=3: As raizes cubicas da unidade sdo vértices de um triangulo equilatero.

y.l A

T~

-

w2

Figura 11
* n=5: As raizes quintas da unidade sao vértices de um pentagono regular.
y,li.

v

wé

Figura 12
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2.4. Forma exponencial de um namero complexo

Vamos admitir as seguintes séries de MacLaurin, validas para todo X

real:
00 Xn XZ X3
e =) —=1+X+—+—+... 1
nZ:(;n! 2! 3! @
o (_1\" (y2n 2 4 6
¢ COS X = ﬂzl—x—+x— L (2)
= (2n)! 21 41 6!
2n+l 3 5 7
eSen x = z( DX =x - XXy (3)
= (2n+1)! 31 51 71

De (1), obtemos a constante de Euler (e =2,71828...), fazendo x =1.

e=1+l+ 4t .
2!

3!
Vamos agora utilizar (1) para definir e*, sendo z um nimero complexo. Seja

=1y um namero complexo cuja parte real é nula.

. 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7

(y)” , Gy)”  (y)”  Gy)”  (y)”  (y) |
2! 3! 4! 5! 6! 7!

2 2 3 3 H 4 5 5 6 6 7 7

Ly +|@ +|E/ +|S/ +|S/ +|S/ +
2! 3! 4! 5! 6! 7!

5 6 7
e‘y=1+iy——|—|By—+ By——y——i@;—'t..

! Y 5! 6!

2 4 6 3 5 7
eiyzl_y_+y__y_+_,.+i[€y_y_+y__y_+_,_]
2! 4! 6! 31 51 7l

e¥ =1+iy+

e¥ =1+iy+

De (2) e (3), podemos escrever que:

e¥ =cosy+ilseny

Mais geralmente, sendo z =x +iy, temos:

e’ =e"Y =e*[@Y =e*[{cos y +il3en y)
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Considere agora que z = p(cos 0 +isen 8). Como e° =cos 8+isen 0, temos:

z =p(cos B+isen 0)
z =pe® (forma exponencial de z)

Uma igualdade interessante envolvendo cinco importantes nuameros da

Matematica pode ser obtida substituindo y por 1 na equacdo

e¥ =cosy+ilseny.

e™ =cos m+il%en T
=-1+i[0
-1

eiT[
eiT[

Na época de Euler, as fungbes complexas ndo eram bem compreendidas e a
equagdo e” =cosy+ildeny gerou algumas igualdades inesperadas, como
por exemplo, €™ =-1. Mais tarde, com uma melhor compreens&o das funcées
complexas, conclui-se que a equacdo proposta por Euler € a Unica

possibilidade, de modo a manter para os nimeros complexos as propriedades

dos nimeros reais.
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3. APLICACOES A GEOMETRIA

A partir de agora, estudaremos algumas aplicagcbes dos numeros

complexos a Geometria Euclidiana. Para isso, iremos referir como z = (a, b) 0

ponto do plano complexo correspondente ao nimero z =a +bi.
3.1. Ponto médio de um segmento

Proposicao

z,+tz,

O ponto medio do segmento de extremidades z, e z, € dado por
. €iX0 imaginario

Z,

0 > eixo real

Figura 13
Demonstracéo

—_—

Seja z,, o ponto médio do segmento z,z,. Assim, z,z,, =z,z,, OuU Seja:

_4Ltz7,
2

Zy—2,=2,-2, = 2%,=2,%2, = 2,

3.2. Distancia entre dois pontos

Proposicao

A distancia entre os pontos z, =(a, b) e z, =(c, d) é dada por:

D(z,, z,) =|z, -z

22



, €IX0 Imaginario

» eixo real

Figura 14

Demonstracéo

D(2, 2,) =/(c ~a)’ +(d-b)’

2, -z, =c+di-(a+bi) = (c-a) +(d-b)i= |z, ~z,| = /(c ~a)’ +(d~b)

Portanto, D(z,, z,) =|z, - z,|.

3.3. Condicédo de alinhamento de trés pontos

Proposicao
Dois vetores ndo nulos AB e CD s&o paralelos se, e somente se, existe A OR"

tal que AB =A\[CD.

Proposicao

Z; 74
Z,—27Z

Trés pontos z,, z, e z, sao colineares se, e somente se, OR".

2 1

, €IX0 Imaginario

Z,

0 > eiXo real

Figura 15
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_—

Demonstragéo
Os pontos z,, z, e z, sao colineares se, e somente se, 0s vetores z,z, e z,Z,
com AOR". Portanto,

sdo paralelos, ou seja, z,-z,=A[z,-z,),

Z,—2Z
s "1 =-AOR".
Z,=Z,

3.4. Equacéo da reta

Proposicao
A equagdo da reta que passa pelos pontos z, e z, é dada por:

eixo real

Figura 16

Demonstragéo
Seja z um ponto qualquer da reta determinada pelos pontos z, e z,. Como z,,

~ . Z—7 .
z, e z séo pontos colineares, temos que ——[OR . Como o conjugado de um
Z,-Z,

namero real é o préprio numero, temos:

z-z, _z-2, _2-%, _7Z-%
Z,-4, 2,1 Z,=2, Z,7Z

z-2, :(z—zlj _
Z,-7, Z,-Z,

Podemos escrever a equacéo anterior de outra maneira:
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z2-2, _2-%, _
z,-2, Z,-1Z
= 2(2,-2)-2(%2,-%2)=2,(z-2,)-2(Z2-2) =
= 2(2,-2)-2(%2,-%2)-2,(z-7,)+2,(Z2-7,)=0 =
= 2(Z,-7)+2,(-Z,+2,+2-2,)+2,(-Z+2Z,) =0 =
= 2(z,-7,)+2(2-2,)+2,(Z,-2)=0 =
= 2(2,-2,)+2,(Z,-2)+2,(z-2,)=0 =
- 772,-72,+2,2,-22+2,2-2,2, =0 &
© 72,+72,2+2,2,-2,2,-2,2-2Z,=0 &
z z
=z, z; 1=0
z, z

3.5. Equacédo paramétrica da reta

Seja z um ponto qualquer da reta determinada pelos pontos z, e z,. Como z,,

4

~ : z-2

, € z sdo colineares, podemos escrever que L=\, com AOR.
Z,-2
2 1

Desenvolvendo, temos:

2-2, _y

ZZ
z-2,=\N(z,-2,)
Z=AZ,-ANZ,+Z,
z=(1-2)z, +Az,

A equacdo é denominada equacgdo paramétrica da reta determinada pelos

pontos z, e z,.

3.6. Equacéo da reta paralela
Proposicao

A equacéo da reta que passa por z, e é paralela a reta determinada por z;, e

z, € dada por:

25



O » eixo real

Figura 17
Demonstracéo

Seja z um ponto distinto de z, da reta paralela a reta determinada por z, e z,

e

e que passa por z,. Os vetores zz, e z,z sdo paralelos, ou seja,

. z-2
z-z,=A[z,~-z), com AOR". Assim, como A = 2 OR", temos:
2,77,

Z3 _

z-2, _2-2,
z,-2, z2,-z, Z,-Z%
= 2(2,-2)-2,(Z,-72,)=7(2,-2,) - %, (2, - 2,) =

= 2(2,-2,)+Z(2,~2,)-2,(Z,-2,) - Z,(z, - 2,) =0
Assim, essa equagéo pode ser escrita na forma Az —AZ +B =0, em que:
A=

B= (E -7,)-2,(z,-2,)
3.7. Equacédo da mediatriz de um segmento

Proposicao

A reta determinada por z, e z, € perpendicular a reta determinada por z, e z,

z,-zZ
se, e somente se, —+—2 tem parte real nula.

z,-2

2 1
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Figura 18

Demonstracéo

Sejam z, = (X, Y,), Z, =(X,, Y,), Z3 =(X5, Y3) € 2, =(X,, Y,).

24723 _ 2,725 DZZ_Zl — (X4 X3 Y4 _ys) [(Xz_Xr yl_Y2) -

Z,=2, 2,72, Z,-17) |Zz - Z1|2

- ((X4 —X3) [(Xz _Xl)_(y4 _yg) [(yl _Y2)’ (X4 _Xs) E(Y1 _y2)+(y4 _Y3) [(Xz _Xl))
2, -2,f

— (X4 _Xs) [(Xz _X1)+(y4 _ys) [(yz _yl) (X4 _X3) [(yl _y2)+(y4 _y3) [(Xz _X1) (1)
|z, - Zl|2 | |z, - Zl|2

Da Geometria Analitica, sabemos que z,z, 0z,z, - z,z, [¥,z, =0.

zz,0Uz,z, = 72,2, 2,2, =0

o (X, =Xy Yo = Y1) 0%, = X5 Yy —Y5) =0

= (X, =x) X, =%3) + (Y, —y) Ay, —Y5) =0 (2)
De (1) e (2), temos:

—  —  Z,-Z X, =X —v. )+ (v, - X. =X
zz,0z,z, « 2+—2= 0,( s~ %) HY1—Y5) (y; Ys) [X;, —X;)
2274 |22_21|

7,2,
Assim, tem parte real nula.
Z,-7,
Proposicéo

A equagao da reta que passa por z, e é perpendicular a reta determinada por

z, e z, é dada por:




a EIXO0 Imaginario

> ejxo real

Figura 19

Demonstragéo
Seja z um ponto distinto de z, e que pertence a reta perpendicular a reta

: — - . z
determinada por z, e z,. Como z,z, 0z,z, o nUmero complexo > tem
2,4

parte real nula. Como o conjugado de um namero cuja parte real € nula é o

oposto desse numero, temos:

z—zs__(z—zsj 2—23__(2—23j -2,  Z- s 0
z, Z,-2

Z,~Z, Z,7Z, Z,7Z, —Z

Essa equacédo € equivalente a

Z-2 z
3 +_ _3 =O<:
Z,-2, 7,77
_Z-7, _Z,-7 _
Z,72, Z,7Z

Z
(z,-2,)=7,(z,-2,)-Z(z,-2,) =
= 2(z,-2,)+Z(z,-2,)-2,(Z,-2) -2, (2, -2,) =0

Assim, essa equacdo pode ser escrita na forma Az +Az +B =0, em que:
A=Z,-7,

B=-2,(2,-7,)-7(z,-2)
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Definicao
Em um plano, a mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento

passando pelo seu ponto médio.

"

Figura 20

Proposicao
A equagdo da mediatriz do segmento de extremos z, e z, € dada por:
- = - _ 2 2
2(2,-2,)+2(2,~2,) =[z,| -z
. €ix0 imaginario

Z,

0 < eixo real

Figura 21
Demonstracéo

A equacéo da reta perpendicular a reta determinada por z, e z, e que passa
por z, é dada por z(Z,-Z7,)+Z(z,-2,)=2,(Z,-%)+7,(z,~2,). Como a
mediatriz de um segmento € perpendicular a ele em seu ponto médio, entdo

. z,+z . .
seja 23:% 0 ponto medio do segmento determinado por z, e z,.

Substituindo na equacao anterior, temos:
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3.8. Equacéo da circunferéncia

Definicao
Seja P um ponto pertencente a um plano 1 e r um numero positivo. A
circunferéncia de centro P e raio r é o conjunto de todos os pontos desse plano

cuja distancia ao ponto P sejaigual a r.

Figura 22

Proposicao

A equagdo da circunferéncia que passa pelos pontos z,, z, e z, é dada por:

Allz-z)-Az-Z)=B [ﬁ|z|2 —|zl|2) , sendo:

A= (|23|2 _|Zl|2)(22_21) _(|Zz|2 _|Zl|2)(23_21)
B=(z,-2,)(z,~2,) -~ (2,-2))(z,~ 2,)
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, €IX0 Imaginario

A
Z2
ZB
Z1
i - i
ol —— » eixo real
Figura 23

Demonstracéo
Sendo z, o centro e R a medida do raio da circunferéncia, temos:
|Zl - Zo| =R= |Zl - Zo|2 =R* =R* =(z,-z,) U7~ 7,)
|Zz _Zo| =R= |Zz _Zo|2 =R* =R’ =(z,-2,) UZ,~ Z,)
|z, -2,| =R =z, - 2,[ =R* = R* =(z, - 2,) (Z,~ Z,)
A partir das igualdades anteriores, podemos escrever 0 seguinte sistema de
equacoes:
{(Zl -2,) Uz,-7,) =(z, - 2,) UZ,~ Z,)
(z,-2,) E(El_zo) =(z;-2,) [(23_20)
2121 - leo - ZOEl + ZoEo = Z222 - Z220 - Zozz + Zozo
{2121 = 2,20 =202, + 202y = 2,7, ~ 2,7, ~ 2,23 + 2,2,
(2,-2))z, +(2,-2))7, = |Zz|2 _|21|2
(2,-2))zy +(2,-2,)Z, = |Z3|2 _|Zl|2
A solucéo do sistema é:
~ (|22|2 _|Zl|2)(23_21) - (|Zs|2 _|21|2)(Zz_ Z,)
" @) 2)- 7))
(|Zs|2 _|21|2)(22_21) - (|22|2 _|Zl|2)(23_21)
@~ 2)(2:-2,) - (2~ 2,)(2,- 2,)

0

Sendo z um ponto qualquer da circunferéncia, temos:
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12-2,| =]z, 2| =
- |z—zo|2 :|Z1_Zo|2 -
And (Z—ZO)(E—EO):(Zl—ZO) |:(21_20) <

© 2Z-2Zy—2,2+2,Z2y = 2,2, ~ 72,2, — ZyZ, + Z,Z, <
= (2,-2)2,+(2,-2)2,=2,2,-7Z =

e )@z~ [ )2
- (Zl Z) (22 - z1)(23 - Zl) - (23 _21)(22 - Zl)
(|Z3|2 _|Zl|2)(22_21) - (|Zz|2 _|Zl|2)(23_21) _
+(z,-2) — — =z
(22 - Z1)(23 - 21) - (23 - Zl)(zz - Zl)

Z,—72Z <

- @-2)|(z.f ~[2f) @z~ ([ -l )@z |+

+2,-2)| (2] -2 ) @20~ (|2 - ) @2 | =
=(zz, - Zf)[(fz =2,)(2;-2,) = (2,-2)(z,~ 21)] <

N A A A A A AR AT A A
_[(|23|2 _ |zl|2)(zz— z,)- (|Zz|2 _ |Z1|2)(23_ zl)} (z-Z,)=
- [(22 ~2)(2:72,) = (2,7 2,)(2, - Zl)] (|Z|2 B |Zl|2)

Portanto, a equagéo da circunferéncia que passa pelos pontos z,, z, e z, €
dada por Al{z-z,)-A{Z-Z,)=B [Q|z|2 —|zl|2) , sendo:

A= (|23|2 _|21|2)(22_21) _(|Zz|2 _|Z1|2)(23_21)
B=(z,-2,)(z,-2,) - (2,-2))(z,- 2,)

Podemos também escrever a equacdo de uma circunferéncia em fungédo do

centro z, e da medida R do raio. Sendo z um ponto qualquer da circunferéncia,
temos:

z-2,|=R = |z-2,[ =R? = (z-2,) (z-Z,) =R?
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Proposicao
A equacio Az+,5\E+B+y|z|2 =0, com B e y reais e By<|A|2, representa uma

reta ou uma circunferéncia, conforme y=0 ou y#O0.

Demonstracéo

Sabemos que a equagéo da mediatriz do segmento z,z, € dada por:
- = - o2 2
2(2,-2,)+2(2,-2,) =[z[ ~[z|
— — 2 2 ~ . 7 .
Sendo A =7, -7, e B=|z,| -|z| , a equagéo anterior é escrita como:

Az+AZ+B =0

A equacéo da circunferéncia pode ser escrita da seguinte maneira:
(z-2z,) Qz-Z,)=R? = zZ-2Z,-2,2+2,Z, =R* =

- —Z,z-2,2+2,Z,-R*+|z[ =0

Sendo a =-Z, e B=2,Z, -R?, temos:

az+az+B+[z] =0, com B=2,2, -R? =|z,[ -R? =|a[ -R* = B <]’
Multiplicando a equacéo anterior pelo niamero real y# 0, temos:

ayz +0yZ +By+ylz =0

Sendo ay=A, ay=A e By =B, a equacio é escrita como:
Az+AZ+B+y|z[ =0

Portanto:
» Se y=0, a equacéo reduz-se a equacao de uma reta.

» Se y#0, obtemos a equacéo de uma circunferéncia dividindo por y.

Como —=aq, A:a e EzB, temos a seguinte condicao:
Y Y Y
2 2
A
B<|0(|2:>§<é —<u:>By<|A|
Yy vl vy ¥
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3.9. Area de um triangulo

Definicao

Sejam z, e z, nimeros complexos. O produto escalar de z, e z,

por (z,, z,), é definido por (z,, z,) =Re(zZ, [z,).

Sendo z, =(x,, y,) € z, =(X,, Y,), temos:

(z,, 2,y =Re(Z, [,)

(2., 2,) =Rel(x,, y,) 1%, ¥,)]

(21 2,) =Rel(x,, = y,) [1,, ¥,)]

(21 2,) =Re[(%,0G+Y,1¥,, X,I¥,~ Y, 1X,)]
(2, 2,) =X, X, +y,[¥,

Proposicao

O produto escalar de z, e z, € dado por:
1
<Zl’ 22> = Emzz E1 tz E2)

Demonstracéo

Sendo z, =(x,, y,) € Z, =(X,, Y,), temos:

1 _1 . . . . _

E mzz E1 tz, E2) - E [ﬂ(xz + Iyz) Eﬂxl - |y1) + (Xl + |y1) mxz - |y2)] -
1 . . . .

= E [ﬂxz D(l_ IX; wf" Y, D(1-|' Y, wf" X1D(2_ |X1@2+ 'y1D(2+ y1|3/2] =

1 _
= E [qlea(z-l_ 2y1@2) = X15(2+ y1@2 = Re(zl Ezz) = <Zl, Zz>

Proposicao

, indicado

Seja a o angulo formado por z, e z,, tal que 0<a <180°. O produto escalar

de z, e z, é dado por:

(), 2,) =|z)|(z,| Cos @

Demonstracéo

Observe a figura 24:
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4 €ixo imaginario

Zy — 24
Z2

» €ixo real
(8]

Figura 24

Da lei do cosseno, temos:

|22 _Zl|2 = |Zl|2 +|22|2 —2[1]21| EPZ2| [cosa -

it (Zz - Zl) mzz - Zl) = |Zl|2 + |Zz|2 -2 l:I]Zl| [pzz| [cosa =
= (z,-2){Z,-2,) = |21|2 +|22|2 - 20z,|(z,| osa -

- 2,7, -2,7,-2,2, +2,Z, =|z,| +|z,[ - 2(Je,| z,| tosa -

- |zz|2 -2,2,-2.2, +|zl|2 = |zl|2 +|22|2 -20e,|lz,|osa =
= ~2,Z,-2,Z, = -2[z,|z,| Gosar =

1
- 52,2, %2, [7) =z, z,| Eosa -

= (2, 2,) =|z,|(z,| Gos

Corolario

Os nuimeros complexos z, e z, sdo ortogonais se, e somente se, (z,,z,)=0.
Demonstracéo

a=90°=cosa=0=(z,,z,)=0

(2, 2,)=0=|z,|(z,|[Eosa =0 = cosa =0 = a =90° (0 < a <180°)
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Definicao

Sejam z, e z, numeros complexos. O produto vetorial de z, e z,, indicado
por z, Oz,, e definido por z, Oz, =Im(z, [,).

Sendo z, =(x,, y,) € Z, =(X,, Y,), temos:

z, 0z, =Im(z, [,)

z, 0z, =Im[(x,, y,) lX,, ¥,)]

z, 0z, =Im[(x;, =y,) x5, ¥,)]

z, 0z, =Im[(x,X,+y,¥,, x,¥,~ y,[X,)]
z, 0z, =x,ly,-y,[X,

Proposicao

O produto vetorial de z, e z, € dado por:
1
z, Uz, =Emzz (z,-2,[%,)

Demonstragéo

Sendo z, =(x,, ¥,) € Z, =(X,, Y,), temos:

1 1 . . . . _

E [ﬂZz E1 - Z1|j2) = z [ﬂ(xz + lyz) mx1 - lyl) - (X1 + lyl) mxz - lyz)] -
1 . . . .

= E [ﬂxz D(l_ IX, ®1+ 1y, D(1"' Y, @1_ (Xlg(z - IXlﬂlz + Ile(2+ yl@Z )] =

1 ) ) _
=EEQ—2|yl X,+2ix,0¥,) =x, ¥, -y, X, =Im(z, [,) =z, 0z,

Proposicao
Seja a o angulo formado por z, e z,, tal que 0<a<180°. O modulo de
z, 0z, é dado por:

|z, 0z,| =|z,|(z,| Bena
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Demonstragéo
|zl|2 E]]zz|2 Sen’a = |zl|2 E]]zz|2 [{1-cos?a) = |zl|2 E|]zz|2 —|zl|2 E|322|2 [Cos® o =
1 2
= o.f (22 =l G - S, E 2 ) =
1 1 1
= |Zl Q2|2 _(Z mzz El)z +E ﬁ2 E1 Q1 E2 +Z Eﬂzl E2)2j =

— 0 1 1 1
= (Zl Qz)mzl Q2)_2 mzz E1)2 _Eﬁz E1 Q1 Ez _Z mzl E2)2 =

=7, —%Eﬂzz Z,)° —%&2 7,7, [, —%Eﬂzl (Z,) =

= —% Wz, [Z,)* -2z, [Z,) [z, (Z,) +(z,[Z,)*] = 4_12 [z, 3, -2,[3,)
Portanto:

2, iz, en’a = % 0z, (3, - 2,(%,) -

= (12|, sena)’ = (z, 0z, -

= |z,02z,| =|z,|(z,| Bena

Geometricamente, o0 médulo do produto vetorial de dois nUmeros complexos

corresponde a area do paralelogramo cujos lados séo determinados por z, e
z,. Observe a figura 25:

A €iXxo imaginario

Z3

» €ix0 real

Figura 25

sena = - h =|z,| Bena
2|

A area S do paralelogramo é dada por:
S =|z,|h =|z,| z,| Bena =|z, Oz,
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Proposicao

A area S de um triangulo cujos vértices séo z,, z, e z, € dada por:

1 Zl Zl
S= Z 22 22

23 Z3

A ©ixo imaginario
Z1
Z3
Z
e » eixo real
Figura 26

Demonstracéo

A é&rea do triangulo é a metade da &area do paralelogramo determinado por
z,-z,€e z,-2,,0Useja:

1
S :quzl_zz) D(Zl_23)|

_141 B o\ (> _ 7 —7
S‘z%tﬂ(zl 2,) [z, = 2,) = (2,-2,) U2,~ 2,)]

S =~ B2 - 2,) - (2~ 2,) G 2]

1 ](21_23) (Zl_ZZ) (23_21) (22_21)

S==1 :l :i (23_21) (23_21)
(21_23) (21_22) 4 (23_21) (22_21) 4 (ZZ_Zl) (22_21)
1 Z, z3 1 Z, z1
S=Z[]ZZ %2 :Z Z2 %2
Z, 7 Z; I

3.10. Distancia de um ponto a uma reta
Proposicao

Dados os pontos z,, z, e z,, a distancia de z, a reta determinada por z, e z,

€ dada por:
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[y

2

NI NI N
N

w

VA
g=H2 = Tl

3
2(fz, -z,
A €ixo imaginario
)

o) <> €ixo real

Figura 27
Demonstracéo

A area do triangulo cujos vértices séo z,, z, e z, pode ser calculada por

1 ) A . .
EE]]Z1—22|E1, em que d é a distancia de z, a reta determinada por z, e z,.

Portanto:
1 1 Zl z1
=z, -z,|d==0z, z
2[1:21 2| 4 2 _2
Z3 Z3
Zl z1
z, z
= 2 2
1 1 Zl z
d=————10z, Z, 1|=""—
2(fe, - z,| ;3 2(e, - z,|

w
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Passaremos agora a algumas aplicacdes dos numeros complexos a
Geometria Plana. Iniciaremos com os triangulos. Antes de apresentar a

semelhanca de triangulos, considere a seguinte definicao:

Definicao
Dizemos que um tridngulo é orientado quando especificamos a ordem de seus
vértices. Essa orientacdo pode ser no sentido horario ou anti-horario. Na figura

28, o triangulo cujos vértices séo z,, z, e z, tem orienta¢do no sentido horario,
enquanto que o triangulo cujos vertices sdo w,, w, e w, tem orientagdo no

sentido anti-horério.

Z3 W3
Z1
Wo
Zy Wy
Figura 28

Na figura 29, os triangulos z,z,z, e w,w,w, tém orientagdes contrarias e 0s
triangulos z,z,z, e v,v,v, tém a mesma orientacao.

Z3 W3 V1
Z1

) Vs

W

iy, W Vo

Figura 29
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3.11. Semelhanca de triangulos

Definicao

Dois triangulos z,z,z, e w,w,w, sdo semelhantes quando o angulo em z, é
congruente ao angulo em w,, para k{1, 2, 3} e os lados forem proporcionais.

Considere os numeros complexos z, e z,, representados na figura 30.

4 €iXxo imaginario

Z2

Z4

» eixo real

Figura 30
O angulo a =z,0z, (orientado no sentido horario) é dado por:
Z2
a=argz,—arg z, =arg| —=
Zl
Dados z,, z, e z,, para determinar o angulo a =z,z,z,, inicialmente fazemos

uma translacéo de eixos, que transforma z, em O.

4 €ixo imaginario

Z3
Za— 21
Z3
o

Z1

Z2 — Z4
0]
» eixo real
O

Figura 31
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Pode-se observar na figura 31 que:

a=2,27,= (2, _21)6(23 ~z,)=arg(z, -z,) -arg(z, - z,) :arg(_zs :zlj
2 1

Proposicao
Dois triangulos z,z,z, e w,w,w, com a mesma orientagdo sdo semelhantes,
2,74, _W,—W,

que indicamos por Az,z,z, /Aw,w,w, se, e somente se, = :
2372, W3—W,

Zl Wl
ou seja, [z, w, 1=0.

y4 W

3 3

Demonstracéo

Da Geometria Plana, dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se, as
razdes entre as medidas de dois pares de lados homodlogos sao iguais e o0s
angulos formados por esses lados sdo congruentes (LAL).

Portanto:

|2, -2 - |2: -2
|W2 _W1| |W3 _W1|

1| earg(22_21]=arg(wz_wlj L4 _W,mW,
1‘ 374 W, —W,; Z; =72, W3;—W,

€2,2,Z, SW,W,W, <

Nz,z,z, INAw,w,w, =

ZZ Zl|

=4

=|W2—W
3 Zl‘ ‘Ws_w
W,

W, j:o

Wy

Proposicao

Dois triangulos z,z,z, e w,w,w, com orientagdes contrarias séo semelhantes,

que indicamos por Azz,z, IAw,w,w, (reverso) se, e somente se,

— — Zl V_Vl

z,-2, _W,-W . _
2 1-—2 1 ouseja, |z, W, 1=0

z,-2, W,-W, _

z, W

3
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Demonstragéo

Pode-se observar na figura 32 os triangulos w,w,w, e w,w,w,, em que 0

segundo é obtido pela reflexdo do primeiro em torno do eixo real.

4 €ixo imaginario

Wi

» eixo real

Figura 32

Os ftriangulos w,w,w, e ww,w, sdo semelhantes e tém orientagbes

contrarias.

Assim:

Nzz.z. \w.w, w. (reverso
1273 1772 3 ( ) @Azlzzz3 m

— — — 1772773
Aw,w,w, DAW,W,Ww, (reverso)
De acordo com a proposi¢ao anterior, temos:
z,-2, _W,—W _
Nz,z,z, OAw,w,w, (reverso) - 2—"1=—2_"1 . Az z 7z CAW,W,W, -
Z3=Z; W3—W,
Zl V_Vl
-1z, w, 1=0
Z3 W3
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3.12. Semelhanca e triangulo equilatero

Proposicao
Um triangulo z,z,z, é equilatero se, e somente se, € semelhante ao triangulo

2,2,2,.

Z, Z;

ZS 22 Z1 23
Figura 33
Demonstracéo

Se z,z,z, é equilatero, entdo os angulos zAl e zA2 séo congruentes, assim como
0s angulos z: e 2; Portanto, pelo caso AA (angulo-angulo), os triangulos
z,2,z, € 2,Z,z, sao semelhantes.

Por outro lado, se os triangulos z,z,z, e z,z,z, sdo semelhantes, os seguintes
pares de angulos sao congruentes:

2,€2,;2,€2,;2, €2

Portanto, zA1 z: e 2; sdo congruentes e medem 60° cada um, sendo z,z,z,

um triangulo equilatero.

Proposicao

Os pontos z,, z, e z, s&o vértices de um triangulo equilatero se, e somente

2 2 2 _
se, z°+z,°+z,° =22, +2,2,+2,Z,.

Demonstracéo
Zl ZZ
— 2 2 2
Azlzzz3 5&22232l =1z, zy 1=0e2z°+2,°+2,°=272,+27,+2,Z,
z, Z

3

Outra maneira para caracterizar um triangulo equilatero € por meio das raizes

cubicas da unidade. Observe a figura 34.
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4 EIXO ImMaginario

™~

1 eixo real

L

Figura 34

w

Dessa forma, um triangulo z,z,z, € equilatero se, e somente se, € semelhante

ao triangulo Iww? ou ao triangulo 1w?w .

Portanto:
z, 1
A DA 2 — 2 2 _
z2,2,z, (A\Iww® < |z, W =0 zW+z,+ZW -ZW-2Z,-ZW =0
z, w?

- zZ,(Ww-w?)+z,(W?-1) +z,(1-w) =0

Como w#1 € uma raiz cubica da unidade, entdo w®=1 e w’+w+1=0.
Assim:

z,(W-w?)+z,(W? -1)+2z,(1-w) =0

= z,(w-w?)+z, (W -w?)+z,(W® -w) =0 <

= z,w(l-w)+z, w(l-w)-z, ww+1)(1-w) =0 -

-z, +Z,W-z,(W+1)=0 = z,+Z,Ww—2,(-W?) =0

2
e Z,+Z,W+z,w° =0

ou
z, 1
2 2 — 2 2 —
Azlzzz3 AW?w - z, W =0 zW +Z,+Z,W-Z,W -Z,-ZW=0 <
zZ, W

- z,(W-w)+z,(w-)+z,(1-w?)=0 =

e z,(W-w)+z,(w-w?)+z, (W’ -w?)=0 -

= z,ww=)+z, wl+w)1l-w)+z, w’(w-1)=0
- 2,-2,1+wW)+zZ,w=0 < 2, -7,(-W’)+Zz,w =0 -

2 —
ez, +Z,W +zZ,w=0
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3.13. Baricentro de um triangulo

Definicao
Uma mediana de um triangulo € um segmento cujas extremidades sdo um dos
seus vertices e 0 ponto médio do lado oposto.

A

B # N # C

Figura 35: Mediana relativa ao lado BC ou ao vértic e A

Todo tridngulo tem trés medianas, uma relativa a cada vértice (ou lado).

Proposicao
As trés medianas de um triangulo se intersectam em um ponto denominado
baricentro .

Z1

Z2 Z3
Figura 36
Demonstragéo

Sejam z,, z, e z, os vértices de um triangulo. A equacéo da reta suporte da

mediana relativa ao lado z,z, € dada por:

z z 1

z, z, 1=0
z,+z2, Z,+1Z, 1

2 2

Desenvolvendo o determinante, temos:
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- =(Z,* Z,+z,) — + _ Z,+z
722, +Z 22 T2 +2z, 227 2% -7 SR -7z,-2 Z27% =g
2 2 2 2
z

7 21_224'23 +7 Zz"'zs_z1 +2, Z, +7, -7, Z, +7, -0
2 2 2 2

2(2Z,-7,-7,)+Z(z, +2,-22,) +2,(Z,+Z,) - Z,(z, +2,) =0 ())

Analogamente, as equacdes das retas suporte das medianas relativas aos

lados z,z, e z,z, sdo dadas, respectivamente, por:
2(22,-2,-2,)+7Z(z,+2,-22,) +2,(Z,+Z,) - Z,(z, +2,) =0 (Il)

2(22,-2,-2,)+7Z(z,+2,-22,) +2,(Z,+Z,) - Z, (2, +2,) =0 (Il)

Cada uma das equacgdes (1), (1) e (lll) é combinacao linear das outras duas. De
fato, adicionando, por exemplo, as equacdes (ll) e (Ill), obtemos:

z(-2Z,+7,+7,)+Z(~2, -2, +22,)~2,(Z,+Z,) +Z,(z, +2,) =0 (IV)

As equacodes (1) e (IV) sdo opostas. Portanto, (I) € combinacgéo linear de (ll) e

(11). Dessa forma, as retas se intersectam em um Unico ponto.

Para determinar o ponto de interseccao das trés medianas, vamos escrever as

equacoes (1), (1) e (Ill) na forma paramétrica:

z=(1-1)z,+A, Zr2 :(1—)\1)zl+hzz+ﬁz3 ()

2 2 2
z:(l—)\z)zz+)\2(21;Z3j:)\—2221+(1—)\2)22+)\—2223 (In)
z:(1—)\3)23+)\3(le22):%21+)\—522+(1—)\3)23 ()

1-N, =2

2 (2N 4N, =2
A 2
TELA =N 2N =2 N =N, =0
ﬁ_& A=A,
2 2

Analogamente, A, :é.
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Substituindo A por % em qualquer uma das equac0es, tem-se que:

z,+2,+2 . A
z=—1—2_3 (baricentro do triangulo z,z,z.)
3 1=2°3

3.14. Circuncentro de um triangulo

Proposicao
As trés mediatrizes de um triangulo se intersectam em um ponto denominado

circuncentro .

Z1

gl

Zy

Z3

Figura 37
Demonstracéo
Sejam z,, z, e z, os vértices de um triangulo. A equacgéo da mediatriz do lado
z,z, é dada por:
2(z,-7,)+7Z(z,~2,) = |22|2 —|zl|2 ()
Analogamente, as equagdes das mediatrizes dos lados z,z, e z,z, sdo dadas,
respectivamente, por:
|2

2(Z,-2,)+Z(z, - 2,) =|z|” -2,

)
2(z,-2,)+Z(z, - z,) :|23|2 —|22|2 (1)
Cada uma das equacdes (1), (1) e (lll) é combinacao linear das outras duas. De

fato, subtraindo, por exemplo, a equacéo (lll) da equacéao (Il), obtemos:

2(z,-2,)+Z(z,-2,) = |zz|2 —|zl|2 (V)
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As equacoes (1) e (IV) séo iguais. Portanto, (I) € combinacéao linear de (II) e (llI).
Dessa forma, as retas se intersectam em um Gnico ponto.
Para determinar o ponto de intersec¢cao das trés mediatrizes, resolvemos o

sistema formado pelas equacdes (1), (II) e (I11).

2(z,-2,)+7(z,-2,) = |22|2 —|zl|2 ()

— — — 2 2
2(Z,-7,)+7Z(z,~2,) =|z. =|z,|” ()
Como as trés retas se intersectam em um Unico ponto, tomamos duas

quaisquer das equacdes anteriores.
2(z,-7,)+2(z,-2,)=z,| -lz] O
2(Z,-7)+2(z,-2,) =|z,| -z ()
Da equacéo (I), temos:
2(z,-2,)+%(z,-2,) =|z,| |z,
Z(z,-2,)=|z| -|z| -2(z, -Z.)
- 2. -[zf -2(2,-2,)
z,-2,

NI

Substituimos o resultado anterior em (11):

2, -|z -2(2, -7, : g
2(z,-7,)+| = - (25— 2)) =[zs] —|2i)

2(z,-2)(2,-2,)+ (|Zz|2 _|Zl|2)(zs -2,)-2(2,-2,)(2,-2,) = (|Zs|2 _|Zl|2)(zz ~2,)
2[(2.-2.) (2.~ 2.) (2. ~2) (2 ~2) ] = [zl [z )(2. ~2.) = (2] -1z ) (22 -2.)

;= 2, (2. - 2) ~|2] (2. - 2.) -[z.[ (2, - 2) +[z.[ (2, - )
2,2, =232, = 2,2, ¥ 2,2, ~ 2,2, ¥ 2,2, + 2,2, = 2,7,
;= 2 (2 - 2,) +[zo[ (2.~ 2,) +[2,[ (2. - 2,)
Z,(2,-2,)*+7, (2, - 2,) +Z,(2, - 2,)

Portanto:

7= |zl|2_(23 ~2,) "'|Z_2|2 (z,-2,) +_|23|2 (z.-2)
z,(z,-2,)+7,(2z,~-2,)+ 7, (2, - 2,)

(circuncentro do triangulo z,z,z,)
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3.15. Ortocentro de um triangulo

Definicao
Uma altura de um triangulo € um segmento perpendicular a reta suporte de um
dos seus lados, cujas extremidades sao um ponto dessa reta e o vértice oposto

ao lado considerado.
A

B C

Figura 38: Altura relativa ao lado BC ou ao vértice A

Proposicao
As retas suportes das trés alturas de um triangulo se intersectam em um ponto
denominado ortocentro .

Figura 39

Demonstracéo

Sejam z,, z, e z, os vértices de um triangulo. A equacéo da reta suporte da

altura relativa ao z,z, € dada por:

2(z,-2,)+7(z,-2,)-2,(Z,-7,) - Z,(2,-2,) =0 ()
Analogamente, as equacfes das retas suporte das alturas relativas aos lados

z,z, e z,z, sdo dadas, respectivamente, por:
2(z,-2,)+2(2,-2,)-2,(Z,-2) - Z,(z, -2,) =0 (Il
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2(z,-2,)+2(2,-2,)-2,(Z, -Z,) - Z,(z, - 2,) =0 (lll)

Novamente, qualquer uma das equagfes anteriores € combinacdo linear das

outras duas. De fato, subtraindo, por exemplo, a equagéo (lll) da equacéo (ll),

obtemos:

2(z,-2,)+7(z,-2,)-2,(Z,-7,) - Z,(z,-2,) =0 (V)

Como as equacdes (I) e (IV) séo iguais, as retas se intersectam em um Unico

ponto.

Considerando, por exemplo, as equacoes (Il) e (ll):
2(z,-2,)+Z(z,-2,)~-2,(2,-2) - Z,(z,-2,) =0 (Il

{z(i3 ~7,)+Z(z,-2,)-2,(Z,-%,) -7, (2, -2,) =0 ()

Da equacéo (ll), temos:

2(z,-2,)+Z(z,-2,)~-2,(Z,-2) - Z,(z, -2,) =0

z2,(2,-2)+7,(z,-2,)-2(Z, - Z,)
z,-2

Z =

3 1

Substituimos o resultado anterior em (lll):

[
=2,(z,-72,)(z,-2,)+7,(z,-2,)(z, - 2,)

2[(z,-2,)(2,-2,) (2, -2)(2, - 2,)]| +2,(Z, - Z.)(2, - 2,) + 2, (2, - 2,) (2, - 2,) =

=2,(z,-2,)(z,-2,)+7(z, -2,)(z, - 2,)

2= |Zl|2 (22 _Zs) +|Zz|2 (Zs _Zl) +|Zs|2 (Zl _Zz) tz)” (22 _23) tz, (23 __1) tz) (21 _Ez)
z,(z,-2,)+7,(z,-2,)*+7,(z, - 2,)

Como aplicacéo do resultado obtido, vamos obter o ortocentro de um triangulo

inscrito em uma circunferéncia com centro na origem e com raio 1. Dessa

2 _ 1
Zk Zk

forma, tem-se que |z,|=|z,|=|z;|=1 e, portanto, que Z, :zkgzz—k:
k

para k0{1, 2, 3} .

Assim:
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1 1 1 1 1 1
(Zz _23)+(23 _21)+(21_22)+212 EEZZ_Zgj+222 EEZs_le-I-ZgZ [Ezl_zzj

Z =
1 1 1
Zl[qzs _Zz)+zz[qzl_zs)+zg[qzz -2,)
22z, -2,)+2,° 0z, ~2,) +2,° ({z, - 2,)
L= 2,2,2,
2,2, 0z, ~2,) + 2,2, ({z, - 2,) + 2,2, [({z, - 2,)
2,2,2,
7= Zl3 [qzs _Zz) "'Zz3 [621_23) "'Zs3 [qzz _Zl)

2,23 [qzs B Zz) t2,z, [ﬂzl B 23) tz,z, [qzz B Zl)

Observe o resultado obtido ao multiplicarmos o denominador da fragao anterior

por z, +z, +z,.

[2223 [qzs - 22) +2,Z, [621 - Zs) +z,7, [qzz - Zl)] [ﬂzl tz,+ Zs) =

=2,2,74 [623 - Zz) +2Z,Z4 [qzsz - 222) +2,7,7, [qzl - Z3) +2,2, [qzlz - 232) +
2 2\ =

+2,2,2, [qzz _Zl) +tz.7, [sz —Z ) -

=225 [stz - 222) +tz,z, [qzlz - 232) tz.z, [szz - 212) =

= Z2233 B 22323 + Z1323 B Z1233 + Z1223 B Z1322 =

-3 3 3

=z Uz,-2,)+z,' 0z, ~z,) +z,' z, - z,)

Portanto, z=2z,+z, +z,.

3.16. Lei dos senos

Existem duas importantes relacbes da trigonometria validas em um triangulo

qualquer: a lei dos senos e a lei do cosseno.

Proposicao

Em um triangulo ABC, em que a, b e ¢ sdo as medidas dos lados opostos aos

A . ~ & o a b c
angulos internos A, B, C, tem-se que = = == =.
sen A senB senC

Demonstragéo

Sejam z,, z, e z, os veértices do triangulo ABC (figura 40).
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4 €ixo imaginario

Z

Z3

» eixo real
(0]

Figura 40

: . z,-2 z,-2 .
Considere os nimeros complexos —*—% e —2—2, O argumento do primeiro
z,-2 z,-2
2 1 1 2

corresponde a medida do angulo interno A =z,z,z,, pois a orientagdo é dada
no sentido horario. O argumento do segundo corresponde ao oposto da medida

do angulo interno B =z,z,z,, pois a orientacéo é dada no sentido anti-horario.

. ) . Z.-2, Z.-Z
Utilizando a identidade —=—X+—=_"2 =1 temos:
Z,-2, Z2,7Z,

z,-2, 2,-2 z,-2 z,-2
148 2= m| 2L |+Im| =2—2|=Im(1) =0
Z,-2, 2,72, Z,=Z; Z,-7,
A parte imaginaria de um numero complexo € o produto de seu modulo pelo
seno de seu argumento. Assim:

Z,—Z Z,—Z7Z
Im(—3 1j+lm(—3 2}20 -
Z,-2, Z,-17,

- ﬁ Bsen arg(zii —le+|23 _22|Een arg(ﬂj :0 -
Z,-12, Z,=2, Z,-2, Z,-2,

- Mﬁen ,&+Mﬁken(—l§)zo -
|Zz _Z1| |Z1_22|

- M&en,&:@&ené P
|Zz _Z1| |Zl_22|

~ |z,-2z|@en A=|z, -z,|BenB -

- bB@enA=akenB - a___b

sen A senB
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3.17. Lei do cosseno

Proposicao

Em um tridngulo ABC, em que a, b e ¢ sdo as medidas dos lados opostos aos

~ ~

angulos internos A, B, C, tem-se que a*> =b? +c? - 2bc [€oSA .

Demonstracao

Sejam z,, z, e z, os vértices do triangulo ABC (figura 41). A medida do angulo

: ~ -~ . z,-2,
interno A =2z,z,z, corresponde ao argumento do nimero complexo —=——.

Z,=4
4 eixo imaginario
ZS
a
b
22

C

Z, ) |
» €iX0 rea
0O
Figura 41

Considere ainda que |z, -z,|=a. Temos:

|23 _22|2 :‘(23 _Zl) _(Zz _21)‘2 = [(23 _Zl) _(Zz _Zl) [E(zs __1) _(22 _21)]
|23 _22|2 = (23 _21)(23 _21) _(23 _Zl)(EZ _21) _(Zz _21)(23 _21) + (22 _Zl)(EZ _21)

|z, —22|2 =|z, _21|2 +|z, —zl|2 —[(z3 -2,)(z,-2,) +(z, -

Dados z, =|z,|[{cosB, +isen®,) e z, =|z,|[{cosB, +isen®,), temos:

« 2,Z, =|z,|[cos6, +isen®,)[z,| [cosB, —isens,)
2,7, =|z,|lfz,| [{cos 6, [tos 6, —cosB, [isend, +isend, [Eos6, +sen6, [5enb,)
* 7,2, =|z,|[{cos 6, ~isen®,) [z,| {cosH, +isens,)
7,2, =|z,|(z,| ({cos B, [Eos B, +cos 6, (lsend, —isen6, [EosH, +send, [3end, )

2,7, +2,Z, =|z,| 0z,| 2 [{cos 6, [Eos 6, +senB, [Senb,)
2,2, +2,Z, = 2[z,|(z,| [®os( 6, -6,)
Assim:
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(z,-2.)(Z,-2) *+ (2, - 2.)(Z, - Z,) = 2z, - 2,| (2, - 2,|[BOS A
|z, —zz|2 =z, —zl|2 +|z, —zl|2 -20z, -z,|(z, -z} [GosA

a> =b’>+c’> -2 E EosA

3.18. Transformacdes geométricas

3.18.1. Translacéo

Definicao

Sejam z e w numeros complexos. Denomina-se translagéo de z por w a fungéo

T.C - C, definida por 1(z)=zZ'=z+w.

A €ixo imaginario

» eixo real

Figura 42
3.18.2. Rotacdo em torno da origem
Definicdo
Seja z = p(cose+ isen 6) um numero complexo. Denomina-se rotacdo em torno

da origem O, de amplitude o, a funcdo mC - C, definida por

T(z, a) =z'=z[{cosa +isena) = p[cos(B+a) +isen(B+a)].
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A €ixo imaginario

Zl

» eixo real
O

Figura 43
Dessa forma, para rotacionar um numero complexo 90° em torno da origem,
basta multiplica-lo por cos90° +isen90°, ou seja:

T(z, 90°) = p[cos (0 +90°) +isen(0+90°)] = p(—senB+icos0)
Na forma algébrica, o resultado anterior equivale a multiplicar o numero

complexo z por i, pois cos90° +isen90° =i. Assim:

1z, 90°) = (a+bi) (= ai +bi* = -b +ai

A €ixo imaginario
Z"I ............. a
o) FESSO i
» eixo real
b O a

Figura 44
3.18.3. Homotetia

Definicao

Sejam z um numero complexo e k um numero real. Denomina-se homotetia
com centro na origem O e razdo k a funcdo o:C - C, definida por
o(z) =7z =k[Z.

Quando k >0 a homotetia é direta e quanto k <0 é inversa.

Para |k| > 1 tem-se uma dilatagéo e para 0 <|k| <1 uma contrag&o.
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4 SIX0 Imaginario

p eixo real

o) >

Figura 45: Dilatacao direta

, €ixo imaginario

p cixo real

O

Figura 46: Contracao inversa
3.18.4. Reflexdo em torno de uma reta que passa pel a origem

Definicao
Seja z um numero complexo e r uma reta. Denomina-se simétrico de z em
relacdo a reta r o numero complexo z' tal que r seja a mediatriz do segmento

7.

A €ixo imaginario

N

» eixo real
Ol \r

Figura 47
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Considere agora uma reta r de inclinacdo 0 e que passa pela origem O e um
namero complexo z. (Figura 48). O simétrico de z em relacdo aretar é z'.

A €IX0 Imaginario

Zl
r
IO 0 < '-; eixo real
Figura 48

Girando r, z e z' um angulo igual a -6 em torno da origem, a reta coincidira

. D . z
com o eixo real e 0s pontos z e z' sdo transformados respectivamente em — e

w
z : ' ~ ,
—, sendo w=cosO+isen@. Mas — e — sd80 numeros complexos
w w w
conjugados.
A €ixo imaginario
Zl
» eixo real
O - |
z
W
Figura 49
Assim
1 1 = 2
z z AN - - — W -
R I i P = PRI J L L Z=7Z0— = 2 =z2W?
w \w w W w W w |W|

Sendo z =p(cosa +isena), temos:

z' = p(cos(-a) +isen(-a)) [fcos 26 +isen26) = p(cos(26 - a) +isen(26 - a))
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3.18.5. Inversao

Definicao
Sejam z um numero complexo ndo nulo e C uma circunferéncia de raio 1 e

centro na origem O. Denomina-se inversdo, em relacdo a C, a funcéo
& C” - C", definida por &(z) :é.
z

4 Eixo imaginario

NI | —

» eixo real

NI

o N =

Figura 50

Proposicao

A inversao transforma:

a) circunferéncias que passam pela origem, sem a origem, em retas que nao
passam pela origem.

b) retas que passam pela origem, sem a origem, nelas mesmas.

c) circunferéncias que ndo passam pela origem, nelas mesmas.

d) retas que ndo passam pela origem, em circunferéncias que passam pela

origem, sem a origem.

Demonstracéo
Ja sabemos que a equacdo Az +AZ +B +y|z|2 =0, com B e y reais e By < |A|2,

representa uma reta ou uma circunferéncia, conforme y=0 ou y#0.

. ~ 1 ~ .
Pelainversédo w ==, a eqguacao anterior transforma-se em:
z
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1 _ 1 1
WE—D 2Z2=—>Z=—

Z W W
Az+AZ+B+yzzZ =0
AE—E—+KEI£+B+VEE—E}£:O

W W W W

Aw + AW +Bww +y =0

AW+/K\V_\/+B|W|2 +y=0

* Se B=0 e y=0, a inversao transforma reta que passa pela origem, de
equacdo Az+AZ=0, em reta que passa pela origem, de equacéo
Aw+AW =0.

*Se B#£0 e y=0, a inversao transforma reta que nao passa pela origem, de
equacdo Az+AZ+B=0, em circunferéncia que passa pela origem, de
equacdo Aw + AW + B|W|2 =0.

*« Se B=0 e y#0, a inversdo transforma circunferéncia que passa pela
origem, de equacdo Az +AzZ + y|z|2 =0, em reta que nao passa pela origem, de
equacdo Aw +Aw +y=0.

*Se B#0 e y#0, a inversao transforma circunferéncia que nao passa pela

. ~ ~= 2 . A~ . ~
origem, de equacao Az+Az+B+y|z| =0, em circunferéncia que nao passa

pela origem, de equacdo Aw +Aw + B|w|2 +y=0.

3.19. Transformacéao de Mobius

Definicao

az+b

A transformacao f(z)= 4’ em que a, b, ¢, d sdo numeros complexos

constantes, tais que ad-bc #0 é denominada transformacdo de Mdobius ou

transformacao homografica.

. az+b . ~ .
O quociente T faz sentido apenas se ¢ e d ndo forem simultaneamente
cz

nulos. Caso tivéssemos ad-bc =0, ou seja, ad =bc, teriamos as seguintes
possibilidades:

60



*Se c#20, entdo b=a—d.

c
az+a—d
_az+b _ ¢ _alflcz+d). 1 _a
f(z) = = = O =2
cz+d cz+d C cz+d c

Portanto, a fungéo f € constante.
* Se ¢ =0, entdo d deve ser diferente de zero. Da igualdade ad =bc, temos
que ad =0, o que implicaem a=0.

az+b b

f(z) =
@) cz+d d

Portanto, a funcédo f € constante.
Suponhamos entdo que ad-bc # 0, isto é, que f ndo € constante.

Vamos escrever a transformacao f de outra maneira. Sendo ¢ # 0, temos:
f(z)=a2+b= acz +bc =acz+bc+ad—adZaEch+d)+bc—ad=
cz+d cl{cz+d) c [{cz +d) c [{cz +d)
:aEﬂcz+d)+ bc —ad :E+bc—adD 1 :g+bc—adD 1
ccz+d) clcz+d) c c cz+d ¢ C [ﬁ dj
c z+E

Portanto:
f(z):E+bC_2adD 10I
c c ,+9
C

az+b reduz-se a f(z) = az+b _a

*Se ¢ =0, aexpressao f(z) =
cz+d d d

b
+—.
d
A transformacéo é formada por uma rotacdo de amplitude arg(%), de uma

homotetia de razdo

e de uma translacao de amplitude %

. ~ - 1
* Se ¢ #0, consideramos a expressao f(z) = L be Zad E .
C C d
Z+—
c

A transformacéo é formada por:
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d ~ : d
z+—: Uma translacao de amplitude —.
Cc Cc

g : Uma inversao e uma simetria em relagéo ao eixo real.

ad ,
5 j e uma homotetia de

E : Uma rotacdo de amplitude arg( c

~ : a
E : Uma translacao de amplitude —.
c

Considere as seguintes funcgodes:

fl(z):z+g f(z)—— f()—bc ad f(z):—+z

d

Z+-—
c

(f40f3 szofl)(Z)=(f4of3of2)(Z +gj:(f4of3) I

bc-ad _ 1 _a bc - ad

E —+ =1(z)
¢ ,d) ¢c ¢ Z+Q

Cc C

Desta forma, a transformacao de Moébius é uma composicdo de funcbes mais
simples.

3.19.1. Matriz associada a uma transformacéo de M6b  ius

A transformacéo f(z):";z—:z pode ser obtida multiplicando a matriz (z 1)

. [a ¢ . N
pela matriz (b dj e em seguida dividindo-se o primeiro elemento pelo

segundo da matriz linha resultante.
(z l)EEa Cj:(az+b cz +d)
b d
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. . . a C . . N ~
Assim, dizemos que a matriz (b dj estd associada a transformacdo de

az+b .
wd em que a, b, ¢, d sdo numeros complexos
cz

Mobius definida por f(z) =

constantes, tais que ad-bc 0.

Vamos agora analisar alguns tipos especiais de matrizes.

. . (a O ) ) . . -
* Considere a matriz (b dj’ ou seja, a matriz associada a transformacédo de

Mobius quando ¢ =0. Neste caso, devemos considerar 0s nUmeros complexos

a,bed,comad#0.

~ a_.b . . .
Essa transformacédo é dada por f(z) :az +a. Sejam p o0 moédulo do numero
complexo z e 8 seu argumento. J& vimos que a transformacgédo € formada por

e de

~ : a : ~
uma rotacdo de amplitude arg(aj =a, de uma homotetia de razéo

uma translacdo de amplitude % (figura 51).

A €iXo imaginario

»eixo real

Figura 51
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*Se a=d=1 e b é um nimero complexo ndo nulo, a transformacdo consiste
de uma translacdo , que pode ser verticalmente (b € um numero imaginario
puro), horizontalmente (b € um numero real diferente de zero) ou ainda nas

duas direcoes.

(z, 1)[@ 2J:(zk+b 1) = f(z,) =z +b

Exemplo:
. : : . A 1 0
Sejam z, =1-i, z,=3-2i e z, =2+i vértices de um triangulo e 143 1 a

matriz associada a transformacéao.

1 O . :
(z, 1)[€1+3i 1j:(zk+1+3l 1) = f(z,) =z, +1+3i

Assim:

f(z,) =2z, +1+3i=1-i+1+3i=2+2i
f(z,) =z, +1+3i=3-2i+1+3i = 4 +i
f(z,) =2z, +1+3i=2+i+1+3i =3 +4i

4 €IXO0 Imaginario

f(z;)
f(z,)
ZS
/\ f(z,)
0 > eixo real
Z1

22

Figura 52

Cada um dos pontos do triangulo é deslocado de [1+3i|=+1* +3° =410

unidades na direcao do vetor correspondente ao nimero complexo 1+ 3i. Esse

deslocamento é composto de dois outros, um horizontal de 1 unidade e um
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vertical de 3 unidades. Podemos observar também que esse tipo de
transformacdo preserva os angulos e os comprimentos. Assim, o tridngulo

inicial e o transformado s&o congruentes.

*Se b=0, d=1 e a € um numero real ndo nulo, a transformacé&o consiste de

uma homotetia , que pode caracterizar uma dilatacdo (|a|>1) ou uma

contracéo (0 <la| <1) , direta (a>0) ou inversa (a<0).

(z, 1)[63 2J:(aﬁk 1) = f(z,) =alz,

Exemplo:

-2 0
Sejam z,=1-i, z,=3-2i e z, =2+i vértices de um triangulo e (O 1) a

matriz associada a transformacéao.

(z, 1)[6_02 2}2(—22k 1) = f(z,) = -2z,

Assim:
f(z)=-2z,=-2[{1-i)=-2+2i
f(z,)=-2z,=-2[(3-2i) =6 +4i
f(z,)=-2z,=-2[2+i)=-4-2i

4 €1IXO Imaginario

f(Z,)

> eixo real

Figura 53
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Esse tipo de transformacdo preserva os angulos e gera comprimentos
proporcionais. Assim, o triangulo inicial e o transformado sdo semelhantes. A

dilatacdo ou a contracdo se da em relacao a origem do plano complexo.

*Se a=1, b=0 e d=4i, atransformac&o consiste em uma rotacédo de 90° em

torno da origem, que pode se dar no sentido horério (d=i) ou anti-horario

(d=-i).
1 0)_ _z,
(2 1)[EO dj—(zk )= 1(z) =2

Para d =i, tem-se que f(z, )-—"
i

Para d = -i, tem-se que f(z,) ——k =k d
|

Como i=1[{cos90° +isen90°), entdo f(z, )——k p[cos(6 —90°) +isen(6 —90°)]
i

e f(z,) =iz, =p[cos(B+90°)+isen(8+90°)], em que p e B s&o o modulo e o
argumento do numero complexo z, respectivamente.
Exemplo:

. . . . A 10
Sejam z,=1-i, z,=3-2i e z, =2+i vertices de um triangulo e 0 - a

matriz associada a transformacao.

@ 9y o) ==k

—III—

Assim:

f(z,) =ilz, =i1-i)=1+i
f(z,) =ilz, =i{3—2i) =2 +3i
f(z,) =ilz, =12 +i)=-1+2i
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, €iX0 imaginario

> eixo real

Figura 54
De acordo com os numeros complexos a, b e d, podemos ter mais de uma

transformacao em concomitancia.

-2+4i 0

) _|. Observe que ad#0.
-1+31 1+i

Por exemplo, considere a matriz (

-2+4i O

Calculemos: (z, 1)EE 143 141
—1+3i 1+i

j =((-2+4i)z, —-1+3i 1+i)

Sejam z, =1-i, z, =3-2i e z, =2+i vértices de um triangulo Assim:

f(zk) - (_2+42ik._1+ 3i — (1+3i)Zk 4142
I

f(z,) = (1+3i)(1—i)+1+2i =5 +4i
f(z,) = (1+3i)z, +1+2i = {f(z,) = (1+3i)(3 - 2i) +1+ 2 =10 + 9
f(z,) = (1+3i)(2 +i) + 1+ 2i = i

Representando geometricamente, temos:
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4 Eixo imaginario

» eixo real

Figura 55
A transformacao é composta de:

* Uma rotacdo de amplitude arg(1+ 3i) =arctg3 ~ 716°.
« Uma dilatac&o de razdo [1+3i =+1* +3% =4/10.

« Uma translagdo de amplitude [1+2]=+1*+2° =5 na direcdo do vetor

correspondente ao nimero complexo 1+ 2i.
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4. Problemas

Para finalizar, apresentamos 10 problemas que podem ser resolvidos utilizando
nameros complexos. Os problemas 4 e 5 apresentam resultados interessantes

(e por que nao dizer surpreendentes), mas se caracterizam também por terem
maior nivel de dificuldade.

Depois de cada enunciado, apresentamos uma possivel resolucao.

1. Em um quadrado ABCD, os vértices A e C sdo A=(12) e C=(54).

Determine as coordenadas dos vértices B e D.

Resolucao:

Inicialmente, vamos representar o quadrado no plano complexo:

Im 4

Ll

Figura 56

O ponto A é a representacdo geomeétrica do niumero complexo 1+ 2i.

O ponto C é a representacdo geomeétrica do nimero complexo 5 + 4i.

O vetor BC é obtido pela rotacéo do vetor BA de 90° no sentido anti-horario.
Portanto, temos:

BC =i[BA

C-B=i{A-B)

5+4i-B=il{1+2i—-B)

5+4i-B=i-2-B

7+3i_7+3i D1+i _7+7i+3i-3 _4+10i
1-i 1-i 1+i 1-1

Assim, B =(2,5).

B=

=2+5i
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Procedendo de maneira analoga com o0s vetores DC e DA, obtemos as
coordenadas do veértice D.

O vertice D ainda por ser obtido observando-se, por exemplo, que os vetores
AB e DC sio iguais.

AB =DC

B-A=C-D

2+5i-(1+2))=5+4i-D

2+51-1-2i=5+4i-D

D=4+i

Assim, D=(4,1).

2. Dois vértices consecutivos de um quadrado ABCD sé&o os pontos A =(1, 2) e

B =(5, —3). Quais sdo as coordenadas dos outros dois vertices?

Resolucao:
Neste caso, temos duas possibilidades, os quadrados ABCD e ABC'D".

Ima

D

CF

Figura 57
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Inicialmente, vamos determinar os vértices C e D:

AD =i[AB AD =BC
D-A=i{B-A) D-A=C-B

D —(1+2i) =i 5 - 3i— (1+ 2i)] 6 +6i— (1+2i) =C - (5 - 3i)
D-1-2i=il]4 -5i] C=10+i

D=4i+5+1+2i

D=6+6i

Assim, C=(10,1) e D=(6, 6).

De modo analogo, determinamos que C'=(0,-7) e D'=(-4, -2).

3. Quais séo as coordenadas do terceiro vértice de um triangulo equilatero em

que dois vértices sdo os pontos (-2, —-2) e (4, 2).

Resolucéao:
Mais uma vez, temos duas possibilidades, os triangulos ABC e ABC'.

Ima

Figura 58

Vamos inicialmente determinar o vértice C:
Como se trata de um tridangulo equilatero, o vetor AC é obtido pela rotacdo do

vetor AB de 60° no sentido anti-horario.

Portanto, temos:
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AC = AB [{cos60° +i($en60°)

NE)

C—A=(B—A)[E1+iEl—j
2
C=—2—2i+[4+2i—(—2—2i)]Eﬁ%ﬂ[—l\/z—g]
-

C=—2-2i+(6+a)fL+icS
2 2

C=1-2/3+3J30
Assim, C =(1-24/3, 3V3).

Analogamente:

AC' = AB [Jcos(-60°) +i3en(-60°)]

C'—A=(B—A)Eﬁi—ia‘/—§j
2 2
C':—2—2i+[4+2i—(—2—2i)][E£—i[—l\/—§]
2 2
C':—2—2i+(6+4i)tﬁl—i[-|*/—§]
2 2

C'=1+2y/3-3/310
Assim, C'=(1+24/3, -3/3).

4. Sejam A, A,,..., A, vértices de um poligono regular convexo inscrito em

uma circunferéncia de raio unitario. Prove que:
(AA)AA)TAA)LL.AA,) =N

Figura 59 (caso particular do problema para n = 8)
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Resolucao:
Suponhamos, sem perda de generalidade, uma circunferéncia de raio unitario
com centro na origem do plano complexo e os veértices A, A,,..., A, do
poligono regular inscrito as raizes n-ésimas da unidade, ou seja:

A =1 A, =w, A =w?.., A =w""
Do teorema da decomposicao, sabemos que:
2"-1=(z-)Qz-w)Qz-w?)0..Qz-w"")
Ou ainda:

z"-1
z-1

(z-w)Qz-w?)0.Qz-w"")=

Dividindo z" -1 por z -1:

(z-w)Qz-w?)0.Qz-w""=1+z+2°+...+ 2" (1)

Por outro lado:
(AA)TAA)TAA,) DL TAA,) = [1-w| 0L - w?| fL-w?| 0. L - w"™

(AlAZ) |:QA1A3) |:QA1A4) L. mA1An) = ‘(1_ W) Eﬂl‘ WZ) [ﬂl— Ws) L. Eﬂl— Wn_l)‘

Substituindo z por 1 em (1), temos:
1-w)[@-w) 0. Ql-w"Y) =1+1+22+...+1"  =n
Portanto:

(AA,)TAA,)TAA,)D.HAA,) =]
(AA,)TAA,) TAA,) . HAA, ) =n
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5. Considere um ponto P pertencente a uma circunferéncia de raio unitario e

A, A,,..., A, vertices de um poligono regular convexo inscrito nessa

circunferéncia. Prove que (PA,)* +(PA,)’ +(PA,)* +...+(PA,)’ é constante.

Figura 60 (caso particular do problema para n = 6)

Resolucao:

Novamente vamos supor, sem perda de generalidade, uma circunferéncia de
raio unitario com centro na origem do plano complexo e os vértices A, A, ,...,
A, do poligono regular inscrito as raizes n-esimas da unidade.

Como P é um ponto pertencente a essa circunferéncia e sendo P =z, temos:

z|:1:>|z|2 1= z[Z =1

«PA, =[1-2|= (PA,)’ =[1-2[ =(1-2)[1-2)=1-Z-2z+2(Z=2-(Z +2)
«PA, =|w-2z|= (PA,Y =|W—z|2 =(w-2z)Qw-2)=
:WEW—WE—ZDVT/+zE:|W|2—WE—ZEW+zE:2—(WE+zE‘vT/)
«PA, :‘WZ—Z‘:>(PA3)2 =‘W2—z‘:(wz—z)mwz—z)=

=w? mz—wzﬁ—zm2+zﬁz‘wz‘2—WZE—Zm2+ZE:2—(W2E+Zm2)

«PA, = ‘W”’l - z‘ = (PA,) = ‘W”‘l - z‘z =Wt =z)[w"" -2z) =
=Wt Wt -z + 2 (2 =‘W”‘12 -wW"rE-zW"t +z[F =

=2-(W"'Z+zW")

Portanto:
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(PA)? +(PAY +...+(PA ) =2-(Z+2)+2-(W[Z +z[W)+2 —(W* [T + z [W?) +
+o+2-(WHE 4+ Z W)
(PAl)2 +(PA2)2 +...+(PAn)2 :(2+2+g+,.,+2)—[(2+z)+(wﬁ+zm)+

nvezes
+(W2Z+zW?)+.. .+ (W' [Z +z ")
(PA)? +(PAY +...+(PA,)> =2n—[ZM1+w+w*+...+W" ") +

+z[I+W+W+... +W")]

Como a soma das raizes da unidade € igual a 0, temos:
(PA,)? +(PA,)* +...+(PA,)? =2n-[Z[0 +z (D]
(PA))* +(PA,)’ +...+(PA )* = 2n (constante)

6. Seja z um numero complexo ndo nulo. Determine o lugar geométrico dos

afixos de z para os quais z+z ' OR.

Resolucéao:

Vamos apresentar duas solu¢des: uma algébrica e uma geomeétrica.

Primeira solucdo : algébrica

Sendo z =x +yi, temos:

zZ+zt=x+yi+ _
X +yi

Xy =X +yi+ >:—)/|2

z+z =x+yi+ : :
X+yi X-vyi X?+y

X XY XYYy X XXyt Xy +y -y

z+z 2 2 2 2 2 2
X"ty X"ty X"ty

Como z+z*0OR, temos:

Xy +y°* -y _ 2 3 _ 2 . \2 _ _ 2 0.2 _

X2—+y2—03x y+y’-y=0=yx " +y " -1)=0=y=00ux"+y =1
Assim, o lugar geométrico dos afixos de z é uma circunferéncia com centro na
origem e raio unitario unida com o eixo real do plano complexo, com excecéo
da origem, pois z deve ser um numero complexo ndo nulo de modo que seu

inverso exista.
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Segunda solucdo : geométrica

) 1 . . L.
De modo geral, os médulos de z e de — sao distintos (um é o inverso do outro)
z

e 0S argumentos sao simétricos em relacao ao eixo real. Observe a figura 61.:

Ima

Figura 61

. . . . . 1
O vetor soma so6 estara contido no eixo real quando os modulos de z e de —
z

. 1 . . .
forem iguais ou quando z for real (neste caso — também serd). Assim:
z

Slz)= 2 = [ =1 |7 =1

|Z| = 7 |Z|
ou
zOR

Os numeros complexos tais que |z|:1 descrevem uma circunferéncia com

centro na origem e raio unitario.

Os numeros complexos tais que z[JR descrevem o eixo real (sem a origem).
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7. (Teorema de Napoledo) Considere um triangulo ABC qualquer. Construimos
os triangulos equilateros ABD, ACE e BCF, externos ao triangulo ABC. Prove
que o triangulo externo de Napoledo, cujos vértices sdo os baricentros dos
triangulos ABD, ACE e BCF é equilatero.

Resolucéao:
Seja G1G,G3 o triangulo externo de Napoleéo, de acordo com a figura 62:

D
G A
E
Go
B \/ )
Gs
F
Figura 62

Seja ABC o triangulo dado. Os triangulos DBA, BFC e ACE sao equilateros e
com a mesma orientacdo que o triangulo Iww?, em que 1, w e w? sdo as raizes

cubicas da unidade. Assim:
D+Bw+Aw? =0
B+Fw+Cw? =0
A+Cw+Ew? =0
Considere agora o triangulo G1G3G,, também com a mesma orientacdo que o

triangulo lww?’. Vamos calcular G, + G, w+G,w*:

G, +G, W+ G, =(A+B+Dj_|_(B+C+FjW+(A+TC+Esz _

3 3
1 2y 1 2y 4 L 2
:ng+Bw+AW )+§mB+FW+CW )+§EQA+CW+EW )=

:1[(D+1[@+1[ﬂ):0
3 3 3

Portanto, o triangulo G;G3G, também é equilatero.
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8. (IME — RJ) Determine os parametros a, B, y e & da transformacéo

+B

complexa, W=%, gue leva os pontos Z=0;-i;—-1 para W=i10,

respectivamente, bem como, Z para W =-2-i, onde i = J-1.

Resolucao:
Do enunciado, tem-se que W(0) =i, w(-i)=1e w(-1) =0.

W(Z)=GZ+B
VZ+0
w)=22*B_;
yD+d B=o0(l)
W=y =20 *B oy B g
yl-i)+d —yl+o
w(-y=2ED*B o [Za*B_g
y(-)+d -y+9d

De (lll), -a+B=0=a =B (IV).
Assim, a =0(V).
Substituindo (IV) e (V) em (ll), temos:

_ugig =1= -000+080=-y+3=3+80=-yI+3=y=-3(V))
-y

Assim:

6[ﬂ[Z+6[ﬂ:iEZ+i
-0Z +0 -Z+1

Considerando 6 =1, temos:
a=iLB=Ly=-1,046=1

Para esses valores, se W(Z) =-2-i, entdo

W(2Z) =

i [Z+i 2+2i

-2-i= :>ZZ—2+iZ—i=i[Z+i:>Z=T:>Z=1+i

-Z+1
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9. (IME — RJ) Seja o conjunto

A={zOC||7=1
Determine a imagem de A pela fungdo complexa de variavel complexa, tal que
9(z)=(4+3i)z+5-i.

Obs: C é o conjunto dos nimeros complexos. |z| € o valor absoluto de z.

Resolucao:
Podemos pensar nesse problema geometricamente. A multiplicacdo de 4 + 3i

por z corresponde a uma rotacdo de amplitude arg(4 +3i) e de uma homotetia

de razdo |4 +3i=+v4%+3? =5. Além disso, a adicdo de 5-i corresponde a
uma translacdo de amplitude 5-i, ou seja, de 5 unidades para a direita e uma
unidade para baixo no plano complexo.

Portanto, como A:{ZD(C||Z|:1}, temos uma circunferéncia centrada na

origem e com raio unitario.

Apés efetuarmos as transformagdes descritas, teremos uma circunferéncia de
raio 5 (devido a homotetia), com centro no ponto (5, —1) (devido a translacéo).
Observe que por se tratar de uma circunferéncia, a rotacdo ndo ira alterar o
conjunto.

Im 4

Figura 63
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10. Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem, como pontos de
referéncia, uma arvore e duas pedras. Comecando na arvore, medem o numero de
passos até a primeira pedra. Em seguida, dobram, segundo um angulo de 90°, a
direita e caminham o mesmo numero de passos até alcancar um ponto, onde fazem
uma marca. Voltam a &rvore, medem o numero de passos desde a arvore até a
segunda pedra, dobram a esquerda, segundo um &angulo de 90°, e caminham o
mesmo numero de passos até alcancar um ponto, onde fazem outra marca.
Finalmente, enterram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas.
Anos mais tarde, os dois piratas voltam a ilha e decidem desenterrar 0 tesouro, mas,
para sua decepcdo, constatam que a arvore nao existe mais (o vento, a chuva e os
depredadores a haviam arrancado). Entdo um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao
acaso um ponto da ilha e diz: “Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui.” Repete
entdo os mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: conta 0s
passos até a primeira pedra, dobra a direita, etc., e encontra o tesouro.

A pergunta é: esse pirata era sortudo ou um matemético? [10]

Resolucéao:
Iremos apresentar aqui uma solucdo para esse problema utilizando numeros
complexos.

Observe a figura 64, que ilustra a situacao do problema:

Qo

Figura 64

Os pontos A, P; e P, representam as posi¢coes da arvore e das duas pedras. O

tesouro esta enterrado no ponto médio de Q; e Q-.

Assim:

T:Q1+Q2
2

Ja sabemos que:
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PQ,=-1PA

P,Q, =iP,A
Ql_Pj_:_imA_Pl) _ . _ — . _
Assim:

Q. *+Q, — Pl_imA_P1)+Qz+Pz+imA_P2) - P +P, +P1_P2
2 2 2 2

Desta forma, observamos que a localizagdo do tesouro ndo depende da

[

T=

posi¢ao da arvore.

De fato, o pirata era um matematico!!!
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5. Conclusao

Apés finalizar este trabalho, tenho conviccdo de que os numeros
complexos podem ser ensinados aos alunos do Ensino Médio de uma forma
mais interessante, associando-0s sempre que possivel com outras areas da
Matematica, como a geometria, por exemplo. Com isso, ndo apenas o estudo
dos numeros complexos ganha mais significado para os alunos, como também
em muitos casos 0s problemas geométricos sdo tratados e resolvidos mais
facilmente. A transformacdo de Mobebius também é uma excelente
oportunidade de o professor apresentar as transformacdes geométricas
elementares, relacionando-as com 0s numeros complexos e com matrizes.
Evidentemente que alguns desenvolvimentos e resultados obtidos ao longo do
trabalho ndo sédo compativeis e indicados aos alunos do Ensino Médio, mas se
caracterizam em ferramentas de estudo para que o professor adquira
conhecimentos de modo que faga suas escolhas de acordo com o grau de
interesse de cada turma e dos objetivos especificos de cada aluno. Outro fato
que deve ser destacado € de que o assunto esta longe de ser esgotado.
Existem inUmeras possibilidades para o prosseguimento do estudo, que pode

ser ampliado e aprofundado.
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