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Resumo

A geometria cartesiana, também denominada de coordenadas geométricas, des-
coberta por Pierre de Fermat e René Descartes, por volta de 1636, foi de grande
importancia na Matematica, permitindo estudar problemas da Geometria Cléassica
por meio de métodos algébricos e reciprocamente, interpretar e resolver geometri-
camente problemas algébricos. O presente trabalho tem como objetivo mostrar a
utilizagao de vetores nas resolucoes de problemas das geometrias plana e analitica
plana. A noc¢ao de vetor é fundamental pois permite obter informacoes algébricas
a partir de conceitos geométricos, visto que com o uso de vetores as demonstra-
coes geométricas tornam-se mais simples. Nesse sentido, exploraremos o uso das
propriedades e operacoes com vetores nas resolugoes de problemas das geometrias
plana e analitica. Nas representacoes das figuras geométricas e gréaficas utilizaremos
o programa GeoGebra.

Palavras-chave: Vetores, Geometria plana, Geometria analitica, GeoGebra.



Abstract

The Cartesian geometry, also called coordinate geometry, discovered by Pierre
de Fermat and René Descartes, around 1636, was of great importance in mathe-
matics, allowing study problems of Classical Geometry by algebraic methods and
conversely, interpret and solve geometrically algebraic problems. The present work
aims to show the use of vectors in solving problems of flat and analytical geometries.
The notion of vector is essential because it allows to obtain algebraic information
from geometric concepts, whereas with the use of vectors geometrical demonstrati-
ons becomes simpler. In this sense, we explore the use of properties and operations
with vectors in resolutions of problems of flat and analytical geometries. In repre-
sentations of geometric figures and graphics we use GeoGebra program.
Keywords: Vectors, flat geometry, analytic geometry, GeoGebra.
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Introducao

O presente trabalho, sob o tema “Aplicando as Propriedades de Vetores a Pro-
blemas da Geometria Classica”, teve como principal objetivo mostrar a utilizacao
de vetores e consequentemente suas operacoes e propriedades, nas resolucoes de
problemas da geometria plana e analitica.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, descritos da seguinte forma:

No primeiro capitulo, faremos uma sintese historica sobre o surgimento dos ve-
tores, logo apo6s abordaremos o conceito de vetor através de uma andalise geométrica
e mostraremos algumas definicoes basicas associadas ao conceito de vetor.

No segundo capitulo, definiremos duas operacoes de vetores no plano, uma ope-
racao de adicao de vetores e uma operacao de multiplicacao de vetores por niimeros
reais. Também demonstraremos de maneira geométrica as propriedades dessas duas
operacoes e abordaremos o conceito de combinacao linear de vetores.

No capitulo 3, apresentaremos aplicacoes de vetores, com suas operagoes e pro-
priedades, nas resolucoes de problemas da geometria classica. Faremos inicialmente
aplicagoes a triangulos, logo ap6s demonstraremos alguns resultados envolvendo pa-
ralelogramos e trapézios.

No quarto capitulo, nos dedicaremos ao estudo de vetores no plano cartesiano,
onde faremos uma abordagem sobre sistema de eixos ortogonais num plano e de-
finiremos vetor no plano cartesiano com suas respectivas operacoes de adicao de
vetores e multiplicacao de vetores por nimeros reais. Também demonstraremos as
propriedades dessas operagoes utilizando coordenadas.

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos uma abordagem geométrica na de-
finicao de produto interno em funcao da norma de dois vetores e do angulo entre
eles. Também abordaremos esta definicao sob o ponto de vista das coordenadas de
dois vetores em relacao a um sistema de eixos ortogonais. Apresentaremos algumas
aplicagoes a geometria classica envolvendo produto interno e terminaremos o nosso
trabalho obtendo uma expressao para o calculo das areas do paralelogramo e do
triangulo usando uma linguagem vetorial e o produto interno.

xi



Capitulo 1

Vetores no plano

Neste capitulo, faremos uma sintese histérica sobre o surgimento dos vetores.
Depois abordaremos o conceito de vetor através de uma andlise geométrica e mos-
traremos algumas defini¢oes basicas associadas ao conceito de vetor.

1.1 Sintese historica

Os estudos relacionados & Geometria Analitica datam seu inicio no século XVII.
Descartes, ao relacionar a Algebra com a Geometria, criou principios matematicos
capazes de analisar por métodos geométricos as propriedades do ponto, da reta e da
circunferéncia, determinando distancias entre eles, localizacao e pontos de coorde-
nadas.

Em meados do século XIX, comecou a busca por métodos mais simples, que
permitisse obter informacoes geométricas a partir de equacgoes algébricas, e obter as
equacoes algébricas de conceitos geométricos, de uma forma mais direta. Para isso
foi fundamental o desenvolvimento da nocao de wvetor.

Uma caracteristica importante da Geometria Analitica, se apresenta na definicao
de formas geométricas de modo numérico, extraindo dados informativos da represen-
tacao. Com base nesses estudos, a Matematica passa a ser vista como uma disciplina
moderna, capaz de explicar e demonstrar situacoes relacionadas ao espaco. As no-
coes intuitivas de vetores comecam a ser exploradas de forma eficaz, na busca por
resultados numéricos que expressem as idéias da unido da Geometria com a Algebra.

Segundo os historiadores, os vetores surgiram informalmente no inicio do século
XIX, nas publicagoes de Bernard Bolzano. Em 1804, Bolzano publicou o livro Be-
trachtungen iiber einige Gegenstande der Elementargoemetrie(Reflexdes sobre algumas
idéias relativas & Geometria Elementar). Nesse livro, ele considera pontos, retas
e planos como sendo nocoes primitivas e define operagoes entre eles. Este foi um
grande progresso no sentido de abstrair as propriedades inerentes as noc¢oes primi-
tivas, que originaram a nocao de vetor.



1.2. UMA ANALISE GEOMETRICA NO CONCEITO DE VETOR

Em 1832, Giusto Bellavitis publicou uma obra sobre Geometria onde apareceu
explicitamente a nocao de vetor. Os objetos basicos do seu trabalho sao os segmentos
de retas.

Dados dois pontos A e B do plano, ele considerou os segmentos AB e BA, de
extremidades A e B, como elementos diferentes. Ele adotou esta convencao porque o
segmento de reta limitado pelos pontos A e B, pode ser percorrido de duas maneiras
distintas: partindo de A para chegar até B, ou partindo de B para chegar até A.
Bellavitis classificou os segmentos orientados por meio de uma relacao que chamou
equipoléncia, que originou a noc¢ao de vetor.

Os vetores constituem a base dos estudos do espaco vetorial, objetos que possuem
as caracteristicas relacionadas a tamanho, direcao e sentido. Os vetores sao muito
utilizados na Fisica, como ferramenta auxiliar nos célculos relacionados & Cinematica
Vetorial, Dinamica, Campo Elétrico entre outros contetidos relacionados.

1.2 Uma analise geométrica no conceito de vetor

Existem grandezas que ficam completamente definidas por apenas um ntimero
real, acompanhadas pela unidade adequada, sao as chamadas grandezas escalares.
Temos como exemplos: o comprimento, a area, o volume e a massa. Outras, no
entanto, nao ficam determinadas apenas por um nimero real, necessitam de uma
direcao e de um sentido, sao as chamadas grandezas vetoriais. Por exemplo: a
velocidade, a forca e a aceleracao.

Para compreendermos melhor a nogao de vetor, vamos entender o que vem a ser
um segmento orientado.

B
B B
A
A A
Figura 1.1: Seg-
mento de extre- Figura 1.2: Per- Figura 1.3: Per-
midades AB. cursode A até B cursode B até A

Designamos por AB (Figura 1.1) o segmento de reta orientado percorrido de A
para B. No segmento AB, o ponto A é chamado origem e o ponto B é chamado



1.2. UMA ANALISE GEOMETRICA NO CONCEITO DE VETOR

extremidade. Isto é, no segmento AB (Figura 1.2) estabelecemos um sentido de
percurso(orientacao) de A para B.

Nessa situacdo, dizemos que o segmento BA (Figura 1.3) esta orientado com
sentido de percurso oposto ao do segmento AB.

Num segmento orientado, temos dois conceitos importantes: A dire¢do e o sen-
tido (ou orientagao).

A direcao de um segmento é dada pela reta que o contém: dois segmentos tém
a mesma direcao quando as retas que os contém sao paralelas ou coincidentes. No
caso (Figura 1.4) os segmentos AB e C'D tém a mesma dire¢do pois as retas que
os contém sao paralelas e os segmentos AB e EF também tém a mesma direcao,
porque as retas que os contém sao coincidentes, isto €, os pontos A, B, E e F sao
colineares.

» QO
]

Figura 1.4: Segmentos com a mesma diregao

Note que dois segmentos colineares AB e C'D (Figura 1.5) tém o mesmo sentido
quando induzem o mesmo sentido de percurso na reta que os contém.

Figura 1.5: Segmentos colineares AB e C'D com (a) o mesmo sentido (b) sentidos
contrarios

Se AB e CD sao segmentos paralelos e de comprimento igual, entao AB e C'D
tém mesmo sentido caso os segmentos AC' e BD tenham interse¢ao vazia ou quando



1.2. UMA ANALISE GEOMETRICA NO CONCEITO DE VETOR

ABCD ¢é um paralelogramo (Figura 1.6 (a)). No caso AC'N BD # ¢, dizemos que
os segmentos AB e C'D tém sentidos contrdrios, com isso ABCD nao forma um

paralelogramo (Figura 1.6 (b)).

Figura 1.6: Segmentos AB e C'D com (a) o mesmo sentido (b) sentidos contrarios

O comprimento de um segmento de reta AB, que denotamos por [|[AB]], é a
distancia do ponto A ao ponto B (Figura 1.7).

--—-—-—-9 >
L--—-—-9 w

IAB]|

Figura 1.7: Comprimento do segmento AB

Nos segmentos orientados destacamos uma importante relacao, chamada relacao
de equipoléncia de segmentos orientados. Dois segmentos orientados sao equipolentes
quando tém a mesma dire¢ao, o mesmo sentido e o mesmo comprimento (Figura 1.8).

Se os segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, escrevemos AB = CD.
Caso contrario, escrevemos AB # C'D.

A relacao de equipoléncia possui as seguintes propriedades:

e Reflexiva: AB = AB. Todo segmento orientado é equipolente a si proprio;
e Simétrica: Se AB=CD, entao CD = AB;
e Transitiva: Se AB=CD e CD = FEF, entao AB = EF.



1.2. UMA ANALISE GEOMETRICA NO CONCEITO DE VETOR

Figura 1.8: Segmentos equipolentes entre si

Um wvetor é o conjunto de todos os segmentos orientados de mesma direcao, de
mesmo sentido e de mesmo comprimento, ou seja, uma classe de equipoléncia de
segmentos orientados.

Dois ou mais segmentos orientados de mesmo comprimento, mesma direcao e
mesmo sentido (equipolentes) sao representantes de um mesmo vetor. Na Figura 1.9
todos os segmentos orientados paralelos, de mesmo sentido e mesmo comprimento de
AB, representa o mesmo vetor que indicaremos por 1@ ou B— A, onde A é a origem
e B a extremidade do segmento. Pela defini¢ao de vetor, vemos que AB = C'D se,
e somente se, AB = C'D. Também podemos representar um vetor por uma letra
minuscula encimada por uma flecha, como .

No caso, © = AB, estamos dizendo que cada segmento equipolente a AB é um
representante do vetor .

.
™

A\
\ B

Figura 1.9: Representantes do @ no plano



1.3. VETORES PARALELOS

1.3 Vetores paralelos

Dois vetores 4 e ¥ sdo paralelos, e indicaremos por @ || ¥, se os seus representantes
possuirem a mesma diregdo. Observe que na Figura 1.10, tem-se @ || ¥ e ¥ || t.

—
—_— U

Y

y
al

Figura 1.10: Vetores paralelos (i || 7 e ¥ || t)

1.4 Vetores iguais

Dois vetores @ e U sao iguais (Figura 1.11), indica-se por @ = ¥, se seus repre-
sentantes tiverem iguais norma, direcoes e sentidos.

—>’!I

\J

Figura 1.11: Vetores iguais (¢ = v

1.5 Vetor nulo

O vetor cujos representantes sao segmentos orientados nulos, ou seja, com pontos
iniciais e finais coincidentes serd denominado de vetor nulo . Os segmentos nulos
tém direcao e sentido indeterminados e modulo igual a zero. Indicaremos o vetor

nulo por 0 ou 1?4



1.6. NORMA DE UM VETOR

1.6 Norma de um vetor

O comprimento (ou norma) de um vetor é o comprimento comum a todos os
representantes do vetor, no caso © = AB. Representamos a norma do vetor « por
||i]| (Figura 1.12).

IS

-————.

—
|AB|
Figura 1.12: Norma de um vetor

1.7 Vetor oposto

—
Dado um vetor lﬁ 0 seu oposto é o vetor BA e indica-se por —zﬁ. O vetor
oposto de um vetor @ (Figura 1.13) é representado por —1.

Figura 1.13: Vetores opostos (4 e —)

1.8 Vetor unitario

Um vetor 4 ¢ unitario se @] = 1. A cada vetor @, ¥ # 0, é possivel associar dois
v

vetores unitarios de mesma diregdo de U: 4 e —u (Figura 1.14), onde @ = 7
U



1.9. VETORES PERPENDICULARES

il
A B
[ 2 * * * L
1 1
1 1
I s I
U1 |
1 1
1 1
I . I
: U2 :
e

Figura 1.14: Vetor com a mesma dire¢ao de

O vetor  unitario que tem o mesmo sentido de ¢ é chamado de versor de v. O
vetor « nao é versor so6 de ¥, mais de todos os vetores paralelos e de mesmo sentido
de ¥ e medidos com a mesma unidade.

1.9 Vetores perpendiculares

Dois vetores i e U sao perpendiculares (Figura 1.15) e indica-se por L7, se algum
representante de « formar angulo reto com algum representante de v. Considera-se
o vetor nulo ortogonal a qualquer vetor.

A

Figura 1.15: Vetores perpendiculares



Capitulo 2

Operacoes com vetores

Neste capitulo iremos definir duas operacoes de vetores no plano, uma operacao
de adicao de vetores e uma operacao de multiplicacao de vetores por escalares, como
também faremos uma abordagem sobre combinacgao linear de vetores.

2.1 Adicao de vetores

Sejam dois vetores @ e ¥, queremos determinar sua soma @ + v. Tomemos um
ponto A qualquer, como mostra a Figura 2.1, e com origem nele, tracemos um seg-
mento orientado AB representante do vetor «. Do ponto B, tracemos um segmento
orientado BC' representante do vetor v. O vetor representado pelo segmento orien-
tado de origem A e extremidade C, é por definicao, o vetor soma de @ e v, isto é

i+ 5=AC on AB+ BC = AC.

Figura 2.1: Vetor soma « + v



2.1. ADICAO DE VETORES

Para o caso do vetor @ ser paralelo a ¢ (i || ¥), podemos obter a soma @ + ¢ da
mesma maneira e serd ilustrado na Figura 2.2 (¢ e ¥ de mesmo sentido) e na Figura
2.3 (4 e U de sentidos opostos).

\j

\ ]
L

L U+ v v

u—+v
Figura 2.2: Soma de vetores de Figura 2.3: Soma de vetores de sen-
mesmo sentido tidos opostos

Generalizando, vemos que o vetor soma de dois ou mais vetores é o segmento
orientado que fecha a poligonal, tendo por origem, a origem do primeiro vetor e por
extremidade, a extremidade do dltimo vetor. Como exemplo, tome trés vetores ,
U e w (Figura 2.4) onde observamos a soma @ + ¥ + w. No caso de a extremidade
do representante do 1ltimo vetor coincidir com a origem do primeiro, a soma deles
serd, o vetor nulo, ou seja i + 7+ @ = 0 (Figura 2.5).

— —

Figura 2.4: Soma « + ¥ + W Figura 2.5: Soma 4 + ¥ +

No caso de os vetores Ag e A(E nao serem paralelos, podemos utilizar uma outra
maneira para encontrar o vetor soma AB + AC, conhecida como regra do paralelo-
gramo.

Observacao:

Sejam A, B, C pontos nao-colineares do plano. O ponto D faz do quadrilatero
(Figura 2.6) ABC'D um paralelogramo se, e somente se,

AB + AC = AD
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2.1. ADICAO DE VETORES

Figura 2.6: 1@ + 1@ representado pela diagonal AD

De fato, se ABCD é um paralelogramo, entao AC = BD. Logo,

AB+AC = AB+ BD = AD.

Reciprocamente, se 1@ + 1@ = E, entao, pela definicao da adicao de vetores,
o ponto D é a extremidade do representante de AC' com origem no ponto B. Isto
é, AC = BD e portanto ABC'D é um paralelogramo.

2.1.1 Propriedades da adicao de vetores

Sendo u, ¥ e W vetores no plano, verificam-se as seguintes propriedades:

1. Comutatividade: U+ v = U+ u;

2. Associatividade: U+ (U4 W) = (4 + V) + w;

3. Ezisténcia de elemento neutro aditivo: i+ 0 = i, onde 0 é o vetor nulo;

4. Existéncia de inversos aditivos: para cada 4 existe um tunico vetor, que
designamos por —1, talque @ + (—u) = 0.

Demonstragoes:

1. Comutatividade:

SejaﬁzxﬁeU:B?, entéoﬁ—i—ﬁzz@—i-B?:/@. Se D é o outro
vértice do paralelogramo ABC'D (Figura 2.7), entdo 4 = ﬁ ei—AD. Logo
U+ﬁ:1ﬁ+ﬁ:1@. Portanto, ﬁ+?7:1@:17+ﬁ.

11



2.1.

ADICAO DE VETORES

Figura 2.7: Comutatividade da adi¢ao de vetores
2. Associatividade:

A associatividade da adi¢ao de vetores se verifica de maneira analoga (Figura
2.8).

Figura 2.8: Associatividade da adi¢ao de vetores

Nesta figura, vemos que :

ﬁ+(ﬁ+ﬁ):ﬁ+(ﬁ+@):ﬁ+ﬁ):ﬁ
(@+7) +@ = (AB + BC) + 0D = AC + CD = AD.

12



2.1. ADICAO DE VETORES

3. Ezxisténcia de elemento neutro aditivo:

Se 1 = 1@, sendo 0 = ﬂ = lﬁ, temos que:

i+0=AB+BE=AB =i

€
G+i=AA+ AD = AB — i,

4. Existéncia de inversos aditivos:
—
Sendo u = 1@ o inverso aditivo de 4 é o vetor —u = BA, pois
T
i+ (—@)=AB+BA=AA=0

(&
_G+@=BA+AB=BB=0.

A partir do vetor inverso adititivo podemos definir subtracao de vetores. O
vetor « — ¥ é definido como a soma do vetor @ com o vetor —, ou seja, @ + (—7).

Figura 2.9: Subtracao de vetores

Sejam A, B e C (Figura 2.9) pontos do plano tais que 4 = jﬁ ev= 1@ Entao,

i+ (-~ =AB+ (-AC) = AB+CA
— CA+AB

- CB.
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2.2. MULTIPLICACAO DE VETORES POR ESCALARES

De outra maneira, queremos encontrar um vetor d tal que: v+ a@ = u. Somando
(—) em ambos os membros obtemos:

T T+d = —G+
0+a = @+ (-0
a = u—"u.

Exemplo: Determine a condicao necessaria e suficiente para que os vetores
ai, asz, as, ..., a, possam ser representados pelos lados A A, Ay Az, A3Ay, ..., A, A de
um poligono de n lados.

A

As

Figura 2.10: Representantes dos vetores aj, as, as, a; e as

—

Pondo a; = A;A;y1 para ¢ = 1,2,3,...,n, procuramos a condi¢ao necessaria e

, = —

suficiente para que A, ;1 = A;. Se An+1 Al, entao A1 As + AsAs+ ...+ A A =
A Ay, ouseja, a1 +as+az+...+a, = 0. Rec1procamente se a1 +ay+az+...+a, = 0
entao A1 Ay + AsAs + ... + A A = A1A 0 = 0 e, portanto, A; = A, 1. Logo
ai, as, as, ..., a,, podem ser representados pelos lados de um poligono de n lados se,
e somente se, a; + ds + az + ... + a;, = 0.

2.2 Multiplicacao de vetores por escalares
Sejam A um ndmero real e ¥ um vetor . A multiplicagao do niimero real \ pelo

vetor 4 resulta em um novo vetor denotado pelo simbolo A\ que satisfaz as seguintes
condigoes:

14



2.2. MULTIPLICACAO DE VETORES POR ESCALARES

| At = |A]]]d]|, isto é, o comprimento de A4 é igual ao comprimento do vetor
@ multiplicado por |A|;

At é paralelo ao vetor

A tem 0 mesmo sentido de @ se A > 0 e
A tem o sentido oposto ao de 4 se A < 0;

e Sed=00u\=0, temos que A\ =0 ou \i =0 .

Observamos que segue imediatamente da defini¢do que (—1)u = — (). Este valor
designa o vetor simétrico de .

Na Figura 2.11, mostramos vetores na forma A4 com \ assumindo os valores 2,
le—1.

Figura 2.11: Multiplo de um vetor

2.2.1 Propriedades da multiplicacao de vetores por escalares
Sejam u e U vetores no plano e a, A € R. Valem as seguintes propriedades:
e Associatividade: a(\i) = (a\)u;
e Distributividade: a(i+ v) = ad + av e (o + \)d = ot + \;

o Existéncia de elemento neutro multiplicativo: O ntmero 1 € R ¢é tal
que 14 = .

As propriedades de associatividade e distributividade sao verificadas usando co-
ordenadas e as propriedades andlogas dos nimeors reais. Além disso, au = 0 se, e
somente se, « = 0 ou « = 0. Também, o« = 1 é o Gnico nimero real tal que au = u.
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2.2. MULTIPLICACAO DE VETORES POR ESCALARES

Figura 2.12: Tlustracao da propriedade distributividade para o >0, 8 > 0e v > 0.

Vamos fazer uma demonstracao geométrica, ilustrada na Figura 2.12, da primeira
propriedade distributiva: o(u + 0) = au + av.

Sejam o > 0, > 0 e v > 0 tais que a(ud + U) = Su + yU. Queremos mostrar
que, f =y = a.

Observe que os tridngulos ABC e ADFE sao semelhantes e aplicando as proprie-
dades de semelhanca de triangulos obtemos:

AD DE AE
AB BC  AC’

Logo,
18l _ |l _ o + 9)]
lall 7l la + 7]
slal _ @l _ ol + )
lal ol fla+ 7]
f=v=a
Portanto,

a(t +7) = ot + at.

Analogamente, se a < 0, 8 < 0 e v < 0, obtemos pela figura 2.13 o mesmo
resultado, pois observamos que os triangulos ABC e ADFE sao semelhantes e o
procedimento para demonstracao ¢ o mesmo da situagao anterior.
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2.3. COMBINACAO LINEAR DE VETORES

Figura 2.13: Tlustracao da propriedade distributividade para o <0, f <0 e vy < 0.

2.3 Combinacao linear de vetores
Definicao
(a) Dizemos que um vetor « ¢ mualtiplo do vetor ¥/ se existir A € R tal que @ = 0.

(b) Dizemos que um vetor « é combinacao linear dos vetores uj, U3, ..., U, quando
existirem ndmeros reais A1, Ao, ..., A, tais que 4@ = \ju + Agus + - - - + A ty,.

Em relagao a essa definicao, observa-se que:

e O vetor nulo 0 é miltiplo de qualquer vetor @, uma vez que 0 = 0.

e Um vetor nio nulo ndo é multiplo do vetor nulo, pois A0 = 0, Y\ € R.

Se U # 0 é maltipo de 7, entdo ¥ e também multiplo de @. De fato, se A € R

o " 1
é tal que @ = \U # 0, temos que A # 0 e ¥ # 0. Logo,ﬁzxﬁ.

O vetor u é combinacao linear dos vetores uj,us,...,u, quando é soma de
maultiplos desses vetores. Assim, o item (b) na Definigao generaliza o item (a).

Se A, B e (' sao pontos distintos do plano, entao @ = /@ é multiplo de v = 1@
se, e somente se, A, B e C sdo colineares.
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2.3. COMBINACAO LINEAR DE VETORES

2.3.1 Vetores linearmente dependentes

Definicao

Um vetor 4 é dito linearmente dependente (LD) se i = 0. Os vetores 4}, Uy, ..., Uy,
sao ditos linearmente dependentes (LD) se existe um i € (1,2, 3, ...,n) tal que o vetor

u; € combinacao linear dos demais vetores, ou seja:
U; = E )\jUj,
J#
onde /\1, /\2, ey )\n e R.

A partir desta definicdo vemos que os vetores uj, us, ..., U, sdo LD se, e somente

se, existirem Ay, A, ..., A, € R, nao todos nulos, tais que:

i=1

2.3.2 Vetores linearmente independentes

Os vetores 1, U3, ..., U, 840 linearmente independentes (LI) se, e somente se:

n
—

=1

Ou seja, a tnica relacao linear entre os vetores é a trivial.

No proximo capitulo, utilizaremos vetores e suas operagoes para mostrar sua
utilidade na obtencao de resultados geométricos, e para isso faremos algumas de-

monstragoes da geometria classica.
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Capitulo 3

Aplicacoes de vetores nas resolucoes
de problemas da geometria classica

3.1 Aplicacoes envolvendo triangulos

Os proximos exemplos estao relacionados a problemas envolvendo triangulos,
onde usaremos vetores com suas operacoes e propriedades nas demonstracgoes.

Exemplo 1: Sejam M e N os pontos médios de dois lados do AABC. Mostre
que M N é paralelo ao terceiro lado e é metade deste.

M N

Figura 3.1: Triangulo ABC
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3.1. APLICACOES ENVOLVENDO TRIANGULOS

Solucgao:

Considere o triangulo AABC (Figura Sie sejam M o ponto médio do lado AB
e N o ponto médio do lado AC. O vetor AM é igual a metade do Vetg 1@, pois
ambos possuem mesma direcao e sentido. Analogamente, temos que AN é metade
do vetor 1@ .

al = JAB
AN = JAd
e consequentemente:
AB = 240 (3.1)
AC = 2AN (3.2)

Observamos na Figura 3.1 que:

BC = BA + AC (3.3)

Fazendo a substitui¢ao (3.1) e (3.2) em (3.3), temos:

BC = —2AM +2AN
— 2MA+ 24N
— o(MA+ AN)
— 2MN
e consequentemente:
Wiy - Lo

—
Portanto, o segmento M N ¢ paralelo ao segmento B? e seu comprimento ¢ metade
do mesmo.

Exemplo 2: Seja ABC um triangulo e M o ponto médio do lado AB. Sabendo
que M N é paralelo a BC, prove que N é ponto médio de AC.

Solucgao:

Sendo ABC' um triangulo, vemos que os vetores E e B? sao LI.
Como M é ponto médio de AB, conclui-se que:
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3.1. APLICACOES ENVOLVENDO TRIANGULOS

M N

Figura 3.2: Triangulo ABC

1
A hipoétese de ser M N paralelo a BC' se traduz por:
MN = aBC
Sabemos que N pertence ao lado AC, podemos afirmar que:
AN = BAC
1
Vamos provar que 3 = 7
Da Figura 3.2, obtemos:
AN = AM + MN
1
= SAB+aBC
Por outro lado,
AN = BAC
— B(AB+ BO)
— BAB + BBC
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3.1. APLICACOES ENVOLVENDO TRIANGULOS

De (3.4) e (3.5), obtemos:

T8 4 o = 4T + 450
B LB B0 aBO =T
AB(3 - 5)+BC(B-a)= T

Como 1@ e @ sao LI, temos:

{

ﬁ_
B_

DN =

Desenvolvendo o sistema obtemos:

1
5—04—5

Logo, o ponto N é ponto médio do lado AC.

Exemplo 3: Sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, BC' e CA do
triangulo ABC. Prove que as trés medianas tém um tnico ponto comum, que di-
vide AM, BN e C'P na razao 2 para 1. Esse ponto é conhecido como baricentro do

triangulo.
Solugao:

O baricentro de um triangulo

é o ponto onde as retas que contém as medianas

se intersectam. Uma mediana é o segmento que liga um vértice ao ponto médio do
seu lado oposto. Na Figura 3.3, os segmentos AM, BN e C'P sao as medianas do
triangulo ABC' e G é o seu baricentro.

Vamos mostrar que as medianas AM e BN se intersectam num ponto G que
divide AM e BN na razao 2 para 1, ou seja, que:

/@:2

3

2
A e Bé = 2N

Observamos inicialmente que CB = AB — AC (Defini¢ao de subtragao). E assim:

AM =

@+(ﬁ4:@+%@
@%(ﬂ%—/ﬁ)
SAB + JAC
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3.1.

APLICACOES ENVOLVENDO TRIANGULOS

Figura 3.3: Baricentro do triangulo ABC

BN = BA+AN
= BA+jac
-~ AB 4 AC
Como os pontos A, G e M sao colineares, temos:
AG = MM
= A(%,@ + %@)
= %(@ + fTé)
analogamente,
ﬁ = aEﬁV

— o(-AB + %ﬁ)

onde « e A sao nlmeros reais.
Uma equacao envolvendo os vetores A(i e B(i é:

BG = BA+ AC

Donde temos:

o(—AB + %TO) — _AB+ g@@ +AC)
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3.1. APLICACOES ENVOLVENDO TRIANGULOS

Isolando so vetores Ag e AE%, obtemos:
A A
A§(—Q+1—§)+A8(%—§) e

Como os vetores 1@ e 1@ sao LI, segue entao que:

A
- — - + 1 =20
2 2
Desenvolvendo o sistema, obtemos;
2
:A: _—
“ 3

Ou seja, G divide tanto o segmento AM quanto o segmento BN na razao de 2 para
1.
Vamos mostrar que C', G e P sao colineares, ou seja:

CC — BCP

De acordo com a Figura 3.3, temos que:

CC = AG - AC
= %(ﬁm@)—ﬁ

- JAB-2ac
CP = AP - AC
_ %E ~AC
Substituindo em CC = BCP, obtemos:
(3B — 2A0) = p(;AB ~ A0)
Isolando AB e AC, temos:
ABG -+ A= T
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3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

Sabemos que os vetores E e 1@ sao LI, segue entao que:
1
L5y
2
— + B =0
Desenvolvendo o sistema, obtemos;
2
B=3
Portanto, temos que posontos C', G e P sao colineares e que G divide C'P na razao
2 para 1.

3.2 Aplicacoes envolvendo paralelogramos

Os proximos exemplos estao relacionados a problemas com paralelogramos, onde
usaremos vetores com suas operacoes e propriedades nas demonstracoes.

Exemplo 1: Prove que as diagonais de um paralelogramo se intersectam no
ponto médio de ambas.

Figura 3.4: Paralelogramo ABCD

Solugao:

Sejam M e N os pontos médios de AC' e BD respectivamente (Figura 3.4).
Vamos provar que M = N.
Do Paralelogramo ABC'D temos que:

9AM = AC
e
9BN — BD.
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3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

Entao como:

e de forma analoga,

Somando as expressoes (3.7) e

Mas,

donde segue que:

AD+DC = AC
AD+ AL = AC
AD — AB = BD.
(3.8), obtemos:
9AD — AC + BD
AD = AN + ND
2AN + ND) = 2AM +2BN
Fv ND) = 2(AM + BN
AN + ND = AM + BN
AN = AM
N—-—A = M-A=
M = N.

(3.8)

Com isso, provamos que as diagonais do paralelogramo ABC'D tém o mesmo ponto

médio.

Outra solugao:

Consideremos o paralelogramo ABC'D (Figura 3.5), de diagonais AC' e BD e
seJa M o ponto médio de AC. Como M é ponto médio de AC, equivale dizer que

AM m Provaremos que M também é ponto médio de BD.

De acordo com a Figura 3.5, tem-se:

—
BM =

BC +CM
AD + MA
MA + AD

MD.
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3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

Figura 3.5: Paralelogramo ABCD

57 < 7D
Como BM = M D, conclui-se que M é ponto médio de BD.

Exemplo 2: Dado um paralelogramo ABCD, se M e N sao pontos médios de
AB e CD, respectivamente, mostre que ANCM é um paralelogramo.

Solugao:

Figura 3.6: Paralelogramo ABCD

Considere o paralelogramo ABCD (Figura 3.6) em que M e N sao os pontos
médios de AB e C'D, respectivamente. Logo,

m:;@ ¢ ﬁvz%cﬁ
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3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

Queremos provar que ANCM é um paralelogramo, ou seja:

AN = MC & AN = MC
e

AM = NC < AM = NC-

- > > — 1 — 1
Da Figura 3.6 vemos que AN = AM+MC+CN e como AM = 5? eCN = 5@,

obtemos:

_ Ui lop
_ ;,mm_;m

Como ABCD é um paralelogramo, temos que 1@ = ﬁ Logo:

- Lo - loe

=

AN = MC (3.9)
De maneira ansloga, vemos que: AB = DC. Logo:
%E - %ﬁ =
W - e

Sendo N ponto médio de @, temos:

— 1

DN = NC= 517& N

—

AM = NC (3.10)
Portanto, dos resultados (3.9) e (3.10) vemos que ANCM é um paralelogramo.

Exemplo 3: Em um quadrilatero qualquer (ndo necessariamente convexo),

ABCD, os pontos médios E, F, GG, e H dos lados sao os vértices de um parale-
logramo.

Solucgao:

Seja ABC'D um quadrilatero (Figura 3.7) e sejam E, F', G e H os pontos médios
dos lados AB, BC', C'D e DA, respectivamente.

28



3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

Figura 3.7: Exemplo 3

Vamos mostrar que FFGH é um paralelogramo, ou seja, HG = EF, o que
implica ﬁ@ = ﬁ .
Observando a figura, vemos que:

E}:ﬁ:%@
pe-adi- Lne
ﬁ:ﬁ:%@
E:ﬁ:%ﬂ%
Logo,
HG = HD+ DG
— D+ 1Dd
= %(EJ&T@)
= SAC
Analogamente,
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3.2. APLICACOES ENVOLVENDO PARALELOGRAMOS

EF = EB+BF
~ B+ B0
= %(/@jL@)
= JAC

Portanto, }T& = %A;C?’ = ﬁ

Exemplo 4: Se as diagonais de um quadrilatero se cortam ao meio, mostre que
esse quadrilatero é um paralelogramo.

Solugao:

Considere o quadrilatero ABC'D (Figura 3.8) em que M é o ponto onde as
diagonais AC' e BD se cortam. Sendo M o ponto médio de AC e BD, temos que:

Figura 3.8: Exemplo 4

E\? mou CM = ]\—42
DM = MB ou Eﬁ:z\ﬁ.
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3.3. APLICACOES ENVOLVENDO TRAPEZIOS

Queremos mostrar que AD = BC' e AB = DC, o que implica dizer : E = B? e
AB = DC.
Das diagonais AC' e BD temos que:

AM + MD = AD (3.11)
BM + MC = BC. (3.12)

Subtraindo essas expressoes (3.11) e (3.12), obtemos:

(AM — MC) + (MD — BM) = AD— BC
+0 = AD- BC
— AD - BC
AD = BC

~—

=11
L
|

De maneira analoga, temos que:

AM + MB = AB (3.13)
DM + MC = DC. (3.14)

Subtraindo essas expressoes (3.13) e (3.14), obtemos:

AB - DC
— AB-DC

AB - DC
AB = DC

Logo, o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo.

(AM — MC) + (MB — DM
0+

~—

[esi el

3.3 Aplicacoes envolvendo trapézios

Os proximos exemplos estao relacionados a problemas envolvendo trapézios, onde
usaremos vetores com suas operagoes e propriedades nas demonstracoes..

Exemplo 1: Mostre que o segmento de reta que une os pontos médios dos lados
nao paralelos AD e BC de um trapézio ABCD é paralelo as bases AB e C'D e igual

a sua semissoma.

Solugao:
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3.3. APLICACOES ENVOLVENDO TRAPEZIOS

M N
P\

A B

Figura 3.9: Trapézio ABC'D

Sejam M e N os pontos médios dos lados AD e BC do trapézio ABC'D (Figura
3.9), respectivamente.

Seja P o ponto em que a diagonal BD intercecta o segmento M N.

Observamos que no triangulo ABD, de acordo com o Exemplo 1 referente a
aplicagoes com triangulos, tem-se:

1
MP = 5@ (MP | AB)
O mesmo acontece no triangulo BC'D, em que:
1
PN = 5@ (PN || DO)

Por outro lado,

Logo,
MN = %@Jr%ﬁ
= %(ﬁJrﬁ)

Portanto, o segmento de reta que une os pontos médios dos lados nao paralelos de
um trapézio é paralelo as bases e igual a sua semissoma.

Exemplo 2: Demonstrar que o segmento que une os pontos médios das diago-
nais de um trapézio ABC' D ¢é paralelo as bases AB e C'D e igual a sua semi-diferenca.

32



3.3. APLICACOES ENVOLVENDO TRAPEZIOS

D C
M N
A B

Figura 3.10: Trapézio ABCD

Solugao:

Sejam M e N os pontos médios de AC' e BD, respectivamente. Entao:

AC = 2AM

BD — 2BN

Na Figura 3.10 observamos que:

AB = AM +MN +NB =
MN = AB—AM - NB. (3.15)

Multiplicando a expressao (3.15) por 2, obtemos:

OMN — 2AD —2AM —2ND
— 9AD —9MC +2BN.

Ou seja,
OMN = 248 + 2BN — 2MC. (3.16)
Por outro lado,
9BN = BD=BC+CD (3.17)
oMC = AC = AD + DC. (3.18)
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3.3. APLICACOES ENVOLVENDO TRAPEZIOS

Subtraindo as expressoes (3.17) e (3.18), obtemos:

9BN — 2MC = BC+CD — AD — DC
— BC+CD+CD—AD

— BC +20D - AD. (3.19)
Substituindo a expressao (3.19) na expressao (3.16), ficamos com:
OMN = 2AB + 20D + BC — AD. (3.20)
Mas,
1@ + B? + @ + 174 = 6>
Entao,

BC — AD = —AB — OD. (3.21)
Substituindo (3.21) em (3.20), segue que:

2MN = 2A4B+20D — AB - CD,

— AB+CD
— AL -DC
Logo,
mzwﬁMN:w.

Portanto, o segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio é
)
paralelo as bases e igual a sua semi-diferenca.
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Capitulo 4

Vetores no plano cartesiano

4.1 Sistema de eixos ortogonais num plano

Um sistema de eixos ortogonais no plano 7 é constituido de duas retas orientadas,
contidas em 7, com unidades de medida de comprimento igual, que se intersectam
perpendicularmente no ponto O do plano que é a origem comum deles.

Uma das retas orientadas, denominado eizo O,, é horizontal, orientado para di-
reita e sua coordenada é a primeira coordenada ou abscissa. A outra reta orientada,
denominado eizo O,, orientado para cima e a coordenada nesse eixo é a segunda
coordenada ou ordenada.

Por um ponto P € 7 fazemos corresponder o par ordenado (z,y) se P nao esta
sobre os eixos, r é a abscissa do pé da perpendicular ao eixo O, por P e y é a
ordenada do pé da perpendicular ao eixo O, por P. Ao par (0,0) chamamos origem
O do sistema.

Os nimeros x,y € R do par ordenado (z,y) associado a P sao as coordenadas
cartesianas do ponto P. Assim, o ponto P fica determinado por suas coordenadas
cartesianas:

P=(z,y)

onde = ¢ a abscissa de P e y é a ordenada de P.

Reciprocamente, ao par ordenado (x,y) de nimeros reais associamos o ponto P
do plano 7 dado pela intersecao da perpendicular ao eixo O, que passa pelo ponto
de abscissa x, com a perpendicular ao eixo O, que passa pelo ponto de ordenada y.

Os eixos O, e O, sao os eixos coordenados e dividem o plano 7 em quatro partes
denominadas quadrantes e numeradas como na Figura 4.1: primeiro quadrante
(I), segundo quadrante (II), terceiro quadrante (III) ¢ quarto quadrante
(IV), respectivamente.

Em relacao aos quadrantes, observa-se que:

35
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yA
17 I
igual unidade
de medida em
ambos eixos
O X
1IrI A%
™

Figura 4.1: Sistema de eixos ortogonais no plano

o (I)={(z,y) [z >0ey>0}

(

(II) ={(z,y) | r <0ey >0}
o (III)={(xz,y) |z <0ey<0}

(

o (IV)={(z,y)|z>0ey<0}

Observe que os pontos do eixo O, tem coordenadas (z,0) e os pontos do eixo O,
tem coordenadas (0, y).

Com isso, observamos que um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer
uma, correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de
ntmeros reais do conjunto R? = {(z,y);z,y € R}.

A Figura 4.2 ilustra alguns pontos do plano com suas coordenadas em relacao
ao sistema de eixos ortogonais.

4.2 Definicao de um vetor no plano cartesiano

No capitulo 2 estudamos vetores de um ponto de vista geométrico. Neste capitulo
daremos continuidade a estas ideias através das representacoes de vetores em relacao
a um sistema de eixos ortogonais dado.
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Ay
3., (LY
(7272) E
$ommmm T 2 !
-
0,0) L 20
) 71E 1 2 13 X
i (0771) -1 i
; -2 :
: (3772)
[ 3
(~1.-3)

Figura 4.2: Pontos no plano 7
Sejam A = (a1,a2) e B = (b1, bs) pontos do plano, os niimeros by — a; € by — as
sao as coordenadas do vetor @ = AB e escrevemos:
U= (b —ay, by — as).
Note que, se AB = CD (seguimentos equipolentes), entdo:
1@ = (by —a1,by —ag) = (dy — c1,ds — 3) = @

Com isso, as coordenadas de um vetor sao calculadas usando qualquer segmento
orientado que o represente.

Se 4 é um vetor e AB é um dos seus representates, entao existe um ponto P tal
que U = OP = AB. Assim, se A = (a1,a2) e B = (by,b) e P = (x,y), entdo:

@20—}%@)(bl—al,bg—ag):(ﬂc—o,y—()) = (z,vy).

Ou seja, em um sistema de eixos ortogonais no plano, para todo vetor u existe

um tnico ponto P tal que © = OP. Além disso, as coordenadas do ponto P coinci-
dem com as coordenadas do vetor .
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4.3. OPERACOES COM VETORES NO PLANO CARTESIANO

Exemplo 1: Dados A = (—2,4) e B = (8,1), determine o ponto P tal que

OP = AB.

Solugao:

P=(8—(-2),1—4)=(10,-3)

Figura 4.3: Seguimentos equipolentes

Na representagao geométrica da solucao do Exemplo 1, observamos que em um
sistema de eixos ortogonais identificamos pontos do plano como pares ordenados
de ntimeros reais em R? e, a cada vetor do plano corresponde, também, um par
ordenado em R2.

4.3 Operacoes com vetores no plano cartesiano

Nesta secao iremos definir duas operacoes de vetores por meio de coordenadas
em relacao a um sistema de eixos ortogonais, uma operagao de adicao de vetores e
uma operacao de multiplicacao de vetores por ntimeros reais.

Sejam os vetores 4 = (uy, uz) e U = (v, v2) vetores do plano expressos em termos
de coordenadas em relacao a um sistema de eixos ortogonas fixo zOy e a € R.
Definiremos no conjunto de vetores do plano as seguintes operagoes:

38



4.3. OPERACOES COM VETORES NO PLANO CARTESIANO

1. 44 0= (ug,uz) + (v1,v2) = (ug + v, ug + v7)

2. atl = a(uy, uz) = (qug, qusg)
O vetor au terd o mesmo sentido de « se o > 0 e sentido contrario de u, se
a < 0.

Portanto, para somar dois vetores soma-se as correspondentes coordenadas e para
multiplicar um namero real por um vetor, multiplica-se cada coordenada do vetor
por este niimero.

As Figuras 4.4 e 4.5 ilustram as defingoes das operagoes dadas acima.

IR
Y
U+ VY fmmmmmmmmm e m e m o m oo
- 7 [ e il
e famae i
] / E )
i/ : O
U bofpm e oo E “’;’/1 | i v
— 1 1 (0] U auy
ki P |
4 4 - X L s
0 vy w u+ v atl
Figura 4.4: Adigao de vetores em co- Figura 4.5: Produto au em coordena-
ordenadas das.

Exemplo 2: Sejam os vetores 4 = (2,1) e ¥ = (3, —2), determine:
a)3u b) 20 «¢)3u+20

Solucio:
a) 3 = 3(2,1) = (6,3)

b) 277 = 2(3,-2) = (6, —4)

c¢) 3u+ 20 = (6,3) + (6, —4) = (12, -1)

Exemplo 3: Sejam A = (ay,a3) e B = (b, by) pontos distintos arbitrarios no
plano. Usando vetores, detemine o ponto médio do segmento AB.

Solugao:
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4.3. OPERACOES COM VETORES NO PLANO CARTESIANO

Vamos determinar o ponto M = (z,y) que divide o segmento AB em dois seg-
mentos de igual comprimento, isto é, AM = M B, ou ainda, E = ]\/[§ Como

1
m = ]\ﬁ, temos que m = 51@

Esta identidade se escreve em termos de coordenadas da seguinte maneira.

ag t————-

| bl

Q44— A--
i
)

bat--------------"8

Figura 4.6: Ponto médio de AB

1
(IB —a, Yy — 612) = 5(51 —ay, by — az)
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4.4. PROPRIEDADES DAS OPERACOES COM VETORES

4.4 Propriedades das operacoes com vetores

As operacoes de adicao de vetores e da multiplicagao de vetores por um nimero
real satisfazem propriedades semelhantes as propriedades das operagoes numéricas,
isso permite converter problemas geométricos em problemas algébrico e vice-versa.

4.4.1 Propriedades da adicao de vetores

Sejam u, ¥ e w vetores do plano. A adicdo de vetores satisfaz as seguintes
propriedades:

1. Propriedade comutativa: o + ¢ = ¥ + 1.
Com efeito, se 4 = (uq,uz2) e U= (v, v2), entao:

U+v= (U1+U1,u2+1}2) = (U1+U1,U2+U2) =U4u

2. Propriedade associativa: @ + (0 + o) = (4 + ¥) + .

De fato, sejam @ = (uy,us) , U= (v1,v2) € W = (wy,ws), entao:

—

U+ (U + W) Uy, ug) + (v1 + wy, vy + wo)
uy + (v1 +wq), ug + (vy + wy))
(w1 +v1) + wy, (ug + v2) + wy)
uy + v, ug + vg) + (wy, woy)

= (U+0)+w

(
(
(
(

3. Existéncia de elemento neutro aditivo: O wetor nulo que designamos pro 6, é
o vetor representado por qualquer segmento nulo.
As coordenadas do vetor nulo sio: 0 = AA = (a; — a1, a3 — a3) = (0,0) onde
A = (a1, az) é um ponto qualquer do plano.
Se @ é um vetor qualquer, temos: @ + 0 = .

De fato, se 4 = (uy, uz), entao:

ﬁ+6:<U1+O,U2+O>:’J

4. Existéncia de inverso aditivo: Para cada vetor u existe um tdnico vetor, que
designamos por —u, simétrico aditivo de i, tal que 4 + (—u) = 0.
O inverso aditivo de @ = (uy, us2) e 0 vetor —i = (—uy, —us).
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4.4. PROPRIEDADES DAS OPERACOES COM VETORES

4.4.2 Propriedades da multiplicacao de vetores por niimeros
reais

Sejam « e ¥ vetores do plano e a, A € R. Valem as seguintes propriedades.

1. Associatividade: a(\d) = (a\)u

De fato, se i = (uy,uz), com respeito a um sistema de coordenadas no plano,
temos:

a(Ad) = a(lug, \ug)
(a(Aur), a(Auz))
= ((aA)ug, (aX)us)
= (aN)u

2. Propriedades distributivas: a(@+9) = ati+av (Distributividade em relagéo a
adigao de vetores) e (a+ \)i = ol + i (Distributividade em relacao a adi¢ao
de escalares).

Vamos demonstrar a propriedade distributiva em relacao a adicao de vetores.
Com efeito, se @ = (uj,u) e ¥ = (v1,v2), com respeito a um sistema de
coordenadas, temos:

a(@+7v) = a((u,uz) + (v1,02))
= ofug + v, us + v9)
(a(uy + v1), a(ug + v9))
= (au; + avy, auy + avs)
(Quy, aug) + (avy, avs)
= a(uy,ug) + a(vy, v9)

= ai + av.

3. Existéncia de elemento neutro multiplicativo: O ntimero 1 € R é tal que
1 = .

De fato, se 4 = (u1, uz), entao:

—

i = (lug, lug) = (ug,uz) = u
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Capitulo 5

Produto interno de vetores

Faremos uma abordagem geométrica na definicao de produto interno. Para esta
abordagem precisamos de dois conceitos preliminares, a nocao de norma de um vetor
e a nocao de dngulo entre dois vetores.

5.1 Norma de um vetor

Sejam ¢ um vetor do plano e AB um segmento orientado tal que v = zﬁ
A norma ou comprimento do vetor ¥ é o numero ||U|| dado pelo comprimento do
segmento AB, representante de .

[7]] = |AB| = d(A, B)
Daremos algumas observagoes referente a norma de um vetor:

a) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante.

Se 7= AB = @, entdo AB = CD e, portanto, d(A, B) = d(C, D) = ||7|.

b) Se A= (a1,as), B=(b1,bs) e U= f@, entao

15]] = v/ (b1 — a1)? + (b — as)>.

c) Se P = (z,y) é o ponto tal que ¥ = ﬁ’, entao

[7]] = d(O, P) = /a2 + y*.
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5.2. ANGULO ENTRE DOIS VETORES

d) [|]] = 0.

Como a distancia entre dois pontos é sempre um nimero nao negativo, temos
que se 7= AB, entio |7 = |AB| = d(A, B) > 0.

e) ||7]| =0, se e somente se, U é o vetor nulo.

Se 7 = AB, temos: ||7] = |AB| = d(A,B) = 0 <= A= B <= # = AB = 0.

f) Se ¥ é um vetor e A € R, entdo ||| = |A|||7]].

Consideremos o vetor ¢ em coordenadas, v = (z,y). Temos:

A = [[(Az, M)l = (Az)? + (Ay)? = VA2 +92) = Aya?+y? =

Al

g) Um vetor é chamado unitdrio se sua norma é igual a 1.

h) Se v # 0, 0 vetor —— H q” ¢ um vetor unitario, chamado normalizado do vetor, com

igual direcao e sentido de .

Os vetores tém a mesma diregao (sao paralelos) pois um é miltiplo do outro.

Logo:
U . 1 1 1 o
— = TU = |—||I7]| = ==||7|]| = 1, e como —- > 0, os vetores ¥ e
HUH |17 [Eil [Eil |17
H tém o mesmo sentido.
U
i) Se ¥ # 0, 0 vetor ——— & também unitario e tem a mesma direcio que ¥, mas

nao possui 0 mesmo sentido.

5.2 Angulo entre dois vetores

5.2.1 Angulo entre segmentos orientados

Consideremos dois segmentos orientados AB e C'D. Sejam OP e OQ os tnicos
segmentos orientados com origem no ponto O que sao equipolentes a AB e CD,
respectivamente. O angulo de AB para C'D é o angulo POQ tal que sua medida
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5.2. ANGULO ENTRE DOIS VETORES

seja tomada de OP para OQ).

Figura 5.1: Angulo entre segmentos orientados

5.2.2 Angulo entre vetores

O angulo entre os vetores nao nulos @ e ¥ € o menor angulo ente os segmentos AB
e AC representantes de i e ¥, respectivamente. Designamos 0 = Z(u, V) a medida
do angulo entre u e .
Se @ = 0 ou 7 = 0 for nulo, dizemos que o angulo § = £ (i, ¥) é nulo.

Figura 5.2: Angulo entre dois vetores
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

Daremos algumas observagoes referente a angulo entre dois vetores:

a) Medimos os angulos em radianos ou em graus, onde 7 radianos é igual a 180°.
b) Note que 0 < Z(i, ¥) < , equivalentemente, 0° < /(u,7) < 180°.
c¢) Tem -se que Z(¥, %) = £(u, 7).

5.3 Definicao de produto interno
Sejam « e U vetores do plano. O produto interno de i e U, denotado por (u, V),
¢ o numero real definido da seguinte maneira:

(i, 7) = 0, se U
7 [@l[|v] cos 0, se i

Daremos algumas observacoes referente ao produto interno.

e

a) O produto interno é comutativo, isto é, (i, ¥) = (¥, ).

Da comutatividade da multiplicacao de ntimeros reais e sabendo que Z(u,v) =
Z(U, 1), temos:

(@, 0) = |[all[|v]] cos £(a, 7)
= |[@lllllf cos £(7, )
= (0,4)

u v
’ | " (1o
logo,
u U U U u U
<T T)Z‘T‘ ‘T COSQZCOS(9=>9:EH'CCOS<T T)
[izaf ] [ || 1117 " [|7]

Nesse sentido, o produto interno mede, essencialmente, o dngulo entre dois
vetores (ou segmentos) do plano.
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

c¢) O produto interno de um vetor com si proprio é nao negativo.
Sendo 0 = Z(u,u) = 0, temos que:

(i, @) = ||| [|]| cos & = ||a]|* = O.

Iremos mostrar que o produto interno entre dois vetores nao depende do sistema
de coordenadas, em outras palavras, daremos uma demonstracao geométrica na
definicao de produto interno.

Dados os vetores @ e ¢ no plano, consideremos o triangulo ABC' cujos lados sao
representados pelos vetores u, v e 4 — ¥. Representamos por 6 o angulo entre u e v,
conforme a figura abaixo.

Figura 5.3: Produto interno e lei dos cossenos

A lei dos cossenos diz que o quadrado do lado oposto a um dngulo de um tridngulo
€ iqual a soma dos quadrados dos lados adjacentes a esse dngulo menos duas vezes
o produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo entre eles.

No tridngulo ABC, o lado oposto ao angulo ¢ tem comprimento ||@ — || e os
lados adjacentes medem ||u]| e ||¢/]|. Usando a lei dos cossenos, obtemos:

i = 311* = llal* + 19* = 2[|]|[| ]| cos 6,
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

como
| —* = (@-7,d-7)

= <7I> ﬁ> o <7I> 17> o <177 6> + <Ua 17>
= |la))* - 2(a,v) + [|9]*

temos que,

1a]1* — 2(a. &) + [|8]* = [|@]|* + ||7]|* — 2l|a@]]|7]| cos &

simplificando,

(i, v) = [al]]|7]] cos 6

Portanto, essa formula nos diz que o produto interno s6 depende do comprimento
dos vetores e do angulo entre eles.

Tomando o moédulo em ambos os lados da identidade que define o produto interno
e sabendo que | cos@| < 1 para todo 6, obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
ou seja:

(@, 9 = [llall|v]| cos £(@, v)]
[@ll@N] | cos £(a, 7))

= <l

Observamos que vale a igualdade se, e somente se, @ e v sao miultiplos um do
outro.

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos uma outra importante
desigualdade chamada de desigualdade triangular.

Proposicao 1: Para todos os vetores u e v do plano vale a desigualdade trian-
qular:

[+ ol < Jlall + (|1,

valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores ¢ ou U é zero ou sao multiplos
positivos um do outro.

Demonstracao: Considere o triangulo ABC em que representamos os seus
lados pelos vetores @, U e @ + U. Vamos mostrar que ||@ + || < ||@]|| + ||7]|.
Desse modo,

48



5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

Figura 5.4: Desigualdade triangular

la+o)* = (@+7,
= (@, u) + (4, 0) + (v, d) + (V)
= |la|l* +2(a@,v) + |7 (5.1)
Sabemos que qualquer nimero real ¢ menor ou igual ao seu modulo, temos que

2(u,v) < 2|(u,v)|. Por sua vez, [(u,v)| < ||dl|||V]|, pela desigunaldade de Cauchy-
Schwarz. Com essas informagoes e levando a expressao (5.1), obtemos;

i+ 91 < flal* + 2l |9 + [191* = (llal + |19])*.

Portanto,

@+ 0]l < [l + [ 7]].
Utilizaremos a desigualdade triangular nas resolugoes dos exemplos abaixo.

Exemplo 1: Quatro cidades, A, B, C' e D, estao situadas geograficamente for-
mando um quadrilatero convexo. Deseja-se construir uma central de distribuicao de
energia para as quatros cidades de modo que a soma total das distancias da central
a cada uma das quatros cidades seja minima possivel. Onde devera ser construida
a central?
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

Solucao:

Mostraremos que a central de energia devera ser colocada no ponto O de inter-
seccao das diagonais do poligono ABCD.

Figura 5.5: Problema da central de energia

Considere um ponto P, diferente de O (Figura 5.5). Da soma com vetores e da
desigualdade triangular temos que:

A0 +0C =AC e |JAC| < |AP| + | BCY,
BO+0D=BD e |BD||<|BP|+|PD|

De onde segue que:

IAC| + |BD| = |40 +0C)| + || BO + 0D)|
— ||40| + |0C| + | BO| + |0D)|

< |AP| +|PC| + |BP| + | PD)|
Como esperavamos.

Exemplo 2: Duas torres de alturas hy e ho, respectivamente, estao separadas a
uma distancia d. As torres sao amarradas por uma corda APB que vai do topo A
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

da primeira torre para um ponto P no chao, entre as torres, e entao até o ponto B
da segunda torre, como mostra a Figura 5.6. Qual a posicao do ponto P que nos da
o comprimento minimo da corda a ser utilizada?

A

Figura 5.6: Problema das torres
Solugao:

Imaginemos que a superficie do chao é um espelho e que refletimos o ponto
através deste, obtemos assim o ponto B’ como mostra a Figura 5.7.

Consideremos o segmento AB’ que intercepta o chdo no ponto P. Vamos verificar
que este é o ponto que nos da o comprimento minimo das cordas.

Figura 5.7: Solucao geométrica do problema das torres
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

Suponhamos que existe outro ponto P situado entre as torres que nos d4 um
comprimento menor para a corda. Da Figura 5.8 é facil ver que os triangulos BPD
e B'PD siao congruentes, assim, como os triangulos BP'D e B'P'D também sao
congruentes. Logo, as seguintes igualdades seguem diretamente das congruéncias:

BP-BP e BP —=BP.

Figura 5.8: Solucao geométrica do problema das torres

Usando a desigualdade triangular no triangulo AB'P', temos que:

— — — —
AP+ 1P B = AP+ 1P B
> |AB'| = ||AP|| + |PB'|| = |AP| + | PE|,

chegando assim a conclusao de que AP + PB nos oferece o comprimento minimo
desejado.
Agora calculemos a que distancia esta P da base D. Lembremos que ||fﬁ|| = hy,

|]ﬁ|| =hy e ||ﬁ|| = d e observamos que:

dhs
hq + ho

ho hq
tan Z(BPD) = tan Z(APC) —> — — |PD| =
|PD|  d—|PD]
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

Na seguinte proposigao calcularemos o produto interno entre dois vetores através
de suas coordenadas em relagao a um sistema de eixos ortogonais.

Proposicao 2: Sejam @ = (uy,us) e U = (v1,v9) dois vetores no plano. Entdo:
<ﬁ, 27) = Uq1V1 + U2V

Demonstracao: Se algum dos vetores @ ou ¥ é nulo, temos (#, ¥) = 0 e, também
u1v1 + ugve = 0. Logo, a identidade (@, ) = uyvy + ugve € satisfeita.

Sejam @ = OP e ¥ = @ vetores nao nulos, com P = (uj,us) e Q = (v1,v2).
Entao da Figura 5.9 temos:

Qe§---------- U2

v—1

Ugt-——=—=—=—=————=—==--——-—------= P

1

L |

U1 0] uy

Figura 5.9: Diferenca v —

Pg —op

a8l

£

= U—

= (Ul — U1,V — Uz)-

Sendo o = Z(u, ¥). Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo AOPQ, obtemos:
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5.3. DEFINICAO DE PRODUTO INTERNO

17—l = [|@]|* + [|9]]* — 2]l || 7| cos.

Dai:

2l alll|v]l coser = flal|* + |T|* — |7 — alf?
(uf +u3) + (v +03) — (1 — wr)” + (v2 — up)*

= u?+u§+vf+v§ — (Uf—201u1+u%—l—v§—202u2+u§)
= uf%—ug—i-vf—l—v%—Uf+2v1u1—uf—vg+202u2—ug
= 2uiu; + 2v9us = 2(ugvy + ugvs).

Portanto,

(w0, V) = ||d||||V]| cos @ = uyvy + ugvs.

A proposicao anterior nos permite medir o dngulo entre dois vetores sabendo apenas
suas coordenadas.

Listaremos a seguir algumas propriedades satisfeitas pelo produto interno.

Sejam u, v e w vetores do plano e o € R, entao:

a) (u,u) > 0.

Se @ = (uq,uy), entao:

<ﬁ, ﬁ> = Uil +u2U2
[l [” + a1
[d]|* > 0.

Por outro lado, se (@, @) = 0, entéo ||u1||* + ||uz||* = 0, 0 que s6 ocorre quando

5 prm—
U1:UQ:O, iStOé,ﬁIO.

Sejam U = (uy,uz) e U = (v1,vy) vetores do plano, entao:

<7j, ?7> = UV + UV2
= VU1 + VolUg

= (5, ).
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(atl, V) = (aup)vy + (qug)vy
= a(ugvr) + a(ugvs)
= a(u1v; + ugvy)

= (i, )

Sejam U = (uq,uz), U = (v1,v2) e W = (wq,wsy) vetores do plano, temos:

(U, 0+ W) = ((ur,us), (v1 + wy, vy + ws))
= wup(vy +wy) + uz(vy + wo)
= UV1 T U W1 + UgV2 + UsWo
= (wv1 + ugve) + (ugwy + ugws)

= (il ¥) + (il )

5.4 Ortogonalidade de vetores

O vetor @ é ortogonal, ou perpendicular ao vetor ¥ e escrevemos @ L 7, se @ = 0
ou v =0 ou /(u, V) = 90° O vetor @ é perpendicular a ¥ se, e somente se, o vetor
v é perpendicular a .

Daremos a seguinte proposicao para a perpendicularidade de dois vetores em
termos de produto interno.

Proposicao 3: Dois vetores sao perpendiculares se, e somente se, o produto
interno é nulo, isto é:

Ul v (u,v)=0
Demonstracdo: Se @ = 0 ou @ = 0, entdo @ L 7 e também, (@, 7) = 0.
Sejam i # 0 e 7 # 0 e § = Z(i,¥), entdo:

(@, V) = ||i||||V]] cos @ = 0 <= cos = 0 < 0 = 90°.
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5.5. CALCULO DO ANGULO DE DOIS VETORES

Exemplo: Dado o vetor @ = (2,4), determine o vetor ¥ = (a,b) perpendicular
ao vetor .

Solucao:
Como os vetores 4 e ¥ sdo perpendiculares, temos que (i, 7) = 0, ou seja:
2a +4b =0, donde a = —2b e ¥ = (—2b,D).

Isso diz que todos os vetores perpendiculares a « sao miltiplos escalares do vetor
(—2,1), ou seja, sao colineares com o mesmo.

\Y

[ G S .

Figura 5.10: Vetores ortogonais

5.5 Calculo do angulo de dois vetores

Da igualdade que define o produto interno entre dois vetores u e U, obtemos a
formula a partir da qual se calcula o angulo 6 entre os vetores @ e ¢’ nao nulos, ou
seja:

(@,0) = |alll|o]|cos 6 =
cosf = @’UZ
||
e consequentemente
0 = arccos ( @’UZ )
[l 7]
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5.6. PROJECAO ORTOGONAL

5.6 Projecao ortogonal

Sejam U = A§ ev= A(2 vetores do plano representados por segmentos orienta-
dos com a mesma origem.
Tracemos a reta que passa pelo ponto B e é perpendicular a reta que contém os

pontos A e C. Seja B’ o ponto de intersecao dessas duas retas.
O vetor AB’, que designamos por Projzu (proje¢ao do vetor @ na dire¢do do

vetor ¥), é chamado a proje¢ao ortogonal de i sobre ¥, ou seja:

e
Projzu = AB'.

C

AB' = Projz 4

Figura 5.11: Projecao de @ na direcao de v

A seguinte proposicao caracteriza a projecao ortogonal em termos do produto
interno.

Proposicao 4: A projecao do vetor @ na direcao do vetor v # 0 é dada por:

</L_[7 17> —

Projzu = ~——=-v
B il

Demonstragao:
Como B'(Figura 5.11) pertence a reta que contém A e C' temos:

—
Projsii = AB' = AAC = A7,
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

para algum \ € R.
5B — 7B A5 — 7 ~ e
Sendo o vetor BB' = AB— AB’ = 1 — AU perpendicular ao vetor ¥ = AC', temos:
L

<

(i, v)
——.
172

Portanto, Projzu =

Em particular, se o vetor ¢’ é unitéario, temos que:
Projzu = (4, V).

5.7 Aplicacoes & geometria classica envolvendo pro-
duto interno

Exemplo 1: Mostrar que as diagonais de um losango sao perpendiculares entre
si.

Solugao:

Consideremos o losango ABCD (Figura 5.12).

Figura 5.12: Losango ABCD
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

Devemos mostrar que:
(AC, BD) =

Sabemos que um losango ¢ um poligono com quatro lados iguais e lados opostos
paralelos.
Vamos escrever suas diagonais em termos dos lados, ou seja:

- TB 4 7
BB - B+ D,

Entao:
(AC,BD) = (AD+ BC,BA + AD)
— (AB,BA) + (AB,AD) + (BC, BA) + (BC, AD).
Note que:
BA = —AB e, porque os lados de um losango tem o mesmo comprimento e sao
paralelos, BC' = A
Logo,

(AC,BD) = (AB,—AB)+ (AB, AD) + (AD, —AB) + (AD, AD)
— —|[4ABJ? + | AD|>

Como os lados de um losango sao iguais, temos que:
| 4B = | AD?
Portanto,
(AC, BD) -
As diagonais AC' e BD sao perpendiculares entre si.

Exemplo 2: Demonstrar, utilizando produto interno, que o angulo inscrito em
uma semicircunferéncia ¢ um angulo reto.

Solucao:
Sejam O o centro do circulo, A e C' os extremos de um didmetro e D um ponto

qualquer sobre a circunferéncia (Figura 5.13).
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

Figura 5.13: Circulo

Se D é distinto de A e C, entao:

DA = DO+ OA,

DC = DO+0C

Portanto,

(DA, DCY = (DO + OA, DO + OC)
— (DO, DO) + (DO, 0C) + (OA, DO) + (OA,0C)
— <ﬁ,%>+<ﬁ 0?40_34 <0_f4,0?
— |DO|? + (DO, ) + |OA| ||(ﬁ|| cos Z(OA, OC).

Observamos que ||ﬁ|| = ||OA|| = ||O?|| ( pois OD, OA e OC sao raios do
circulo) e que Z(OA, O?) = 180". Com isso, obtemos:

(DA, DY = ||IDO|? + | DO|? cos 180°

— ||DO|P? — |DO|?
= 0

Portanto, DA é perpendicular a DC. Com isso o angulo Z(ADC) = 90°.
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

Exemplo 3: Mostre que dois vetores u e ¢ s@o ortogonais se, e somente se,

|@ + o)) = ||@||* + ||7]|*. Isso diz que o teorema de Pitagoras se aplica apenas ao
triangulo retangulo.

Solucao:

Considere o seguinte triangulo retangulo ABC, onde 1@ =ue ﬁ = 1.

Figura 5.14: Triangulo retangulo ABC

Da Figura 5.14, obtemos:

A§+Bi% = C'A, ou seja
—> — —
CA=u+".

|
Elevando o vetor C'A ao quadrado, temos que:

@+ 9| = (@+7,a+ )
u

I
—
=
~
+ -
—
=
L
+
—
=
&
+
—
\‘@
L

Como os vetores 4 e ¢ sdo perpendiculares, temos que (i, 7) = 0. Pois,

—

(U, 0) =0<=u LV
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

Portanto, @ + v]|? = ||@||* + ||7]|*.

Exemplo 4: Se as diagonais de um paralelogramo tém a mesma medida, entao
ele é um retangulo.

Figura 5.15: Paralelogramo ABCD
Solucao:
Seja o paralelogramo ABCD (Figura 5.15) com AC = BD

Note que 1@ = /@ + B?, donde segue que:

|ACIP = | AB+ BC|?
— (AB + BC,AB + BC)
— (AB,AD) + (AB,BC) + (BC, AB) + (BC, BC)
— | AB|P + 2(AB, BC) + | BC|P (5.2)

Observamos também que B? = B? + @ = B? + B—1>4 = % — 1@

De modo analogo, temos:

IBD|* = |BC - AB|?
— (BC - AB, BC — AB)
— (BC,BC) — (BC, AB) — (AB, BC) + (AB, AB)

— |BC|? - 2(AB, BC) + | AB|” (5.3)
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5.7. APLICACOES A GEOMETRIA CLASSICA ENVOLVENDO PRODUTO
INTERNO

Por hipotese AC = lﬁ, entao ”1@”2 = HﬁHz

Adicionando as expressoes (5.2) e (5.3), Obtemos:

|AC|?+|BDI = | AB| + | AB|} + | BC|? + | BCJ?
A[ACIE = 2(JABJ? + || BCI)
|ACI? = 4B+ | B
Este resultado segue da reciproca do teorema de Pitagoras que o triangulo ABC
é retdngulo, isto é, B = 90° e da definicdo de paralelogramo temos que D = 90° e

A =C =90° (angulos consecultivos).
Logo, ABC'D é um retangulo.

Exemplo 5: Mostre que a soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo
ABCD ¢ igual a soma dos quadrados de suas diagonais.

Figura 5.16: Paralelogramo ABC'D
Solugao:
Vamos mostrar que AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + AD*.
Considere os vetores 1@ e B? (diagonais do paralelogramo ABCD). Da Figura

5.16, temos que: @ = zﬁ + ﬁ e B? = Ezl + ﬁ = ﬁ — ﬁ Sabemos, do

exemplo anterior, que:

|AC|? = | AD + AB|* = || AD|? + 2(AD, AB) + | AB||? (5.4)
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5.8. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

De maneira analoga, obtemos:

|BD|P = |AD — AB|]? = | AD|| — 2(AD, AB) + || AB|]? (5.5)

Somando (5.4) com (5.5), obtemos o seguinte resultado:

|ACI? + |BD|? = |[ADIP+ ||[AD|? + | AB|? + || AB|?

— ||AD|]? + | BC| + | AB|P + | CD|P

Portanto, AC? + BD? = AB%? + BC? 4 CD? + AD?.

5.8 Area de paralelogramos e triangulos

Nesta secao iremos obter uma expressao para o calculo das &reas do paralelo-
gramo e do triangulo usando uma linguagem vetorial e o produto interno.

5.8.1 Area de paralelogramo

Sabemos que a area de um paralelogramo ABCD é o produto da medida de um
dos seus lados pela altura em relacao a esse lado. No paralelogramo da Figura 5.17
BE é a altura em relagao ao lado AC', logo:

Area de ABCD = |AC||BE|.

Figura 5.17: Célculo da area do Paralelogramo ABC'D
Se a = BAC segue da trigonometria que |BE| = |AB| sen « e portanto,
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5.8. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

Area de ABCD = |AB||AC]| sen a.

Usando a linguagem vetorial e o produto interno, vamos obter uma expressao
para o calculo da area do paralelogramo ABC'D

Se ﬁ:@eﬁzzﬁ, temos o = Z(u, V) e,
Area de ABCD = ||i]|||7]| sen a.

Da relacao fundamental da trigonometria obtemos sen’a = 1 — cos? «, entdo:

(Area de ABCD)* = (||| ||| sen a)?

= @l]* 7] sen’a

= l@l* 7] (1 - cos” )

= @l 151> = [l |)? cos?a
Jadl 1181* — (1l 18] cos® a)

= lal® 191* — (@)

Portanto,

Area de ABCD = \/[[@Z |77 — (@, )

Observe, também, que:

Area de ABCD” = ||@)? 0] — (@, 0) =

e (i |
@ ||

Temos entao outra expressao para a area do paralelogramo ABC'D:

1
(u,u) (u,v) |?
(a,v) (,)

Se 4 = (uy,uz) e U = (v1,v9) em relacdo a um sistema de eixos ortogonais Oy,
temos:

Area de ABCD =

|@||? = u? + u3, ||0]|* = v? + 03 e (@, V) = uv; + ugvy.

Logo,

(Area de ABCD)? = (u] +u3)(vi +v3) — (ugvy + ugva)?

2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
UjU] + ujv; + usvy + uzvy; — ujv; — 2U101 UV — UGV

w3 4 uiv? — 2uiv1ugvy

= v — 2uyvi1ugvy + UV?

2
= (wve — U2U1>2 = [det ( Zi Z; )1
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5.8. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

Portanto, a area do paralelogramo ABC'D cujos lados adjacentes sao representantes
dos vetores @ = (uy,uz) e ¥ = (vq,vy) é igual ao médulo do determinante da matriz
cujas filas sao as coordenadas de 4 e v, respectivamente:

(Area de ABCD) = 'det ( ot )’
V1 V2

Exemplo 1: Sejam os pontos A = (1,1), B = (4,4), C = (7,1) e D = (10,4).
Mostrar que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo e calculemos a sua érea.

Solucao:

Para mostrar que o quadrilatero ABC'D (Figura 5.18) é um paralelogramo, basta
verificar que seus lados opostos sao paralelos. Isso equivale a mostrar que os vetores
AB e C'D sao colineares e que os vetores 1@ e BD também sao colineares.

e u

P R IR §

[
[=2]
ST S
oo
©
=

Figura 5.18: Exemplo 1

AB = (3,3), CD = (3,3),
AC = (6,0), BD = (6,0).

Dessas expressoes vemos que 1@ é colinear a @ e 1@ é colinear a @
Para determinar a area do paralelogramo ABC'D calculamos:
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5.8. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

|AB| = VE 3=V,
JAC) = V=5,
(AB,AC) = 3-6+3-0=18

Substituindo esses valores na férmula, obtemos:

Area de ABCD = \/|[AB|? |AC|? — (AB, AC)?
_ /IS 36-32
= V648 — 324
= V324
= 18

Como AB = (3,3) e AC = (6,0) em termos de coodenadas, temos:

(%)

— ’det(g 3)‘:\0—18\:]—18\:18.

Area de ABCD =

6 0

Onde ( % > representa a matriz cujas filas sao as coordenadas de ﬁ e 1@,

respectivamente.

5.8.2 Area de um triangulo

Consideremos agora o triangulo ABC. Usando o célculo da area do paralelo-
gramo, calculemos a area do triangulo de vértices A, B, e C.

Como o paralelogramo (Figura 5.19) ABCD de lados adjacentes AB e AC é
composto dos triangulos congruentes AABC e ADC B, temos:

Area (ABCD) = 2 Area (AABC)

Logo,

) 1
Area (AABC) = 5/[ld|]* [[0]* — (a@, 5)*

67



5.8. AREA DE PARALELOGRAMOS E TRIANGULOS

Figura 5.19: Célculo da area do triangulo ABC

Ou em termos de coordenadas @ = (uy, uz) e U = (v, v9):

Area(AABC) = % ‘det ( ot )'

U1 U2

Exemplo 2: Calcular a area do triangulo de vértices A = (1,1), B = (4,4) e
C=(7,1).

Solugao:

Temos que AB = (3,3) e AC = (6,0). Logo,

3 3

Area(AABC) = % 'det ( 6 0

1 1
= 10— 18/ =] - 18 =9
)‘ 5| | =51 -18=9,

é a area procurada.

68



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

13l

4]

[5]

[6]

|7l

18]

19]
[10]
[11]

[12]

Winterle, Paulo, Vetores e Geometria Analitica. Sao Paulo: Pearson Makron
Books, (2000).

Santos, Reginaldo J., Matrizes, Vetores e Geometria Analitica. Belo Horizonte:
Imprensa Universitaria da UFMG, (2004).

Delgado Gémez, Jorge J., Geometria analitica I Vol.inico.3* edi¢do. Rio de
Janeiro: Fundacao CECIERJ, (2010).

Venturi, Jacir J., Algebra Vetorial e Geometria Analitica. 9* edicio. Curitiba,
(1949).

Dias, Claudio Carlos; Dantas, Neuza Maria., Geometria analitica e niimeros
complezos. Natal, RN: EDUFRN, (2006).

Boulos, Paulo., Camargo, Ivan.,Geometria Analitica: um tratamento vetorial.
Sao Paulo: Mc Graw-Hill, (1987).

Sérgio, Paulo, Fatos Matemdticos. Tangara da Serra, MT, (2009). Dispo-
nivel em: http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2010/12/demonstragoes-
geometricas-atraves-de.html

Santos, Nathan Moreira dos., Vetores e Matrizes. Instituto de Matematica Pura
e Aplicada. Rio de Janeiro, GB/BRASIL, (1970).

http://moodle.profmat-sbm.org.br/MA23/2012/U01 e U02.pdf (20/06/2014).
Oliveira, Krerley., Corcho, Adan J., Iniciacao o Matemdtica. Maceio, (2010).

Carvalho, Joao Pitombeira de., Vetores, geometria analitica e dlgebra linear:
um tratamento moderno. Rio de Janeiro, Ao Livro Técno, (1975).

Miranda Daniel., Grisi Rafael., Lodovici Sinué., Geometria Analitica e Veto-
rial, UFABC - Universidade Federal do ABC: Santo André, Versao .55, Versao
compilada em: 4 de maio de 2014.

69



