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Resumo

Neste trabalho descrevemos algumas propriedades dos niimeros complexos e das
funcoes analiticas complexas. Como aplicacao, usamos as transformacoes conformes
para calcular de forma analitica a solucao de problemas eletromagnéticos definidos em
dominios nao convencionais. As transformacoes conformes sao de excepcional impor-
tancia na resolucao de problemas de valores de contorno na teoria eletromagnética. As
transformacoes conformes tém a propriedade de modificar a geometria, preservando as

grandezas fisicas.

Palavras-chave
Funcoes analiticas complexas, Transformacoes conformes, Problemas de eletromag-

netismo.
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Abstract

In this work we describe some properties of the complex numbers and analytical
functions. As an application, we use the conformal transformations to calculate analy-
tical solutions for electromagnetic problems defined in nonconventional domain. The
conformal transformations are of exceptional importance in solving boundary value
problems in electromagnetic theory. The conformal transformations have the property

of modifying the geometry, but preserving the physical quantities.

Keywords Complex analytical functions, Conformal transformations, Electromagnetic

problems.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos alguns topicos dos niimeros complexos, como representacao
polar, raiz n-ésima e alguns topicos das funcoes de varidveis complexas, como fun-
¢oes analiticas e transformacoes conformes. Descrevemos as principais propriedades
dos ntimeros complexos, e alguns teoremas importantes das fungoes analiticas e das
transformagoes conformes. Este estudo esta resumido no Capitulo 2.

Os ntimeros complexos fazem parte do contetido do ensino médio cuja importancia
principal é o calculo das raizes de uma equacgao polinomial. No entanto, uma pergunta
natural dos alunos do ensino médio ¢ se os nimeros complexos tem alguma aplicagao
pratica. Esta pergunta pode ser respondida pela leitura deste trabalho, onde fizemos
duas aplicacoes praticas envolvendo niimeros de fungoes complexas.

No Capitulo 3 aplicamos as transformacgoes conformes para resolver dois exemplos
de eletromagnetismo. Na primeira aplicacao calculamos a capacitancia de um capacitor
de placas cilindricas excéntricas, onde definimos uma transformacgao conforme para o
calculo da solucao.

Na segunda aplicacao calculamos as linhas equipotenciais e as linhas de campo para
um capacitor de placas semicilindricas. Esse calculo é feito primeiramente usando uma
transformacao bilinear que transforma a regiao cilindrica em uma regiao no semiplano
superior, e depois aplicando a transformacao de Schwarz-Cristoffel que transforma a
regiao do semiplano superior em uma regiao retangular. Com essa geometria retangular
calcula-se facilmente os parametros fisicos do problema.

No Capitulo 4, apresentamos as consideracoes finais e propostas de trabalhos fu-
turos, onde sugerimos algumas ideias que podem enriquecer o estudo sobre aplicacoes
das transformacgoes conformes.

Portanto, a ideia basica para resolver um problema aplicando as transformacoes
conformes, é transformar a geometria onde o problema é proposto em uma geometria
mais simples para o célculo da solucdo do problema. Assim, as propriedades fisicas
sao calculadas na geometria mais simples e os resultados mapeados de volta para a
geometria original. Isto é possivel, pois, as transformacoes conformes nao alteram as

propriedades fisicas do problema em estudo |25, 13|.
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2 Numeros Complexos e Funcoes Analiticas

Neste capitulo descrevemos os conceitos béasicos sobre niimeros complexos e fungoes

anéliticas.

2.1 Introducao aos Numeros Complexos

2.1.1 Historico

Os nimeros complexos surgiram no século XVI, com o aparecimento do Renas-
cimento Cultural provindo das mudangas socioecondmicas iniciadas na Baixa Idade
Média e que culminou com a Revolu¢ao Comercial na Idade Moderna, ocasionou va-
rias manifestacoes culturais, artisticas, filosoficas e cientificas. Com isso, teve o inicio
de grandes registros algébricos, tais como a teoria de conjuntos e o surgimento dos
Nimeros Complexos. O matematico italiano Gerénimo Cardano (1501 - 1576) tentou
dividir um segmento de medida 10 em duas partes, cujo produto fosse igual a 40 [8].

Uma das partes ele chamou de z e a outra de 10 — x, logo ele obteve a igualdade

2(10 —z) =40 ou z* — 10z + 40 = 0. (1)

As raizes desta equacao sao xr = 5 + v/—15, onde aparece um radicando negativo.
Este foi um dos fatos que deu origem aos trabalhos com raizes quadradas de nimeros
negativos.

No século XVIII o matemético suico Leonhard Euler chamou v/—1 de i, ou seja,
i> = —1, denominando 7 de unidade imaginaria. O conceito de niimero complexo foi
formalizado por Gauss através da sua representacao geométrica como pontos do plano
em um trabalho escrito em 1797. Por fim, o corpo dos niimeros complexos denotado

por C, foi definido por Hamilton em 1837.
2.1.2 Corpo dos Nimeros Complexos

Definimos o corpo dos niimeros complexos como sendo o conjunto dos pares orde-

nados de numeros reais,

Cz{(m,y):xER e yGR}, (2)

com as operacoes de adicao e multiplicacao definidas por.
Se 21 = (x1,Y1), 22 = (72, ys) pertencem a C,

o Adicao: 21 + 2z = (z1 + 22, Y1 + ¥2),

17



e Multiplicacao: z129 = (x179 — Y192, T1Y2 + Ta2y1)-

As seguintes identificacbes sao muito tteis para as operacoes com nimeros comple-
x0s (2,0) =z e (0,1) = 4. Assim o par (x,0) ¢ identificado com o niimeros real = e o
par (0,1) com a unidade imaginaria i.

Com as operagoes e identificacoes definidas acima, qualquer niimero complexo z =

(x,y), pode ser escrito da seguinte forma

2= (0.y) = (2,0) + (0,y) = (2.0) + y(0,1) = + yi. (3)

Se z = x 4 yi, os nimeros reais x e y sao chamados de parte real e parte imaginaria de
z respectivamente , escreve-se

r=DRe(z) e y=Im(z). (4)

Pela definicao da multiplicacao, temos que

i’ = (—1,0) = -1 e portanto i=+/—1. (5)

O diagrama de Venn ilustrado na Fig. 1, apresenta as relagoes de pertinéncia entre

0s conjuntos numeéricos.

Figura 1: Diagrama de Venn (A regiao laranja é o conjunto dos niimeros irracionais)

Toda equacao polinomial de grau n > 1, com coeficientes complexos sempre pos-
sui solucao em C, ou seja, tem pelo menos uma solucao complexa. Este resultado é
conhecido como Teorema Fundamental da Algebra [11].

Por exemplo, ao resolver a equacgao

22 —6r+13=0 (6)

18



a partir da formula de Bhaskara, encontra-se

Substituindo o simbolo i = /—1, temos as duas solucoes complexas,

r1=34+2i e x3=3-—20. (8)

2.1.3 Representacao Geométrica, Conjugado e Valor Absoluto

Os numeros complexos podem ser identificados com os pontos do plano cartesiano
R? que neste caso serd chamado de plano complexo, onde o eixo das abscissas sera
chamado de eixo real e o eixo das ordenadas de eixo imaginario. A Fig. 2 ilustra o

niumero complexo z = (z,y) = = + yi para z,y € R, representado no plano complexo.

-~ [m

YE z=(x,y)=x+yi
Re

0 X7

F

Figura 2: Plano-z complexo

Dado o nimero complexo z = (x,y) = x + yi com parte real Re(z) = z e parte

imaginaria Im(z) = y, como ilustrado na Fig. 2, o conjugado de z é definido por

z= (l’, _y) =T — yi: (9)

e o valor absoluto (ou modulo) de z por

|z| = |z + yi| = /2% + 2. (10)
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Para quaisquer niimeros complexos z = x + yi, 2y = 1 + Y11 € 29 = To + Yl

pode-se verificar facilmente, que valem as seguintes propriedades:

21+ 22=21+2

=2 =721 — 22

Z1%9 — 2129

1

21/2’2 = %
2+ Z =2Re(z)
z—2z=2Im(z)

2Z = 12 + 2 = |z|?
y° = |7 (1)
z] = ||

|2122| = [21]] 22|

Z1
22

2| = |Re(2)| = Re(z)

— |zl
= com 2z #0

2] > Tm(z)| > (=)
|21 + 22| < |z1| + | 22|

|21 — 22| > [|21] — |22]|

2.1.4 Representacao Polar

Seja z = x+yt o nimero complexo nao nulo e P seu afixo, ou seja, ponto de coordenadas
(x,y) no plano complexo de origem O, e seja 6 o angulo que a semi-reta O? forma com
o eixo real positivo no sentido anti-horério, neste caso, dizemos que # é um argumento
de z, denotado por 6 = arg(z).

Sendo p = |z| # 0 a hipotenusa do tridngulo retangulo formado entre a semi-reta
O? e o eixo real da Fig. 3, calculado através da expressao p = |z| = \/m, aplica-se
a trigonometria obtendo as expressoes

cos =2% ou x = pcosd,

(12)

sinf =% ou y=psinb,

DR s
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Figura 3: Forma Polar

e a tangente do argumento do ntimero complexo z é dado por

tanf =2 se x # 0,
x

onde o argumento 6 é escrito da seguinte forma

arctan <Q> , x#0;

x
0 = arg(z) = g, se =0 e y>0;
3
;, se x=0 e y<O0.

Olhando a Fig. 3, o nimero complexo z pode ser escrito na forma trigonométrica

z = p(cos@ + isinb),

também denominada forma polar de z.

(13)

(14)

(15)

Pelas propriedades de multiplica¢ao e divisao entre dois niimeros complexos (ver [1]),

21 = p1(coshy + isinby) e zo = pa(coshy + isinby),

entao
2129 = p1p2|cos(01 + 02) + isin(0y + 0s)],
e se py # 0,
S [005(01 — 03) + isin(6, — 92)].
Z2 P2

Se z = p(cosf + isind), entao pelas propriedades (17) e (18), tem-se que

21

(16)

(17)



n

2" = p"(cosnb + isinnd), (19)

para todo inteiro n.

A formula (19) é denominada formula de Abraham Moivre.

2.1.5 Raizes n-ésimas

As raizes n-ésimas de um ntimero complexo p # 0, sdao as solugoes da equagao z" = p.

Se z = p(cos@ +isinf) e p= py(cosby+isinby), entao

2" = p"(cosnf +isinnb) = po(cosby + isinb). (20)

Esta igualdade é verdadeira quando

Oy + 2km
p=<po e O=—" (21)

n
para k=0,1,2,3,--- ,n— 1.
Portanto,

90+2]{37T . .n00+2]€’ﬂ')’ (22)

VD = /po (cos—+zs1
n
para k=0,1,2,3,--- ,.n— 1.

A partir da expressao (22), podemos representar as raizes n-ésimas de um nimero

n

complexo p, como os n vértices do poligono regular inscrito na circunferéncia de raio

igual a {/po.

Por exemplo, as raizes sextas da unidade, dadas por
2km
6 )

sao representadas no circulo unitéario, conforme a Fig. 4.

2%
wk:%:cos%—i—isin k—=0,1,2,3,4,5, (23)

2.1.6 Formula de Euler

A série de Taylor centrada em a de uma funcao real f, infinitamente diferencidlvel num

intervalo aberto contendo a, é dada por

n!

3 L COP (24)
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Figura 4: Raizes Sextas da Unidade

onde f(™(a) é a derivada n-ésima de f em a.
Quando a = 0 a formula (24) é denominada de formula de Maclaurin.

Nem sempre a série de Taylor (24) converge para f(x), conforme exemplo a seguir:

A funcao
= £0
€= ) X )
flz) = (25)
0, =0,
é infinitamente diferenciavel em R, mas sua série de Taylor centrada em =z = 0 é

identicamente nula, pois f™(0) = 0, para todo inteiro n.
O seguinte teorema (ver demonstracao em [12]) garante a convergéncia da série de

Taylor para a funcao.

Teorema 1. Seja f : I — R uma funcao infinitamente diferencidvel em um itervalo
I, que contém o ponto a. Seja (a —r,a+r) o maior intervalor aberto contido em I, e

tal que, para cada c, 0 < c < a+r, tem-se que

: 1 n
Jim [Gmaer] <o (26)
onde M,(c) é o mdzimo da funcio f™ () no intervalo [—c,c]. Entdo, a série de Taylor
de fungao f(x), centrada em a, converge para f(x) no intervalo (a —r,a+r).
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As funcgoes trigonométricas seno e cosseno e a fun¢ao exponencial podem ser represen-

tadas por
szn:v—x—z—TjLz—T—S;—T—l—--- ,xeR (27)
cosle—:;—?+i—?—2—(;+--~ ;v €R (28)
ew:;%:1+ﬁ—;+f;—?+§—f+2—?+---+i—?, reR. (29)

Se = 1, obtém-se de (29) a expressao para o nimero e, como soma de série infinita,

dada por

B 11
:Z —2+ stg T = 2 T8RS (30)
Substituindo em (29) z por xi com i = \/—1, obtém-se
) o (.I'Z)n e (_1)nx2n - o (_1)71—11,271—1
i __ — _ B G—— 31
SEDIEEEDD 2n)! “; @n—1) (31)
que pode ser escrita formalmente por,

i $2 134 (L’G ‘ (L’3 ZE5 IE7
e _1—5—1-1—5"'4—2(33——.—1-—__.""")- (32)

Em (32), a primeira parte do somatorio é a expansao por série de Maclaurin do

cosx e a segunda parte é a expansao do sinz. De posse de (27), (28) e (32), define-se

e = cosx + isinx. (33)

Esta equacao é denominada de formula de Euler.

A exponencial e para um ntmero complexo qualquer z = x + iy, é definida por

e” = " = e%(cosy + isiny). (34)

Observamos que se © = 0 e y = 7, entao ™ = —1.
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2.2 Funcoes Complexas Analiticas

No século XVII a nocao de fungao confundia-se com a de férmula algébrica com
variaveis, envolvendo somas, diferencas, produtos, quocientes e raizes de ordens ar-
bitrarias. A partir da descoberta das séries de poténcias para o logaritmo em 1668,
independentemente por Nicholas Mercator (1620-1687) e William Brouncker (1620-
1684), seguiu-se o periodo em que foram desenvolvidos muitos estudos sobre séries
para fungbes, principalmente por James Gregory (1638-1675), Issac Newton (1642-
1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) entre outros |6]. A teoria das fungoes
analiticas se originou no século XIX, principalmente devido aos trabalhos de Cauchy,
Riemann e Weierstrass [10].

Dada uma funcao real de variavel real f(x), a equagdo y = f(x) estabelece uma
relacdo entre o eixo-x e o eixo-y do plano R?, e portanto o gréafico de f esta contido em
R%. Por outro lado, dada uma fungao complexa de variavel complexa f(z), nao existe
o grafico de f(z), como existe para as fungoes reais. A equacdo w = f(z) estabelece
uma relacao entre o dominio de f no plano complexo z e a imagem de f no plano
complexo w. Para cada ponto z = (z,y) = = + iy do dominio de f(z) corresponde um
ponto w = (u,v) = w + iv no plano complexo w, ver a Fig. 5. As correspondéncias
entre pontos dos dois planos é denominada de transformacao de pontos do plano-z em

pontos do plano-w. Neste caso usa-se a notacao

w = f(2) = u(z,y) +iv(z,y), (35)

veja alguns exemplos na Subsecao 2.4.

A Im Alm

(a) (b)

Figura 5: Aplicacao de pontos do plano-z em pontos no plano-w. (a) Dominio. (b)

Imagem.
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Definicao 1. Seja f uma func¢ao definida numa regiao aberta D do plano-z. A derivada
1 de f(z) em z € definida por

f/(ZO) _ Alifgo f(ZO + AAzi B f(ZO)’ (36)

desde que o limite indicado ezista.

Neste caso, f é derivavel ou diferencialvel em zy. Se f for diferenciavel em todos os
pontos de D, entao f é diferenciavel em D. Convém lembrar que a existéncia do limite
(36), implica que seu valor independe do modo como Az tende a zero.

Em particular, podem-se fazer Az tender a zero por valores reais ou por valores
imaginarios. Escrevendo f(z) = u(z,y) + iv(z,y) e como existem infinitas maneiras
para Az — 0 no plano complexo, pode-se considerar duas possibilidades. A primeira ao
longo de x mantendo y constante, a Fig. 6 ilustra esta possibilidade que é representada
pela expressao (37). A segunda possibilidade ao longo de y mantendo z constante e

também ilustrada na Fig. 6 e é representada pela expressao (38),

, du . Ov
fl(z) = 9z lag (37)
e
, 0 0
F(2) = —18—Z + a_Z' (38)
Jklm
y AX*"‘O .ZU
Ay=0
Ax=0
Ay—0
Re
0 X

Figura 6: Dois modos como Az — 0

Portanto, se f é diferenciavel em z = z + iy, as equagbes (37) e (38) implicam que
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u(z,y) _ Ov(z,y)
or Oy

ou(z,y) _ ov(z,y)

dy or

as equagoes (39) sao denominadas de equagoes de Cauchy-Riemann.

O exposto acima motiva o seguinte teorema, cuja demonstra¢ao por ser vista em [7].

Teorema 2. Se a derivada f'(z) de uma fungao f(z) = u(z,y)+iv(z,y) existe em um
ponto z = x + iy, entdo as derivadas parciais de primeira ordem de u(x,y) e v(z,y)

existem no ponto (x,y) e satisfazem as relagoes de Cauchy-Riemann.

Uma condigao suficiente para a existéncia de f’(z) é dada pelo seguinte teorema,

cuja demonstragao pode ser vista também em [7].

Teorema 3. Dada a fungao complexa f(z) = u(z,y) + iv(z,y), 2 = © + 1y, se as
funcoes u e v sao continuas, com derivadas parciais de primeira ordem continuas, e
satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann num ponto (o, Yyo), entao a derivada f'(z)

existe em zg = xo+ yoi. Além do mais, esta derivada € dada por qualquer das formulas
(57) ou (38).

2.2.1 Funcao Analitica

Definicao 2. Uma funcao f € analitica num ponto zy se f for diferencidvel em todos
0s pontos de alguma vizinhanga de 2y, isto é, dizemos que uma fun¢ao f(z) é analitica

em zy, se existir um § > 0 tal que f'(z) exista para todo z com |z — z| < 6.

Observa-se aqui que o Teorema 2 é uma condicao necessaria e o Teorema 3 é uma
condigao suficiente para que uma funcao f seja analitica num ponto z.

Exemplos de fun¢oes analiticas.
1. Qualquer polinémio da forma
f(2) =ap2" +ap 12" P4+ a1z + ao, (40)

é uma funcao analitica em todo o plano complexo C.

Neste caso, diz-se que f(z) é uma fungao inteira (analitica no plano inteiro).
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2. A razdo f(z) = PE) onde Pe @ sao polindomios, é fungao analitica nos pontos onde

Q(z)
Q(2) #0.

3. f(z) = Z nao é uma fun¢ao analitica em nenhum ponto, pois nao satisfaz as condi-

¢oes de Cauchy-Riemann em nenhum ponto, conforme a seguir:

U($,y) =T € U(l’,y) =Y, (41)
ou ov
— =1 -1 =—.
ox 7 dy

Toda funcao analitica é infinitamente diferenciavel, este fato contrasta fortemente
com o que ocorre no caso de funcoes reais.
Por exemplo, consideremos a fun¢do ¢ : R — R dada por ¢(0) = 0 e p(z) =

r?sen(1/z) se x # 0. Temos que ¢ é diferenciavel em toda a reta com derivada

d0)=0 e ¢(z)=2zsen(l/x)—cos(l/z) se x#0. (42)

Mas ¢’ nao é sequer continua no ponto x = 0, pois o limite lim,_.q cos (%) nao existe.

A seguir é apresentado de um modo muito resumido, a formula integral de Cauchy
que é um resultado fundamental para as funcoes analiticas. Ela permite mostrar que se
uma funcao é analitica num ponto, entao ela é infinitamente diferenciével neste ponto.
Mais detalhes, principalmente como as integrais complexas sao calculadas, podem ser
vistos em [20, 7, 16, 25].

Teorema 4. Seja f(z) uma fun¢ao analitica num dominio aberto D C C e C um

contorno fechado continuo em D, entao
L[ £
S d 43

para qualquer ponto z no interior de C', onde a integral de linha ao logo de C' € tomada

no sentido positivo. Baseado na formula (43), denominada formula integral de Cauchy,
pode-se mostrar [7] que f possui derivadas continuas de todas as ordens no interior de

C, dadas por

2w

f(2) —”—!/Cﬁdg, n=123 --- (44)
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Portanto, se uma fun¢ao f(z) é analitica num dominio D C C, entdo as derivadas

de todas as ordens de [ existem e também sao analiticas em D.

2.3 Transformacoes Conformes

As transformacoes conformes tém varias aplicacoes em diferentes ramos da fisica,
matematica e engenharias, como teoria dos campos magnéticos, problemas de eletros-
tatica, problemas de escoamento de fluidos e outros [21]. A ideia basica é transformar
o dominio onde o problema é proposto num dominio mais simples, cuja solucao do

problema é mais facil.

Sejam C) e Cy duas curvas suaves no dominio de f(z) que se cruzam em zy, cu-
jas imagens no plano-w sao representadas por Sy e Sy, respectivamente. Assim, se

wo = f(zp), as curvas S; e Sy se cruzam em wy, conforme Fig. 7.

A 3
ol Im vl Im >S5
C[ '("
4
z) - ——
i . “a
- i S
- el - .
2 v L
““““““ e Wp RE .
[7) X 0 u -

Figura 7: Angulos orientados no sentido positivo entre as curvas.

Definigao 3. A transformacao w = f(z) é conforme num dominio D C C se o angulo

entre Cy e Cy em zy, for igual ao dngulo entre S e Sy em wqy, em valor absoluto e

sentido, para todos os pontos zy em D.

Teorema 5. Se f(z) € analitica e f'(z) # 0 num dominio D, entdo a transformagao

w = f(z) € conforme em D [20].

Demonstracao. A transformacao que preserva os valores absolutos dos angulos orien-
tados, mas nao necessariamente os sentidos, é denominada isogonal [11]. Observe o
ponto zg + Az em Cy no sentido positivo a partir de 2, o limite do argumento de Az

quando Az — 0 é o angulo de inclinacao « da reta tangente a curva Cy no ponto, como
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representada na Fig. 8 (a). Se wy = f(20) e se wy + Aw em Sy no sentido positivo a
partir de wy é a imagem de zy + Az, entao o argumento Aw tende para o angulo de

inclinagao [ da reta tangente a curva Sy no ponto wg, como representado na Fig. 8 (b).

Figura 8: Tlustracao de conformalidade.

Temos que a derivada f'(z) é definida por

f'(20) = lim % (45)

Az—0 Az ’
onde Aw = f(zo + Az) — f(20)-
Tem-se que a tangente a curva Cy em z, gira um angulo 6, sob a transformacao

w = f(z). E sendo 0y um argumento do namero f’(zy), entdo o célculo do limite

Aw
Aze

) Aw Aw , B
Aﬁgk%(zjlqj—mgkg(z?lqj‘ﬂ@f“””“‘% “®

Sendo wy + Aw a imagem de zg + Az, entao o valor do argumento de Aw é dado por

do argumento de

Az
Quando Az — 0,0 argAz — a e o arg Aw — (. Entao

arg Aw = arg Az + arg (%) : (47)

o-atag(52). (49

assim em (46) temos,

B =a+arg|f'(z), (49)
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ou

O valor encontrado no célculo do limite do argumento de ﬁ—f’; em (46) somente é
valido para a transformacao w = f(z), desde que f seja analitica em zy e f'(z) # 0.
Como o angulo 6y é encontrado pela funcao transformadora f e pelo ponto z, , ele é o
mesmo para todas as curvas passando por zp. Sendo as curvas Cy e Cy que se cruzam
no ponto zy do plano complexo z, com «y e as os angulos de inclinacao das curvas C' e
Cy, respectivamente, em zy. Através da transformacao w = f(z), obtém-se as curvas S
e Sy imagens de C) e Cs, respectivamente, no plano-w, interceptando em wy = f(2p).
Os angulos de inclinagao das curvas Sy e Sy em wy sao 31 e [y, respectivamente, como

ilustrado na Fig. 9.

Figura 9: Preservacio dos Angulos

De (49) tem-se que 51 = a1 + 6y e 3 = ag + 0. Desta forma tem-se

pi1— B = a1 — az. (51)

Portanto, o angulo entre C e (5 é igual a ao angulo entre S; e S5, como ilustrado

na Fig. 9, o que completa a demonstracao. ]

2.4 Exemplos de Transformacoes Conformes

A grande importancia das transformacoes conformes esta no fato delas tornarem

possivel transformar problemas com dominios aparentemente complicado em problemas
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com dominios mais simples.
2.4.1 Transformacao por Translacao
w=2z+Db (52)

Sendo b uma constante complexa. Esta transformagao mapeia imagens do plano-z,
transladado em direcao ao vetor b do plano-w. A Fig. 10 ilustra o plano-z e a Fig. 11

o plano-w.

Figura 10: Plano-z da Transformagao por translacao

Na Fig. 11 (a) tem-se a transformacao por translacdo com b = 5 + 8 no primeiro
quadrante. Na Fig. 11 (b), tem-se a imagem sendo transladada na diregao do vetor
b = —5+ 8i, segundo quadrante. Nas Fig. 11 (c¢) e Fig. 11 (d) também é observado a
translagao das imagens nas dire¢coes b = —5 — 8¢ no terceiro quadrante e b = 5 — 8 no

quarto quadrantes, respectivamente. O ponto que aparece na Fig. 11 indica a direcao

do vetor 5{)

2.4.2 Transformacao por Rotacao
w=e"2 (53)

Em (53) ¥ é uma constante real. Para esta transformagio, imagens no plano-z sao
giradas de um angulo . Se ¥ > 0, a rotacao se dard no sentido anti-horario, mas se
¥ < 0, a rotacao sera no sentido horario. A Fig. 12 ilustra a transformacao por rotacao

para 1 > 0 e para v < 0 com trés angulos distintos.
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Figura 11: Plano-w da Transformacao por translacao

A Fig. 12 (a) ilustra o plano-z utilizado para a transformacao por rotagao e as Fig. 12
de (b) a (d) ilustram o plano-w com as transformagoes por rotagao. Na Fig. 12 (b) tem-

se ) = —{5, observa-se que houve rotacao de 15° no sentido horario. Nas Fig. 12 (c) e
s s
4 4
anti-horario, respectivamente. O ponto que aparece na Fig. 12 indica que nao houve

Fig. 12 (d) tem-se rotages de 45° com ¥ = —% no sentido horério e ¢ = I no sentido

translagao.

2.4.3 Transformacao por Dilatacao ou Contracao
w = pz (54)

Sendo ¢ uma constante real em (54). Para ¢ > 1, as imagens serdo dilatadas, mas
quando 0 < ¢ < 1, as imagens serao contraidas. Na Fig. 13 (a) é ilustrado o plano-z
e as Fig. 13 de (b) a (d) ilustram o plano-w transformado tanto por dilata¢ao quanto

por contragao para trés valores distintos de ¢.
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Figura 12: Transformagao por rotagao

Na Fig. 13 (b) foi utilizado ¢ = 0,8 onde pode ser observado que houve contragao
no tamanho da imagem do plano-z para o plano-w (Fig. 13 (a) e Fig. 13 (b)). Nas
Fig. 13 (c¢) e Fig. 13 (d) foram utilizados os valores ¢ = 1,2 e ¢ = —1,2, respectiva-
mente. Observa-se nas Fig. 13 (c) e Fig. 13 (d) que houve dilata¢ao nas imagens e que
o valor negativo aplicado na Fig. 13 (d) promoveu rotagao de 180° entorno da origem
do sistema (a linha azul estd no plano-w superior na Fig. 13 (c¢) e no plano-w inferior

na Fig. 13 (d)). O ponto que aparece na Fig. 13 indica que nao houve transla¢ao.

2.4.4 Transformacao por Inversao

A expressao (55) estabelece correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano- z
e os pontos do plano-w, exceto para os pontos z = 0 que nao tem imagem, e w = 0 que

nao é imagem de nenhum ponto do plano-z. A transformacao por inversao é ilustrada
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Figura 13: Transformagao por dilatacao e contracgao.

na Fig. 14.
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Figura 14: Transformacgao por inversao

35



Na Fig. 14 (a) tem-se o plano-z e na Fig. 14 (b) tem-se o plano-w transformado.
Observa-se que as linhas verdes e azuis cortam os eixos das ordenadas num angulo
de 90° nos dois planos. Observa-se ainda que as linhas vermelhas e amarelas cortam
as linhas verdes e azuis nos dois planos. Outra observagao estd relacionada com a
contracao e com a rotacgao de 180° em torno do eixo das abscissas da imagem no
plano-w. No plano-z, cada segmento mede exatamente 10 unidades de comprimento,
enquanto que no plano-w, a imagem de cada segmento mede aproximadamente 0,5
unidades de diamtetro do circulo. A linha verde que aparece no semiplano- z inferior,
aparece no semiplano-w superior. O ponto que aparece na Fig. 14 (a) ndo aparece na
Fig. 14 (b), pois, como z = 0 nao tem imagem, w = 0 ndo pode ser imagem de nenhum

ponto.

2.4.5 Transformacao Linear
w=az+b (56)

Sendo a e b em (56) constantes complexas. Esta transformagio é a combinagao das
transformacoes de translagao, rotagao e dilatagdo. A Fig. 15 (a) ilustra o plano-z e a

Fig. 15 (b) ilustra o plano-w transformado.
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4
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2
> 0 > 35
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0
-4
7
§ -5
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1QIO 5 0 5 10 1-010 -5 0 5 10 15
X u
(a) (b)

Figura 15: Transformacao linear

A Fig. 15 (b) foi produzida a partir de (56) com a =141ie b=5+ 8i.
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2.4.6 Transformacao de Mdoebius

Definicao 4. Uma transformacao de Mdéebius é uma funcao de C em C, definida por

az+b
T =w = 57
(2) =w cz+d’ (57)

onde a,b,c,d sao niumeros complexos tais que ad — be # 0.

A transformacao de Moebius, também chamada de transformacao fracionaria, é
considerada como uma composicao das transformacoes de translacao, rotacao, dilatacao
e inversao [20]. Ela tem a propriedade de levar qualquer reta numa reta ou num circulo,
e qualquer circulo numa reta ou num circulo, ou seja, ela transforma retas e circulos
em retas ou circulos.

A transformacao de Moebius leva cada ponto do plano-z, exceto o ponto z = ’Td
com ¢ # 0, em um tnico ponto do plano-w. Isolando z na expressiao (57), temos a

inversa da transformacao de Moebius que é também uma transformacao de Mdoebius,

dada por
—dw +b
THw)=2=——. 58
(w)=2=—2T (58)
Os pontos z = %i e w = % sao pontos criticos da transformagao de Moebius e de

sua inversa, respectivamente, no sentido de que T'(=%) = co e T7'(%) = oo.

Pode-se mostrar que existe uma unica transformacao de Moebius (ver [20]), que
leva trés pontos distintos z, 2o e z3 do plano-z a trés pontos distintos wq,wy e w3
do plano-w, tal que para cada ponto z vale a seguinte relagao, denominada de razao
cruzada,

(w—wi)(wy —ws) (2 — 21)(22 — 23)

(w — ws3)(wy — wy) - (2 — 23)(20 — 21)’ (59)

onde w = T'(2).

Por exemplo, se é desejado, achar a transformacgao de Mdebius que mapeia os pontos
z1 =0, z0 =1 e z3 = 00 nos pontos w; = —1, wy = 0 e w3z = 1 respectivamente, entao,
substituindo estes pontos na expressao (59) obtemos

(w+1)0=1) (2=0)(1—o0)

(w—1)0+1) (z—00)(1—0)’ (60)

entao
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—w—1 2z(1—o00)

)

w—1 Z— 00
como z — 0o = —o0 para qualquer z € C, temos

—w—1 2z(1—o00)

)

w—1 —00
logo
—w —1
=z
w—1 ’
portanto
_Z—l
a4+ 1
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3 Aplicacoes das Transformacoes Conformes

Neste capitulo vamos usar as transformacoes conformes para resolver dois problemas

de eletrostatica.

3.1 O Problema do Capacitor Excéntrico

Para o desenvolvimento desta se¢do seguimos as seguintes referéncias |4, 5, 3, 17, 2|.
Sistemas de sintonia antigos, para radios, usavam um capacitor de placas paralelas e
concéntricas cuja capacitancia variava com a variacao das areas comuns entre as placas,
o que era realizado mecanicamente pela entrada ou saida de algumas placas mdveis entre
placas fixas. Outro papel das capacitancias variaveis (capacitor excéntrico), seria em
sistemas elétricos de poténcia para ajuste automatico do fator de poténcia em industrias
ou em barramentos de subestacoes e também para sintonizar filtros harmonicos, entre

outras utilidades.

Definicao 5. Capacitincia € a propriedade que os capacitores tém de armazenar ener-
gia elétrica sob a forma de um campo eletrostdtico. FE medida pelo quociente entre a

quantidade de carga armazenada e a diferenca de potencial que existe entre as placas.

Q

O capacitor é um componente de muita importancia para o funcionamento dos
circuitos eletronicos, e por isso tais equipamentos é encontrado em grande quantidade.
Com formatos e tamanhos que dependem de seu valor e func¢ao, os capacitores podem
ser muito pequenos, na escala de milimetros, ou muito grandes, na escala de metros.
Capacitores sao componentes que tém por funcao armazenar energia elétrica.

A Fig. 16 mostra um capacitor cilindrico concéntrico de comprimento d., formado
por dois cilindros coaxiais de raios R e Ry e a Fig. 17 mostra a seccao transversal
deste capacitor. Suponha que d. >> R;, de forma a poder-se desprezar as distorc¢oes
do campo elétrico que ocorre nas extremidades dos cilindros. Aqui consideramos que
a placa externa tem potencial V' positivo, enquanto a placa interna encontra-se com
potencial nulo.

Admitindo que as placas do capacitor sejam homogéneas, a capacitancia ¢ dada por

d
C.=2 e 66
ngn(%) (66)
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(a) (b) ()
Figura 16: Materiais e condigoes de contorno para estudo de caso 1.

A
vV

Figura 17: Capacitor cilindrico concéntrico.

onde ¢ [Fm~!| ¢ a permissividade do dielétrico [4, 5]. Utilizando (66), calcula-se dire-
tamente o valor da capacitancia para o capacitor cilindrico concéntrico de raios R; e
R;.

A Fig. 18 ilustra um caso de um capacitor cilindrico, semelhante ao da Fig. 17, com
raios Ry = ry, e Ry = 19, porém com excentricidade nao nula, isto é, d # 0.

Para este problema, a solucao para a capacitancia nao tem uma férmula explicita.
Existe certa dificuldade para calcular a capacitancia do dispositivo com esta geome-
tria. No entanto, pode-se encontrar uma geometria onde a capacitancia possa ser
facilmente calculada. Utilizando manipulacao algébrica, pode-se achar uma transfor-
magao conforme que leva dois circulos excéntricos em dois circulos concéntricos [16].

Esta transformacao é dada por,

Ry ,d(z — z,) — s(2p — 2a)
t—e
r1 d(z—z) — (26 — 24)

(67)

w(z) =
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d

Figura 18: Capacitor cilindrico excéntrico.

st =1r]
(d—s)(d—t) =1} (68)
r2i_t |_ R
T1 (d—t) 7R1

—d? =} + 13+ \/—4d? + (2 + 1} —13)?
2d

e B B i R R Bt L (69)
2d

onde z, sao os pontos sobre a placa externa de raio r; e 2, sao os pontos sobre a placa
interna de raio 7o dos circulos excéntricos. d = |z — 2pe|, Onde 240 € zp. SA0 0s centros
das circunferéncias excéntricas descritas por z, e z.

Ry e R, sao os raios das circunferéncias externa e interna, respectivamente, do
plano concéntrico. A transformagao em (67) leva o comprimento do raio 1 no compri-
mento do raio Ry. A constante real de contracao ou dilatacao s relaciona os raios das

circunferéncias concéntricas e excéntricas da seguinte forma:
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6 — T%(Rl’f’g + Tle)
dT’lRQ

A translacao ocorrida nas circunferéncias excéntricas para as circunferéncias con-

(70)

céntricas acontece sobre o eixo das abscissas. Desta forma, a constante de translacao t,
neste caso, € t € R. Sendo 6 a constante de rotacao, como a transformacgao é realizada
na circunferéncia, 6 pode assumir qualquer valor, neste caso, 6 = 0.

Portanto, assumindo como dados Ry = r; = 10, Ry = r5 = 5 e d = 3 para a
Fig. 18, e usando a transformagio conforme (67), tem-se a nova geometria circular no
plano-w complexo. A demonstracao da transformacao que leva circulos excéntricos em
circulos concéntricos é realizada no trabalho [16]. Nesta nova geometria os circulos sao

concéntricos e a relacao entre os plano-z e plano-w estao dispostos na Tab. 1.

Tabela 1: Aplicando a transformagdo w(z) obtemos a relagdo entre os pontos dos

planos-z (excéntrico) e plano-w (concéntrico) para o capacitor cilindrico excéntrico.

Plano-z Plano-w

r1 = 10.0000 1 = 17.4788
r9 = 5.0000 5 =10.0000

d=3 d=0

3.2 A Transformacao de Schwarz-Christoffel

Em alguns problemas de transformacgao de dominio, ha a necessidade da utilizagao de
uma transformacao que contenha a presenca de pontos criticos, pois em tais casos,
a transformagao deixa de ser conforme |22, 18]. Isto é util pois, permite transfor-
mar curvas regulares, por exemplo, o eixo real ou uma circunferéncia, em curvas com
arestas, como poligonos. Esta transformacao é chamada de transformacao de Schwarz-
Christoffel e é uma transformacao conforme. A transformacao de Schwarz-Christoffel,
leva o eixo real do plano-z, na fronteira de um poligono do plano-w e a metade superior

do plano-z no interior deste poligono [5].
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Em outras palavras, considere o poligono com N lados no plano-w com vértices em
wy, Ws, -+ ,wy € com correspondentes angulos interiores [y, 8o, -+, Bn , respectiva-
mente. Os pontos x1, s, -+ ,xxn sobre o eixo real do plano-z, utilizando a transforma-
¢ao de Schwarz-Christoffel, sao levados, respectivamente, nos vértices wy, ws, -+ , Wy,
como ilustrado na Fig. 19 [19, 17].

4+

!

Figura 19: Transformacgao de Schwarz-Christoffel.

A transformacao de Schwarz-Christoffel w = w(z) é definida através de sua derivada

por,

dw al 1
—=A+w 11 CErAT (71)
n=1
Em (71) as constantes complexas A e w determinam a forma, orientacdo e posigao
do poligono, N é o nimero de lados do poligono e z; < x5 < --- < Ty, SA0 as pré-
imagens dos vértices wy, wy, - -+ ,wy, respectivamente. Os vértices do poligono sao os
pontos w; = w(z;) com (j =1,2,3,...,N—1) e wy = w(oo) que pode ser considerado
como casos limites de poligonos fechados. Os expoentes «,, em (71), sdo nliimeros reais,
e seus valores estao relacionados aos angulos internos do poligono. Os angulos sao
medidos no sentido anti-horario, como ilustrado na Fig. 20 [5].
Desta forma, pode-se definir «,, como,

ay, = W_ﬁn, (72)

portanto,

> Bu=(N-2)r. (73)



Figura 20: Expoentes da transformacao de Schwarz-Christoffel

Sabendo-se que a soma dos suplementos dos angulos internos, de qualquer poligono

fechado é igual a 2w, de (72) e (73) tem-se que,

N

Z(?T — Bn) = Zanﬁ = 2. (74)

n=1

A transformagao de Schwarz-Christoffel é continua em todo o semiplano y > 0 e é
conforme neste semiplano, exceto nos pontos x,,, que sao pontos criticos, ou seja, pontos
cuja w'(z) = 0 [18, 7]. Para entender (71), deve-se considerar o ponto z movendo-se
ao longo do eixo real, da esquerda para a direita em direcao ao ponto x;. Neste caso,
admite-se que w se move ao longo de um dos lados do poligono em direcao a wy, de
acordo com a ilustracao da Fig. 21.

Analisando os denominadores de (71), quando z passa da esquerda de x; ou (z < z1)
para a direita de x; ou (7 < < z3) , o argumento do nimero z — xy, muda de 7
para zero. Nesta condigao os argumentos de z —xy , 2 — x3, -+ , 2 — Ty, permanecem
inalterados. No ponto x1, portanto, o argumento de w, de acordo com (71) e a Fig. 21,
altera seu valor de may |14, 23|.

Portanto, considerando A = 0 e w = 1, para que nao haja mudanca na forma, nem

na orientacao e nem na posicao da geometria mapeada, obtém-se as formulas a seguir
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Figura 21: Dinamica da transformacao de Schwarz-Christoffel.

por integragao de 71 [2, 4], que permite calcular os valores dos vértices do poligono

ilustrado na Fig. 22.

O n=1
xo N
Wy = w1+/ H(Z—xn)_a”dz
1 p=1
(75)
zy NV
wy = wn_1+ H(z—xn)_a”dz (76)
ITN—-1 p=1

3.2.1 Mapeamento do semiplano superior no interior de um retangulo

Para o mapeamento dos pontos 1, xs, 3 € x4 sobre o eixo das abscissas nos vértices
do retangulo, e do semiplano superior no interior do mesmo retangulo, a expressao (76)

assume a seguinte forma,

N dz
w(z) = / T T T T (77)
w0 (2 —x1)2(2 —x9)2(2 — x3)2 (2 — x4)2
Escolhem-se os pontos 1 = —a, x9 = —1 , x3 =1 e x4 = a, com a > 1 como

as pré-imagens dos vértices do poligono. Assim a integral (77) pode ser reescrita da

seguinte forma

_ i dz
0 V(2 —a?) (22— 1)

w(z)

(78)
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Utilizando de manipulacao algébrica e considerando zy = 0, a expressao (78) assume

a seguinte forma, denominada de integral de eliptica de 1* ordem:

N dz
w(z, k) = k:/o N (79)

onde k = % , 0 < k <1, ¢ o modulo da integral eliptica. Definem-se os niimeros,
K(k)=K =wse K(k') = K' = |wy — ws|. K e K’ sdo os quartos de periodo real e

imaginario, respectivamente, calculados da seguinte forma [15]:

! dz
K=Kk = k/o N (80)

;o N ! dz
K' = K(K) = k:/o N (81)

Assim o semiplano superior do plano-z, y > 0 é transformado no retangulo de

vértices wy; = —K + K'i, wy = — K, w3 = K e wy = K + K'i, cujas pré-imagens
correspondem aos pontos r; = —a, 9 = —1, x3 = 1 e x4 = a, respectivamente, ver
Fig. 22.
& vi
X '
Wi _KI Wy
x Pk
w(z) 'r’fr_' *3:?
Xy X2 X3 Xyq \/ K
-0 -a -l ]l a +oo W T W3

Figura 22: Semiplano superior do plano-z no retangulo no plano-w.

A correspondéncia entre as pré-imagens e os vértices sao dispostas na Tab. 2.
A inversa da integral eliptica de primeira ordem é uma funcao denominada Fungao

Eliptica de Jacobi denotada por sn(w, k). Isto é,

z=sn(w, k) =w ' (z,k). (82)

Quando o ponto a é dado sobre o eixo x, os valores de k, k', K e K’ sao facilmente

calculados. Observa-se que todos os parametros da integral eliptica e da funcao de
Jacobi dependem de a.

Um exemplo de mapeamento do semiplano superior Im(z) > 0 no interior do

retangulo pode ser realizado utilizando (77). Dados oy = ay = a3 = a4 = 5 e

1
2
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Tabela 2: Correspondéncia entre os plano-z e plano-w.

Plano-z Plano-w
r=—a=—3 | w =—-K+K'i
To = —1 wy = — K
r3 =1 wg = K
Ty=a=1 wy = K + K'i

a = 13,888, obtém-se para k = 0,072, k' = 0,997, K = 1,5 e K/ = 4 a relacao entre

os pontos dos plano-z e plano-w, como disposto na Tab. 3.

Tabela 3: Dados na construcao do poligono de quatro lados.

Plano-z Plano-w

1= —a=-13,888 | wy = —K + K'i = —1,5+4i

To = —1 wy =—-K=-1,5
.’1)3:1 U)32K2175
x4y =a= 13,888 wy =K+ K'i=15+4

A partir dos dados da Tab. 3 é possivel mapear linhas verticais e horizontais no
interior do retangulo da Fig. 23 no plano-z, em linhas no plano-w, como ilustrado na

Fig. 24 usando a transformagao inversa em (82).

3.3 O Problema do Capacitor de Placas Semicilindricas

Seja o problema de determinar as linhas equipotenciais e as linhas de campo da capa-
citancia do capacitor de placas condutoras semicilindricas, dispostas como ilustrado na
Fig. 25 com sec¢ao transversal como na Fig. 26. A solucao do problema é facilmente
conhecida da engenharia elétrica, quando o capacitor possui placas paralelas. Neste
caso, as linhas equipotenciais sao paralelas as placas e as linhas de campo sao perpen-

diculares. Portanto, para resolver o problema do capacitor de placas semicilindricas, a
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Figura 23: Linhas mapeadas no plano-w.

Figura 24: Mapeamento produzido pela funcao de Jacobi.

ideia é usar transformacoes conformes para transformar a regiao cilindrica, numa re-
giao retangular, resolver o problema nesta regiao retangular, é usar as transformacoes
inversas para achar a solucao do problema proposto.

Considera-se a placa 1 (vermelha) com potencial eletrostatico de 10 V' e a placa 2 (azul)
com potencial zero como na Fig. 26. O interior das placas é preenchido com dielétrico
[9]. Este capacitor possui profundidade d. [m| e esta imerso no meio de permissividade
infinita [7].

Admitindo que a secao transversal do capacitor constitua geometria inserida no

plano-z, define-se a transformacao bilinear w(z), dada em [16] por,

z— R
w(z):BZ+RZ

onde Ry |m| é o raio do capacitor, § é uma constante complexa definida por,

(83)
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Figura 25: Capacitor de placas semicilindricas.

-

Z3 Z
Z4 a zj

A 4

Zs

Figura 26: Capacitor de placas semicilindricas no plano- z.

eia+1
B—Gia—l

e «a |rad| é um angulo associado ao espagamento angular entre as placas. A Fig. 26

(84)

ilustra os valores Ry, o e alguns pontos relevantes para a transformacao de dominio.
A relagao (83) mapeia os pontos no interior do circulo definido pelo capacitor, em
pontos no semiplano superior do plano-w. Particularmente os pontos z; a zg sobre a
circunferéncia de raio Ry no plano-z, sao mapeados nos pontos w; a wg, como ilustrado
na Fig. 27, observando-se que o ponto z4 ¢ mapeado no oo, e w, nao aparece no plano-
w.

A Tab. 4 dispoe a correspondéncia entre os pontos dos plano-z e plano-w.

Agora utiliza-se a transformacao de Schwarz-Christoffel, para transformar a geo-
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Figura 27: Capacitor de placas semicilindricas no plano-w.

Tabela 4: Pontos nos plano-z e plano-w.

Plano-z Plano-w
21 = RO w, = 0
29 = R0€ai Wo = 1

z3 = Roe™ | wy = p*

24 = _RO Wy = OO
25 = —Roe™ || ws = —3?
26 — Roe_‘“ We — -1

metria da Fig. 27, do plano-w, na geometria do capacitor de placas planas paralelas no
plano complexo, denotado aqui por plano-t. A expressao da transformacao que leva o
semiplano superior do plano-w no interior de um retangulo no plano-t¢ é definida pela
integral eliptica em (79), onde k = i é o modulo da integral eliptica. O valor de a deve
ser maior que 1 e neste caso, a = |ws| = ws. O dominio obtido no plano-t representa
o capacitor de placas paralelas, como ilustrado na Fig. 28. Os pontos t; a tg sao as
imagens dos pontos w; a wg, respectivamente. Os pontos localizados no semiplano
superior do plano-w sao mapeados nos pontos do retangulo delimitado pelas placas
paralelas no plano-t.

Desta forma, calculam-se os parametros fisicos usando-se a geometria elementar do
retangulo. As linhas equipotenciais no plano-t, sao linhas paralelas as placas e as linhas
de campo sao ortogonais. Entao é possivel desenhar estas linhas no plano-t e usando as
transformacoes inversas mapeé-las nos plano-w e plano-z. A inversa da Transformacao
de Schwarz-Christoffel para o retangulo é dada por (82). A inversa da transformacao

bilinear (83) ¢ obtida facilmente por,
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Figura 28: Capacitor de placas semicilindricas no plano-t¢.

B +w
z(w) = Ry , (85)
5(1 —w
a qual permite transformar uma figura no plano-w em outra no plano-z.
Entao, adotando Ry = 5 [mm] e o parametro o = {5 em (84), obtém-se a cor-

respondéncia dos pontos relevantes nos plano-z, plano-w e plano-t como disposto na
Tab. 5.

Tabela 5: Imagem dos pontos nos planos em estudo.

Plano-z Plano-w Plano-t

22:4,82+1,29Z w1:1 t2:1,57
2= —4,82 41,29 | wy=57,60 | t3=157+5,44i

25 = —4,82—1,29 | ws = =57,69 || t5 = —1,57 + 5,441

26 = 4,82 — 1,29i we = —1 te = —1,57

O tracado das equipotenciais no plano-t é ilustrado na Fig. 29. Portanto, de posse
de (82) obtém-se as equipotenciais no plano-w, como ilustrado na Fig. 30. Da mesma
forma, utilizando (85), mapeiam-se as equipotenciais no plano-z, conforme ilustrado
na Fig. 31.

Para encontrar a capacitancia faz-se analogia com o método de mapeamento grafico
dos quadrados curvilineos |7|. Utilizando o capacitor obtido no plano-t, realiza-se a
divisao no dominio de forma que as subdivisoes da geometria fiquem o mais proximo

possivel de quadrados, como ilustrado na Fig. 32.
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Figura 29: Linhas equipotenciais (capacitor de placas paralelas) plano-¢.

Figura 30: Linhas equipotenciais representadas no plano-w.

Figura 31: Linhas equipotenciais representadas no plano-z.
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Figura 32: Linhas equipotenciais e de campo representadas no plano-t.

As linhas equipotenciais sao paralelas as placas e as linhas de campo sao perpen-
diculares as placas. Os pontos P;, P, P; e P, formam um quadrado, que representa
uma célula de campo. O mapeamento dos quadrados ou células de campo do plano-t
no plano-z produz os chamados quadrados curvilineos, como pode ser observado na

Fig. 33. Na Fig. 33, os pontos P a P; correspondem respectivamente aos pontos P; a
P, da Fig. 32.

A J

Figura 33: Linhas equipotenciais e linhas de campo representadas no plano- z.

O calculo da capacitancia do dispositivo obtido no plano-¢, ilustrado na Fig. 28, é
de solugao analitica, e é dada por |3, 2, 4, 5]

Cp ===, (86)



onde b =t3—1ty [m| el =ty —1ts |m| e ¢ [Fm™!| é a permissividade do dielétrico e d, [m]

é a profundidade do capacitor.
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos a solucao de problemas eletromagnéticos, aplicando trans-
formacoes conformes em funcoes analiticas que permitem resolver problemas de dificeis
solugoes, transformando uma geometria poligonal de dificil acesso aos parametros em
outra geometria simplificada. Esta transformacao de geometria permite encontrar a
solucao analitica dos problemas propostos.

O resultado obtido com as aplicagoes das transformagoes conformes, para o caso da
Secao 3.1 foi satisfatorio, pois foi possivel calcular a capacitancia do capacitor de placas
cilindricas excéntricas através da transformacao de dominio, ou seja, analiticamente,
mesmo utilizando duas formulacoes analiticas distintas, uma para capacitores de placas
cilindricas concéntricas (66) e outra para capacitores de placas paralelas (86).

O resultado obtido com as aplicacoes das transformacoes conformes, para o caso da
Secao 3.3 também foi satisfatorio. Este caso foi modelado analiticamente utilizando de
transformacao bilinear, seguida de transformacao de Schwarz-Christoffel. O método
proposto ainda apresentou viabilidade no mapeamento de linhas equipotenciais e de
campo. Estes dois estudos de casos foram escolhidos ao acaso e sao exemplos de solucao
analitica para muitos problemas que sao resolvidos numericamente.

Os resultados encontrados nos dois casos estudados na Secao 3.1 e Se¢ao 3.3 pode-
mos chegar a conclusao que o método analitico (transformacao de dominio ou transfor-
magoes conforme) pode ser utilizado como ferramenta de estudo em problemas eletro-
magnéticos e outros que hoje sao resolvidos utilizando métodos numéricos. Portanto,
podemos dizer que o método analitico valida o método numérico. Haja vista, que os

softwares implementados para solucoes de problemas numeéricos sao onerosos.

Trabalhos futuros:

e Desenvolver software com interface para mapeamento conforme;
e Realizar outros estudos de casos, como na area de geoprospeccao;

e Construir um capacitor de capacitancia variavel (capacitor excéntrico).
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5 Mensagem Final

Ha 22 anos sou professor de Matematica do Ensino Fundamental (9° ano) e Ensino
Médio. Gosto muito de ser professor, poder mostrar o caminho do imaginario, das pos-
sibilidades, dos resultados que mostram a exatidao e a perfeicao da matematica, mas
também suscita a desconfianca e a divida na mente de muitos curiosos e fascinados
a desafios. Os desafios de encontrar as respostas dos mistérios a serem descobertos
e desvendados, proporcionam a extraordinaria corrida ao podio, ao primeiro lugar, a
sensacao de ser o primeiro a encontrar o que muitos estavam tentando descobrir. Isso
prova que a matematica é uma grande descoberta para muitos, e deixa claro a sua

existéncia.

Essa ideia de existéncia matematica foi defendida por Pitdgoras, e muitos outros
matematicos depois dele. Charles Hermite (Cole¢ao David Eugene Smith, Biblioteca
de Livros Raros e Manuscritos, Universidade de Coliumbia) era um crente declarado na
existéncia desse mundo sombrio da mateméatica. Para ele os niimeros e suas bonitas
propriedades sempre tiveram existéncia propria, e vez por outra algum Colombo da
matematica depara-se com algumas dessas propriedades ja existentes e anuncia sua
descoberta ao mundo [10].

O meu desejo é que este trabalho possa provocar uma continua busca do conhe-
cimento e da descoberta de conceitos que faz-me um profissional da educacao melhor
do que eu era antes, pois tenho a certeza que essa qualificacao elevou o meu nivel de
educador, enfim, alcangar o grau de mestre em matematica foi uma grande conquista.
Espero que esse trabalho possa trazer uma contribuicao para os professores do ensino
médio que buscam aplicar os contetidos de matematica a situagoes praticas e funcionais

do nosso cotidiano.
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