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# $�%&	� '	���� �� (�����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

) �����*�� �	 ������ �� ������z 	� ������ �� ������w� ��� ���%����

�+� ,���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

- ���� ����� ���� Δz → 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

. /������ ���	������ �� �	����� ������0� 	���	 �� ���0��� � � � � � � � � � � 

� ,������*�� �	 ���1���������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !2
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�2 ������z �� 3����1����*�� ��� �������*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

�� ������w �� 3����1����*�� ��� �������*�� � � � � � � � � � � � � � � � � !!

�� 3����1����*�� ��� ����*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !#

�! 3����1����*�� ��� ������*�� 	 ������*��� � � � � � � � � � � � � � � � � � !)

�# 3����1����*�� ��� ��0	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !)

�) 3����1����*�� ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !-

�- 4��	����� 	 �����*5	� �	 �������� ���� 	����� �	 ���� �� � � � � � � � � #2

�. 6�������� ���%������ ����7������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #2

�� 6�������� ���%������ 	��7������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

� 3����1����*�� �	 '�89��&�68�����:	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � #!

�2 ;���	��	� �� �����1����*�� �	 '�89��&�68�����:	� � � � � � � � � � � � ##

�� ���<���� �� �����1����*�� �	 '�89��&�68�����:	�� � � � � � � � � � � � #)

�� '	������� ���	���� �� ������z �� �	�<����� �� ������w� � � � � � � � � #-

�! =��8�� ���	���� �� ������w� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

�# 4��	��	��� �����&��� �	�� 1��*�� �	 >���+�� � � � � � � � � � � � � � � #�

�) 6�������� �	 ������ �	�����%�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � # 
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�. 6�������� �	 ������ �	�����%������� �� ������w� � � � � � � � � � � � � � )2

�� 6�������� �	 ������ �	�����%������� �� ������t� � � � � � � � � � � � � � � )�

� =��8�� 	?�����	������ ���������� �	 ������ �����	���� ������t� � � � � � � )�

!2 =��8�� 	?�����	������ �	��	�	������ �� ������w� � � � � � � � � � � � � � )�

!� =��8�� 	?�����	������ �	��	�	������ �� ������z� � � � � � � � � � � � � � )�
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"	� � #��� $%���
�� � � � � �&

����' ������������ (��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����* �+,�� n-����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����. /���
� 	� 0
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� /
��1�� �������� $��+���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

����� /
���� $��+��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� 2���3����1�� ���3����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��' 0������� 	� 2���3����1�� ���3����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��'�� 2���3������ ��� 2������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��'�� 2���3������ ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��'�� 2���3������ ��� 4������ �
 �������� � � � � � � � � � � � � ��

��'�' 2���3������ ��� ��5����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��'�* 2���3������ 6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

��'�. 2���3������ 	� 78�%�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������	��� ��� ����� ����	��� ��� ����� �!

��� 9 (��%��� 	� ������� 0��:������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��� $ 2���3������ 	� ;�<=�,-�<�����>�� � � � � � � � � � � � � � � � � � '�

����� 7������� 	� �������� �
������ �� �������� 	� 
� ���?�"
�� '*

��� 9 (��%��� 	� ������� 	� (��� ;������+�	���� � � � � � � � � � � � '�

" ���������	��� #���� $$

$ %����&�� ����� $�
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�������! #��� �������� �
�� ��� ����
����� ���� ������� ����� ������	
� 
��� *��
�
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�����
 ����
� �� ������� �
������!

�
 $�� ���
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�
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�� ������� ��������
 �������
� �� ���	�� �)���
�������� � �� ���	�� �� ���
 ����

� �������
� �� ������ ������ �������! #��� ������
 � ����
 ����������� �����
 ��

������
����
 �������� )�� ������
�� � �����
 ��� ������ � �� �����
 �
 �������


������
�� � ���
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 � ������
����
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�����
 �
 �������
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� � �� �����
 ����������! $
 ���� ��
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���������� ��������� 
� ���(���
� � ���
� �
 ��
����!

�
 $�� ���
 0� ���������
� �� �
����������� *���� � ��
�
���� �� ������	
� ���

���
�� 
��� ������
� ������ ������ )�� �
�� ����)����� 
 �����
 �
��� ����������

��� ������
������ �
��
���!

1
�����
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�
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 �� �
����
 �
 ��
����! 2���� �� ��
��������� � �����

��
 ���������� �� ��
����� ��� ������ � 
� ��������
� �����
� �� �
��� ���� �

��
����� 
�������! 3��
 � �
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��� �� ������
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��
��� ��
 ������ ��

��
��������� � ����� �
 ��
���� � �����
 4%5� 6+7!
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� ������� 	��
����� � ������ ����������

����� �����	
� ���������� �� ��������� ������� ���� ������ ����
���� � �	�����

���
�������

��� �����	
��� �� ������� ���������

����� �����	�
�

�� ������ ����
���� �	���� �� ���	
� ��� ��� � ����������� �� !����"

������� #	
�	�
 ������� ��� �	������ ���������$����� ��������� �� %���� �����

&���� � '	� �	
����	 ��� � !���
	�(� #������
 �� ����� &����� ��������	 ��"

��� ������������� �	
�	��� ��������� )
��*)��� � ������)���� #�� ���� ���� � ������

�� ������ ������� �
������� ���� ���� � ����� �� ���+	���� � � �	������� ���

������ #���
����� � ���������� ���
���� ,�$���� #����� -./0. " ./123 �����	

������ 	� �������� �� ������ 10 �� �	�� ����� �	+� ���	�� ����� ��	�
 � 40 456�

7�� ��� ����� �
� �8���	 �� x � � �	�� �� 10− x 
��� �
� ������ � ��	�
����

x(10− x) = 40 ou x2 − 10x+ 40 = 0. -.3

9� ��:�� ����� �'	��(� �(� x = 5 ± √−15 ���� ������ 	� �������� ���������

;��� ��� 	� ��� ����� '	� ��	 ����� ��� ����
8�� ��� ��:�� '	������ �� ������

����������

�� ���	
� ����� � ���������� �	��� <���8�� ;	
� �8���	
√−1 �� i �	 ��+� 

i2 = −1 ����������� i �� 	������ ���������� � �������� �� ����� ����
��� ���

����
�:��� �� ,�	�� ������ �� �	� ���������(� ��������� ���� ������ �� �
���

�� 	� ����
8� ������ �� .1=1� >� )� � ���� ��� ������ ����
���� ��������

�� C ��� ��)���� �� ?���
��� �� .5@1�

����� ��	� ��� ����	�� ��������

A�)����� � ���� ��� ������ ����
���� ���� ����� � ���+	��� ��� ���� ���"

����� �� ������ ���� 

C =
{
(x, y) : x ∈ R e y ∈ R

}
, -B3

��� �� �������� �� ����(� � �	
���
����(� ��)����� ���

C� z1 = (x1, y1) z2 = (x2, y2) �������� � C 

• 9���(�D z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2) 

.1



• ����������	
�� z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)

�� ��������� ���������	��� �
� ����� ����� ���� �� �����	��� ��� ������� �������

��� (x, 0) = x � (0, 1) = i ����� � ��� (x, 0) � ����������� ��� � ������� ���� x � �

��� (0, 1) ��� � ������� ���������� i

��� �� �����	��� � ���������	��� �������� ������ �������� ������ �������� z =

(x, y)� ���� ��� ������� �� ��������  ����

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + y(0, 1) = x+ yi. !"#

$� z = x+ yi� �� ������� ����� x � y �
� �%������ �� ����� ���� � ����� ���������� ��

z ��������&������ � �����&����

x = Re(z) e y = Im(z). !'#

(��� �����	
� �� ����������	
�� ����� ���

i2 = (−1, 0) = −1 e portanto i =
√−1. !)#

* �������� �� +��� ��������� �� ,�� -� ��������� �� ����	��� �� ������.���� �����

�� ���/����� ���������

,����� -� 0������� �� +��� !� ����
� �����/� � � ���/���� ��� ������� �����������#

1��� ����	
� ���������� �� ���� n ≥ 1� ��� ����������� ��������� ������ ����

��� ����	
� �� C� �� ��/�� ��� ���� ����� ��� ����	
� �������� 2��� ��������� �

���%����� ���� 1������ ,���������� �� 3���4�� 5--6

(�� �������� �� �����&�� � ����	
�

x2 − 6x+ 13 = 0 !7#

-8



x =
6±
√

(−6)2−4.1.13
2.1

x = 6±√−16
2

x = 6±4√−1
2

= 3± 2
√−1

i =
√−1

x1 = 3 + 2i e x2 = 3− 2i.

R
2

z = (x, y) = x+ yi x, y ∈ R

z

z = (x, y) = x + yi Re(z) = x

Im(z) = y z

z̄ = (x,−y) = x− yi,

z

|z| = |x+ yi| =
√

x2 + y2.



���� ��������� 	
����� �������� z = x + yi� z1 = x1 + y1i � z2 = x2 + y2i

������� ������� ������	��� ��� ����� �� �����	��� �������������

z1 + z2 = z1 + z2

z1 − z2 = z1 − z2

z1z2 = z1z2

z1/z2 =
z1
z2

z + z = 2Re(z)

z − z = 2Im(z)

zz = x2 + y2 = |z|2

|z| = |z|
|z1z2| = |z1||z2|∣∣∣ z1z2

∣∣∣ = |z1|
|z2| ��� z2 �= 0

|z| ≥ |Re(z)| ≥ Re(z)

|z| ≥ |Im(z)| ≥ Im(z)

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
|z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2||

����

����� �����	�
���� �����

���� z = x+yi � 	
���� ������� 	�� 	��� � P ��� ����� �� ����� ��	�� �� �����	����

(x, y) 	� ���	� ������� �� ������ O� � ���� θ �  	���� ��� � ���������
−→
OP ����� ��

� ���� ���� �������� 	� ��	���� �	���!��"���� 	���� ���� ��#���� ��� θ $ �� ������	��

�� z� ��	����� ��� θ = arg(z)%

��	�� ρ = |z| �= 0 � !�����	��� �� ��� 	���� ��� 	���� ������� �	��� � ���������−→
OP � � ���� ���� �� &��% '� ������� �����$� �� ��������� ρ = |z| = √

x2 + y2� ��������

� �����	������� �(��	�� �� �������)��

cos θ = x
ρ

ou x = ρ cos θ,

sin θ = y
ρ

ou y = ρ sin θ,
��*�

*+



z

tan θ =
y

x
se x �= 0,

θ

θ = arg(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

arctan
(y
x

)
, x �= 0;

π

2
, se x = 0 e y > 0;

3π

2
, se x = 0 e y < 0.

z

z = ρ(cos θ + i sin θ),

z

z1 = ρ1(cosθ1 + isinθ1) e z2 = ρ2(cosθ2 + isinθ2),

z1z2 = ρ1ρ2[cos(θ1 + θ2) + isin(θ1 + θ2)],

ρ2 �= 0

z1
z2

=
ρ1
ρ2

[
cos(θ1 − θ2) + isin(θ1 − θ2)

]
.

z = ρ(cosθ + isinθ)



zn = ρn(cosnθ + i sinnθ), ����

���� �	
	 �����	 n�

� ������� ���� � 
�	����
� ������� 
 ������� �	����

����� ����	
 n��
��


�� ����� n������� 
 �� ����	 �	��� 	 p �= 0! �"	 �� �	��#$� 
� %��#"	 zn = p�

& z = ρ(cos θ + i sin θ)  p = ρ0(cos θ0 + i sin θ0)! ��"	

zn = ρn(cosnθ + i sinnθ) = ρ0(cos θ0 + i sin θ0). �'(�

)��� �*���
�
 � ��
�
��� %���
	

ρ = n
√
p0 e θ =

θ0 + 2kπ

n
, �'��

���� k = 0, 1, 2, 3, · · · , n− 1�

+	�����	!

n
√
p = n

√
ρ0

(
cos

θ0 + 2kπ

n
+ i sin

θ0 + 2kπ

n

)
, �''�

���� k = 0, 1, 2, 3, · · · , n− 1�

� ������ 
�  ����"	 �''�! �	
�	� �������� �� ����� n������� 
 �� ����	

�	��� 	 p! �	�	 	� n ������� 
	 �	��*	�	 �*���� �������	 �� ��������,���� 
 ���	

�*��� � n
√
ρ0�

+	�  ���	! �� ����� � ��� 
� ���
�
! 
�
�� �	�

wk =
6
√
1 = cos

2kπ

6
+ i sin

2kπ

6
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, �'-�

�"	 �������
�� �	 ������	 ����.��	! �	��	�� � /�*� 0�

����� ������� �	 ���	�

� ���� 
 1�2�	� �����
� � a 
 ��� ���#"	 ��� f ! ��3������� 
������.��� ���

�������	 ����	 �	���
	 a! � 
�
� �	�

∞∑
n=0

fn(a)

n!
(x− a)n, �'0�

''



f (n)(a) f a

a = 0

f(x)

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

e
−1

x2 , x �= 0,

0, x = 0,

R x = 0

fn(0) ≡ 0 n

f : I → R

I a (a− r, a+ r) I

c 0 < c < a+ r

lim
n→∞

[ 1

n!
Mn(c)c

n
]
= 0,

Mn(c) f (n)(x) [−c, c]
f(x) a f(x) (a− r, a+ r)



�� ������� 	
�����	
���� ���� � ������� � � ����� ���������� ���� ��
 
��
�����

	���� �


sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · , x ∈ R ����

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · , x ∈ R ����

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x1

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
, x ∈ R. ����

�� x = 1�  	����� �� ���� � ���
���� ��
�  �!��
 e� �� ��� �� ��
�� ��"��	��

���� �


e =
∞∑
n=0

1

n!
= 2 +

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · · = 2, 71828 · · · �#$�

�� �	�	���� �� ���� x �
 xi �� i =
√−1�  	�����

exi =
∞∑
n=0

(xi)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=1

(−1)n−1x2n−1

(2n− 1)!
, ����

��� �	
� ��� ������ �	��������� �	��

eix = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
· · ·+ i

(
x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

)
. ����

�� ����� � �������� ����� 
	 �	������	 � � �������	 �	� ����� 
� �������� 
	

cosx � � �����
� ����� � � �������	 
	 sin x� �� �	��� 
� �� �� ��!� � ����� 
�"��#��

eix = cosx+ i sin x. ����

���� ����$�	 � 
��	����
� 
� ������� 
� ������

% ���	������ ez ���� �� �&���	 	�����	 �������� z = x+ iy� � 
�"��
� �	�

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y). ��'�

()���*��	� ��� �� x = 0 � y = π� ����	 eiπ = −1�

�'



��� ������	 
������	 ���������	

�� ������ �	

 � ���� �� ����� ������������ ��� � �� ������� ��������� ���

���������� ���������� ������ ���������� ��������� ���������� � ��� �� �� ������ ���

���������! " ������ �� ���������� ��� ������ �� ���#����� ���� � ��������� �� $%%&�

����������������� ��� ���'���� (������� )$%*+�$%&,- � .������ /�����0�� )$%*+�

$%&1-� ��������� � ������� �� ��� ����� ������������� ������ ������� ����� ������

���� ���2��� �������������� ��� 3���� 4�����5 )$%6&�$%,7-� 
���� ��8��� )$%1*�

$,*,-� 4�������� .��'��� 9����� )$%1%�$,$%- ����� ������ :%;! " ������ ��� ���2��

���������� �� �������� �� ������ �
�� �������������� ������ ��� ������'�� �� <���'5�

=������ � .���������� :$+;!

>��� ��� ����� ���� �� �������� ���� f(x)� � ������ y = f(x) ���������� ���

������ ����� � ��?��x � � ��?��y �� ����� R
2� � �������� � ���@�� �� f ���� ������� ��

R
2! A�� ����� ����� ���� ��� ����� ������?� �� �������� ������?� f(z)� ��� �?����

� ���@�� �� f(z)� ���� �?���� ���� �� ���2�� �����! " ������ w = f(z) ����������

��� ������ ����� � ������� �� f �� ����� ������?� z � � ������ �� f �� �����

������?� w! A��� ���� ����� z = (x, y) = x+ iy �� ������� �� f(z) ����������� ��

����� w = (u, v) = u + iv �� ����� ������?� w� ��� � B��! 7! "� ����������#�����

����� ������ ��� ���� ������ � ���������� �� ������������ �� ������ �� ������z ��

������ �� ������w! ����� ���� ������ � ������

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), )67-

��C� ������ �?������ �� D������ *!1!

B����� 7E "������� �� ������ �� ������z �� ������ �� ������w! )�- >������! )�-


�����!

*7



�������� 	
 ���� f ��� ���	
� ������ ���� ����
� ������ D �� ������z� � ��������

f ′ �� f(z) �� z0 � ������ ���

f ′(z0) = lim
Δz→0

f(z0 +Δz)− f(z0)

Δz
, ����

����� ��� � ������ �������� �������

����� 	
��� f  ��������� �� �������	������ �� z0� �� f ��� �������	����� �� ����� ��

������ �� D� ����� f  �������	����� �� D� ����� �����
� ��� 
 ����� �	�
 �� ������

����� �����	
 ��� ��� �
��� ��������� �� ���� 	��� Δz ����� 
 !����

"� �
���	��
�� �����#�� �
!�� Δz ������ 
 zero ��� �
����� ��
�� �� ��� �
�����

��
$�������� "�	������� f(z) = u(x, y) + iv(x, y) � 	��� ������� ��%���
� �
����
�

�
�
 Δz → 0 �� ��
�� 	�������� ����#�� 	�������
� ��
� ����������
���� & �������
 
�

���$� �� x �
������ y 	����
���� 
 '�$� � ������
 ���
 ����������
�� ���  ���������
�


���
 ��������� ��(�� & ��$���
 ����������
�� 
� ���$� �� y �
������ x 	����
��� �

�
��� ������
�
 �
 '�$� � �  ���������
�
 ���
 ��������� ��)��

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
, ��(�

�

f ′(z) = −i∂u
∂y

+
∂v

∂y
. ��)�

'�$��
 �* +��� ����� 	��� Δz → 0

,���
���� �� f  �������	����� �� z = x+ iy� 
� ���
-.�� ��(� � ��)� �����	
� ���

/�



∂u(x, y)

∂x
=

∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x
,

����

�� ��	�
��� ���� �� ���������� �� ��	�
��� �� ��	������������

� ����� ����� �����  ���	���� ������ �	!� ��������
� �� ��� ����� �� "#$�

������� �� �� � �������� f ′(z) �� �	� 
���� f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ������ �	 �	

����� z = x + iy� ���� �� ��������� �������� �� ���	���� ����	 �� u(x, y) � v(x, y)

������	 �� ����� (x, y) � �����
���	 �� �������� �� ����������	����

%�� ����
� �	&������ ���� � �����'���� �� f ′(z) ( ���� ��) ���	���� ������ 

�	!� ��������
� ��� ��� ����� ���*(� �� "#$�

������� 	� ���� � 
���� ��	����� f(z) = u(x, y) + iv(x, y)� z = x + iy� �� ��


������ u � v �� ���������� ��	 ��������� �������� �� ���	���� ����	 ���������� �

�����
���	 �� ��������� �� ����������	��� ��	 ����� (x0, y0)� ���� � �������� f ′(z)

������ �	 z0 = x0+y0i�  �!	 �� 	���� ���� �������� ! ���� ��� "���"��� ��� 
#�	����

$%&' �� $%('�

����
 ����� ��������

������� �� )	� 
���� f ! ��������� ��	 ����� z0 �� f 
�� ��
������*��� �	 �����

�� ������ �� ��+�	� ���������� �� z0� ���� !� ����	�� "�� �	� 
���� f(z) ! ���������

�	 z0� �� ������� �	 δ > 0 ��� "�� f ′(z) ������ ���� ���� z ��	 |z − z0| < δ�

�*�������� ��	� �	�  +����� 2 ( 	�� ����
� ������,��� �  +����� 3 ( 	��

����
� �	&������ ���� �	� 	�� -	�
� f ��!� ���).���� �	� ��� z0�

/����)� �� -	�
��� ���).������


� 0	�)�	�� �)��1�� �� -���

f(z) = anz
n + an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0, �23�

( 	�� -	�
� ���).���� �� ��  �)�� ���)�� C�

4���� ��� ��5��� �	� f(z) ( 	�� -	�
� ������� ����).���� � �)�� ��������

6#



�� � ����� f(z) = P (z)
Q(z)

���	 P 	 Q 
�� �������
� � ������ �������� ��
 �����
 ���	

Q(z) �= 0�

�� f(z) = z ��� � ��� ������ �������� 	� �	���� ������ ��
 ��� 
��
��� �
 �����

��	
 �	 ��������	���� 	� �	���� ������ �������	 � 
	��� 

f(z) = z = x− iy,

u(x, y) = x e v(x, y) = −y,
∂u

∂x
= 1 �= −1 =

∂v

∂y
.

!"#$

%��� ������ �������� � �&����	��	 ��	�	��'(	�� 	
�	 ���� ������
�� ����	�	��	

��� � )�	 �����	 �� ��
� �	 �����	
 �	�
�

*�� 	+	����� ���
�	�	��
 � ������ ϕ : R → R ���� ��� ϕ(0) = 0 	 ϕ(x) =

x2sen(1/x) se x �= 0� %	��
 )�	 ϕ � ��	�	��'(	� 	� ���� � �	�� ��� �	�(���

ϕ′(0) = 0 e ϕ′(x) = 2xsen(1/x)− cos(1/x) se x �= 0. !",$

-�
 ϕ′ ��� � 
	)�	� �������� �� ����� x = 0� ��
 � ���	 limx→0 cos
(
1
x
) ��� 	+
�	�

� 
	��� � ���	
	����� �	 �� ���� ���� �	
����� � �.����� ��	���� �	 ������

)�	 � �� �	
������ ������	���� ���� �
 �����	
 ��������
� /�� �	���	 ��
���� )�	 
	

��� ������ � �������� ��� ������ 	���� 	�� � �&����	��	 ��	�	��'(	� �	
�	 ������

-�
 �	����	
� ��������	��	 ���� �
 ��	���
 �����	+�
 
�� ���������
� ���	� 
	�

(
��
 	� 0,1� 2� #3� ,45�

������	 
� ���� f(z) ��� ���	
� �������� ��� ������ ������ D ⊂ C � C ��

�������� ������� ������� �� D� ���
�

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ξ)

ξ − z
dξ, !"6$

���� �������� ����� z �� �������� �� C� ���� � �������� �� ����� �� ���� �� C � ������

�� ������� ��������� ������� �� ������� � !"� ���������� ������� �������� �� #����$�

����%�� ������� &'( ��� f ������ ��������� �������� �� ����� �� ������ �� �������� ��

C� ����� ���

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ, n = 1, 2, 3, · · · !""$

,7



��������� �	 
�� �
��� f(z) � ��������� �
� ������� D ⊂ C� 	���� �� �	�������

�	 ����� �� ���	�� �	 f 	����	� 	 ������ ��� ���������� 	� D�

��� �����	
������ �
�	
����

�� ��������	�
��� �����	�� ��	 ������ �����
��� �	 ���������� ��	�� �� ������

	���	���� � ������������ �	� ������ ��� �	��� 	��������� ������	�� �� ��������

������ ������	�� �� ����	���� �� ������ � ������ �� !" � ����� ����� � ��������	��

� ��	���� ���� � ������	� � �������� ��	 ��	���� 	��� ��	����� �#� ����
$� ��

������	� � 	��� ����"

%�#�	 C1 � C2 ���� ����� ������ �� ��	���� �� f(z) &�� �� ��'�	 �	 z0� ��

#�� �	����� �� ������w �$� ������������� ��� S1 � S2� ���������	����" ����	� ��

w0 = f(z0)� �� ����� S1 � S2 �� ��'�	 �	 w0� �����	� (��" )"

(����� )* +������ ���������� �� ������� �������� ����� �� �����"

�������� 	
 � ������������ w = f(z) � �������	 �
� ������� D ⊂ C �	 � ���
��

	���	 C1 	 C2 	� z0� ��� ��
�� �� ���
�� 	���	 S1 	 S2 	� w0� 	� ����� �����
�� 	

�	������ ���� ����� �� ������ z0 	� D�

������ �
 �	 f(z) � ��������� 	 f ′(z) �= 0 �
� ������� D� 	���� � ������������

w = f(z) � �������	 	� D �� !�

"	���������� � ��������	�
$� &�� �������� �� ������� ��������� ��� ,������ ������

������ 	�� �$� ���������	���� �� ��������� � ����	����� �������� �  !" -������ �

����� z0 +Δz �	 C0 �� ������� �������� � ������ �� z0� � ��	��� �� ����	���� �� Δz

&����� Δz → 0 � � ,����� �� ������
$� α �� ���� �������� � ���� C0 �� ������ �	�

�.



������������ �� 	
��  ���� �� w0 = f(z0) � �� w0 + Δw �� S0 �� ����
�� ���
�
�� �

����
� �� w0 � � 
����� �� z0 + Δz� ����� � ��������� Δw ����� ���� � ������ ��


���
����� β �� ���� �������� � ����� S0 �� ����� w0� ���� ������������ �� 	
��  ����

	
���� � ���������� �� ���������
�����

 ���� !�� � ���
���� f ′(z0) � ��"�
�� ���

f ′(z0) = lim
Δz→0

Δw

Δz
, �#$�

���� Δw = f(z0 +Δz)− f(z0)�

 ��%�� !�� � �������� & ����� C0 �� z0 �
�� �� ������ θ0 ��� � �������������

w = f(z)� ' ����� θ0 �� ��������� �� �(���� f ′(z0)� ����� � �)����� �� �
�
��

�� ��������� �� Δw
Δz

�

lim
Δz→0

[
arg

(
Δw

Δz

)
z=z0

]
= arg

[
arg

(
Δw

Δz

)
z=z0

]
= arg f ′(z)|z=z0 = θ0. �#*�

����� w0 +Δw � 
����� �� z0 +Δz� ����� � ����� �� ��������� �� Δw � ���� ���

argΔw = argΔz + arg

(
Δw

Δz

)
. �#+�

,����� Δz → 0� � argΔz → α � � argΔw → β� '����

β = α + arg

(
Δw

Δz

)
, �#�

���
� �� �#*� ������

β = α + arg |f ′(z0)|, �#-�

./



��

β = α + θ0. ����

� �	
�� �����	�� � ��
��
� �� 
����� �� 	������� �� Δw
Δz

�� ���� ������ �

��
��� �	�	 	 ��	�����	��� w = f(z)� ����� ��� f ���	 		
 ���	 �� z0 � f ′(z) �= 0!

"��� � #��
� θ0 � �����	�� ��
	 ����� ��	�����	���	 f � ��
� ���� z0 � �
� � �

����� �	�	 ���	� 	� ����	� �	��	�� ��� z0! $��� 	� ����	� C1 � C2 ��� �� ���%	�

� ���� z0 �� �
	� ����
�&� z� ��� α1 � α2 �� #��
�� �� ��
�	��� �	� ����	� C1 �

C2� ���������	����� �� z0! '��	��� �	 ��	�����	��� w = f(z)� �(���)�� 	� ����	� S1

� S2 ��	��� �� C1 � C2� ���������	����� � �
	�)w� ��������	�� �� w0 = f(z0)!

�� #��
�� �� ��
�	��� �	� ����	� S1 � S2 �� w0 ��� β1 � β2� ���������	����� ����

�
����	�� 	 *��! +!

*����	 +, -������	��� ��� .��
��

/� ��+� ���)�� ��� β1 = α1 + θ0 � β2 = α2 + θ0! /���	 ����	 ���)��

β1 − β2 = α1 − α2. ��0�

-���	��� � #��
� ���� C1 � C2 � ���	
 	 	� #��
� ���� S1 � S2� ���� �
����	��

	 *��! +� � ��� ����
��	 	 �������	���!

��� �����	
� �� �����
������� �
��
����

' ��	�� ������#��	 �	� ��	�����	�1�� �������� ���� � �	�� ��
	� ���	���

���� ��
 ��	�����	� ���(
��	� ��� ��� ��� 	�	�������� ����
��	�� �� ���(
��	�
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��� �������� �	�� ���
���

����� ����	
������ ��� ����	����

w = z + b ����

����� b ��	 �����	��� ���
���	 ���	 ��	������	��� �	
��	 ��	���� �� 
�	���z�

��	���	�	�� �� ������� 	� ����� b �� 
�	���w �  �� !" ������	 � 
�	���z � 	  �� !!

� 
�	���w

 ����	 !"# $�	���z �	 %�	������	��� 
�� ��	���	���

&	  �� !! �	� ������ 	 ��	������	��� 
�� ��	���	��� ��� b = 5 + 8i �� 
�������

'�	��	��� &	  �� !! �(�� ������ 	 ��	��� ����� ��	���	�	�	 �	 ������� �� �����

b = −5 + 8i� ������� '�	��	��� &	�  �� !! ��� �  �� !! ��� �	�()� ) �(����	�� 	

��	���	��� �	� ��	���� �	� �����*�� b = −5− 8i �� �������� '�	��	��� � b = 5− 8i ��

'�	��� '�	��	����� ���
�����	����� + 
���� '�� 	
	���� �	  �� !! �����	 	 �������

�� �����
−→
Ob

����� ����	
������ ��� ������

w = eiϑz ��,�

�� ��,� ϑ ) ��	 �����	��� ��	� $	�	 ���	 ��	������	���� ��	���� �� 
�	���z ���

���	�	� �� �� -����� ϑ �� ϑ > 0� 	 ���	��� �� �	�. �� ������� 	����/��.���� �	� ��

ϑ < 0� 	 ���	��� ���. �� ������� /��.��� �  �� !� ������	 	 ��	������	��� 
�� ���	���


	�	 ϑ > 0 � 
	�	 ϑ < 0 ��� ��0� -������ ���������

,�



������ ��� 	
���w �� ������������� ��� �����
����

� ���� �� ��� �
����� � �
���z ���
����� ���� � ������������� ��� ������� � �� ���� ��

�� ��� � ��� �
������ � �
���w ��� �� ����������� �� ��� �������� !� ���� �� ��� ���

�� ϑ = − π
12
" �����#��� $�� %��#� ������� �� 15� �� ������� %��&���� !�� ���� �� ��� �

���� �� ��� ����� ����� �� �� 45� ��� ϑ = −π
4
�� ������� %��&��� � ϑ = π

4
�� �������

����%��&���" ��������#������� ' ����� $�� ������� �� ���� �� ������ $�� ��� %��#�

�����
�����

����� ����	
������ ��� �������� �� ��������

w = ϕz �()�

*���� ϕ ��� ��������� ���
 �� �()�� 	��� ϕ > 1" �� ������� ����� ��
������" ���

$����� 0 < ϕ < 1" �� ������� ����� ������+���� !� ���� �, ��� - �
������� � �
���z

� �� ���� �, �� ��� � ��� �
������ � �
���w ������������ ����� ��� ��
������ $�����

��� ��������� ���� ��.� #�
���� ��������� �� ϕ�

,,



������ ��	 
����������� ��� �������

�� ���� �� ��� �� ��������� ϕ = 0, 8 ���� ���� ��� ��������� ���  ���� !��������

�� ����� � �� ������ �� �����"z ���� � �����"w ����� �� ��� � ���� �� ����� ���

���� �� �!� � ���� �� ��� ���� ���������� �� ������� ϕ = 1, 2 � ϕ = −1, 2# �����!����"
������ $������"�� ��� ���� �� �!� � ���� �� ��� ���  ���� ��������� ��� ������� � ���

� ����� �������� ����!��� �� ���� �� ��� �������� ������� �� 180� ������� �� ������

�� ������� �� ��� � ���� ���% �� �����"w �������� �� ���� �� �!� � �� �����"w �������

�� ���� �� ����� $ ����� ��� �����!� �� ���� �� ����!� ��� ���  ���� �����������

����� �����	
����
 �
� ������


w =
1

z
�&&�

' �(������� �&&� ��������!� !���������)�!�� ����*��!� ����� �� ������ �� �����"z

� �� ������ �� �����"w# �(!��� ���� �� ������ z = 0 ��� ��� ��� ������# � w = 0 ���

��� + ������ �� ��� �� ����� �� �����"z� ' ������������ ��� �������� + ���������

�,



������ ��	 
����������� ��� ��������� � ����������

�� ���� ���

������ ��	 
����������� ��� ��������

��



�� ���� �� 	�
 ����� � ������z � �� ���� �� 	�
 ����� � ������w ������������

���������� ��� �� ������ ������ � ����� ����� �� ����� ��� ��������� ��  �����

�� 90� ��� ���� ������� ���������� ����� ��� �� ������ �������� � ������� �����

�� ������ ������ � ����� ��� ���� ������� ����� �������!"� ���# ����������� �� �

������!"� � �� � ����!"� �� 180� � ����� �� ���� ��� ��������� �� ���� ��

������w� �� ������z$ ���� ������� ��� ��������� �% �������� �� ���������$

�������� ��� �� ������w$ � ���� �� ���� ������� ��� ������������� %$&

�������� �� �� ����� �� �'������ ( ����� ����� ��� ������� �� ���������z ��������$

������� �� ���������w ��������� � ����� ��� ������� �� ���� �� 	�
 �"� ������� ��

���� �� 	�
$ ����$ ��� z = 0 �"� �� ����$ w = 0 �"� ���� ��� ���� �� �����

������

����� ����	
������ ������

w = az + b 	&)


*���� a � b � 	&)
 ���������� ��������� +��� ���������!"� , � ������!"� ���

���������!-�� �� �������!"�$ ����!"� � ������!"�� ( ���� �& 	�
 ������� � ������z � �

���� �& 	�
 ������� � ������w ������������

������ �&. /��������!"� ������

( ���� �& 	�
 ��� ��������� � ������ �� 	&)
 �� a = 1 + i � b = 5 + 8i�

0)



����� ����	
������ �� ������	

������� �� ��� ������	���
�	 � ������ � ��� ���
�	 � C � C� ������ �	�

T (z) = w =
az + b

cz + d
, ����

	�� a�b�c�d ��� ����	�� 
������� ���� ��� ad− bc �= 0�

� ��������	�
�� � ������� ��	��	 ���	��� � ��������	�
�� ������������ �

���������� ��	� �	� ��	����
�� ��� ��������	�
�� � �������
��� ����
��� ������
��

 ������� ���� !�� �	 � ��������� � ���� "���"�� ��� ��	� ��� �� ��	 �#������

 "���"�� �#����� ��	� ��� �� ��	 �#������ �� �$�� �� ��������	� ����  �#������

	 ���� �� �#������ 

� ��������	�
�� � ������ ��� ���� ����� �� �����%z� &��� � ����� z = −d
c

��	 c �= 0� 	 �	 '���� ����� �� �����%w (������� z �� &������ )*+,� �	�� �

������ �� ��������	�
�� � ������ "� � ��	��	 �	� ��������	�
�� � �������

���� ���

T−1(w) = z =
−dw + b

cw − a
. )*-,

.� ������ z = −d
c

 w = a
c

��� ������ ��#����� �� ��������	�
�� � ������  �

��� ������� ��������	��� �� ������ � "� T (−d
c
) =∞  T−1(a

c
) =∞ 

/��%� 	������ "� &��� �	� '���� ��������	�
�� � ������ )�� ����,� "�

��� ��0� ������ ��������� z1, z2  z3 �� �����%z � ��0� ������ ��������� w1, w2  w3

�� �����%w� ��� "� ���� ���� ����� z ��� � �1���� ���
��� ���	����� � ��2��

���2����

(w − w1)(w2 − w3)

(w − w3)(w2 − w1)
=

(z − z1)(z2 − z3)

(z − z3)(z2 − z1)
, )*3,

��� w = T (z) 

/�� &	���� � � ��$���� ����� � ��������	�
�� � ������ "� 	���� �� ������

z1 = 0� z2 = 1  z3 =∞ ��� ������ w1 = −1� w2 = 0  w3 = 1 ��������	��� �����

������������ ��� ������ �� &������ )*3, ���	��

(w + 1)(0− 1)

(w − 1)(0 + 1)
=

(z − 0)(1−∞)

(z −∞)(1− 0)
, )4�,

����

5+



−w − 1

w − 1
=

z(1−∞)

z −∞ , ����

���� z −∞ = −∞ �	
	 ��	���
 z ∈ C� �����

−w − 1

w − 1
=

z(1−∞)

−∞ , ����

���
−w − 1

w − 1
= z, ����

��
�	���

w =
z − 1

z + 1
. ����

��



� �������	
� ��� ����������	
� �������
�

����� �����	
� ���� 	��� �� ������������� �������� ���� ����
��� ���� ����
���

�� �
������������

��� � ����	
�� � ��������� ����������

���� � �������
������ ����� ����� ���	��� �� ���	����� ����������� ��� ��  � !"� #$�

%������ �� �������� �������� ���� ������� 	���� 	 ��������� �� �
���� ����
�
�� �

������������ �	&� �������'���� ������� �� � �������� ��� ����� ��	�� ����� �� �
�����

� (	� ��� ���
�)��� ����������� ��
� ������� �	 ����� �� �
�	�� �
���� *���� �����

�
���� +,��� -	��� ����
 ��� �������'����� ��������� .��������� �,��������/� ����� �

������� �
0������ �� �������� ���� �&	��� �	������� �� ����� �� �������� � ���1������

�	 � ���������� �� �	��������� � ���0 ���� �������)�� +
���� 2��3������ �����

�	���� 	��
�������

�������� 	
 ������������ 	 � �
��
���� ��� �� ��������
�� ��� � �
������
 ���
�

��� ��	�
��� ��� � ��
�� � �� ����� ����
��������� � ���� ���� ��������� ���
� �

�������� � ��
�� �
������� � � ���
���� � ��������� ��� ������ ���
� �� �������

C =
Q

V
.4�/

- ��������� 0 	 ��������� �� 	��� �����'���� ���� � �	���������� ���

����	���� �
���3������ � ��� ���� ���� �(	�������� 0 ���������� � ������ (	���������

5� ������� � ����2�� (	� ������� �� ��	 ��
�� � �	����� �� ����������� ����

��� 	��� ��(	����� �� ����
� �� �
������� �	 	��� �������� �� ����
� �� ������

5���������� ��� ���������� (	� �� ��� �	���� ���)���� ������� �
0������

6 7��� !4 ����� 	 ��������� ��
������� ����������� �� ��������� dc� ������

��� ���� ��
������ ���,���� �� ����� R1 � R2 � � 7��� !" ����� � ������ ����������


����� ���������� %	���2� (	� dc >> R1� �� ���� � �����8�� ������)�� �� ����������

�� ���� �
0����� (	� ������ ��� �,��������� ��� ��
������� 6(	� ����������� (	�

� �
��� �,����� �� ��������
 V ��������� ��(	���� � �
��� ������� ��������8�� ��

��������
 �	
��

6������� (	� �� �
���� �� ��������� ��&� 2��������� � �������'���� 0 ���� ���

Cc = 2πε
dc

ln(R1

R2
)
. .44/
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ε −1

R1

R2

R1 = r1 R2 = r2 d �= 0

w(z) = t
R1

r1
eiθ

d(z − za)− s(zb − za)

d(z − za)− t(zb − za)



������ ��	 
������� ���������� ����������

st = r21

(d− s)(d− t) = r22 ����

r2
r1

∣∣∣∣ t

(d− t)

∣∣∣∣ = R2

R1

−−d
2 − r21 + r22 +

√−4d4r21 + (d2 + r21 − r22)
2

2d
= t

−−d
2 − r21 + r22 −

√−4d4r21 + (d2 + r21 − r22)
2

2d
= s ����

���� za ��� �� ����� ����� � ����� ������ �� ���� r1 � zb ��� �� ����� ����� � �����

������ �� ���� r2 ��� �������� ����������� d = |zac − zbc|� ���� zac � zbc ��� �� ������

��� ��������������� ���������� �������� ��� za � zb�

R1 � R2 ��� �� ����� ��� ��������������� ������ � ������� ������� �!���� ��

����� ����������� " �������!�#�� �! ��$� �� � � ��!���!��� �� ���� r1 �� ��!���%

!��� �� ���� R2� " ������� ���� �� �����#�� �� �����#�� s ��������� �� ����� ���

��������������� ����������� � ���������� �� ������� ���!�	

&�



s =
r22(R1r2 + r1R2)

dr1R2

����

� ���	
���� �������� 	�
 �����	����	���
 ����	�����
 ���� �
 �����	����	���
 ��	�

��	�����
 ���	���� 
���� � ���� ��
 ��
��

�
� ��
�� ������ � ��	
��	�� �� ���	
���� t�

	�
�� ��
�� � t ε R� ��	�� θ � ��	
��	�� �� ������� ���� � ���	
������� � ����� ���

	� �����	����	���� θ ���� �

���� !���!��� "����� 	�
�� ��
�� θ = 0�

#����	��� �

���	�� ���� ����
 R1 = r1 = 10� R2 = r2 = 5 � d = 3 ���� �

$�%� &'� � �
�	�� � ���	
������� ��	����� �(��� ����
� � 	�"� %�������� �������� 	�

���	��w ��������� � ����	
����� �� ���	
������� !�� ��"� �)�����
 ����	�����
 ��

�)�����
 ��	��	�����
 � ����� ��� 	� ������*� +&(,� -�
�� 	�"� %�������� �
 �)�����
 
�

��	��	�����
 � � ������ �	��� �
 ���	��z � ���	��w �
�� ��
��
��
 	� .��� &�

.����� &/ ������	�� � ���	
������� w(z) ������
 � ������ �	��� �
 ��	��
 ��


���	�
�z �����	������ � ���	��w ���	��	������ ���� � ��������� ���)	����� ����	������

#��	��z #��	��w

r1 = 10.0000 R′1 = 17.4788

r2 = 5.0000 R′2 = 10.0000

d = 3 d′ = 0

��� � ����	
������ �� ������������	�����

0� ��%�	
 ��������
 �� ���	
������� �� ���)	��� *1 � 	���

����� �� ����� ��� ��

��� ���	
������� !�� ��	��	*� � ���
�	�� �� ��	��
 ��)����
� ���
 �� ���
 ��
�
�

� ���	
������� ����� �� 
�� ��	����� +22� &',� 3
�� � 4��� ���
� ������� ���	
����

��� ���"�
 ��%�����
� ��� �������� � ���� ���� �� ��� �����	����	���� �� ���"�
 ���

���
��
� ���� ���)%�	�
� 0
�� ���	
������� � �*����� �� ���	
������� �� ��*5�� �

6*��
��7�� � � ��� ���	
������� ��	������ � ���	
������� �� ��*5�� �6*��
��7���

��"� � ���� ���� �� ���	��z� 	� ���	����� �� �� ���)%�	� �� ���	��w � � ������ 
�������

�� ���	��z 	� �	������ ��
�� ���)%�	� +8,�
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�� ������ 	�
������ �������� � 	�
����� �� N 
���� �� 	
����w �� ������� ��

w1, w2, · · · , wN � �� �����	�������� ����
�� ���������� β1, β2, · · · , βN � ���	������

������ �� 	����� x1, x2, · · · , xN ����� � ���� ���
 �� 	
����z� ���
������ � �����������

��� �� � !����" �����#�
� ��� 
������� ���	����������� ��� ������� w1, w2, · · · , wN �

��� �
������� �� $��� %& '%&� %()�

$����� %&* +������������ �� � !����" �����#�
�

, ������������� �� � !����" �����#�
 w = w(z) � ��-���� ������� �� ��� ��������

	���

dw

dz
= A+�

N∏
n=1

1

(z − xn)αn
. .(%/

�� .(%/ �� ��������� ��	
���� A � � ���������� � ������ ���������� � 	������

�� 	�
������ N � � �0���� �� 
���� �� 	�
����� � x1 < x2 < · · · < xN � ��� �� 	���

������� ��� ������� w1, w2, · · · , wN � ���	����������� �� ������� �� 	�
����� ��� ��

	����� wj = w(xj) �� (j = 1, 2, 3, . . . , N−1) � wN = w(∞) 1�� 	��� ��� ����������

��� ���� 
������ �� 	�
������ �� ����� �� ��	������ αn �� .(%/� ��� �0����� ������

� ���� ��
���� ����� ��
�������� ��� ����
�� �������� �� 	�
������ �� ����
�� ���

������� �� ������� ����� ��2���� ��� �
������� �� $��� 34 '5)�

6���� ������ 	������ ��-��� αn ����

αn =
π − βn

π
, .(3/

	��������

n∑
n=1

βn = (N − 2)π. .(7/
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�

������ �	
 �������� �� ������������� �� ����������������� 

��!������� "�� � ���� ��� �� ������� ��� #��� �� ��������$ �� "�� "��� � %����

������� & ���� � 2π$ �� '(�) � '(*) ������ "��$

N∑
n=1

(π − βn) =
N∑

n=1

αnπ = 2π. '(+)

, ������������� �� ����������������� & ����%��� �� ���� � ���� ��� y ≥ 0 � &

�������� ����� ���� ���$ ������ ��� ����� xn$ "�� ��� ����� ��%�����$ �� ��-�$ �����

��-� w′(z) = 0 ./0$ (�1 2��� �������� '(/)$ ��3���� ���������� � ���� z ��3�������

��  ���� �� ���� ��� $ �� ��"����� ��� � ������� �� ������� �� ���� x11 4���� ����$

��������� "�� w �� ��3� ��  ���� �� �� ���  ���� �� � %���� �� ������� � w1$ ��

������ ��� � � �������� �� ���1 �/1

,�� ������ �� ������������� �� '(/)$ "����� z ���� �� ��"����� �� x1 �� (x < x1)

��� � ������� �� x1 �� (x1 < x < x2) $ � ��������� �� �5���� z − x1$ ���� �� π

��� ����1 4���� �������� �� ���������� �� z − x2 $ z − x3, · · · , z − xN $ ���������

��� �������1 4� ���� x1$ �������$ � ��������� �� w$ �� ������ ��� '(/) � � ���1 �/$

� ���� ��� 3� �� �� πα1 ./+$ �*�1

2�������$ ������������ A = 0 � � = 1$ ��� "�� ��� ��-� ������� �� �����$ ���

�� ���������� � ��� �� ������ �� ��������� ������$ �!�&���� �� �6��� �� � ������

++



w1 =

∫ x1

−∞

N∏
n=1

(z − xn)
−αndz

w2 = w1 +

∫ x2

x1

N∏
n=1

(z − xn)
−αndz

wN = wN−1 +
∫ xN

xN−1

N∏
n=1

(z − xn)
−αndz

x1 x2 x3 x4

w(z) =

∫ z

z0

dz

(z − x1)
1
2 (z − x2)

1
2 (z − x3)

1
2 (z − x4)

1
2

.

x1 = −a x2 = −1 x3 = 1 x4 = a a > 1

w(z) =

∫ z

z0

dz√
(z2 − a2)(z2 − 1)

.



z0 = 0

1

w(z, k) = k

∫ z

0

dz√
(1− z2)(1− k2z2)

,

k = 1
a

0 < k < 1

K(k) = K = w3 K(k′) = K ′ = |w4 − w3| K K ′

K = K(k) = k

∫ 1

0

dz√
(1− z2)(1− k2z2)

K ′ = K(k′) = k

∫ 1

0

dz√
(1− z2)(1− k′2z2)

z y ≥
w1 = −K + K ′i w2 = −K w3 = K w4 = K + K ′i

x1 = −a x2 = −1 x3 = 1 x4 = a

z w

sn(w, k)

z = sn(w, k) = w−1(z, k).

a x k k′ K K ′

a

Im(z) ≥ 0

α1 = α2 = α3 = α4 = 1
2



������ �� �	

���	����� ��
� 	� ���	�z � ���	�w�

���	�z ���	�w

x1 = −a = − 1
k

w1 = −K +K ′i

x2 = −1 w2 = −K
x3 = 1 w3 = K

x4 = a = 1
k

w4 = K +K ′i

a = 13, 888� 	������� ��
� k = 0, 072� k′ = 0, 997� K = 1, 5 � K ′ = 4 � 
�����	 ��
�

	� �	�	� �	� ���	�z � ���	�w� �	�	 ����	��	 � ���� ��

������ �� ���	� � �	��
���	 �	 �	���		 ��  ���
	 ���	��

���	�z ���	�w

x1 = −a = −13, 888 w1 = −K +K ′i = −1, 5 + 4i

x2 = −1 w2 = −K = −1, 5
x3 = 1 w3 = K = 1, 5

x4 = a = 13, 888 w4 = K +K ′i = 1, 5 + 4i
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������ ��	 
���� ������� �� ������w�

������ ��	 ���������� ��������� ���� ������ �� �������

�����  ��� ����������!� �������� ���� ���������� � ������ ���"������# ���� ���

���� ����������# ����$�� � �������� ���� ������ ����������#  ��� � ����������!�

��$��� ���� ����� � ������ �� �������� ��������

%��������� � ����� & '$�������( ��� ��������� �������)���� �� 10 V � � ����� � '����(

��� ��������� ���� ���� �� ���� �*� + �������� �� �����  ���������� ��� ���� �����

,-.� /�� ��������� ���� ������������ dc ,�. � ��) ����� �� ���� �� ������$�����

��0���� ,1.�

2�������� 3�� � ���� ����$���� �� ��������� �������� ��������� ������� ��

������z# ��0���� � ������������ �������� w(z)# ���� �� ,&*. ���#

w(z) = β
z −R0

z +R0

'4�(

���� R0 ,�.  � ���� �� ���������# β  ��� �������� ������5� ��0���� ���#

�4



z

β =
eiα + 1

eiα − 1

α

R0 α

w z1 z6

R0 z w1 w6

z4 ∞ w4

w

z w



������ ��	 
������� �� ������ ��������������� �� ������w�

������ �	 ����� ��� ������z � ������w�

������z ������w

z1 = R0 w1 = 0

z2 = R0e
αi w2 = 1

z3 = R0e
−αi w3 = β2

z4 = −R0 w4 =∞
z5 = −R0e

αi w5 = −β2

z6 = R0e
−αi w6 = −1

����� �� ���� ��� �� ������w� �� �������� �� �������� �� ������ ������ ��������� ��

����� ��������� ������� ���� ��� ������t� � ������� � �� ����!����" � ��� ��#� �

��������� �������� �� ������w �� ������� �� �� ��$����� �� ������t % ��&���� ����

������� ������� �� '�()� ���� k = 1
a
% � �*���� �� ������� �������� + #���� �� a ��#�

��� ����� ��� , � ���� ����� a = |w5| = w3� + ������� ����� �� ������t ���������

� �������� �� ������ ���������� ���� �������� �� ���� �-� +� ����� t1 � t6 � � ��

������� ��� ����� w1 � w6� �������#������ +� ����� ������.���� �� ���������

�������� �� ������w � � �������� ��� ����� �� ��$����� ��������� ����� ������

��������� �� ������t�

/��� !����� ����������� �� ���$����� !������ ��������� � �������� �������� ��

��$������ �� ���0�� ������������� �� ������t� � � ���0�� ��������� 1� ������ � �� ���0��

�� ����� � � ���������� 2� � % �����#�� �����0�� ���� ���0�� �� ������ t � ������ ��

����!����"3�� ��#����� ����4���� ��� ������w � ������z� � ��#���� �� �����!����" �

�� 5�06��.�
0����7�� ���� � ��$����� % ���� ��� '-�)� � ��#���� �� ����!����" �

�������� '-8) % ����� !�������� ����

9:



������ ��	 
������� �� ������ ��������������� �� ������t�

z(w) = R0
βa + w

βa − w
, ����

� ���� ������ ���������� ��� ����� �� ������w �� ���� �� ������z�

���� ������� R0 = � !��" � � ���#���� α = π
12

�� ��$� �%&���� � ����

�������'���� ��� ����� ����(���� ��� ������z ������w � ������t ���� ������� ��

)�%� ��

)�%��� �	 *����� ��� ����� ��� ������ �� ������

+�����z +�����w +�����t

z2 = 4, 82 + 1, 29i w1 = 1 t2 = 1, 57

z3 = −4, 82 + 1, 29i w3 = 57, 69 t3 = 1, 57 + 5, 44i

z5 = −4, 82− 1, 29i w5 = −57, 69 t5 = −1, 57 + 5, 44i

z6 = 4, 82− 1, 29i w6 = −1 t6 = −1, 57

, ��-��� ��� ������������� �� ������t & �������� �� ���� �.� +����� �� �����

�� ���� �%&���� �� ������������� �� ������w ���� �������� �� ���� /0� 1� �����

����� ����2���� ���� ���������� �� ������������� �� ������z �������� ��������

�� ���� /3�

+��� �������� � ������#���� ��2��� �������� ��� � �&��� �� ��������� ��4���

��� ��������� ���(������� !5"� 6���2���� � �������� �%��� �� ������ t �����2���� �

��(���� �� ������� �� ����� ��� �� ��%��(��7�� �� �������� ����� � ���� ��89���

�����(�� �� ��������� ���� �������� �� ���� /��
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���� ������������� � �� ����� ����������� �� ������ t�

� ����� ������������� �� �������� � ����� � � ����� �� ����� �� �������

�������� � ������ � ����� P1� P2� P3 � P4 ������ �� ��������� ��� ���������

��� ������ �� ������ � ���������� �� �������� �� ������ �� ����� �� ������ t

�� ������z ����� � ������� �������� ���!��"���� ���� ���� �� �#��!��� ��

���� ��� $� ���� ��� � ����� P ′1 � P ′4 ����������� �������!������ �� ����� P1 �

P4 �� ���� ���

������ ��	 
���� ������������� � ����� �� ����� ����������� �� ������z�

� �%����� �� �������&���� �� �������!� �#���� �� ������t� �������� �� ���� �'� �

�� ���(�� ����"����� � � ���� ��� )�� �� *� +,

Cp = ε
bdc
l
, -'./

+�



���� b = t3− t2 ��� � l = t2− t6 ��� � ε ���−1� 	 
 ��������
�� �� ���	���� � dc ���
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���� ���� ����� �� ��� ���������� ����� ������� � ������� �� ����������� ��� ����

������������ ��� ���������� ��� ������� � �������� � � ��������� �� ����������� ���

����
� ������� � ������ ���� � � �!"��� �� ����� �� ������ �������� � ����������

� ���� ��� #� ���� �� �� ��������� �� ��������� ��� ����
���� � ����� �����������

� ���"�������� ������������ � �������������� ������� �� �$���� �� �������� ������ �

�������� �� ��� � �������� � ��������� � ��� ������ ����"�� �������� ���������� %���

���"� ��� � ���������� 
 ��� ������ ���������� ���� ������� � ����� ����� � ���

�����&�����

���� ����� �� �����&���� ���������� ��� ��������� ��� '��������� � ������ ������

����������� ������ ����� (������ )������ *(������ +�"�� ������ ,����� -���������

�� .�"��� /���� � 	����������� 0��"�������� �� (��!����� ��� �� ������ ��������� ��

�����&���� ����� ����� ������� �� ����������� '��� ��� �� �!����� � ���� �������

������������ ������ ��"���� �����&���� ��$����� � "�1 ��� ����� ����� (������ ��

���������� ��������� ��� ������� ������ ������������ 2� ���������� � ������� ���

���������� �� ����� 3456�

# ��� ����2� 
 ��� ���� �������� ����� ���"���� ��� ����7��� ����� �� ������

������� � �� ���������� �� ��������� ��� ��1��� �� ��� ������� �� �������� ������

�� ��� �� ��� ������ ���� ����� � �����1� ��� ���� ����� ����� ���"�� � ��� �7"�� ��

��������� �� �� �������� � ���� �� ������ �� ���������� ��� ��� ������ ����������

������ ��� ���� �������� ����� ���1�� ��� ������������ ���� �� ����������� �� ������

�
��� ��� ������ ������� �� �����!��� �� ���������� � ������8�� �������� � ����������

�� ����� ����������
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