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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar técnicas de resolucao de sistemas de
equagcoes lineares, em sua formulacao tradicional, onde se buscou explorar as referéncias
usualmente utilizadas em cursos de algebra linear e calculo numérico, enfocando os
métodos diretos de Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU. Resolugoes de problemas
consolidados na literatura sao realizadas, com a finalidade de ilustrar o funcionamento
e aplicacao de tais métodos em problemas reais, destacando assim a possibilidade de
inser¢ao dos mesmos no Ensino Médio. Os contetidos foram tratados e expostos de
modo que exemplifiquem a diversidade de &reas que abrangem os sistemas lineares, tais
como engenharia, economia e biologia, mostrando os ganhos que podem ser alcancados
pelos alunos, se tiverem contato com os métodos o quanto antes. Ao final sugere-
se a utilizagao de recursos computacionais nas aulas de matematica, uma vez que a
reducao do tempo empregado na manipulacao algébrica permitira que o professor possa
aprofundar os conceitos e abordar sistemas de maior porte, que ampliem a perspectiva

de resolucao, além de motivar o aluno no processo de aprendizagem:.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Eliminagao Gauss, Fatoragao LU, Ensino e Apren-

dizagem, Problemas Cotidianos.



Abstract

This work aims to present techniques for solving systems of linear equations, in its
traditional formulation, where it sought to explore the references commonly used in
courses in linear algebra and numerical computation, focusing on the direct methods of
Gauss elimination and LU factorization. Troubleshooters established in the literature
are conducted, in order to illustrate the operation and application of such methods to
real problems, thus highlighting the possibility of inserting them in high school. The
contents were treated and exposed so that exemplify the diversity of areas including
linear systems, such as engineering, economics and biology, showing the gains that can
be achieved by students if they have contact with the methods as soon as possible.
At the end we suggest the use of computational resources in math classes, since the
reduction of time spent in algebraic manipulation will allow the teacher to deepen the
concepts and to address larger systems, to enhance the resolution perspective, and

motivate the student in the learning process.

Keywords: Linear Systems, Gaussian Elimination, LU Factorization, Teaching and

Learning, Everyday Problems.
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1 Introducao

Este trabalho é uma das exigéncias para obtencao do titulo de mestre do Progrma
de Mestrado em Matemaéatica - PROFMAT, oferecido pela Coordenacao de Matematica,
da Regional Jatai da Universidade Federal de Goids. O tema escolhido foi o estudo de
técnicas de resolucao de sistemas lineares, aplicadas em problemas contextualizados.

Como professora da rede estadual de ensino por mais de 25 anos, pude constatar a
grande dificuldade dos alunos em resolver problemas.

O ensino de Sistemas Lineares, de uma forma geral, tem seu inicio ainda no Ensino
Fundamental (7° ano, antiga 6° série). Os principais autores dos livros textos adotados
nesse nivel, procuram privilegiar os Métodos da Adi¢ao e da Substituicao, alguns ainda
procuram diversificar apresentando além dos métodos citados, um outro método cha-
mado Método da Comparacao. No Ensino Médio, o Teorema de Cramer é o preferido
pelos autores, pois este traz em seu conceito basico a ideia de resolucao por meio de
determinantes.

Em se tratando de Ensino Médio esta dificuldade é maior, pois os professores aban-
donam a abordagem de problemas na exemplificagao de contetidos e na aplicagao de
exercicios de fixacao; é muito raro encontrar um livro de matematica do Ensino Médio,
até mesmo do Ensino Fundamental, que utiliza a resolugao de problemas na abordagem
dos temas.

A modelagem Matematica como uma metodologia de ensino, vem ao encontro da
nova visao de Educacao Matematica, que valoriza nao apenas adquirir conhecimentos,
mas o desenvolvimento de capacidades, atitudes e valores, relacionando a Matematica
com o mundo real.

Segundo Bassanezi(2002)[11], o uso da modelagem conduz para o ensino de contei-
dos matematicos conectados com outras formas de conhecimento.

Os conteudos mateméticos da Educacao Béasica devem ter conexoes com o meio
social dos alunos, para utilizd-los na sua vida cotidiana.

Segundo D’Ambrosio(1998) [12] devemos contemplar os nossos alunos com proble-
mas significativos ao invés de situacoes artificiais e repetitivas.

Nessa perspectiva, a elaboragao deste trabalho teve como principais objetivos:
e Revisar conceitos basicos de matrizes e sistemas lineares;

e Apresentar os métodos diretos Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU, para reso-
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lugao de sistemas lineares;
e Aplicar os métodos na resolucao de problemas cotidianos;

e Discutir formas como o professor do Ensino Médio pode adotar a abordagem

proposta.

Resolver os sistemas lineares pelo Método de Eliminacao de Gauss cria como pos-
sibilidade um novo caminho a partir de uma nova perspectiva, partindo do principio
que ele delineia novos procedimentos de calculo para obtencao dos resultados, diferen-
tes daqueles exaustivamente utilizados pelos livros textos do Ensino Médio. Isto pode
trazer como consequéncia, uma ampliacao significativa dos seus conhecimentos sobre o
assunto.

A praticidade do método de Eliminacao de Gauss esta na técnica utilizada, pois
ele s6 depende exclusivamente de um prévio conhecimento sobre matrizes e operagoes
elementares. A economia de calculos que se utiliza para obter os resultados, também
¢ um fator motivador para os discentes que tem contato pela primeira vez com os
sistemas lineares.

E fato que, os métodos empregados atualmente para resolver e discutir sistemas
lineares do tipo AX = B com m equagoes e n incognitas, produzem um trabalho
muito grande para o estudante. Se pensarmos, por exemplo, no Teorema de Cramer
para resolver e discutir um sistema de 5 equagoes a 5 incognitas, vamos verificar o quao
sao necessarias diversas operagoes para encontrar a solugao por esse método. Por outro
lado, apresenta-se o Escalonamento de Gauss, que sem duvida, na pratica é muito mais
simples, pois a ideia basica é a de utilizar as operacoes elementares sobre as linhas de
uma matriz.

O método direto de Eliminacao de Gauss para solucao e discussao de sistemas
lineares ¢ um algoritmo poderoso para resolver e analisar qualquer sistema linear, in-
dependente do ntimero de equagoes e nimeros de incognitas, facil e rapido de resolver.

O Dispositivo Prético de Gauss e a fatoracao LU que é uma simples consequéncia do
método de eliminagao de Gauss, apresentado como tema desse artigo, difere completa-
mente (em sua forma) daqueles métodos conhecidos nos livros textos do ensino bésico,
tem sua fundamentacao tedrica na disciplina de Calculo Numérico, e aparece nesse
contexto como mais uma possibilidade, num cenério onde a tradi¢ao e o pragmatismo

dos métodos tradicionais ainda imperam.
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A classica Regra de Cramer, ensinada no Ensino Médio, é um método direto. En-
tretanto, pode-se mostrar que o niimero méaximo de operacoes aritméticas envolvidas
na resolugdo de um sistema n x n por este método é (n + 1)(nln — 1) + n. Assim,
segundo [2] um computador que efetua uma operacgio aritmética em 107® segundos
gastaria cerca de 36 dias para resolver um sistema de ordem n = 15. A complexidade
exponencial desse algoritmo inviabiliza sua utilizacao em casos praticos.

Desta forma, o estudo de métodos mais eficientes é necessario, pois em geral, os
problemas praticos exigem a resolucao de sistemas lineares de grande porte, isto é,
sistemas que envolvem um grande nimero de equagoes e variaveis.

Apresentaremos, a seguir, métodos mais eficientes, cuja complexidade é polinomial,
para resolver sistemas lineares. Antes, porém, introduziremos uma base tebrica neces-
saria para a compreensao de tais métodos.

Os Sistemas lineares sao de grande importancia para a descricao e resolucao de
problemas que surgem nas mais diversas areas da ciéncia e engenharia, a saber: geo-
metria, redes elétricas, hidraulicas, de trafego, distribuicao de calor, quimica, economia,
programacao linear, estatistica, jogos, entre outras.

No decorrer do curso de Mestrado Profissional - PROFMAT - tivemos contato com
a Algebra Linear e ficou clara a necessidade de se entender a resolucio de sistemas
lineares. Diante disso e conhecendo as dificuldades de interpretacao de problemas por
parte dos alunos, estamos propondo um estudo criterioso das técnicas de resolucao de
sistemas lineares através dos métodos de Eliminagao de Gauss e Fatoragao LU.

Este trabalho divide-se em trés secoes distribuidas:

Na Secao 2, apresentaremos os principais conceitos de matrizes e sistemas lineares,
importantes pré-requisitos para entendimento dos métodos propostos.

Na Secao 3, a demonstracao de resolucao de um sistema de equacoes através dos
métodos de Eliminacao de Gauss e na secao 4 a Fatoracao LU, exemplificando-os com
problemas do dia a dia.

Finalizamos o trabalho com as consideracoes finais, enfatizando que é possivel apli-
car os métodos, de Gauss e Fatoracao LU, durante a abordagem de sistemas lineares

no Ensino Médio.
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2 Principais conceitos de Matrizes e Sistemas Linea-

res

Nesta secao iremos retratar os principais conceitos de matrizes que nos respaldaré

nos conceitos que ora serao apresentados de sistemas lineares.

2.1 Matrizes

O desenvolvimento das matrizes ocorreu a partir do século XIX, apesar de ter
representacoes de niimeros semelhantes as matrizes modernas desde a Era Crista, co-
matematicos como Arthur Cayley, Augustin-Louis Cauchy e William Rowan Hamilton
[17].

Recentemente, com as planilhas eletronicas de computador, podem ser feitos cél-
culos antes realizados a mao, de maneira cansativa e lenta. Essas planilhas, em geral,

sao formadas por tabelas que armazenam os dados utilizados no problema.

2.1.1 Conceituando Matriz

As matrizes sao estruturas mateméticas organizadas na forma de tabela com linhas
e colunas, utilizadas na organizacao de dados e informacoes. Nos assuntos ligados a
algebra, as matrizes sao responsaveis pela solucao de sistemas lineares. Elas podem ser

construidas com m linhas e n colunas, observe:

A=1[6 —32]1x2 Matriz linha (possui uma linha);

2 1
—-3 3 Matriz retangular (possui 3 linhas e 2 colunas).
2 0

3x2

Em termos gerais: uma matriz m X n, com m e n nimeros naturais nao nulos, é

toda tabela composta por m - n elementos dispostos em m linhas e n colunas.
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2.1.2 Representando Matrizes

Uma matriz é, em geral, representada por uma letra maitscula do nosso alfabeto

A, B,C,...Z, enquanto os seus termos sao representados pela mesma letra, desta vez

mintascula, acompanhada de dois indices aiy, a2, a@13,..., Gmn , onde o primeiro

representa a linha e o segundo a coluna em que o elemento estd localizado

a1

a1

Am1

Q12

22

Am2

Q1n

A2p,

a/mn

Chamemos esta matriz de A, e sua ordem é m x n, ou seja, m linhas e n colunas. Nela

podemos observar o elemento a;;, onde 7 representa a linha e j a coluna. Tomemos

como exemplo o elemento as; neste caso ot =2e j = 1. O elemento esta localizado

na 2* linha e na 1* coluna. Ainda podemos chamar esta matriz de A = (a;;)mxn-

2.2 Tipos de Matrizes

Existem varios tipos de matrizes nos quais, neste texto, destacam-se as seguintes

matrizes: Quadradas; Triangular; Diagonal; Identidade; Nula; Linha e Coluna.

2.2.1 Matriz Quadrada

Dizemos que uma matriz A de ordem m x n é quadrada, quando m = n. Isso

significa que o niimero de linhas sera igual ao nimero de colunas.

Exemplos:
1 -2

A= Matriz Quadrada 2 x 2;
9 4
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1 -4 7
B=16 0 8 Matriz Quadrada 3 x 3.

9 12 -6

2.2.2 Matriz Triangular

Uma matriz de ordem n (quadrada) é triangular quando todos os elementos acima
ou abaixo da diagonal principal sdo nulos (iguais a zero). Sao chamadas de Matrizes
Triangulares Superiores aquelas cujos os elementos abaixo da diagonal principal sao
zeros e Matrizes Triangulares Inferiores aquelas cujos os elementos acima da diagonal

principal sao zeros.
Exemplos:

1) Matriz Triangular de 3* ordem que corresponde a uma matriz triagular superior

3 1/2 —4

2.2.3 Matriz Diagonal

Enquanto que na matriz triangular os elementos acima ou abaixo da diagonal prin-
cipal sao nulos, a matriz, de ordem n (quadrada), diagonal é aquela em que todos os

elementos acima e abaixo da diagonal principal sao nulos.

Exemplos:

18



0 =3 0 Matriz Diagonal de 3* ordem

1/3 0
Matriz Diagonal de 2* ordem
0 -6

2.2.4 Matriz Identidade

Matriz identidade é uma matriz quadrada de ordem n cujos elementos da diagonal

principal sdo iguais a 1 e os elementos acima e abaixo desta diagonal sdao nulos (iguais

a zero). Podemos representar esta matriz por I,,.

Exemplos:
10

A= Matriz Identidade de ordem 2
01
100

B= 10 1 0 | Matriz Identidade de ordem 3
0 01

2.2.5 Matriz Nula

Numa matriz nula, todos os elementos sao iguais a zero. Podemos representar uma

matriz nula m X n por 0,,«,; caso ela seja quadrada, indica-se por 0,.

Exemplos:
00

C = Matriz nula de ordem 2
00
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D= 1|0 0 0 | Matriz nula de ordem 3

000

2.2.6 Matriz Linha

E toda matriz que possui apenas uma linha. Numa matriz linha m x n, m = 1.

Exemplos:

EFE=1]1 -3 7] Matriz Linha 1 x 3

F=1438 6 _Q]MatrizLinha1><4

2.2.7 Matriz Coluna

E toda matriz que possui apenas uma coluna. Numa matriz coluna m x n, n = 1.

Exemplos:

G = Matriz Coluna 4 x 1

H= 7 Matriz Coluna 5 x 1

20



2.2.8 Operacgoes elementares

Seja A uma matriz m x n (m linhas e n colunas), ou seja Ayxn = [ijlmxn =
(@j)mxn- Conforme a Defini¢ao 1 (Secao 3.1), as operacoes elementares que podem ser

realizadas sobre as linhas de uma matriz sao as seguintes:
1. Troca da linha ¢ com linha j: L; <> L;;
2. Multipliccao da linha ¢ por « diferente de zero: L; <— aL;;
3. Adigao de um multiplo escalar da linha j a linha i: L; < L; + oL;;

4. Adicao de maultiplos escalares em ambas as linhas: L; < aL; + L.

Exemplo:
1 1 -1 0 1 1 -1 0
1 =2 0 —16 L2<—>L§ 0 1 5 20 L3<_L1_L§
0 1 5 20 1 =2 0 —16
11 =110 11 =110
01 5 |20 L3 < 3Ly — L3 01 5 |20
0 3 —1 |16 0 0 16 | 44

2.3 Sistemas Lineares: Notacoes e Definicoes

Na matematica ocidental antiga sao poucas as aparicoes de sistema de equacgoes
lineares. No Oriente, contudo, o assunto mereceu atengao bem maior. Com seu gosto
especial por diagramas, os chineses representavam os sistemas lineares por meio de
seus coeficientes escritos com barras de bambu sobre os quadros de um tabuleiro. As-
sim acabaram descobrindo o método de resolucao por eliminagao - que consiste em
anular coeficientes por meio de operacoes elementares. Exemplos desse procedimento
encontram-se nos Nove capitulos sobre a arte da matematica, um texto que data pro-

vavelmente do século IIT a.C. [1].
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2.3.1 Equacao Linear

Uma equacao linear nas variaveis x1, xs9, 3, ..., T, € uma equacao que pode ser es-
crita na forma a1z + asxs +. .. +a,x, = b onde ay, as, . .., sao nimeros reais chamados
de coeficientes da equacao e b pode ser qualquer niimero real, sendo chamado de termo

independente da equagcao.

Exemplo : 4z + T2y — 23 = 10.
Observacgoes:

1. uma equacao linear homogénea é quando o termo independente for nulo;
2. toda equacao linear tem o expoente de todas as incognitas unitarios;

3. uma equacao linear nao apresenta termo misto xixs, 123, .. ..

2.3.2 Solucao de uma equacgao linear

Uma sequéncia ordenada ou n-upla de nimeros reais (aq, ag, s, ..., ;) € solucao
da equacao ai;ri + asxs + ...+ a,r, = b se, e somente se, a expressao a,qq + aso +

...+ ayo,, = b for verdadeira.

2.3.3 Sistema de equacoes lineares

Um sistema de equagoes lineares (ou sistema linear) é uma cole¢ao de duas ou mais
equagoes lineares envolvendo as mesmas variaveis, digamos 1, s, . . ., T,.

Considere S um conjunto de m equagoes lineares e n variaveis xi, To, ..., T,:

111 + aj9xo + -+ ay, = b1

A91%1 + A99%o + - - - + Q9 = by

Am1T1 + A2l + -+ + Qpp = bm

sendo:
a; €ER; 1<i<m; 1<j5<m
b e R, i+1, ...,m.
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O sistema linear (1) é dito sistema linear m por n e se indica m x n.

Exemplos:

$1+ZL‘2+1’3:6 x—I—y:B
S18 20+ 29— a3 =1 S 2 —22=—1
333'1-33'2-'-.%’3:4 2y—|—224

2.3.4 Matrizes associadas a um sistema

Consideremos o sistema linear (1), associa-se a esse sistema duas matrizes cujos
elementos sao os coeficientes das equagoes que formam o sistema:

a matriz
@11 A2 -+ Qin
Q21 Q22 -+ QA2p
A=
L am1 Am2 - Amn i

de ordem m x n, é chamada matriz dos coeficientes ou matriz associada ao sistema.

A matriz
a;n Q2 - Qip by
Q21 Q22 -+ Q2p by
B =
| Am1 Am2 - Amn bm |

de ordem m por (n+1), é chamada de matriz completa, ou matriz aumentada ou ainda
matriz ampliada do sistema.

Exemplos:

Considerando o sitema do exemplo anterior:
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| 1 1 1
A= |92 1 —1 | Matriz dos coeficientes
I 3 -1 1
| 4 0 0 6
B=10 =3 0 1 | Matriz completa, aumentada ou ampliada
I 0 0 -2 1|4

2.3.5 Representacao matricial de um sistema

Dado um sistema:

111 + apoxe + -+ ay, = b1

9171 + G9oTo + - -+ + Gy, = by

L Am1T1 + A2l + -+ + Qpp = bm

considera-se as matrizes:

aix a2 - QAip
a21 Q22 -+ Q2p
A= ,
L Am1 Am2 Amn |

T
X2

Tr =
Tm
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by
ba

b,

Entao o sistema linear S pode ser representado da seguinte forma:
Azr =b.

Teorema 1. [3/
Um sistema linear com equacoes e varidveis admite solucao se e somente se o posto
da matriz ampliada (Pa) € igual ao posto (Pg) da matriz dos coeficientes. Assim,
a) Se Po = Py =n , o sistema € possivel determinado;
b) Se Py = Po <n , o sistema € possivel indeterminado;

¢) Se Py # Po , o sistema é impossivel.

2.3.6 Meétodos diretos de resolugao de um sistema linear

Como um sistema linear requer como solucao uma sequéncia ordenada como o
modelo (o, ag, ag, . . ., ;) de n variaveis ocorre quando esta solu¢ao é também solugao
de cada uma das equacoes do sistema.

O conjunto de todas as solucoes possiveis é chamado conjunto solucao do sis-
tema. Com relacao ao numero de solucoes de um sistema linear pode ser classificado
em: (a) compativel e determinado: quando houver uma tnica solugao; (b) compativel
e indeterminado: quando houver uma infinidade de solugoes; (c) inexistente: quando
o sistema nao admite solucao.

Existem varios métodos para resolucao de um sistema, este trabalho propoe o estudo

dos métodos diretos Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU que veremos a seguir.

25



3 Estudo do Método de Eliminacao de Gauss: Reso-

lucao de um Sistema Linear

Esta secao consiste em apresentar os conceitos basicos dos métodos diretos de reso-
lucao de um sistema linear: método de Eliminacao de Gauss e a resolucao de problemas

cotidianos como exemplos.

3.1 O Método de Eliminacao de Gauss para Sistemas Lineares

Uma versao preliminar da eliminagao de Gauss apareceu pela primeira vez no livro
chinés “Nove Capitulo de Artes Matematica” , em torno de 200 a.C. Até entao o poder
do método nao tinha sido reconhecido. Mas no ano de 1801 Carl Friedich Gauss utilizou
o método para calcular a orbita do asterdide Ceres com pouquissimas informacoes
(anotagoes do astronomo siciliano Giuseppe Piazzi) quem batizou o asterdide com o
nome ao observé-lo pela primeira vez [1].

O trabalho de Gauss causou sensacao quando Ceres reapareceu na constelacao de
virgem, local aproximado indicado por seus calculos. Mais tarde o método foi popu-
larizado quando Willian Jordan (engenheiro alemao) em 1888 publicou no seu livro de
geodésica intitulado “Handbuch der Vermessungskund”.

Um dos métodos mais eficientes para resolver sistemas lineares e achar a inversa
de uma matriz é o método de Eliminagao de Gauss. Este método para resolucao de
sistemas lineares é um dos mais adotados quando se faz uso do computador, devido ao
menor nimero de operacoes que envolve.

Ele consiste em fazer operacoes elementares sobre as equacoes do sistema onde ira
reduzi-lo ap6s passos a um sistema triangular superior, que é equivalente ao sistema

dado. Este sistema é resolvido por substituicoes retroativas.

Definicao 1. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes se eles possuem as
mesmas solucoes. As solugoes de um sistema linear nao sao alteradas se permutarmos
duas linhas quaisquer, ou se multiplicarmos a i-ésima linha por ki e adiciond-la com
a j-ésima linha multiplicada por outra constante ko . Essas transformacoes efetuadas

sobre um sistema linear sao conhecidas por operacoes elementares [3].

Veremos agora os passos para aplicar o método de Eliminagao de Gauss.

Dado um sistema linear com equacoes e variaveis, temos os seguintes passos:

26



1. Obter a matriz ampliada do sistema linear;

2. Escalonar a matriz ampliada usando operacoes elementares, isto é, transformar
essa matriz em uma matriz triangular superior em que os elementos a;; = 0, para

1< 7] .

Observacao 1: Os coeficientes de uma matriz ampliada a;;, b;, b;; sao todos ni-
meros reais e a matriz é chamada de matriz dos coeficientes.

Observacao 2: Nesta esta etapa, apresentamos o simbolo < que significa “recebe”.
Por exemplo, para representar que “a segunda linha recebe a primeira linha adicionada
da segunda” escrevemos: Lo <— Lo+ L. E importante observar que Ly no lado direito
dessa expressao refere-se a matriz ampliada na etapa anterior; ja o Lo a esquerda é a
segunda linha “renovada”’. Apd6s um numero finito de passos, a matriz ampliada estéa

escalonada. Usaremos também o simbolo ~ para significar “equivalente a”.

3.2 Resolucao de sistemas lineares

O texto apresentado nesta Subsecao segue-se como exposto na referéncia [2]. Sendo
assim, seja Az = b um sistema linear, onde A: matriz n X n, triangular superior, com

elementos da diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equagoes deste sistema, temos:

(

a1 + Qa12%2 + e+ ay, = b
A92T3 + e 4+ ag, = by

(3)
AnnTp = bn

\

Da tultima equacao, temos:

Ty, = by /.

Tn_1 pode entao ser obtido da ultima equacao:

bn—l — Qp—1,nTn

Tpn—1 =
Ap—1,n—1
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E assim sucessivamente obtém-se x,_s, ..., 2y e finalmente x1:

by — ajpxs — a13T3 — ... A1 Ty,

I =
ai

3.3 Descricao do método de Eliminacao de Gauss

Conforme dissemos anteriormente, o método consiste em transformar o sistema
linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes
triangular superior. Para modificar adequadamente o sistema linear dado de forma a
obter um sistema equivalente, faremos uso do teorema, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [2].

Teorema 2. Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equacoes deste sistema

uma sequéncia de operacoes elementares escolhidas entre:
i Trocar duas equacoes;
ii Multiplicar uma equagao por uma constante nao nula;
iii Adicionar um mailtiplo de uma equacao a uma outra equacao;
Obtemos um novo sistema Az = b e os sistemas Ax = b e Az = b sio equivalentes.

Segue-se como exposto na referéncia [2|, o texto apresentado abaixo. Sendo assim,
descrevemos a seguir como o método de Eliminacao de Gauss usa este teorema para
triangularizar a matriz A.

Vamos supor que det(A) # 0. A eliminagao é efetuada por colunas e chamaremos de

etapa k do processo a fase em que se elimina a variavel z; das equagoes k+1,k+2, ..., n.
(k)
]
k-ésima etapa, bem como bgk) serd o i-ésimo elemento do vetor constante no final da

Usaremos a notacao a;;’ para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final da

etapa k. Considerado que det(A)# 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de

forma que o elemento da posicao ay; seja diferente de zero, usando apenas a operacao

elementar (i):
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[ (© 0 0 0) |
aff aly - al)) | b
(0) (0) (0) (0)
a5, Q39 -+ Gy, | b
Seja AO® = Ap=| T S
a0l Al el | B |
onde
OJZ(;)) = Qij, bl(o) = bz (§] a1y 7é 0.

Etapa 1

A eliminagao da variavel z; das equacoes i = 2,...,n é feita da seguinte forma: da

equacao ¢ subtraimos a 1* equacao multiplicada por m;;. Observamos que para que
(0)

a:
esta eliminacao seja efetuada, a tnica escolha possivel é mg?) = 2(1))

aqq

,i=2,...,n.

Q1)) . - ..
Os elementos mg)) = &, 1=2,---,n sao os multiplicadores e o elemento agol)

a
(11)(©)
é denominado pivé (primeiro elemento nao nulo de cada linha) nesta da 1* etapa.

Ao final desta etapa tem-se a matriz:

[« 1 1 1) ]
ai) ayy oo ay) | b
O N ¢S B G
AD[p0) = 0 ag gy | b
0 aly o aln B
onde a§]°.> = a§]°.> paraj=1,...,n
1 0
bg) _ bg )
e
Z(jl) :az(?) —mﬂag) 1=2,....,nej=1,...,n
b(ll) =" mzlbgo) 1=2,...,m
Etapa 2
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Deve-se ter pelo menos um elemento a;; # 0, para ¢ = 2,...,n, caso contrario,
det(AM) = 0, o que implica que det(A) = 0: mas det(A) # 0, por hipotese. Entdo,
& sempre possivel reescrever a matriz AW, sem alterar a posicdo da linha 1, de forma
que o pivo aélz), seja nao nulo.

Os multiplicadores desta etapa serao os elementos

(1)

_ G 3
m;o = W, 1 =9,...,N.
o)
A variavel 5 é eliminada das equacgoes 7 = 3,...,n da seguinte forma: da equacao

1 subtraimos a segunda equacao multiplicada por mys.

Ao final, teremos a matriz A |b(2):

[ 2 2 2) |
aff afy oo agy) | b7
0 o |af
AP = | g g . o@D |
0 0 - all | b
ondeagjz.):a%)para 1=2,....,m e jJj=1+1,...,n
bz(?) = bgl) — migbgl) para 1=3,...,n.

Seguindo raciocinio analogo, procede-se até a etapa (n—1) e a matriz, ao final desta

etapa, sera:

[ n—1 n—1 n—1 n—1 i
g e | o
0 (lg;_l) agn—l) bgn—l)
A(n—1)|b(n—1) — 0 0 ai(;;;l) bz()’nfl)
0 0 alm | Y

e o sistema linear A~ Dz = b1 & triangular superior e equivalente ao sistema linear

original.
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3.4 Estratégias de pivoteamento

Para nao se ter pivo nulo o que tornaria o trabalho impossivel ou proximo de zero o
que pode conduzir a resultados totalmente imprecisos, devemos utilizar uma estratégia
denominada de pivoteamento, ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou

coluna pivotal [2].

3.5 Estratégia de pivoteamento parcial

Esta estratégia consiste em:

i) No inicio da etapa k da fase de eliminacao, escolher para pivo o elemento de maior

modulo entre os coeficientes agllj_l), 1=k k+1,... n

ii) Trocar as linhas k e i se for necessario.

3.6 Estratégia de pivoteamento completo

Nesta estratégia, no inicio da etapa k é escolhido para pivd o elemento de maior
. o k—1
modulo, entre todos os elementos que atuam no processo de eliminacao: max |a§j )| =

k-1 N k-1
|a7(»5 )\ entdo pivo = al¥ Y

qualquer que seja i, j > k.

A primeira vista, o dispositivo pratico de Gauss nao parece pratico, mas com alguns
exercicios propostos é possivel resolvé-lo assim que os valores dos coeficientes do sistema
sao discriminados na tabela, dispensando o registro de cada um dos determinantes de
segunda ordem que aparecem no dispositivo, economizando tempo na resolucao do
sistema dado. Nos proximos exemplos usaremos esse artificio, a fim de mostrar sua
praticidade. Vamos também dispensar os métodos que sao utilizados exaustivamente
pelos livros textos, no intuito de focar as discussoes sobre a ideia do método de Gauss.

Provavelmente um dos problemas mais importantes na matematica é resolver um
sistema de equacoes lineares. Mais de 75% de todos os problemas mateméaticos encon-
trados em aplicacoes cientificas e industriais envolvem a resolucao de um sistema linear
em alguma etapa [14].

Usando métodos eficientes, muitas vezes é possivel reduzir um problema sofisticado
a um unico sistema de equacoes lineares.

A seguir trabalharemos com exemplos de problemas que recaem em um sistema de

equacgao linear. Propomos maneiras para que o professor possa introduzir o contéudo
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resolucao de sistemas lineares. Iniciamos com um problema simples que envolve trés
incognitas, passaremos para um relativo a historia da matematica e os dois tltimos sao

aplicagoes em fisica e biologia.

Exemplos:

Exemplo 1. Um funciondrio recém - contratado por uma empresa recebeu a sequinte
tabela contendo as quantidades de trés tipos de produtos A, B e C, recebidos ou de-
volvidos em trés lojas da empresa, acompanhadas dos respectivos valores que cada loja

deveria remeter a matriz pela transac¢ao.

Quantidade | Valor da transacao (em mil R$)
Tipo |A|B| C Total
Lojal | 3|4 | -1 8
Loja2 | 4|5 | 2 20
Loja3 | 1|-2| 3 6

Ajude o funcionario a calcular o valor unitario de cada tipo de produto.

O professor junto aos alunos pode definir que o produto A seja z1, o produto B seja
x9 e o produto C seja r3. Uma abordagem para o problema é obter equacoes para cada
produto separadamente.Entao, escrevendo o sistema com os dados correspondentes

acima, temos:

3$1+4l’2—l’3:8
4.%'1+5.’L’2+2(L'3 =20
$1—21’2+31’3:6

A seguir o professor juntamente com os alunos comeca a resolver o problema de

acordo com o método de Eliminacao de Gauss, descrito na aula.

Etapa 1

Sejam as equacoes 1, 2 e 3 respectivamente: 3x;+4ws—x3 =8, 4x1+519+213 =
20 e Try — 21’2 + 31’3 = 6.
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O objetivo é eliminar x; das equacoes 2 e 3
Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notacao

L; para indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A®|p*),

Assim, nesta etapa, L [ 3 4 —1 8§ } )

Colocando entao os valores definidos no sistema em forma de linhas e colunas na

matriz ampliada, segue que:

a§°1> a(lg) a(1(:)3) b(lo) 3 4 -1 8
AOBO = | O 0O 0 =y 5 o |20
agol) a:(gg) a:(gg) b:(go) 1 -2 3 6
Pivo: a§°1> =
__a _ 14
mm—ﬁ—g
m31:%:%
Ly <= Ly — ma1 L4
L3 < Lz — m31 14
al) al) al) | etV 3 4 -1 8
AOPO =1 o o & |6 | =10 -1/3 10/3 | 28/3
0 af) aff | oY 0 —10/3 10/3 | 10/3

Apos realizar as operagoes indicadas acima nas linhas 2 e 3 passemos para proxima

etapa.
Etapa 2

Eliminar a variavel x5 da equacao 3
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~1
mgg_@_ 0/3_10
99 —1/3
Ly < Ly —mo1 Ly
L3<—L3—m32L2
Entao:
a? o o2 | 3 4 -1 8
AP =1 0 a@ o2 |2 | =]0 —1/3 10/3 | 28/3
0 0 a [P 0 0 —10/3 | —270/3

Assim, ao executar as operacoes necessarias na linha 3, resolver Ax = b é equivalente

a resolver A@x = p@.

31‘1 + 41‘2 —x3 = 8
1 0, _ 0= 4
333'2 + 3 T3 = 3 ( )
_ 90 - _270
3L3 = 3

Logo obtemos um sistema linear equivalente ao primeiro, recaindo entao na resolu-
cao de simples equagoes do primeiro grau e operagoes algébricas ao substituir uma das

variaveis pelo seu valor numeérico.
Resolvendo, temos:

__.Z‘g e —

3 3
= —90z3 = —270
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:>l'3:3

110 28
—=To + —T3 = —
3727 37 3

. +103 28
—=Ty+ 3= —
372" 3 3
= o+ 30 =28
= 2, =28 — 30
= —xy = —2

:>l'2:2

3x1 +4x9 —x3 =28

=311 +42-3=8

=311 +8—-3=28

=3r1=8—-8+3
= 3r1 =3

=1 =1

Logo, o produto Tipo A tem valor de 1 mil reais, o Tipo B tem valor de 2 mil reais e

o Tipo C tem valor de 3 mil reais.

O professor ao terminar de resolver este exemplo com os alunos, pode propor gru-
pos de alunos (no maximo trés) que troquem os valores do vetor b, criando assim um
novo exercicio semelhante ao primeiro, para resolvé-lo e expor aos colegas as devidas

respostas, ainda podendo este pedir para que troquem os problemas entre os grupos.

O segundo exemplo tem por objetivo mostrar a utilizagao dos sistemas lineares no
comeco dos séculos, fazendo assim o professor um elo entre a evolucao do homem e a

evolucao da matemética.
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Exemplo 2. Problema proposto pelo manuscrito no livro chinés “Nove Capitulos de
Arte Matemdtica” publicado entre 200 a.C. e 100 a.C. durante a dinastia de Han:
Existem trés tipos de milho, dos quais trés montes do primeiro, dois do sequndo e um
do terceiro totalizam 39 medidas. Dois montes do primeiro, trés do sequndo e um do
terceiro totalizam 34 medidas. Finalmente, um monte do primeiro, dois do sequndo e
trés do terceiro totalizam 26 medidas. Quantas medidas de milho estao contidas em

um monte de cada um dos tipos?

O professor e os alunos podem definir que o milho Tipo 1 seja x1, o milho Tipo 2
seja x5 e o milho Tipo 3 seja x3. Uma abordagem para o problema é escrever os dados

correspondentes acima, temos um sistema linear de trés equagoes e trés incognitas.

Seja o sistema linear correspondente aos dados do problema acima:

ley + 229 + 323 = 26
2£L‘1 —|— 31‘2 —|— 1ZL‘3 = 34
31‘1 + 2£L‘2 + 1ZL‘3 =39

A seguir o professor e os alunos comecam a resolver o problema de acordo com o

método de Eliminacao de Gauss, estudado em aula.
Etapa 1
Sejam as equacoes 1, 2 e 3 respectivamente: 1xy+2xo+3x3 = 26, 2x1+3x9+123 =

34 e 31‘1 + 2£L‘2 + 1ZL‘3 = 39.

Devemos eliminar a variavel x; das equagoes 2 e 3.

Nesta etapa temos, L [ 1 2 3 2 } .

Trocando os valores das Ly e L3 , teremos a seguinte matriz ampliada:

ald a9 al | 12 3|26
AOPRO = o o) oy [ | =12 3 1|34
all o) o) | b 32 1 |39
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Pivo: aﬂ’ =1

_axn _ 2 __
m21———T—2

1 1 1 1
a(ll) a(12) ag?,) bg )

A(1)|b(1): 0 a(212) aélg) bgl) —
1 1 1
U

1 2 3
0 -1 -5
0 -4 -8

26
—18

-39

Apos realizar as operacoes nas linhas 2 e 3, seguimos para proxima etapa.

Etapa 2
Eliminar a variavel x5 da equacao 3.
Pivo: aélz) =—1
—4
M3y = B2 oy
929 —1

2 2 2 2
o o) | o
A= | o o oD |

0 0 o |

Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver:
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I —f- 21‘2 +3ZL‘3 = 26
1233'3 = 33

Resolvendo, temos:

1223 = 33 = 23 = 2,75

—1lxzy — bz3 = —18
= —lxy —5.(2,75) = —18
= —29 — 13,75 = —18
= —xy = —18+413,75
= —x9 = —4,25

:>l'2:4,25

Ty + 219 + 3x3 = 26
=z +2.(4,25) + 3.(2,75) = 26
=21 +8,5+ 8,25 =26
= x; =26—-8,5—8,25
=21 =9,25

Logo, o milho Tipo 1 tem de 9,25 medidas, o Tipo 2 tem 4,25 medidas e o Tipo 3

tem 2,75.

Ao terminar este exemplo o professor pode propor uma pesquisa onde os alunos

poderao procurar na internet ou em outros livros exercicios relativos ao inicio do século

que sua resolucao seja através de Sistema Linear.

Exemplo 3. Circuito elétrico com baterias indicando seu potencial elétrico. Determi-

nar as correntes que atravessam cada segmento do circuito.
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b R: =50 c R:=20Q d

I3
E, =120V
E, =40V Es =80V

R>=10Q +

R.=30Q
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Figura 1: Circuito elétrico com baterias indicando seu potencial elétrico.

Fonte: [9]

Neste exemplo construiremos o sistema linear, que representa o circuito elétrico,
seguindo a descri¢ao apresentada na referéncia [9]| cuja modelagem matematica advém
das Leis de Kirchhoff [15].

(1) Lei de Kirchhoff das Correntes:

Atribuimos I; ao segmento f — a — b — ¢, I3 ao segmento f — ¢, e I3 ao
segmento ¢ — d — e — f . Além disso, atribuimos arbitrariamente dire¢oes a essas
correntes como indicadas pelas flechas Figura 1. Se a direcao atribuida for correta,
o valor calculado da corrente serd positivo; se estiver incorreta, o valor calculado da
corrente serd negativo. Esse tltimo resultado indica que a direcao real da corrente é
oposta a atribuida. Utilizando a lei de Kirchhoff das correntes (a soma das correntes

que Chegam ao nd6 = a soma das correntes que saem do Il()) nos pOIltOS ce f, temos:
No né c: Il+[2:.[3
No né f: Ingl—f-lg

As duas equacoes contém a mesma informagao, portanto apenas uma delas é ne-

cessaria.

(2) Lei de Kirchhoff das Tensoes:
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A diferenca de potencial medida em qualquer ciclo é nula.

Aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensoes no ciclo fechado: a —+ b — ¢ — f — a,
resulta em:

(+E1) 4+ (—Ry1.11) + (—E2) + (Ra.13) =0

(+40V) + (=5.11) + (—120V) + (10.13) =0

40 — 51, — 1204+ 101, =0 (02)

—5I + 101, — 80 =0

- +2,—-16=0

I — 21, =—16

Aplicando a Lei de Kirchhoff das Tensoes no ciclo fechado ¢ — d — e — f, temos:
(=Rsl3) + (+E3) + (—Rul3) + (—Rala) + (+E2) = 0

(—2013) + (80) + (—3013) + (—1013) + (120) =0

—20.134+ 80 — 30.13 — 10.1, + 120 =0

—50.15 — 10.15 + 200 = 0 (03)

503 -1, +20=0

—I, —5.13 = -20

I+ 5.13 =20

Aplicando-se a Lei de Kirchhoff das Tensoes no ciclo fechado
a—b—c—d—e— f—a,temos:

(+E1) + (—RiIi) + (= Ra.I3) + (+E3) + (— Ry I3) = 0

40 4+ (=5.17) + (=20.13) + (—10.I3) + (120) =0

40 — 5.1; — 10.15, — 20.13+ 80 — 30.13 =0 (04)
—5.1; —50.13+120 =0

—5.11 —50.13 = —120

I +10.13 =24

Percebemos que a equacao (04) é uma combinacao linear das Equagoes (02)e (3),
pois equagao(04) = equagao (02) + 2 vezes a Equacao (03).

L —21,+21,+10.13=—-16+2.20

I +10.13 =24

Portanto, a equagao (04) é redundante e poderé ser omitida.
Em geral, um ciclo externo maior como a —- b — ¢ - d — ¢ — f — a nao

fornece informacgoes novas se todos os seus ciclos internos, comoa —+b —c— f — a
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ec—d—e— f— c,jativerem sido incluidos.

As Equagoes (01), (02) e (03) resultam em um sistema linear:

11 -1 I 0
1 -2 0 L |=]|-16
0 1 5 I 20

1 1 -1
1 -2 0
0 1 5

e a matriz completa é:

1 1 -1 0
1 =2 0 —16

0 1 5 20

Resolvendo o sistema pelo Método de Gauss, temos:

Il —I—Ig —]3 = O
L =21, = —16 (6)
+[2 —|—5[3 == 20

Etapa 1

Sejam as equacoes 1, 2 e 3 respectivamente: [1 + o, — I3 =0, [, — 2L+ = —16
e I+ 513 =20.

Trocar a Ly pela Ls

Eliminar [; das equagoes 2 e 3
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Temos nesta etapa, L, [ 11 =1 0

(0)

ag
A0 = a(z(i)
0
af(ﬂl)
Lo+ Ls
Pivo: agol) =1
m21 = % = % = O
L3 < Ly —m31 L3
1
a(ll)
A(1)|b(1) _ 0
0
Etapa 2
Eliminar I, das equacoes 3
Pivo: a%) =1

L3 <= mgsaLy — Lg

Entao:

0
agz)

0
agz)

0
agm)

1
a(12)

1
aéQ)

1
a:(32)

0
ag:«z)

0
a(23)

0
ag:s)

1
ag:s)

1
a§3)

1
aé:s)

42

20

—16
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o) oy afy | o 11 10
APPD = | g 4R 4@ | p? 01 5 |20
0 0 af [ 00 16 |44
Assim, resolver Az = b é equivalente a resolver A®z = b?):
Il —|—]2 —]3 == O
I, +5I3 = 20 (7)
1613 = 44

Resolvendo, temos:

16135 =44 — I3 = 2,75

I, + 513 = 20
= I, 4+ 5.(2,75) = 20
= I, + 13,75 = 20
= I, =20—13,75

= I, =6,25

Il—f-IQ—Ig:O
=1,+6,25—275=0
=0L+3,5=0

:>Il :—3,5

Portanto, I; = —3,5A, I, =6,25A e I3 =2, 75A.

Na referéncia [9], temos uma interpretagio para o valor negativo de I;. Quando o

sinal da corrente elétrica é negativa, isto significa que sua direcao verdadeira é oposta

43



a atribuida na Figura 1. Portato, ao invés da corrente [; seguir o sentido horério, na
verdade, a corrente percorre o circuito no sentido anti-horario.
Apos explorar o exemplo aplicado na Fisica os professores destacarao a utilizagao

da aplicagdo de sistemas lineares em outras areas como no proximo exemplo (Biologia).

Exemplo 4. Sabe-se que uma alimentacao didria equilibrada em vitaminas deve cons-
tar de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades de
vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.

Com o objetivo de descobrir como deverd ser uma refeicao equilibrada, foram es-
tudados cinco alimentos. Fizada a mesma quantidade (1 grama) de cada alimento,

determinou-se que:

i) O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 23 unidades de vitamina D e 2 unidades de vitamina E;

ii) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 0 unidades

de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de vitamina F;

iii) O alimento III tem 2 unidades de vitamina A, 2 unidades de vitamina B, 5 uni-

dades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 2 unidades de vitamina E;

iv) O alimento IV tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 13 unidades de vitamina E;

v) O alimento V tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 9 unidades de vitamina D e 2 unidades de vitamina E.

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, II, III, IV, V deve-se ingerir diaria-
mente para que se possa ter uma alimentacao equilibrada?

Referéncia: Ezercicio 25, pdgina 54, Capitulo 2 do Livro: Algebra Linear - /3]

Para montarmos o sistema referente aos dados apresentados, sejam: x, y, z, t e w
as quantidades (em grama) a serem ingeridas diariamente dos alimentos I, IT, III, IV e
V respectivamente.

O sistema equivalente ao problema é:
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r +10y +z
9z +y +0z

2 +2y +5z2

A matriz aumentada é:

+2t

+t

+t

+2w
+w

+2w

+2t +13w

+9t

13

+2w

170
180
140
180

350

170
180
140
180

350

Resolvendo pelo Método de Eliminacao de Gauss, temos:

Etapa 1:
Eliminar x das equacoes 2, 3, 4 e 5.

Pivo: a1 =1

m21:9
mz = 2
m41:1
m51:1

Ly« Ly — ma1 Ly
L3+ Ly —m31 Ly
Ly < Ly—mgply
L5« L5 — ms1 Ly
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Etapa 2:
Eliminar y das equacoes 3, 4 e 5.

Pivo: Q99 = —8&89

_ 18
m32 = 3o
9
39
9
89

L3 < Ls —mssLs

Mys =

Mpsa =

L4 < L4 — m42L2
L5 <— L5 — m52L2

1 10 1 2
0 -89 -9  —17

0 0 429/89 39/89
0 0 81/89 153/89

0 0 81/89 776/89

Etapa 3:

Eliminar z das equacoes 4 e 5.

A _ 429
Pivo: ass = %
81
429
81
429

Ly <4 Ly —mysls

mys =

Mms3 =

L5 < L5 — m53L3
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—17

11

2
—17

128/89

170

—1350

—200

10

180

170
—1350
6600/39

1132/89 | 13040/89

153/89

28170,/89



1 10 1 2 2
0 —8&9 -9 17 17 —1350
0 0 429/89 39/89 128/89 6600/89
0O O 0 1602/979 475260/38181 5059560,/38181
0O O 0 8455/979  55269/38181 11550330/38181
Etapa 4:
Eliminar ¢ da equacao 5.
Pivo: ay = g
msy = %
Ls < Ls — msaLy
1 10 1 2 2 170
0 —89 -9 17 17 —1350
0 0 429/89 39/89 128/89 6600/89
0O O 0 1602/979 475260/38181 5059560,/38181
0O O 0 0 —3929782362/61165962 | —24274951140/61165962
Entao:
3929782362 24274951140
_—_ = -
61165962 61165962
= 3929782362w = 24274951140
= w=26,18
1602 n 475260w 5059560
979 38181 38181
62478 475260 5059560
= t 18) = —
38181 38181 (6,18) 38181

= 62478t + 2937106, 8 = 5059560
= 62478t = 2122453, 2

=t=34

429 n 39t N 128 6600
—2Z+ — —wW = ——
{9 {9 &9 &9
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= 429z + 39(34) + 128(6, 18) = 6600
= 4292 + 2117, 04 = 6600

= 429z = 4482, 96

= 2 = 10,45

= —89y — 9z — 17t — 17w = —1350

= —89y — 9(10,45) — 17(34) — 17(6, 18) = —1350
= —89y — 777,11 = —1350

= —89y = —572,89

=1y =06,44

T4 10y 4 z + 2t + 2w = 170

= x4 10(6,44) + 10,45 + 2(34) + 2(6, 18) = 170
= 1z + 155,21 = 170

=z =14,79

Assim, para que se tenha uma alimentacao diaria equilibrada deve-se ingerir 14,79g
do alimento I, 6,44g do alimento II, 10,45 do alimento III, 34g do alimento IV e 6,18¢g
do alimento V.

Com estas situacoes-problemas podemos trabalhar em sala de aula com as outras
areas do conhecimento, ocorrendo assim a interdisciplinariedade na Escola de Educagao
Basica.

A importancia da Matemética com a integracao de situacgoes reais na sala de aula
constitui-se em um meio para acessar o mundo matemaéatico quanto para compreender
e intervir no meio social (Barbosa,1999) [13].

As situagoes-problemas abordadas podem contribuir para o conhecimento mais sig-
nificativo da aplicabilidade em circunstancias que ocorrem no nosso dia-a-dia e essen-
cialmente que o cidadao (nosso aluno) se conscientize da sua parte nesse processo.

Vimos a possibilidade da utilizacao de problemas na resolucao de sistemas pelo
método direto Eliminacao de Gauss, passaremos entao para o estudo do método direto
Fatoracao LU, que é simplesmente consequéncia da utilizacao do método de Eliminacao
de Gauss, onde trocamos o vetor b, como sugerido na proposta do primeiro exemplo

para o professor.
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4 FATORACAO LU

Embora as ideias tenham sido conhecidas antes, muitas vezes o crédito pela popula-
rizacao da decomposicao LU é atribuida ao logico e matematico britanico Alan Turing
(precursor do computador), pelo seu trabalho de 1948 nesse assunto.

Ao final dos anos 1970, a Fundacao Nacional de Ciéncias e o Departamento de
Energia dos EUA financiaram o desenvolvimento de rotinas computacionais para in-
verter matrizes e resolver sistemas de equacoes lineares. Aquela pesquisa levou a um
conjunto de programas Fortran chamada LINPAC que sdo uma referéncia para muitos
algoritmos computacionais de hoje. Inclusive o chamado MATLAB. As rotinas LIM-
PAC estao organizadas em torno de quatro fatoracoes de matrizes, uma das quais é a
decomposicao LU. C.B. Moler, J.J. Dongarra, G.W. Stewart e J.R. Brunch, os princi-
pais programadores do LINPAC, basearam muitas de suas ideias no trabalho de Jemes
Boyle e Kenneth Dritz, do Laboratorio Argonne (nos EUA) [1].

Em muitas situacoes, é desejavel resolver varios sistemas lineares nos quais a matriz
dos coeficientes é a mesma. Nesses casos, é indicado resolver o sistema linear Az = b
por uma técnica de decomposicao da matriz A. Dentre as técnicas de decomposicao
mais utilizadas, destacamos a decomposicao LU.

Os fatores L e U podem ser construidos usando a ideia basica do método de elimina-
cao de Gauss, pois a obtencao desses fatores por formulas dificulta o uso de estratégias
de pivoteamento.

Fatorando a matriz A em duas matrizes triangulares L e U, sendo que o fator LL
¢ triangular inferior com diagonal unitaria e seus elementos L,; para i > j sao os
multiplicadores m;; obtidos no processo de eliminacao de Gauss; o fator U é triangular

superior e é obtida no final da fase da triangularizagao.

1 0 --- 0 U A
m 1 - 0 0 o . o
A=1Uu=| " . ’
| M e - 1] 00 a%)l_
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4.1 O método da Decomposicao LU

Neste topico constard a decomposicao LU, a decomposicao da Matriz A em LU,
aplicacao a solucao de sistemas lineares e exemplos resolvidos.
Este método, também conhecido como Método de Doolittle, consiste na seguinte

sequéncia de passos:

(i) Obter a fatoracao LU da matriz A;

(ii) Fazer Uz =y

(iii) Resolver o sistema triangular inferior Ly = b;

(iv) Obtida a solugdo y do sistema Ly = b, resolver o sistema triangular superior

Uz =1y.

4.1.1 A Decomposicao LU

Teorema 3. Teorema da Decomposi¢ao LU [10].
Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e A, o menor principal, constituido das
K primeiras linhas e colunas. Assumimos que det(Ag) = 0 para k = 1, 2, ..., n - 1.

Entao existe uma inica matriz triangular inferior

L = (ly),
com I[11 = los = ... = l,,, = 1, e uma unica matriz triangular superior
U = (ug;)

tal que LU = A. Além disso, det(A) = uy1.uga... Upy -

Prova:
Para provar esse teorema usaremos indugao sobre n. Se n = 1, temos que: a;; =
l.uy; unicamente, e det(A) = uy;. Assumimos que o teorema é verdadeiro para n =

k — 1. Para n = k partimos A em sub-matrizes:
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Entao:

Ly 1Ugr Ly P
LU =
mUk,1 mp + Ukk

Agora, pela hipotese de inducao, L,_; e Ug_; sao unicamente determinados e
Ly 1Ux_1 = Ap_1. Além disso, nem Ly _; nem Uj_; sao singulares (ou A;_; também
seria singular, contrariando a hipotese). Assim LU = A é equivalente a Ly 1p = x;
mU,_1 =y e mp+ ug = agp;, Ou seja: p = LE;)l)x; m = yU((l:i) e
Upp = apr — mp. Entao p, m e wuy sao determinados univocamente nesta or-

dem, e L e U sao determinados unicamente. Finalmente,

det(A) = det(L). det(U)
=1. det(Uk_l).ukk

= U11-U22 - . - Uk—1,k—1-UkE-

Completando a prova.

4.1.2 Decomposi¢do da matriz A em LU (L:Least, U:Upper)

| 1 0 0 0 O 1 U1 Uz U3 Uiy, ]
lby 1 0 0 0 0 Uy Uss Uay,
ls1 lsz 1 0 O 0 0 wusy ... us, | =
0 0 0
S S | 0 0 0 0 up
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a1; Q12 Q13

Q21 Q22 (A23

a31 asz g3

ap1 Qp2 Gp3

lupy = an = upp = an

Lug = a12 = Ui = ap

l-uln = A1p = Uip = A1p

a1

lor.unn = ag; = lyy = —
7&011

31

l31.u11 = az; = l33 = —
Uy

Qn1

lniun = A = by = —
U1

lo1. 12 4 Ugz = g2 = Ugy = A2 — la1U12

lo1.u13 4 U3 = Qo3 = Uga = 23 — l21U13

lo1. U1y, + Uz = G2y, = Uge = G2y, — 21Uy

a3y — l31U12
l31.U12 + l32U90 = aze = I3 = T
22

ag9 — l41U12

la1. w12 + liguog = age = lyg =
U22
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Ap2 — ln1u12
ln1- g + lpotay = apg = 1y = —————
U22

Se continuarmos calculando 3? linha, 3% coluna, 4* linha, 4* coluna, etc..., teremos

as formulas gerais:

i—1 . .

Uij = Qij = D gy lijung 0 <]

(ai; — S0 Ljuwg) .

lij = 1>
uij

Mostraremos através dos exemplos a aplicacao do Teorema da Fatoracao LU.

Exemplo 5. Seja

2 1 3
A=10 -1 1
1 0 3

a) Verificar se A satisfaz as condigoes da decomposi¢ao LU.

Para que A satisfaga as condigbes da decomposi¢ao LU devemos ter: det(A;) # 0

e det(As) # 0. Sendo que A; e Ay sdo os menores principais da matriz.

Temos:

det(41) =2 e det(4y)=-2 #0.

Logo A satisfaz as condigoes.

b) Decompor A em LU
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Uil = a1 = Up = 2
Uip = A12 = Up = 1
U3 = a3 = Uz =3
lglzaﬂ:lm:()

u11

— a3 1
l31_u11:>l31_2

Ugy = Qg — la1U12 = U = —1
Uz = g3 — la1Uiz = U3 = 1

lag = 982=l1012 7 1

32 U2 32 D)

U3z = as3.lz1u13 — 323 = u3zz = 1

Entao:

1 0 0
L=1 0 1 o0l; A=
1/2 1/2 1

c) Calcular o determinante de A

det(A) = ujpuseugzRightarrow det A = —2

d) Resolver o sistema Az = b, onde b =

d.1l) Ly =1b
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1/2 1/2 1| | ys

Portanto:

y1=9, yp=1

st sty =TSy =2

d.2) Uz =y
2 1 3 Ty 9
0 -1 1 To | = | 1
0 0 1 T3 2
Portanto:

1'3:2

—ZE2+ZE3:1:>ZL'2:1
200 + 13+ 313 =9=> 21 =1

Assim, a solucao de:

T

T2

xs3

%)




Exemplo 6. Resolver o exercicio do livro [8] (resolugdo de sistemas lineares com LU)

exercicio 1.7.10 onde a matriz A tem a sequinte decomposi¢cio LU.

Este exemplo é simples onde o professor pode explorar um sistema de equacgoes
lineares com mais de trés incognitas sendo que os alunos poderao encontrar exercicios

similares em provas de Vestibulares, livros didaticos do Ensino Médio e ENEM.

2 1 -1 3 1 0 0 0|]21-13
2 0 0 0 -1 1 0 0f][01 -1 3
£ 01 26| |2 -1 1 0||loo 13

| 6 -1 2 3] | -3 2 -11]|/00 0 3|

Entao estamos resolvendo LUx = b, primeiro resolver Ly = be, em seguida, Uz = y.

O primeiro problema é Ly = b, logo temos:

10
-1 1
2 1

-3 2

que apos a realizacao de substituicoes de cima para baixo, segue que:

y1 = 12

Yo=—8+1y;=—-8+12=14

0

0

0
1

U1

Y2

Y3

Ya

12

-8

21

—26
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ys =21 =2y + 1y =21-24+4=1

ys = —26 + 3y1 — 2ys + ys = 3(12) — 2(4) + 1 = 29

A segunda etapa é resolver Ux =y

21 -1 3 T 12
01 -1 3 T 4
00 -1 3 T3 - 1
00 0 3] | 2| | 29
ry =13

—231 — 31, =1—3(13) =1 — 39 — 38 = x5 = 38

To=T3—304=38—39=—-1=12y=—1

200 = —x9+ 23— 314 =14+38—-29=10= z; = 5.

Portanto, a solucao é dada por

_xl_ _ - -
T —1
T3 N 38

K2y 13 ]

4.1.3 Aplicacao a solugao de sistemas Lineares

Como vimos, a matriz U é constituida por zeros abaixo da diagonal principal e a
matriz L é formada por zeros acima da diagonal principal unitaria.
Seja o sistema (com dimensdo n x n ), Az = b, determinado, onde A satizfaz as

condicoes da decomposi¢ao LU. Entao o sistema Az = b pode ser escrito como:
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LUz =b.

Isto representa dois sistemas triangulares:

os quais sao facilmente resolvidos. De fato: as componentes da solucao intermediéria
y podem ser obtidas diretamente do primeiro sistema, desde que a primeira equacao
contém somente ¥y, a segunda somente y; e Yo e assim por diante; e as componen-

tes de x podem ser obtidas semelhantemente do segundo sistema na seguinte ordem:

Para exemplificar voltaremos ao exemplo do livro chinés (2).

1ZL‘1 —|— 21‘2 —|— 31‘3 = 26
201 + 39 + 13 = 34
3.%'1 -+ 2.%'2 -+ 1.%'3 =39

Para que o exemplo seja completo usaremos a técnica do pivd sendo o maior elemento

da coluna, desde a linha do pivo para baixo.

Etapa 1:

Pivo: ag(i) = 3; entao devemos permutar as linhas 1 e 3:

2 23 1 |=|2 2 31
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313 2 1 3113 2 1

2o 5/3 13 |=1]2||05/3 1/3

1 0 4/3 8/33 1 0 0 12/5
4
m23—73:—§
3
- 1 0 O- - 10 O- -3- - 3 2 1 -
—Ma 1 0=12/3 1 0|=]2 2/3 5/3 1/3
| g —mgy 1 1/3 4/5 1 1 1/3 4/3 12/5

(Armazenamento de LU)

3013 2 1 100
2110 5/3 1/3 010
1|lo o 12500 1

e N 1 . 3 o
Multiplicando a primeira linha por 3 a segunda linha por 5 e a terceira linha por

—, temos:
12
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12/31/3|]11/3 0 0
0 1 1/5 0 3/5 0

0 0 1 0 0 5/12

1 1
Somando —3 na primeira linha e somando — na segunda linha, temos:

12/30/|]1/3 —2/5 —5/36

0 1 0 0 3/5 —1/12

0 0 1] 0 o0 5/12

2
Somando —3 na primeira linha, temos:

1 00| |1/3 —2/5 —33/36
010 0 3/5 —1/12

00 1 0 0  5/12

2 1
Somando —3 na segunda linha e —3 na terceira linha, temos:

1 0 0 1 00
0 1 0] —-2/310
04/5 1 || -1/3 01

2
Somando —3 na terceira linha, temos:

1 00 1 0 0

010 —2/3 1 0

0 0 1 /5 —4/5 1
Entao:
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1/3 —2/5 —1/12 1 0 0 7/12  —1/3 —1/12
0 3/5 —1/12||-2/3 1 0]=]|-5/12 2/3 —1/12

0 0  5/12 1/5 —4/5 1 1/12 —1/3 5/12

Logo a solugao do sistema, é:

30| o 7/12 —1/3 —1/12 | | 39 37/4
20 | x| =] -5/12 2/3 —1/12 | | 34 | = | 17/4
1| | 2 1/12 —1/3 5/12 26 11/4

O método mais indicado para calcular a inversa de uma matriz é o Método da
Decomposicao LU, uma vez que tem-se que resolver varios sistemas lineares com uma
mesma matriz dos coeficientes. Por isso a praticidade em resolver um problema con-

textualizado proposto alterando somente o vetor b.

5 Consideracoes Finais

Como apresenta Chevellard (1999)[5], a organizagdo mateméatica de um tema de
estudo ¢ !, corresponde ao estudo da propria realidade matematica. Portanto, enten-
demos a realidade matemaética do objeto Sistema de Equacao Linear como a extensao de
suas técnicas de resolucao, solucoes dos sistemas e propriedades as aplicacoes inerentes
as diversas disciplinas.

Como a LDB (Lei de diretrizes e bases) [6] do Ensino Médio tem como finalidade: a
consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino Fundamental
e Médio, possibilitando o prosseguimento de estudos, consideramos importante que o
aluno tenha entao contato com outros métodos diretos de resolucao de um sistema
linear para que facilite o entendimento deste, na sequéncia de seus estudos.

Como visto, é simples resolver sistemas lineares triangulares superiores em forma de
sistemas de equagoes. E extremamente facil na forma AX = B (matricial) a triangular

superior. As mesmas operacoes elementares entre equagcoes, sao validas para linhas da

1Segundo o autor ¢ é qualquer parte da matemética em estudo.

61



matriz aumentada. Usando operacoes elementares sobre as linhas na matriz aumentada
ou equacoes no sistema de equacoes lineares, é possivel transformar um sistema linear
qualquer em sistema linear triangular superior. Conforme mencionamos anteriormente,
ao utilizar as operacoes elementares entre equacoes no sistema de equagoes lineares ou
entre linhas na matriz aumentada a solucao do sistema permanece a mesma.

Entendemos que, como esse processo de execugao dos calculos nao envolve contetidos
avangados (& excessao da demonstragio dos teoremas, mas esta parte interessa ao
professor), podemos aplicar os métodos propostos no Ensino Médio. A intencao é levar
o aluno a ter uma experiéncia nova de resolucao, que facilitara nos seus estudos futuros.

Propoe-se trabalhar em forma de problematizagao de acordo com os PCN (Paré-
metros Curriculares Nacional) [7], para que haja o desenvolvimento das competéncias
para continuar aprendendo, de forma autdénoma e critica, em niveis mais complexos de
estudos. Além disso, sugerimos a inclusao da interdisciplinaridade, mostrando a ne-
cessidade da integracao da disciplina da mateméatica com outras disciplinas bem como
0 que vive no seu dia a dia. Sugere-se ainda que os alunos tenham contato com a
tecnologia dai a necessidade da utilizacao do computador como ferramenta de apoio
pedagogico.

Segundo [3] o método de Gauss para resolugao de sistemas é um dos mais adotados
quando se faz uso do computador, devido ao menor nimero de operacgoes que envolve.

Uma vez que os alunos tenham aprendido os passos e os calculos necessarios exigi-
dos pelo método de Eliminacao de Gauss, sugerimos que o mesmo seja implementado
em Matlab ou Octave, a fim de mostrar a eficiéncia do computador na obtencao das
solucoes de sistemas lineares.

Os softwares citados permitem que o aluno faca alteragoes pertinentes na matriz
dos coeficientes, assim como no vetor b, além de efetuar os calculos usando a estratégia
de pivoteamento parcial.

Vale considerar sobre o uso dos programas que o c6digo desenvolvido possui uma
condigdo de uso (determinante tem que ser diferente de zero), realizando assim so-
mente operagoes possiveis e determinadas, quanto ao seu pivoteamento é progressivo
escolhendo linhas de maximo valor absoluto da coluna desejada para baixo [16].

Desta forma, o ensino da Matematica cumpre a sua funcao de contribuir na for-
macao do individuo, tratando de assuntos e questoes do dia-a-dia, com a intencao de

mostrar, conhecer e até mesmo alertar.
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