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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar té
ni
as de resolução de sistemas de

equações lineares, em sua formulação tradi
ional, onde se bus
ou explorar as referên
ias

usualmente utilizadas em 
ursos de álgebra linear e 
ál
ulo numéri
o, enfo
ando os

métodos diretos de Eliminação de Gauss e Fatoração LU. Resoluções de problemas


onsolidados na literatura são realizadas, 
om a �nalidade de ilustrar o fun
ionamento

e apli
ação de tais métodos em problemas reais, desta
ando assim a possibilidade de

inserção dos mesmos no Ensino Médio. Os 
onteúdos foram tratados e expostos de

modo que exempli�quem a diversidade de áreas que abrangem os sistemas lineares, tais


omo engenharia, e
onomia e biologia, mostrando os ganhos que podem ser al
ançados

pelos alunos, se tiverem 
ontato 
om os métodos o quanto antes. Ao �nal sugere-

se a utilização de re
ursos 
omputa
ionais nas aulas de matemáti
a, uma vez que a

redução do tempo empregado na manipulação algébri
a permitirá que o professor possa

aprofundar os 
on
eitos e abordar sistemas de maior porte, que ampliem a perspe
tiva

de resolução, além de motivar o aluno no pro
esso de aprendizagem.

Palavras-
have: Sistemas Lineares, Eliminação Gauss, Fatoração LU, Ensino e Apren-

dizagem, Problemas Cotidianos.
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Abstra
t

This work aims to present te
hniques for solving systems of linear equations, in its

traditional formulation, where it sought to explore the referen
es 
ommonly used in


ourses in linear algebra and numeri
al 
omputation, fo
using on the dire
t methods of

Gauss elimination and LU fa
torization. Troubleshooters established in the literature

are 
ondu
ted, in order to illustrate the operation and appli
ation of su
h methods to

real problems, thus highlighting the possibility of inserting them in high s
hool. The


ontents were treated and exposed so that exemplify the diversity of areas in
luding

linear systems, su
h as engineering, e
onomi
s and biology, showing the gains that 
an

be a
hieved by students if they have 
onta
t with the methods as soon as possible.

At the end we suggest the use of 
omputational resour
es in math 
lasses, sin
e the

redu
tion of time spent in algebrai
 manipulation will allow the tea
her to deepen the


on
epts and to address larger systems, to enhan
e the resolution perspe
tive, and

motivate the student in the learning pro
ess.

Keywords: Linear Systems, Gaussian Elimination, LU Fa
torization, Tea
hing and

Learning, Everyday Problems.
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1 Introdução

Este trabalho é uma das exigên
ias para obtenção do título de mestre do Progrma

de Mestrado em Matemáti
a - PROFMAT, ofere
ido pela Coordenação de Matemáti
a

da Regional Jataí da Universidade Federal de Goiás. O tema es
olhido foi o estudo de

té
ni
as de resolução de sistemas lineares, apli
adas em problemas 
ontextualizados.

Como professora da rede estadual de ensino por mais de 25 anos, pude 
onstatar a

grande di�
uldade dos alunos em resolver problemas.

O ensino de Sistemas Lineares, de uma forma geral, tem seu iní
io ainda no Ensino

Fundamental (7

o

ano, antiga 6

o

série). Os prin
ipais autores dos livros textos adotados

nesse nível, pro
uram privilegiar os Métodos da Adição e da Substituição, alguns ainda

pro
uram diversi�
ar apresentando além dos métodos 
itados, um outro método 
ha-

mado Método da Comparação. No Ensino Médio, o Teorema de Cramer é o preferido

pelos autores, pois este traz em seu 
on
eito bási
o a ideia de resolução por meio de

determinantes.

Em se tratando de Ensino Médio esta di�
uldade é maior, pois os professores aban-

donam a abordagem de problemas na exempli�
ação de 
onteúdos e na apli
ação de

exer
í
ios de �xação; é muito raro en
ontrar um livro de matemáti
a do Ensino Médio,

até mesmo do Ensino Fundamental, que utiliza a resolução de problemas na abordagem

dos temas.

A modelagem Matemáti
a 
omo uma metodologia de ensino, vem ao en
ontro da

nova visão de Edu
ação Matemáti
a, que valoriza não apenas adquirir 
onhe
imentos,

mas o desenvolvimento de 
apa
idades, atitudes e valores, rela
ionando a Matemáti
a


om o mundo real.

Segundo Bassanezi(2002)[11℄, o uso da modelagem 
onduz para o ensino de 
onteú-

dos matemáti
os 
one
tados 
om outras formas de 
onhe
imento.

Os 
onteúdos matemáti
os da Edu
ação Bási
a devem ter 
onexões 
om o meio

so
ial dos alunos, para utilizá-los na sua vida 
otidiana.

Segundo D'Ambrósio(1998) [12℄ devemos 
ontemplar os nossos alunos 
om proble-

mas signi�
ativos ao invés de situações arti�
iais e repetitivas.

Nessa perspe
tiva, a elaboração deste trabalho teve 
omo prin
ipais objetivos:

• Revisar 
on
eitos bási
os de matrizes e sistemas lineares;

• Apresentar os métodos diretos Eliminação de Gauss e Fatoração LU, para reso-
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lução de sistemas lineares;

• Apli
ar os métodos na resolução de problemas 
otidianos;

• Dis
utir formas 
omo o professor do Ensino Médio pode adotar a abordagem

proposta.

Resolver os sistemas lineares pelo Método de Eliminação de Gauss 
ria 
omo pos-

sibilidade um novo 
aminho a partir de uma nova perspe
tiva, partindo do prin
ípio

que ele delineia novos pro
edimentos de 
ál
ulo para obtenção dos resultados, diferen-

tes daqueles exaustivamente utilizados pelos livros textos do Ensino Médio. Isto pode

trazer 
omo 
onsequên
ia, uma ampliação signi�
ativa dos seus 
onhe
imentos sobre o

assunto.

A prati
idade do método de Eliminação de Gauss está na té
ni
a utilizada, pois

ele só depende ex
lusivamente de um prévio 
onhe
imento sobre matrizes e operações

elementares. A e
onomia de 
ál
ulos que se utiliza para obter os resultados, também

é um fator motivador para os dis
entes que tem 
ontato pela primeira vez 
om os

sistemas lineares.

É fato que, os métodos empregados atualmente para resolver e dis
utir sistemas

lineares do tipo AX = B 
om m equações e n in
ógnitas, produzem um trabalho

muito grande para o estudante. Se pensarmos, por exemplo, no Teorema de Cramer

para resolver e dis
utir um sistema de 5 equações a 5 in
ógnitas, vamos veri�
ar o quão

são ne
essárias diversas operações para en
ontrar a solução por esse método. Por outro

lado, apresenta-se o Es
alonamento de Gauss, que sem dúvida, na práti
a é muito mais

simples, pois a ideia bási
a é a de utilizar as operações elementares sobre as linhas de

uma matriz.

O método direto de Eliminação de Gauss para solução e dis
ussão de sistemas

lineares é um algoritmo poderoso para resolver e analisar qualquer sistema linear, in-

dependente do número de equações e números de in
ógnitas, fá
il e rápido de resolver.

O Dispositivo Práti
o de Gauss e a fatoração LU que é uma simples 
onsequên
ia do

método de eliminação de Gauss, apresentado 
omo tema desse artigo, difere 
ompleta-

mente (em sua forma) daqueles métodos 
onhe
idos nos livros textos do ensino bási
o,

tem sua fundamentação teóri
a na dis
iplina de Cál
ulo Numéri
o, e apare
e nesse


ontexto 
omo mais uma possibilidade, num 
enário onde a tradição e o pragmatismo

dos métodos tradi
ionais ainda imperam.

14



A 
lássi
a Regra de Cramer, ensinada no Ensino Médio, é um método direto. En-

tretanto, pode-se mostrar que o número máximo de operações aritméti
as envolvidas

na resolução de um sistema n × n por este método é (n + 1)(n!n − 1) + n. Assim,

segundo [2℄ um 
omputador que efetua uma operação aritméti
a em 10−8
segundos

gastaria 
er
a de 36 dias para resolver um sistema de ordem n = 15. A 
omplexidade

exponen
ial desse algoritmo inviabiliza sua utilização em 
asos práti
os.

Desta forma, o estudo de métodos mais e�
ientes é ne
essário, pois em geral, os

problemas práti
os exigem a resolução de sistemas lineares de grande porte, isto é,

sistemas que envolvem um grande número de equações e variáveis.

Apresentaremos, a seguir, métodos mais e�
ientes, 
uja 
omplexidade é polinomial,

para resolver sistemas lineares. Antes, porém, introduziremos uma base teóri
a ne
es-

sária para a 
ompreensão de tais métodos.

Os Sistemas lineares são de grande importân
ia para a des
rição e resolução de

problemas que surgem nas mais diversas áreas da 
iên
ia e engenharia, a saber: geo-

metria, redes elétri
as, hidráuli
as, de tráfego, distribuição de 
alor, quími
a, e
onomia,

programação linear, estatísti
a, jogos, entre outras.

No de
orrer do 
urso de Mestrado Pro�ssional - PROFMAT - tivemos 
ontato 
om

a Álgebra Linear e �
ou 
lara a ne
essidade de se entender a resolução de sistemas

lineares. Diante disso e 
onhe
endo as di�
uldades de interpretação de problemas por

parte dos alunos, estamos propondo um estudo 
riterioso das té
ni
as de resolução de

sistemas lineares através dos métodos de Eliminação de Gauss e Fatoração LU.

Este trabalho divide-se em três seções distribuídas:

Na Seção 2, apresentaremos os prin
ipais 
on
eitos de matrizes e sistemas lineares,

importantes pré-requisitos para entendimento dos métodos propostos.

Na Seção 3, a demonstração de resolução de um sistema de equações através dos

métodos de Eliminação de Gauss e na seção 4 a Fatoração LU, exempli�
ando-os 
om

problemas do dia a dia.

Finalizamos o trabalho 
om as 
onsiderações �nais, enfatizando que é possível apli-


ar os métodos, de Gauss e Fatoração LU, durante a abordagem de sistemas lineares

no Ensino Médio.

15



2 Prin
ipais 
on
eitos de Matrizes e Sistemas Linea-

res

Nesta seção iremos retratar os prin
ipais 
on
eitos de matrizes que nos respaldará

nos 
on
eitos que ora serão apresentados de sistemas lineares.

2.1 Matrizes

O desenvolvimento das matrizes o
orreu a partir do sé
ulo XIX, apesar de ter

representações de números semelhantes às matrizes modernas desde a Era Cristã, 
o-

matemáti
os 
omo Arthur Cayley, Augustin-Louis Cau
hy e William Rowan Hamilton

[17℄.

Re
entemente, 
om as planilhas eletr�ni
as de 
omputador, podem ser feitos 
ál-


ulos antes realizados à mão, de maneira 
ansativa e lenta. Essas planilhas, em geral,

são formadas por tabelas que armazenam os dados utilizados no problema.

2.1.1 Con
eituando Matriz

As matrizes são estruturas matemáti
as organizadas na forma de tabela 
om linhas

e 
olunas, utilizadas na organização de dados e informações. Nos assuntos ligados à

álgebra, as matrizes são responsáveis pela solução de sistemas lineares. Elas podem ser


onstruídas 
om m linhas e n 
olunas, observe:

A = [6 − 32]1×2 Matriz linha (possui uma linha);













2 1

−3 3

2 0













3×2

Matriz retangular (possui 3 linhas e 2 
olunas).

Em termos gerais: uma matriz m × n, 
om m e n números naturais não nulos, é

toda tabela 
omposta por m · n elementos dispostos em m linhas e n 
olunas.
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2.1.2 Representando Matrizes

Uma matriz é, em geral, representada por uma letra maiús
ula do nosso alfabeto

A,B,C, . . . Z, enquanto os seus termos são representados pela mesma letra, desta vez

minús
ula, a
ompanhada de dois índi
es a11, a12, a13, . . . , amn , onde o primeiro

representa a linha e o segundo a 
oluna em que o elemento está lo
alizado



















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 · · · amn



















.

Chamemos esta matriz de A, e sua ordem é m×n, ou seja, m linhas e n 
olunas. Nela

podemos observar o elemento aij , onde i representa a linha e j a 
oluna. Tomemos


omo exemplo o elemento a21 neste 
aso o i = 2 e j = 1. O elemento está lo
alizado

na 2a linha e na 1a 
oluna. Ainda podemos 
hamar esta matriz de A = (aij)m×n.

2.2 Tipos de Matrizes

Existem vários tipos de matrizes nos quais, neste texto, desta
am-se as seguintes

matrizes: Quadradas; Triangular; Diagonal; Identidade; Nula; Linha e Coluna.

2.2.1 Matriz Quadrada

Dizemos que uma matriz A de ordem m × n é quadrada, quando m = n. Isso

signi�
a que o número de linhas será igual ao número de 
olunas.

Exemplos:

A =







1 −2

9 4






Matriz Quadrada 2× 2;

17



B =













1 −4 7

6 0 8

9 12 −6













Matriz Quadrada 3× 3.

2.2.2 Matriz Triangular

Uma matriz de ordem n (quadrada) é triangular quando todos os elementos a
ima

ou abaixo da diagonal prin
ipal são nulos (iguais à zero). São 
hamadas de Matrizes

Triangulares Superiores aquelas 
ujos os elementos abaixo da diagonal prin
ipal são

zeros e Matrizes Triangulares Inferiores aquelas 
ujos os elementos a
ima da diagonal

prin
ipal são zeros.

Exemplos:

1) Matriz Triangular de 3a ordem que 
orresponde a uma matriz triagular superior

B =













3 1/2 −4

0 6 −2

0 0 1













2) Matriz Triangular de 2a ordem que 
orresponde a uma matriz triagular inferior

C =







2 0

1 −1







2.2.3 Matriz Diagonal

Enquanto que na matriz triangular os elementos a
ima ou abaixo da diagonal prin-


ipal são nulos, a matriz, de ordem n (quadrada), diagonal é aquela em que todos os

elementos a
ima e abaixo da diagonal prin
ipal são nulos.

Exemplos:

18



D =













4 0 0

0 −3 0

0 0 −2













Matriz Diagonal de 3a ordem

E =







1/3 0

0 −6






Matriz Diagonal de 2a ordem

2.2.4 Matriz Identidade

Matriz identidade é uma matriz quadrada de ordem n 
ujos elementos da diagonal

prin
ipal são iguais a 1 e os elementos a
ima e abaixo desta diagonal são nulos (iguais

a zero). Podemos representar esta matriz por In.

Exemplos:

A =







1 0

0 1






Matriz Identidade de ordem 2

B =













1 0 0

0 1 0

0 0 1













Matriz Identidade de ordem 3

2.2.5 Matriz Nula

Numa matriz nula, todos os elementos são iguais à zero. Podemos representar uma

matriz nula m× n por 0m×n; 
aso ela seja quadrada, indi
a-se por 0n.

Exemplos:

C =







0 0

0 0






Matriz nula de ordem 2
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D =













0 0 0

0 0 0

0 0 0













Matriz nula de ordem 3

2.2.6 Matriz Linha

É toda matriz que possui apenas uma linha. Numa matriz linha m× n, m = 1.

Exemplos:

E =

[

1 −3 7

]

Matriz Linha 1× 3

F =

[

4 8 6 −2

]

Matriz Linha 1× 4

2.2.7 Matriz Coluna

É toda matriz que possui apenas uma 
oluna. Numa matriz 
oluna m× n, n = 1.

Exemplos:

G =



















2

4

−5

6



















Matriz Coluna 4× 1

H =



























1/2

2

7

−1/3

0



























Matriz Coluna 5× 1
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2.2.8 Operações elementares

Seja A uma matriz m × n (m linhas e n 
olunas), ou seja Am×n = [aij ]m×n =

(aij)m×n. Conforme a De�nição 1 (Seção 3.1), as operações elementares que podem ser

realizadas sobre as linhas de uma matriz são as seguintes:

1. Tro
a da linha i 
om linha j: Li ↔ Lj ;

2. Multipli
ção da linha i por α diferente de zero: Li ← αLi;

3. Adição de um múltiplo es
alar da linha j à linha i: Li ← Li + αLj;

4. Adição de múltiplos es
alares em ambas as linhas: Li ← αLi + βLj .

Exemplo:













1 1 −1

1 −2 0

0 1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

−16

20













L2 ↔ L3−−−−−→













1 1 −1

0 1 5

1 −2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

−16













L3 ← L1 − L3−−−−−−−−−→













1 1 −1

0 1 5

0 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

16













L3 ← 3L1 − L3−−−−−−−−−−→













1 1 −1

0 1 5

0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

44













.

2.3 Sistemas Lineares: Notações e De�nições

Na matemáti
a o
idental antiga são pou
as as aparições de sistema de equações

lineares. No Oriente, 
ontudo, o assunto mere
eu atenção bem maior. Com seu gosto

espe
ial por diagramas, os 
hineses representavam os sistemas lineares por meio de

seus 
oe�
ientes es
ritos 
om barras de bambu sobre os quadros de um tabuleiro. As-

sim a
abaram des
obrindo o método de resolução por eliminação - que 
onsiste em

anular 
oe�
ientes por meio de operações elementares. Exemplos desse pro
edimento

en
ontram-se nos Nove 
apítulos sobre a arte da matemáti
a, um texto que data pro-

vavelmente do sé
ulo III a.C. [1℄.

21



2.3.1 Equação Linear

Uma equação linear nas variáveis x1, x2, x3, . . . , xn é uma equação que pode ser es-


rita na forma a1x1+a2x2+ . . .+anxn = b onde a1, a2, . . ., são números reais 
hamados

de 
oe�
ientes da equação e b pode ser qualquer número real, sendo 
hamado de termo

independente da equação.

Exemplo : 4x1 + 7x2 − x3 = 10.

Observações:

1. uma equação linear homogênea é quando o termo independente for nulo;

2. toda equação linear tem o expoente de todas as in
ógnitas unitários;

3. uma equação linear não apresenta termo misto x1x2, x1x3, . . ..

2.3.2 Solução de uma equação linear

Uma sequên
ia ordenada ou n-upla de números reais (α1, α2, α3, ..., αn) é solução

da equação a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b se, e somente se, a expressão a1α1 + a2α2 +

. . .+ anαn = b for verdadeira.

2.3.3 Sistema de equações lineares

Um sistema de equações lineares (ou sistema linear) é uma 
oleção de duas ou mais

equações lineares envolvendo as mesmas variáveis, digamos x1, x2, . . . , xn.

Considere S um 
onjunto de m equações lineares e n variáveis x1, x2, . . . , xn:



































a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1n = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2n = b2
.

.

.

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amn = bm

(1)

sendo:

aij ∈ R; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n;

bi ∈ R, i+ 1, . . . , m.
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O sistema linear (1) é dito sistema linear m por n e se indi
a m× n.

Exemplos:

S1























x1 + x2 + x3 = 6

2x1 + x2 − x3 = 1

3x1 − x2 + x3 = 4

S2























x+ y = 3

2x− 2z = −1

2y + z = 4

2.3.4 Matrizes asso
iadas a um sistema

Consideremos o sistema linear (1), asso
ia-se a esse sistema duas matrizes 
ujos

elementos são os 
oe�
ientes das equações que formam o sistema:

a matriz

A =



















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 · · · amn



















de ordem m×n, é 
hamada matriz dos 
oe�
ientes ou matriz asso
iada ao sistema.

A matriz

B =



















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 · · · amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1

b2
.

.

.

bm



















de ordem m por (n+1), é 
hamada de matriz 
ompleta, ou matriz aumentada ou ainda

matriz ampliada do sistema.

Exemplos:

Considerando o sitema do exemplo anterior:

23



A =













1 1 1

2 1 −1

3 −1 1













Matriz dos 
oe�
ientes

B =













4 0 0

0 −3 0

0 0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

1

4













Matriz 
ompleta, aumentada ou ampliada

2.3.5 Representação matri
ial de um sistema

Dado um sistema:



































a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1n = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2n = b2
.

.

.

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amn = bm

(2)


onsidera-se as matrizes:

A =



















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 · · · amn



















,

x =



















x1

x2

.

.

.

xm



















e
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b =



















b1

b2
.

.

.

bm



















.

Então o sistema linear S pode ser representado da seguinte forma:

Ax = b.

Teorema 1. [3℄

Um sistema linear 
om equações e variáveis admite solução se e somente se o posto

da matriz ampliada (PA) é igual ao posto (PC) da matriz dos 
oe�
ientes. Assim,

a) Se PC = PA = n , o sistema é possível determinado;

b) Se PA = PC < n , o sistema é possível indeterminado;


) Se PA 6= PC , o sistema é impossível.

2.3.6 Métodos diretos de resolução de um sistema linear

Como um sistema linear requer 
omo solução uma sequên
ia ordenada 
omo o

modelo (α1, α2, α3, . . . , αn) de n variáveis o
orre quando esta solução é também solução

de 
ada uma das equações do sistema.

O 
onjunto de todas as soluções possíveis é 
hamado 
onjunto solução do sis-

tema. Com relação ao número de soluções de um sistema linear pode ser 
lassi�
ado

em: (a) 
ompatível e determinado: quando houver uma úni
a solução; (b) 
ompatível

e indeterminado: quando houver uma in�nidade de soluções; (
) inexistente: quando

o sistema não admite solução.

Existem vários métodos para resolução de um sistema, este trabalho propõe o estudo

dos métodos diretos Eliminação de Gauss e Fatoração LU que veremos a seguir.
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3 Estudo do Método de Eliminação de Gauss: Reso-

lução de um Sistema Linear

Esta seção 
onsiste em apresentar os 
on
eitos bási
os dos métodos diretos de reso-

lução de um sistema linear: método de Eliminação de Gauss e a resolução de problemas


otidianos 
omo exemplos.

3.1 O Método de Eliminação de Gauss para Sistemas Lineares

Uma versão preliminar da eliminação de Gauss apare
eu pela primeira vez no livro


hinês �Nove Capítulo de Artes Matemáti
a� , em torno de 200 a.C. Até então o poder

do método não tinha sido re
onhe
ido. Mas no ano de 1801 Carl Friedi
h Gauss utilizou

o método para 
al
ular a órbita do asteróide Ceres 
om pouquíssimas informações

(anotações do astr�nomo si
iliano Giuseppe Piazzi) quem batizou o asteróide 
om o

nome ao observá-lo pela primeira vez [1℄.

O trabalho de Gauss 
ausou sensação quando Ceres reapare
eu na 
onstelação de

virgem, lo
al aproximado indi
ado por seus 
ál
ulos. Mais tarde o método foi popu-

larizado quando Willian Jordan (engenheiro alemão) em l888 publi
ou no seu livro de

geodési
a intitulado �Handbu
h der Vermessungskund�.

Um dos métodos mais e�
ientes para resolver sistemas lineares e a
har a inversa

de uma matriz é o método de Eliminação de Gauss. Este método para resolução de

sistemas lineares é um dos mais adotados quando se faz uso do 
omputador, devido ao

menor número de operações que envolve.

Ele 
onsiste em fazer operações elementares sobre as equações do sistema onde irá

reduzi-lo após passos a um sistema triangular superior, que é equivalente ao sistema

dado. Este sistema é resolvido por substituições retroativas.

De�nição 1. Dizemos que dois sistemas lineares são equivalentes se eles possuem as

mesmas soluções. As soluções de um sistema linear não são alteradas se permutarmos

duas linhas quaisquer, ou se multipli
armos a i-ésima linha por k1 e adi
ioná-la 
om

a j-ésima linha multipli
ada por outra 
onstante k2 . Essas transformações efetuadas

sobre um sistema linear são 
onhe
idas por operações elementares [3℄.

Veremos agora os passos para apli
ar o método de Eliminação de Gauss.

Dado um sistema linear 
om equações e variáveis, temos os seguintes passos:
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1. Obter a matriz ampliada do sistema linear;

2. Es
alonar a matriz ampliada usando operações elementares, isto é, transformar

essa matriz em uma matriz triangular superior em que os elementos aij = 0, para

i < j .

Observação 1: Os 
oe�
ientes de uma matriz ampliada aij , bj , bij são todos nú-

meros reais e a matriz é 
hamada de matriz dos 
oe�
ientes.

Observação 2: Nesta esta etapa, apresentamos o símbolo← que signi�
a �re
ebe�.

Por exemplo, para representar que �a segunda linha re
ebe a primeira linha adi
ionada

da segunda� es
revemos: L2 ← L2 +L1. É importante observar que L2 no lado direito

dessa expressão refere-se a matriz ampliada na etapa anterior; já o L2 à esquerda é a

segunda linha �renovada�. Após um número �nito de passos, a matriz ampliada está

es
alonada. Usaremos também o símbolo ∼ para signi�
ar �equivalente a�.

3.2 Resolução de sistemas lineares

O texto apresentado nesta Subseção segue-se 
omo exposto na referên
ia [2℄. Sendo

assim, seja Ax = b um sistema linear, onde A: matriz n× n, triangular superior, 
om

elementos da diagonal diferentes de zero. Es
revendo as equações deste sistema, temos:



































a11x1 + a12x2 + · · · + a1n = b1

a22x2 + · · · + a2n = b2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

annxn = bn

. (3)

Da última equação, temos:

xn = bn/ann.

xn−1 pode então ser obtido da última equação:

xn−1 =
bn−1 − an−1,nxn

an−1,n−1
.
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E assim su
essivamente obtém-se xn−2, . . . , x2 e �nalmente x1:

x1 =
b1 − a12x2 − a13x3 − . . . a1nxn

a11
.

3.3 Des
rição do método de Eliminação de Gauss

Conforme dissemos anteriormente, o método 
onsiste em transformar o sistema

linear original para obter um sistema linear equivalente 
om matriz dos 
oe�
ientes

triangular superior. Para modi�
ar adequadamente o sistema linear dado de forma a

obter um sistema equivalente, faremos uso do teorema, 
uja demonstração pode ser

en
ontrada em [2℄.

Teorema 2. Seja Ax = b um sistema linear. Apli
ando sobre as equações deste sistema

uma sequên
ia de operações elementares es
olhidas entre:

i Tro
ar duas equações;

ii Multipli
ar uma equação por uma 
onstante não nula;

iii Adi
ionar um múltiplo de uma equação a uma outra equação;

Obtemos um novo sistema Ãx = b̃ e os sistemas Ax = b e Ãx = b̃ são equivalentes.

Segue-se 
omo exposto na referên
ia [2℄, o texto apresentado abaixo. Sendo assim,

des
revemos a seguir 
omo o método de Eliminação de Gauss usa este teorema para

triangularizar a matriz A.

Vamos supor que det(A) 6= 0. A eliminação é efetuada por 
olunas e 
hamaremos de

etapa k do pro
esso a fase em que se elimina a variável xk das equações k+1, k+2, ..., n.

Usaremos a notação a
(k)
ij para denotar o 
oe�
iente da linha i e 
oluna j no �nal da

k-ésima etapa, bem 
omo b
(k)
i será o i-ésimo elemento do vetor 
onstante no �nal da

etapa k. Considerado que det(A)6= 0, é sempre possível rees
rever o sistema linear de

forma que o elemento da posição a11 seja diferente de zero, usando apenas a operação

elementar (i):
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Seja A(0)|b(0) = A|b =



















a
(0)
11 a

(0)
12 · · · a

(0)
1n

a
(0)
21 a

(0)
22 · · · a

(0)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a
(0)
n1 a

(0)
n2 · · · a

(0)
nn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(0)
1

b
(0)
2

.

.

.

b
(0)
n



















onde

a
(0)
ij = aij , b

(0)
i = bi e a11 6= 0.

Etapa 1

A eliminação da variável xi das equações i = 2, . . . , n é feita da seguinte forma: da

equação i subtraímos a 1

a

equação multipli
ada por mi1. Observamos que para que

esta eliminação seja efetuada, a úni
a es
olha possível é m
(0)
i1 =

a
(0)
i1

a
(0)
11

, i = 2, . . . , n.

Os elementos m
(0)
i1 =

a(i1)(0)

a(11)(0)
, i = 2, · · · , n são os multipli
adores e o elemento a

(0)
11

é denominado piv� (primeiro elemento não nulo de 
ada linha) nesta da 1

a

etapa.

Ao �nal desta etapa tem-se a matriz:

A(1)|b(1) =



















a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(1)
22 · · · a

(1)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 a
(1)
n2 · · · a

(1)
nn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(1)
1

b
(1)
2

.

.

.

b
(1)
n



















onde a
(0)
ij = a

(0)
ij para j = 1, . . . , n

b
(1)
1 = b

(0)
1

e

a
(1)
ij = a

(0)
ij −mi1a

(0)
1j i = 2, . . . , n e j = 1, . . . , n

b
(1)
1 = b

(0)
i −mi1b

(0)
1 i = 2, . . . , n

Etapa 2
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Deve-se ter pelo menos um elemento ai2 6= 0, para i = 2, . . . , n, 
aso 
ontrário,

det(A(1)) = 0, o que impli
a que det(A) = 0: mas det(A) 6= 0, por hipótese. Então,

é sempre possível rees
rever a matriz A(1)
, sem alterar a posição da linha 1, de forma

que o piv� a
(1)
22 , seja não nulo.

Os multipli
adores desta etapa serão os elementos

mi2 =
a
(1)
i2

a
(1)
22

, i = 3, . . . , n.

A variável x2 é eliminada das equações i = 3, . . . , n da seguinte forma: da equação

i subtraímos a segunda equação multipli
ada por mi2.

Ao �nal, teremos a matriz A(2)|b(2):

A(2)|b(2) =



























a
(2)
11 a

(2)
12 · · · a

(2)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

0 0 · · · a
(2)
3n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · a
(2)
nn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3

.

.

.

b
(2)
n



























onde a
(2)
ij = a

(1)
ij para i = 2, . . . , n e j = i+ 1, . . . , n

b
(2)
i = b

(1)
i −mi2b

(1)
2 para i = 3, . . . , n.

Seguindo ra
io
ínio análogo, pro
ede-se até a etapa (n−1) e a matriz, ao �nal desta

etapa, será:

A(n−1)|b(n−1) =



























a
(n−1)
11 a

(n−1)
12 · · · a

(n−1)
1n

0 a
(n−1)
22 · · · a

(n−1)
2n

0 0 · · · a
(n−1)
3n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · a
(n−1)
nn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(n−1)
1

b
(n−1)
2

b
(n−1)
3

.

.

.

b
(n−1)
n



























e o sistema linear A(n−1)x = b(n−1)
é triangular superior e equivalente ao sistema linear

original.
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3.4 Estratégias de pivoteamento

Para não se ter piv� nulo o que tornaria o trabalho impossível ou próximo de zero o

que pode 
onduzir a resultados totalmente impre
isos, devemos utilizar uma estratégia

denominada de pivoteamento, ou seja, adotar um pro
esso de es
olha da linha e/ou


oluna pivotal [2℄.

3.5 Estratégia de pivoteamento par
ial

Esta estratégia 
onsiste em:

i) No iní
io da etapa k da fase de eliminação, es
olher para piv� o elemento de maior

módulo entre os 
oe�
ientes a
(k−1)
ik , i = k, k + 1, . . . , n.

ii) Tro
ar as linhas k e i se for ne
essário.

3.6 Estratégia de pivoteamento 
ompleto

Nesta estratégia, no iní
io da etapa k é es
olhido para piv� o elemento de maior

módulo, entre todos os elementos que atuam no pro
esso de eliminação: max |a
(k−1)
ij | =

|a
(k−1)
rs | então piv� = a

(k−1)
rs qualquer que seja i, j ≥ k.

A primeira vista, o dispositivo práti
o de Gauss não pare
e práti
o, mas 
om alguns

exer
í
ios propostos é possível resolvê-lo assim que os valores dos 
oe�
ientes do sistema

são dis
riminados na tabela, dispensando o registro de 
ada um dos determinantes de

segunda ordem que apare
em no dispositivo, e
onomizando tempo na resolução do

sistema dado. Nos próximos exemplos usaremos esse artifí
io, a �m de mostrar sua

prati
idade. Vamos também dispensar os métodos que são utilizados exaustivamente

pelos livros textos, no intuito de fo
ar as dis
ussões sobre a ideia do método de Gauss.

Provavelmente um dos problemas mais importantes na matemáti
a é resolver um

sistema de equações lineares. Mais de 75% de todos os problemas matemáti
os en
on-

trados em apli
ações 
ientí�
as e industriais envolvem a resolução de um sistema linear

em alguma etapa [14℄.

Usando métodos e�
ientes, muitas vezes é possível reduzir um problema so�sti
ado

a um úni
o sistema de equações lineares.

A seguir trabalharemos 
om exemplos de problemas que re
aem em um sistema de

equação linear. Propomos maneiras para que o professor possa introduzir o 
ontéudo
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resolução de sistemas lineares. Ini
iamos 
om um problema simples que envolve três

in
ógnitas, passaremos para um relativo a história da matemáti
a e os dois últimos são

apli
ações em físi
a e biologia.

Exemplos:

Exemplo 1. Um fun
ionário re
ém - 
ontratado por uma empresa re
ebeu a seguinte

tabela 
ontendo as quantidades de três tipos de produtos A, B e C, re
ebidos ou de-

volvidos em três lojas da empresa, a
ompanhadas dos respe
tivos valores que 
ada loja

deveria remeter à matriz pela transação.

Quantidade Valor da transação (em mil R$)

Tipo A B C Total

Loja 1 3 4 -1 8

Loja 2 4 5 2 20

Loja 3 1 -2 3 6

Ajude o fun
ionário a 
al
ular o valor unitário de 
ada tipo de produto.

O professor junto aos alunos pode de�nir que o produto A seja x1, o produto B seja

x2 e o produto C seja x3. Uma abordagem para o problema é obter equações para 
ada

produto separadamente.Então, es
revendo o sistema 
om os dados 
orrespondentes

a
ima, temos:























3x1 + 4x2 − x3 = 8

4x1 + 5x2 + 2x3 = 20

x1 − 2x2 + 3x3 = 6

A seguir o professor juntamente 
om os alunos 
omeça a resolver o problema de

a
ordo 
om o método de Eliminação de Gauss, des
rito na aula.

Etapa 1

Sejam as equações 1, 2 e 3 respe
tivamente: 3x1+4x2−x3 = 8, 4x1+5x2+2x3 =

20 e x1 − 2x2 + 3x3 = 6.
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O objetivo é eliminar x1 das equações 2 e 3

Para fa
ilitar o entendimento do pro
esso, de agora em diante usaremos a notação

Li para indi
ar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A(k)|b(k).

Assim, nesta etapa, L1

[

3 4 −1 8

]

.

Colo
ando então os valores de�nidos no sistema em forma de linhas e 
olunas na

matriz ampliada, segue que:

A(0)|b(0) =













a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13

a
(0)
21 a

(0)
22 a

(0)
23

a
(0)
31 a

(0)
32 a

(0)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(0)
1

b
(0)
2

b
(0)
3













=













3 4 −1

4 5 2

1 −2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8

20

6













Piv�: a
(0)
11 = 3

m21 =
a21
a11

= 4
3

m31 =
a31
a11

= 1
3

L2 ← L2 −m21L1

L3 ← L3 −m31L1

A(1)|b(1) =













a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13

0 a
(1)
22 a

(1)
23

0 a
(1)
32 a

(1)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(1)
1

b
(1)
2

b
(1)
3













=













3 4 −1

0 −1/3 10/3

0 −10/3 10/3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8

28/3

10/3













Após realizar as operações indi
adas a
ima nas linhas 2 e 3 passemos para próxima

etapa.

Etapa 2

Eliminar a variável x2 da equação 3
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Piv�: a
(1)
22 = −1/3

m32 =
a32
a22

=
−10/3

−1/3
= 10

L2 ← L2 −m21L1

L3 ← L3 −m32L2

Então:

A(2)|b(2) =













a
(2)
11 a

(2)
12 a

(2)
13

0 a
(2)
22 a

(2)
23

0 0 a
(2)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3













=













3 4 −1

0 −1/3 10/3

0 0 −10/3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

8

28/3

−270/3













.

Assim, ao exe
utar as operações ne
essárias na linha 3, resolver Ax = b é equivalente

a resolver A(2)x = b(2):























3x1 + 4x2 −x3 = 8

−1
3
x2 +10

3
x3 = 28

3

−90
3
x3 = −270

3

(4)

Logo obtemos um sistema linear equivalente ao primeiro, re
aindo então na resolu-

ção de simples equações do primeiro grau e operações algébri
as ao substituir uma das

variáveis pelo seu valor numéri
o.

Resolvendo, temos:

−
90

3
x3 = −

270

3

⇒ −90x3 = −270
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⇒ x3 = 3

−
1

3
x2 +

10

3
x3 =

28

3

⇒ −
1

3
x2 +

10

3
.3 =

28

3

⇒ −x2 + 30 = 28

⇒ −x2 = 28− 30

⇒ −x2 = −2

⇒ x2 = 2

3x1 + 4x2 − x3 = 8

⇒ 3x1 + 4.2− 3 = 8

⇒ 3x1 + 8− 3 = 8

⇒ 3x1 = 8− 8 + 3

⇒ 3x1 = 3

⇒ x1 = 1

Logo, o produto Tipo A tem valor de 1 mil reais, o Tipo B tem valor de 2 mil reais e

o Tipo C tem valor de 3 mil reais.

O professor ao terminar de resolver este exemplo 
om os alunos, pode propor gru-

pos de alunos (no máximo três) que troquem os valores do vetor b, 
riando assim um

novo exer
í
io semelhante ao primeiro, para resolvê-lo e expor aos 
olegas as devidas

respostas, ainda podendo este pedir para que troquem os problemas entre os grupos.

O segundo exemplo tem por objetivo mostrar a utilização dos sistemas lineares no


omeço dos sé
ulos, fazendo assim o professor um elo entre a evolução do homem e a

evolução da matemáti
a.
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Exemplo 2. Problema proposto pelo manus
rito no livro 
hinês �Nove Capítulos de

Arte Matemáti
a� publi
ado entre 200 a.C. e 100 a.C. durante a dinastia de Han:

Existem três tipos de milho, dos quais três montes do primeiro, dois do segundo e um

do ter
eiro totalizam 39 medidas. Dois montes do primeiro, três do segundo e um do

ter
eiro totalizam 34 medidas. Finalmente, um monte do primeiro, dois do segundo e

três do ter
eiro totalizam 26 medidas. Quantas medidas de milho estão 
ontidas em

um monte de 
ada um dos tipos?

O professor e os alunos podem de�nir que o milho Tipo 1 seja x1, o milho Tipo 2

seja x2 e o milho Tipo 3 seja x3. Uma abordagem para o problema é es
rever os dados


orrespondentes a
ima, temos um sistema linear de três equações e três in
ógnitas.

Seja o sistema linear 
orrespondente aos dados do problema a
ima:























1x1 + 2x2 + 3x3 = 26

2x1 + 3x2 + 1x3 = 34

3x1 + 2x2 + 1x3 = 39

A seguir o professor e os alunos 
omeçam a resolver o problema de a
ordo 
om o

método de Eliminação de Gauss, estudado em aula.

Etapa 1

Sejam as equações 1, 2 e 3 respe
tivamente: 1x1+2x2+3x3 = 26, 2x1+3x2+1x3 =

34 e 3x1 + 2x2 + 1x3 = 39.

Devemos eliminar a variável x1 das equações 2 e 3.

Nesta etapa temos, L1

[

1 2 3 26

]

.

Tro
ando os valores das L2 e L3 , teremos a seguinte matriz ampliada:

A(0)|b(0) =













a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13

a
(0)
21 a

(0)
22 a

(0)
23

a
(0)
31 a

(0)
32 a

(0)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(0)
1

b
(0)
2

b
(0)
3













=













1 2 3

2 3 1

3 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

26

34

39













.
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Piv�: a
(0)
11 = 1

m21 =
a21
a11

= 2
1
= 2

m31 =
a31
a11

= 3
1
= 3

L2 ← L2 −m21L1

L3 ← L3 −m31L1

A(1)|b(1) =













a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13

0 a
(1)
22 a

(1)
23

0 a
(1)
32 a

(1)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(1)
1

b
(1)
2

b
(1)
3













=













1 2 3

0 −1 −5

0 −4 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

26

−18

−39













.

Após realizar as operações nas linhas 2 e 3, seguimos para próxima etapa.

Etapa 2

Eliminar a variável x2 da equação 3.

Piv�: a
(1)
22 = −1

m32 =
a32
a22

=
−4

−1
= 4

L3 ← L3 −m32L2

Então:

A(2)|b(2) =













a
(2)
11 a

(2)
12 a

(2)
13

0 a
(2)
22 a

(2)
23

0 0 a
(2)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3













=













1 2 3

0 −1 −5

0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

26

−18

33













.

Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver:
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





















x1 + 2x2 +3x3 = 26

−1x2 −5x3 = −18

12x3 = 33

(5)

Resolvendo, temos:

12x3 = 33⇒ x3 = 2, 75

−1x2 − 5x3 = −18

⇒ −1x2 − 5.(2, 75) = −18

⇒ −x2 − 13, 75 = −18

⇒ −x2 = −18 + 13, 75

⇒ −x2 = −4, 25

⇒ x2 = 4, 25

x1 + 2x2 + 3x3 = 26

⇒ x1 + 2.(4, 25) + 3.(2, 75) = 26

⇒ x1 + 8, 5 + 8, 25 = 26

⇒ x1 = 26− 8, 5− 8, 25

⇒ x1 = 9, 25

Logo, o milho Tipo 1 tem de 9,25 medidas, o Tipo 2 tem 4,25 medidas e o Tipo 3

tem 2,75.

Ao terminar este exemplo o professor pode propor uma pesquisa onde os alunos

poderão pro
urar na internet ou em outros livros exer
í
ios relativos ao iní
io do sé
ulo

que sua resolução seja através de Sistema Linear.

Exemplo 3. Cir
uito elétri
o 
om baterias indi
ando seu poten
ial elétri
o. Determi-

nar as 
orrentes que atravessam 
ada segmento do 
ir
uito.
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Figura 1: Cir
uito elétri
o 
om baterias indi
ando seu poten
ial elétri
o.

Fonte: [9℄

Neste exemplo 
onstruiremos o sistema linear, que representa o 
ir
uito elétri
o,

seguindo a des
rição apresentada na referên
ia [9℄ 
uja modelagem matemáti
a advém

das Leis de Kir
hho� [15℄.

(1) Lei de Kir
hho� das Correntes:

Atribuímos I1 ao segmento f → a → b → c, I2 ao segmento f → c , e I3 ao

segmento c → d → e → f . Além disso, atribuímos arbitrariamente direções a essas


orrentes 
omo indi
adas pelas �e
has Figura 1. Se a direção atribuída for 
orreta,

o valor 
al
ulado da 
orrente será positivo; se estiver in
orreta, o valor 
al
ulado da


orrente será negativo. Esse último resultado indi
a que a direção real da 
orrente é

oposta à atribuída. Utilizando a lei de Kir
hho� das 
orrentes (a soma das 
orrentes

que 
hegam ao nó = a soma das 
orrentes que saem do nó) nos pontos 
 e f, temos:

No nó 
: I1 + I2 = I3

No nó f: I3 = I1 + I2

As duas equações 
ontêm a mesma informação, portanto apenas uma delas é ne-


essária.

(2) Lei de Kir
hho� das Tensões:
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A diferença de poten
ial medida em qualquer 
i
lo é nula.

Apli
ando a Lei de Kir
hho� das Tensões no 
i
lo fe
hado: a → b → c → f → a,

resulta em:

(+E1) + (−R1.I1) + (−E2) + (R2.I2) = 0

(+40V ) + (−5.I1) + (−120V ) + (10.I2) = 0

40− 5I1 − 120 + 10I2 = 0 (02)

−5I1 + 10I2 − 80 = 0

−I1 + 2I2 − 16 = 0

I1 − 2I2 = −16

Apli
ando a Lei de Kir
hho� das Tensões no 
i
lo fe
hado c→ d→ e→ f , temos:

(−R3I3) + (+E3) + (−R4I3) + (−R2I2) + (+E2) = 0

(−20I3) + (80) + (−30I3) + (−10I2) + (120) = 0

−20.I3 + 80− 30.I3 − 10.I2 + 120 = 0

−50.I3 − 10.I2 + 200 = 0 (03)

−5.I3 − I2 + 20 = 0

−I2 − 5.I3 = −20

I2 + 5.I3 = 20

Apli
ando-se a Lei de Kir
hho� das Tensões no 
i
lo fe
hado

a→ b→ c→ d→ e→ f → a , temos:

(+E1) + (−R1.I1) + (−R3.I3) + (+E3) + (−R4.I3) = 0

40 + (−5.I1) + (−20.I3) + (−10.I2) + (120) = 0

40− 5.I1 − 10.I2 − 20.I3 + 80− 30.I3 = 0 (04)

−5.I1 − 50.I3 + 120 = 0

−5.I1 − 50.I3 = −120

I1 + 10.I3 = 24

Per
ebemos que a equação (04) é uma 
ombinação linear das Equações (02)e (3),

pois equação(04) = equação (02) + 2 vezes a Equação (03).

I1 − 2.I2 + 2.I2 + 10.I3 = −16 + 2.20

I1 + 10.I3 = 24

Portanto, a equação (04) é redundante e poderá ser omitida.

Em geral, um 
i
lo externo maior 
omo a → b → c → d → e → f → a não

forne
e informações novas se todos os seus 
i
los internos, 
omo a → b → c → f → a
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e c→ d→ e→ f → c , já tiverem sido in
luídos.

As Equações (01), (02) e (03) resultam em um sistema linear:













1 1 −1

1 −2 0

0 1 5













.













I1

I2

I3













=













0

−16

20













em que a matriz dos 
oe�
ientes é:













1 1 −1

1 −2 0

0 1 5













e a matriz 
ompleta é:













1 1 −1

1 −2 0

0 1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

−16

20













.

Resolvendo o sistema pelo Método de Gauss, temos:























I1 +I2 −I3 = 0

I1 −2I2 = −16

+I2 +5I3 = 20

(6)

Etapa 1

Sejam as equações 1, 2 e 3 respe
tivamente: I1 + I2 − I3 = 0, I1 − 2I2+ = −16

e I2 + 5I3 = 20.

Tro
ar a L2 pela L3

Eliminar I1 das equações 2 e 3
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Temos nesta etapa, L1

[

1 1 −1 0

]

.

A(0)|b(0) =













a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13

a
(0)
21 a

(0)
22 a

(0)
23

a
(0)
31 a

(0)
32 a

(0)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(0)
1

b
(0)
2

b
(0)
3













=













1 1 −1

1 −2 0

0 1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

−16

20













=

=













1 1 −1

0 1 5

1 −2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

−16













L2 ↔ L3

Piv�: a
(0)
11 = 1

m21 =
a21
a11

= 0
1
= 0

m31 =
a31
a11

= 1
1
= 1

L3 ← L1 −m31L3

A(1)|b(1) =













a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13

0 a
(1)
22 a

(1)
23

0 a
(1)
32 a

(1)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(1)
1

b
(1)
2

b
(1)
3













=













1 1 −1

0 1 5

0 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

16













Etapa 2

Eliminar I2 das equações 3

Piv�: a
(1)
22 = 1

m32 =
a32
a22

= 3
1
= 3

L3 ← m32L2 − L3

Então:
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A(2)|b(2) =













a
(2)
11 a

(2)
12 a

(2)
13

0 a
(2)
22 a

(2)
23

0 0 a
(2)
33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
(2)
1

b
(2)
2

b
(2)
3













=













1 1 −1

0 1 5

0 0 16

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0

20

44













.

Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver A(2)x = b(2):























I1 +I2 −I3 = 0

I2 +5I3 = 20

16I3 = 44

(7)

Resolvendo, temos:

16I3 = 44→ I3 = 2, 75

I2 + 5I3 = 20

⇒ I2 + 5.(2, 75) = 20

⇒ I2 + 13, 75 = 20

⇒ I2 = 20− 13, 75

⇒ I2 = 6, 25

I1 + I2 − I3 = 0

⇒ I1 + 6, 25− 2, 75 = 0

⇒ I1 + 3, 5 = 0

⇒ I1 = −3, 5

Portanto, I1 = −3, 5A, I2 = 6, 25A e I3 = 2, 75A.

Na referên
ia [9℄, temos uma interpretação para o valor negativo de I1. Quando o

sinal da 
orrente elétri
a é negativa, isto signi�
a que sua direção verdadeira é oposta
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à atribuída na Figura 1. Portato, ao invés da 
orrente I1 seguir o sentido horário, na

verdade, a 
orrente per
orre o 
ir
uito no sentido anti-horário.

Após explorar o exemplo apli
ado na Físi
a os professores desta
arão a utilização

da apli
ação de sistemas lineares em outras áreas 
omo no próximo exemplo (Biologia).

Exemplo 4. Sabe-se que uma alimentação diária equilibrada em vitaminas deve 
ons-

tar de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades de

vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.

Com o objetivo de des
obrir 
omo deverá ser uma refeição equilibrada, foram es-

tudados 
in
o alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 grama) de 
ada alimento,

determinou-se que:

i) O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 23 unidades de vitamina D e 2 unidades de vitamina E;

ii) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 0 unidades

de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de vitamina E;

iii) O alimento III tem 2 unidades de vitamina A, 2 unidades de vitamina B, 5 uni-

dades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 2 unidades de vitamina E;

iv) O alimento IV tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 13 unidades de vitamina E;

v) O alimento V tem 1 unidade de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 1 unidade

de vitamina C, 9 unidades de vitamina D e 2 unidades de vitamina E.

Quantos gramas de 
ada um dos alimentos I, II, III, IV, V deve-se ingerir diaria-

mente para que se possa ter uma alimentação equilibrada?

Referên
ia: Exer
í
io 25, página 54, Capítulo 2 do Livro: Álgebra Linear - [3℄

Para montarmos o sistema referente aos dados apresentados, sejam: x, y, z, t e w

as quantidades (em grama) a serem ingeridas diariamente dos alimentos I, II, III, IV e

V respe
tivamente.

O sistema equivalente ao problema é:
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

















































x +10y +z +2t +2w = 170

9x +y +0z +t +w = 180

2x +2y +5z +t +2w = 140

x +y +z +2t +13w = 180

x +y +z +9t +2w = 350

(8)

A matriz aumentada é:



























1 10 1 2 2

9 1 0 1 1

2 2 5 1 2

1 1 1 2 13

1 1 1 9 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

170

180

140

180

350



























Resolvendo pelo Método de Eliminação de Gauss, temos:

Etapa 1:

Eliminar x das equações 2, 3, 4 e 5.

Piv�: a11 = 1

m21 = 9

m31 = 2

m41 = 1

m51 = 1

L2 ← L2 −m21L1

L3 ← L3 −m31L1

L4 ← L4 −m41L1

L5 ← L5 −m51L1
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

























1 10 1 2 2

0 −89 −9 −17 −17

0 −18 3 −3 −2

0 −9 0 0 11

0 −9 0 7 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

170

−1350

−200

10

180



























Etapa 2:

Eliminar y das equações 3, 4 e 5.

Piv�: a22 = −89

m32 =
18
89

m42 =
9
89

m52 =
9
89

L3 ← L3 −m32L2

L4 ← L4 −m42L2

L5 ← L5 −m52L2



























1 10 1 2 2

0 −89 −9 −17 −17

0 0 429/89 39/89 128/89

0 0 81/89 153/89 1132/89

0 0 81/89 776/89 153/89

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

170

−1350

6600/89

13040/89

28170/89



























Etapa 3:

Eliminar z das equações 4 e 5.

Piv�: a33 =
429
89

m43 =
81
429

m53 =
81
429

L4 ← L4 −m43L3

L5 ← L5 −m53L3
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

























1 10 1 2 2

0 −89 −9 −17 −17

0 0 429/89 39/89 128/89

0 0 0 1602/979 475260/38181

0 0 0 8455/979 55269/38181

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

170

−1350

6600/89

5059560/38181

11550330/38181



























Etapa 4:

Eliminar t da equação 5.

Piv�: a44 =
1602
979

m54 =
8455
1602

L5 ← L5 −m54L4


























1 10 1 2 2

0 −89 −9 −17 −17

0 0 429/89 39/89 128/89

0 0 0 1602/979 475260/38181

0 0 0 0 −3929782362/61165962

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

170

−1350

6600/89

5059560/38181

−24274951140/61165962



























Então:

−
3929782362

61165962
w = −

24274951140

61165962

⇒ 3929782362w = 24274951140

⇒ w = 6, 18

1602

979
t+

475260

38181
w =

5059560

38181

⇒
62478

38181
t+

475260

38181
(6, 18) =

5059560

38181

⇒ 62478t+ 2937106, 8 = 5059560

⇒ 62478t = 2122453, 2

⇒ t = 34

429

89
z +

39

89
t +

128

89
w =

6600

89
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⇒ 429z + 39(34) + 128(6, 18) = 6600

⇒ 429z + 2117, 04 = 6600

⇒ 429z = 4482, 96

⇒ z = 10, 45

⇒ −89y − 9z − 17t− 17w = −1350

⇒ −89y − 9(10, 45)− 17(34)− 17(6, 18) = −1350

⇒ −89y − 777, 11 = −1350

⇒ −89y = −572, 89

⇒ y = 6, 44

x+ 10y + z + 2t+ 2w = 170

⇒ x+ 10(6, 44) + 10, 45 + 2(34) + 2(6, 18) = 170

⇒ x+ 155, 21 = 170

⇒ x = 14, 79

Assim, para que se tenha uma alimentação diária equilibrada deve-se ingerir 14,79g

do alimento I, 6,44g do alimento II, 10,45 do alimento III, 34g do alimento IV e 6,18g

do alimento V.

Com estas situações-problemas podemos trabalhar em sala de aula 
om as outras

áreas do 
onhe
imento, o
orrendo assim a interdis
iplinariedade na Es
ola de Edu
ação

Bási
a.

A importân
ia da Matemáti
a 
om a integração de situações reais na sala de aula


onstitui-se em um meio para a
essar o mundo matemáti
o quanto para 
ompreender

e intervir no meio so
ial (Barbosa,1999) [13℄.

As situações-problemas abordadas podem 
ontribuir para o 
onhe
imento mais sig-

ni�
ativo da apli
abilidade em 
ir
unstân
ias que o
orrem no nosso dia-a-dia e essen-


ialmente que o 
idadão (nosso aluno) se 
ons
ientize da sua parte nesse pro
esso.

Vimos a possibilidade da utilização de problemas na resolução de sistemas pelo

método direto Eliminação de Gauss, passaremos então para o estudo do método direto

Fatoração LU, que é simplesmente 
onsequên
ia da utilização do método de Eliminação

de Gauss, onde tro
amos o vetor b, 
omo sugerido na proposta do primeiro exemplo

para o professor.
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4 FATORAÇ�O LU

Embora as ideias tenham sido 
onhe
idas antes, muitas vezes o 
rédito pela popula-

rização da de
omposição LU é atribuída ao lógi
o e matemáti
o britâni
o Alan Turing

(pre
ursor do 
omputador), pelo seu trabalho de 1948 nesse assunto.

Ao �nal dos anos 1970, a Fundação Na
ional de Ciên
ias e o Departamento de

Energia dos EUA �nan
iaram o desenvolvimento de rotinas 
omputa
ionais para in-

verter matrizes e resolver sistemas de equações lineares. Aquela pesquisa levou a um


onjunto de programas Fortran 
hamada LINPAC que são uma referên
ia para muitos

algoritmos 
omputa
ionais de hoje. In
lusive o 
hamado MATLAB. As rotinas LIM-

PAC estão organizadas em torno de quatro fatorações de matrizes, uma das quais é a

de
omposição LU. C.B. Moler, J.J. Dongarra, G.W. Stewart e J.R. Brun
h, os prin
i-

pais programadores do LINPAC, basearam muitas de suas ideias no trabalho de Jemes

Boyle e Kenneth Dritz, do Laboratório Argonne (nos EUA) [1℄.

Em muitas situações, é desejável resolver vários sistemas lineares nos quais a matriz

dos 
oe�
ientes é a mesma. Nesses 
asos, é indi
ado resolver o sistema linear Ax = b

por uma té
ni
a de de
omposição da matriz A. Dentre as té
ni
as de de
omposição

mais utilizadas, desta
amos a de
omposição LU.

Os fatores L e U podem ser 
onstruídos usando a ideia bási
a do método de elimina-

ção de Gauss, pois a obtenção desses fatores por fórmulas di�
ulta o uso de estratégias

de pivoteamento.

Fatorando a matriz A em duas matrizes triangulares L e U, sendo que o fator L

é triangular inferior 
om diagonal unitária e seus elementos Lij para i > j são os

multipli
adores mij obtidos no pro
esso de eliminação de Gauss; o fator U é triangular

superior e é obtida no �nal da fase da triangularização.

A = LU =



















1 0 · · · 0

m21 1 · · · 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mn1 mn2 · · · 1



















.



















a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 · · · a
(n)
mn



















.
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4.1 O método da De
omposição LU

Neste tópi
o 
onstará a de
omposição LU, a de
omposição da Matriz A em LU,

apli
ação à solução de sistemas lineares e exemplos resolvidos.

Este método, também 
onhe
ido 
omo Método de Doolittle, 
onsiste na seguinte

sequên
ia de passos:

(i) Obter a fatoração LU da matriz A;

(ii) Fazer Ux = y

(iii) Resolver o sistema triangular inferior Ly = b;

(iv) Obtida a solução ȳ do sistema Ly = b, resolver o sistema triangular superior

Ux = ȳ.

4.1.1 A De
omposição LU

Teorema 3. Teorema da De
omposição LU [10℄.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, e Ak o menor prin
ipal, 
onstituído das

K primeiras linhas e 
olunas. Assumimos que det(Ak) = 0 para k = 1, 2, ..., n - 1.

Então existe uma úni
a matriz triangular inferior

L = (lij),


om I11 = l22 = ... = lnn = 1, e uma úni
a matriz triangular superior

U = (uij)

tal que LU = A. Além disso, det(A) = u11.u22...unn.

Prova:

Para provar esse teorema usaremos indução sobre n. Se n = 1, temos que: a11 =

1.u11 uni
amente, e det(A) = u11. Assumimos que o teorema é verdadeiro para n =

k − 1. Para n = k partimos A em sub-matrizes:

A =







Lk−1 0

m 1






;
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U =







Uk−1 P

0 Ukk







Então:

LU =







Lk−1Uk−1 Lk−1P

mUk−1 mp+ Ukk






.

Agora, pela hipótese de indução, Lk−1 e Uk−1 são uni
amente determinados e

Lk−1Uk−1 = Ak−1. Além disso, nem Lk−1 nem Uk−1 são singulares (ou Ak−1 também

seria singular, 
ontrariando a hipótese). Assim LU = A é equivalente a Lk−1p = x;

mUk−1 = y e mp + ukk = akk; ou seja: p = L
(−1)
(k−1)x; m = yU

(−1)
(k−1) e

ukk = akk − mp. Então p, m e ukk são determinados univo
amente nesta or-

dem, e L e U são determinados uni
amente. Finalmente,

det(A) = det(L). det(U)

= 1. det(Uk−1).ukk

= u11.u22 . . . uk−1,k−1.ukk.

Completando a prova.

4.1.2 De
omposição da matriz A em LU (L:Least, U:Upper)



























1 0 0 0 0

l21 1 0 0 0

l31 l32 1 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

ln1 ln2 ln3 . . . 1





















































u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

0 0 0 . . . . . .

0 0 0 0 unn



























=
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=



























a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 an3 . . . ann



























l.u11 = a11 ⇒ u11 = a11

l.u12 = a12 ⇒ u12 = a12
.

.

.

l.u1n = a1n ⇒ u1n = a1n

l21.u11 = a21 ⇒ l21 =
a21
u11

l31.u11 = a31 ⇒ l31 =
a31
u11

.

.

.

ln1.u11 = an1 ⇒ ln1 =
an1
u11

l21.u12 + u22 = a22 ⇒ u22 = a22 − l21u12

l21.u13 + u23 = a23 ⇒ u22 = a23 − l21u13

.

.

.

l21.u1n + u2n = a2n ⇒ u22 = a2n − l21u1n

l31.u12 + l32u22 = a32 ⇒ l32 =
a32 − l31u12

u22

l41.u12 + l42u22 = a42 ⇒ l42 =
a42 − l41u12

u22

.

.

.

.

.

.
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ln1.u12 + ln2u22 = an2 ⇒ ln2 =
an2 − ln1u12

u22

Se 
ontinuarmos 
al
ulando 3

a

linha, 3

a


oluna, 4

a

linha, 4

a


oluna, et
..., teremos

as fórmulas gerais:















uij = aij −
∑i−1

k=1 lijukj i ≤ j

lij =
(aij −

∑i−1
k=1 lijukj)

uij

i > j
.

Mostraremos através dos exemplos a apli
ação do Teorema da Fatoração LU.

Exemplo 5. Seja

A =













2 1 3

0 −1 1

1 0 3













.

a) Veri�
ar se A satisfaz as 
ondições da de
omposição LU.

Para que A satisfaça as 
ondições da de
omposição LU devemos ter: det(A1) 6= 0

e det(A2) 6= 0. Sendo que A1 e A2 são os menores prin
ipais da matriz.

Temos:

det(A1) = 2 e det(A2) = −2 6= 0.

Logo A satisfaz as 
ondições.

b) De
ompor A em LU
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u11 = a11 ⇒ u11 = 2

u12 = a12 ⇒ u12 = 1

u13 = a13 ⇒ u13 = 3

l21 =
a21
u11
⇒ l21 = 0

l31 =
a31
u11
⇒ l31 =

1
2

u22 = a22 − l21u12 ⇒ u22 = −1

u23 = a23 − l21u13 ⇒ u23 = 1

l32 =
a32−l31u12

u22
⇒ l32 =

1
2

u33 = a33.l31u13 − l32u23 ⇒ u33 = 1

Então:

L =













1 0 0

0 1 0

1/2 1/2 1













; A =













2 1 3

0 −1 1

0 0 1













.


) Cal
ular o determinante de A

det(A) = u12u22u33Rightarrow detA = −2

d) Resolver o sistema Ax = b, onde b =













9

1

7













.

d.1) Ly = b
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











1 0 0

0 1 0

1/2 1/2 1

























y1

y2

y3













=













9

1

7













Portanto:

y1 = 9, y2 = 1

1
2
y1 +

1
2
y2 + y3 = 7⇔ y3 = 2 ∴ y =













9

1

2













d.2) Ux = y













2 1 3

0 −1 1

0 0 1

























x1

x2

x3













=













9

1

2













Portanto:

x3 = 2

−x2 + x3 = 1⇒ x2 = 1

2x1 + x2 + 3x3 = 9⇒ x1 = 1

Assim, a solução de:













2 1 3

0 −1 1

0 0 3

























x1

x2

x3













=













9

1

7












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é

x =













1

1

2













.

Exemplo 6. Resolver o exer
í
io do livro [8℄ (resolução de sistemas lineares 
om LU)

exer
í
io 1.7.10 onde a matriz A tem a seguinte de
omposição LU.

Este exemplo é simples onde o professor pode explorar um sistema de equações

lineares 
om mais de três in
ógnitas sendo que os alunos poderão en
ontrar exer
í
ios

similares em provas de Vestibulares, livros didáti
os do Ensino Médio e ENEM.



















2 1 −1 3

−2 0 0 0

4 1 −2 6

−6 −1 2 −3



















=



















1 0 0 0

−1 1 0 0

2 −1 1 0

−3 2 −1 1





































2 1 −1 3

0 1 −1 3

0 0 −1 3

0 0 0 3



















.

Então estamos resolvendo LUx = b, primeiro resolver Ly = b e, em seguida, Ux = y.

O primeiro problema é Ly = b, logo temos:



















1 0 0 0

−1 1 0 0

2 −1 1 0

−3 2 −1 1





































y1

y2

y3

y4



















=



















12

−8

21

−26



















que após a realização de substituições de 
ima para baixo, segue que:

y1 = 12

y2 = −8 + y2 = −8 + 12 = 4
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y3 = 21− 2y1 + y2 = 21− 24 + 4 = 1

y4 = −26 + 3y1 − 2y2 + y3 = 3(12)− 2(4) + 1 = 29

A segunda etapa é resolver Ux = y



















2 1 −1 3

0 1 −1 3

0 0 −1 3

0 0 0 3





































x1

x2

x3

x4



















=



















12

4

1

29



















x4 = 13

−x31− 3x1 = 1− 3(13) = 1− 39− 38⇒ x3 = 38

x2 = x3 − 3x4 = 38− 39 = −1⇒ x2 = −1

2x1 = −x2 + x3 − 3x4 = 1 + 38− 29 = 10⇒ x1 = 5.

Portanto, a solução é dada por



















x1

x2

x3

x4



















=



















5

−1

38

13



















.

4.1.3 Apli
ação à solução de sistemas Lineares

Como vimos, a matriz U é 
onstituída por zeros abaixo da diagonal prin
ipal e a

matriz L é formada por zeros a
ima da diagonal prin
ipal unitária.

Seja o sistema (
om dimensão n × n ), Ax = b, determinado, onde A satizfaz às


ondições da de
omposição LU. Então o sistema Ax = b pode ser es
rito 
omo:
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LUx = b.

Isto representa dois sistemas triangulares:

Ly = b

e

Ux = y

os quais são fa
ilmente resolvidos. De fato: as 
omponentes da solução intermediária

y podem ser obtidas diretamente do primeiro sistema, desde que a primeira equação


ontém somente y1, a segunda somente y1 e y2 e assim por diante; e as 
omponen-

tes de x podem ser obtidas semelhantemente do segundo sistema na seguinte ordem:

xn, xn−1, ....., x1 .

Para exempli�
ar voltaremos ao exemplo do livro 
hinês (2).























1x1 + 2x2 + 3x3 = 26

2x1 + 3x2 + 1x3 = 34

3x1 + 2x2 + 1x3 = 39

Para que o exemplo seja 
ompleto usaremos a té
ni
a do piv� sendo o maior elemento

da 
oluna, desde a linha do piv� para baixo.

Etapa 1:

Piv�: a
(0)
11 = 3; então devemos permutar as linhas 1 e 3:













1

2

3

























1 2 3

2 3 1

3 2 1













⇒













3

2

1

























3 2 1

2 3 1

1 2 3












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m21 = −
2

3

m31 = −
1

3

L2 ← L2 −m21L1

L3 ← L3 −m31L1













3

2

1

























3 2 1

0 5/3 1/3

0 4/3 8/33













⇒













3

2

1

























3 2 1

0 5/3 1/3

0 0 12/5













m23 =
−
4

3
5

3

= −
4

5













1 0 0

−m21 1 0

−m31 −m32 1













=













1 0 0

2/3 1 0

1/3 4/5 1













⇒













3

2

1

























3 2 1

2/3 5/3 1/3

1/3 4/3 12/5













(Armazenamento de LU)













3

2

1

























3 2 1

0 5/3 1/3

0 0 12/5

























1 0 0

0 1 0

0 0 1













Multipli
ando a primeira linha por

1

3
, a segunda linha por

3

5
, e a ter
eira linha por

5

12
, temos:
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











1 2/3 1/3

0 1 1/5

0 0 1

























1/3 0 0

0 3/5 0

0 0 5/12













Somando −
1

3
na primeira linha e somando −

1

5
na segunda linha, temos:













1 2/3 0

0 1 0

0 0 1

























1/3 −2/5 −5/36

0 3/5 −1/12

0 0 5/12













Somando −
2

3
na primeira linha, temos:













1 0 0

0 1 0

0 0 1

























1/3 −2/5 −33/36

0 3/5 −1/12

0 0 5/12













Somando −
2

3
na segunda linha e −

1

3
na ter
eira linha, temos:













1 0 0

0 1 0

0 4/5 1

























1 0 0

−2/3 1 0

−1/3 0 1













Somando −
2

3
na ter
eira linha, temos:













1 0 0

0 1 0

0 0 1

























1 0 0

−2/3 1 0

1/5 −4/5 1













Então:
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











1/3 −2/5 −1/12

0 3/5 −1/12

0 0 5/12

























1 0 0

−2/3 1 0

1/5 −4/5 1













=













7/12 −1/3 −1/12

−5/12 2/3 −1/12

1/12 −1/3 5/12













Logo a solução do sistema é:













3

2

1

























x1

x2

x3













=













7/12 −1/3 −1/12

−5/12 2/3 −1/12

1/12 −1/3 5/12

























39

34

26













=













37/4

17/4

11/4













.

O método mais indi
ado para 
al
ular a inversa de uma matriz é o Método da

De
omposição LU, uma vez que tem-se que resolver vários sistemas lineares 
om uma

mesma matriz dos 
oe�
ientes. Por isso a prati
idade em resolver um problema 
on-

textualizado proposto alterando somente o vetor b.

5 Considerações Finais

Como apresenta Chevellard (1999)[5℄, a organização matemáti
a de um tema de

estudo φ 1

, 
orresponde ao estudo da própria realidade matemáti
a. Portanto, enten-

demos a realidade matemáti
a do objeto Sistema de Equação Linear 
omo a extensão de

suas té
ni
as de resolução, soluções dos sistemas e propriedades às apli
ações inerentes

às diversas dis
iplinas.

Como a LDB (Lei de diretrizes e bases) [6℄ do Ensino Médio tem 
omo �nalidade: a


onsolidação e o aprofundamento dos 
onhe
imentos adquiridos no ensino Fundamental

e Médio, possibilitando o prosseguimento de estudos, 
onsideramos importante que o

aluno tenha então 
ontato 
om outros métodos diretos de resolução de um sistema

linear para que fa
ilite o entendimento deste, na sequên
ia de seus estudos.

Como visto, é simples resolver sistemas lineares triangulares superiores em forma de

sistemas de equações. E extremamente fá
il na forma AX = B (matri
ial) a triangular

superior. As mesmas operações elementares entre equações, são válidas para linhas da

1

Segundo o autor φ é qualquer parte da matemáti
a em estudo.
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matriz aumentada. Usando operações elementares sobre as linhas na matriz aumentada

ou equações no sistema de equações lineares, é possível transformar um sistema linear

qualquer em sistema linear triangular superior. Conforme men
ionamos anteriormente,

ao utilizar as operações elementares entre equações no sistema de equações lineares ou

entre linhas na matriz aumentada a solução do sistema permane
e a mesma.

Entendemos que, 
omo esse pro
esso de exe
ução dos 
ál
ulos não envolve 
onteúdos

avançados (à ex
essão da demonstração dos teoremas, mas esta parte interessa ao

professor), podemos apli
ar os métodos propostos no Ensino Médio. A intenção é levar

o aluno a ter uma experiên
ia nova de resolução, que fa
ilitará nos seus estudos futuros.

Propõe-se trabalhar em forma de problematização de a
ordo 
om os PCN (Parâ-

metros Curri
ulares Na
ional) [7℄, para que haja o desenvolvimento das 
ompetên
ias

para 
ontinuar aprendendo, de forma aut�noma e 
ríti
a, em níveis mais 
omplexos de

estudos. Além disso, sugerimos a in
lusão da interdis
iplinaridade, mostrando a ne-


essidade da integração da dis
iplina da matemáti
a 
om outras dis
iplinas bem 
omo

o que vive no seu dia a dia. Sugere-se ainda que os alunos tenham 
ontato 
om a

te
nologia daí a ne
essidade da utilização do 
omputador 
omo ferramenta de apoio

pedagógi
o.

Segundo [3℄ o método de Gauss para resolução de sistemas é um dos mais adotados

quando se faz uso do 
omputador, devido ao menor número de operações que envolve.

Uma vez que os alunos tenham aprendido os passos e os 
ál
ulos ne
essários exigi-

dos pelo método de Eliminação de Gauss, sugerimos que o mesmo seja implementado

em Matlab ou O
tave, a �m de mostrar a e�
iên
ia do 
omputador na obtenção das

soluções de sistemas lineares.

Os softwares 
itados permitem que o aluno faça alterações pertinentes na matriz

dos 
oe�
ientes, assim 
omo no vetor b, além de efetuar os 
ál
ulos usando a estratégia

de pivoteamento par
ial.

Vale 
onsiderar sobre o uso dos programas que o 
ódigo desenvolvido possui uma


ondição de uso (determinante tem que ser diferente de zero), realizando assim so-

mente operações possíveis e determinadas, quanto ao seu pivoteamento é progressivo

es
olhendo linhas de máximo valor absoluto da 
oluna desejada para baixo [16℄.

Desta forma, o ensino da Matemáti
a 
umpre a sua função de 
ontribuir na for-

mação do indivíduo, tratando de assuntos e questões do dia-a-dia, 
om a intenção de

mostrar, 
onhe
er e até mesmo alertar.
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