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RESUMO

Esse trabalho apresenta uma proposta relacionada ao ensino de alguns conceitos de equagdes
recorrentes com um olhar voltado para a cobweb. Sua construcdo ajuda o aluno a pensar
recursivamente, apoiado em um ponto de vista geométrico, num ambiente predominantemente
“algébrico”. Serdo apresentadas estratégias para a resolu¢do de recorréncias lineares de
primeira e segunda ordem, buscando deixar para o professor do ensino médio a compreenséo
dos conceitos, para que ele possa aplicar em suas aulas. Ademais, o trabalho trata de pontos
singulares e estabilidade, no caso ndo linear. No final, sdo dadas ideias para o tirocinio dos

alunos em classe.

Palavras-chave: Recorréncia. Cobweb. Modelagem matematica.



ABSTRACT

This work deals with the teaching of some concepts on recurrent equations taking in account
the cobweb. The method used to construct the cobweb is easily assimilated, and has
connection with topics of high school and helps students to think recursively with the support
of a geometric point of view, in a predominantly "algebraic” environment .It will be
presented strategies for solving linear recurrences of the first and second order, seeking to
leave high school teachers to be understanding the concepts, allowing in this way
applications in their classes. Furthermore, the work deals with singular points and stability in

the non-linear case. Finally ideas are given for practical training of students in class.

Key Words: Recurrences. Cobweb. Mathematical modeling.
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1 INTRODUCAO GERAL

Entre as falhas observadas hoje no ensino médio, uma das relevantes € a falta de
valorizacdo do raciocinio recursivo. O seu ensino, infelizmente, ndo estd sendo enfatizado
nessa etapa. A ideia de recorréncia € muito usada, por exemplo, nas linguagens de
computadores, na demonstragdo de teoremas em estruturas axiomatizadas, na inferéncia de
resultados futuros em processos evolutivos, etc. Entretanto, os livros didaticos ndo se
adaptaram totalmente a essas novas tecnologias. Eles ainda estdo escritos para um ambiente
pré-computacional.

Além disto, temos que levar em conta que do ponto de vista do aluno, recurséo, é por
um lado, um tema de dificil compreensdo, enquanto por outro lado, impacta fortemente a
psicologia do adolescente, pois estes tém uma experiéncia prazerosa e estimulante em
“descobrir formulas” (de recorréncia). Navegando no meio destes dois antagonismos € que
devemos situar a abordagem da recursividade para o ensino médio.

O pensamento recursivo consiste em buscar um padréo e usar instancias particulares
para tentar chegar a termos gerais na construcdo de conjuntos e sequéncias.

No ensino médio, a recursividade aparece em varios contextos como em matematica
financeira (por exemplo: para encontrar o valor de um capital aplicado em n periodos), nas
sequéncias (para encontrar 0 n-ésimo termo, como nas progressdes geométricas e aritméticas).

Muitas vezes sdo apenas apresentadas férmulas, omitindo o verdadeiro raciocinio
recursivo por tras de sua construcao. Buscaremos aqui mostrar técnicas que ajudem o aluno a
pensar recursivamente para que possam, posteriormente, chegar a graduacdo com essas ideias
amadurecidas.

Como esse trabalho, pretendemos dar elementos didaticos visando como usuério final
o0 aluno do ensino basico, as provas, as buscas por padrfes etc. Para isso serdo trabalhados
assuntos mais pertinentes a estes, tais como, progressoes, geometria, matematica financeira e

outros assuntos que estdo em seus curriculos.



2 CONJUNTOS DE NUMEROS DEFINIDOS RECURSIVAMENTE

A ideia de recorréncia (ou recursdo) é muito usada nas linguagens de
computadores, na demonstragdo de teoremas em estruturas axiomatizadas, na inferéncia de
resultados futuros em processos evolutivos, etc.(ver [2,3,4,5]).

Podemos definir recursdo de diversas maneiras, talvez porque a palavra seja
especificamente expressiva na lingua Portuguesa. Recursdo é um procedimento que define um
elemento a partir dos elementos anteriores segundo uma regra.

Uma sequéncia x: N -»Rcom x(n) =x, € definida recursivamente (ou é uma
recursdo) se ela for dada por uma regra (recorréncia) que permite identificar um termo

qualquer por meio de uma funcéo f: N — N, do modo abaixo:

Xn+1 = f(x01x11 "'lxn)'

Esta expressdo é também chamada de férmula de recorréncia. O conjunto
{x0, %1, .., xn} € chamado de conjunto das condic@es iniciais. Durante toda esta dissertacao
suporemos que para todo j = 0,

(X Xjp1s oo Xjn)

sempre existe.

Uma solucdo desta (férmula de) recorréncia, em relacdo aos termos iniciais
(%9, X1, ---, Xn), € & determinacdo de qualquer termo da sequéncia em funcdo da posi¢éo n que
ele ocupa. Frequentemente, seguindo a literatura, daremos a solucéo, expressando cada termo
segundo uma “férmula fechada”.

Observamos que ao longo do trabalho, em algumas ocasides, vamos identificar a
funcdo f: N — N, como uma restricdo a N de uma a funcdo definida de R em R (e que

continuamos a denotar como f).

Exemplo 1: Na sequéncia dos nameros pares 0, 2, 4, 6, 8,..., cada termo é igual seu
antecessor somado com 0 ndmero 2, ou seja, 0 conjunto dos nimeros pares € a solugdo da
formula de recorréncia (ou recursao):

Xps1 = Xp +2,c0M x5 = 0.
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Note que essa recursdo sé se “realizou” univocamente quando foi fixada a condicao
inicial x, = 0. Caso contrario, qualquer progressdo aritmética de razdo 2 seria solucdo da

relacdo x,4+1 = x, + 2.

Como vemos no Exemplo 1 acima, o conceito de condicdo inicial é crucial no
processo de recursdo. A regra x,,1 = X, + 2 € a recursdo. Para cada dado inicial x,, temos
uma realizacdo deste procedimento recursivo.

O conjunto de numeros obtidos, usando a recurséo, a partir de uma condicdo inicial
{xo, %41, ..., X, }, € chamado de uma realizacdo da recursédo, ou mais comumente, orbita do

processo.

Exemplo 2: Uma sequéncia que é extremamente importante, desde que foi usada para
determinacdo do nimero futuro de animais numa criagdo, por Leonardo de Pisa (0 Fibonacci)
em 1202 (ver [5]) é a sequéncia de Fibonacci, dada pela recurséo x,,, = Xp41 + Xn,
indicando que cada termo a partir do terceiro é igual a soma dos dois anteriores. Tomando a

condicdo inicial x, = x; = 1, temos a seguinte solucao:

n+1 n+1

X, = %(12—‘/3) - %(1‘7@) . nef{0123,..}.

Como vimos, nestes dois exemplos, as solugbes da recursdo, isto é, as férmulas
(fechadas) que indicam o termo em funcdo da posicdo n que 0 numero ocupa S&0

respectivamente:

Xp=2(n—-1)+2, comn €{0,1,2,3,..} e

n+1

Xy = %(12\@)““ — \/ig(%g) ,com n €{0,1,2,3,..}.

As Orbitas determinadas pelas condicdes iniciais em cada caso séo respectivamente
{0,2,468,..} e {11235,..}.
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Mostraremos, no decorrer deste capitulo, como chegar a formula fechada de uma
relagcdo recursiva. Mas antes, vamos classificar uma equacgéo de recorréncia, segundo suas

caracteristicas que ao longo do tempo foram consideradas as mais importantes.

2.1 Classificagdo de uma recorréncia

Classificamos uma equacao de recorréncia (ver [6,7]) quanto a sua:
e Ordem,
e Homogeneidade,

e Linearidade.

A ordem: A ordem nos da o nimero de termos anteriores do qual o termo geral depende. Por
exemplo, um termo geral que depende sé do termo anterior é dito uma recorréncia de 12
ordem; Por outro lado, a equacdo de recorréncia que nos da um termo em funcdo de 2 termos

anteriores é dito uma recorréncia de 22 ordem, e assim por diante.

A homogeneidade - A recursdo é homogénea, quando ndo possuir o termo independente dos

termos da forma x;, e ndo-homogeénea, caso contrario.

A linearidade - Uma recorréncia é dita linear quando o expoente dos termos anteriores do

termo geral sdo todos iguais a 1.Caso contrario, € dita nao-linear.

Ao tratarmos com uma recorréncia, vemos que a estrutura do conjunto de suas érbitas pode
ser extremamente complexa. Neste sentido, podemos sempre procurar para entender a
estrutura deste conjunto, especialmente alguns objetos estruturalmente relacionados comuns a
toda recurséo (ver [8]), e que sdo, a saber:

e Pontos fixos.

e Comportamento de uma Orbita, quando n tende ao infinito.



12

3 ACOBWEB

A cobweb (teia de aranha em inglés) em Matematica € um objeto no R? e é uma
construcdo essencialmente de cunho geométrico, usada para a interpretacdo e indicacdo de
propriedades algébricas de fungdes envolvidas numa recursdo, propiciando a observacédo logo
de imediato da estrutura das Orbitas desta mesma recursao (ver [9]).

Em termos gerais, a cobweb da funcdo f(x), continua, relativamente a funcéo c(x),
continua, (base da cobweb) é construida assim:

1-no plano cartesiano com coordenadas x e y (abscissas e ordenadas,

respectivamente), sdo tracados os graficos de f(x) e c(x).

2-O processo do desenho da cobweb comecga por um ponto x, no eixo horizontal.
Traca-se uma reta paralela ao eixo y (na vertical) até encontrar a curva Graf f em (x,, f (x,)).
A partir deste ponto, é tragada uma reta paralela ao eixo x até encontrar Graf c em
(x1,c(x1) = f(x,)). Dai, novamente é tracada uma reta vertical até atingir a curva Graf f,
repetindo-se a partir dai o procedimento indefinidamente. O diagrama assim obtido, é a
cobweb.

Obs.: A cobweb como usada na literatura Matematica, considera sempre 0 caso
c(x) = x. Modernamente, existem modelos de sistemas de evolucdo, com derivadas

fracionarias, discretos em intervalos de tempo ndo uniformes onde c(x) difere da identidade.

Doravante, neste trabalho, consideramos sempre c(x) = x.
Observe os exemplos abaixo:

Se f(x) =+x, x, = 0,05, teremos a cobweb com a seguinte configurac&o:



Observe no primeiro exemplo, segundo o sugerido pela cobweb, que a sequéncia recursiva

tende a 1.

04

02

02 04 s s i 12 14

Se f(x) = x2, e x, = 2, teremos:

B2

D3

c2

0,05;0,47;0,68; ...

13
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J& no segundo, apds algumas interagdes, percebermos pela observacdo na cobweb que
a sequéncia esta tendendo para o infinito quando n tende ao infinito. Os pontos fixos de f sdo
a interseccdo dos gréaficos de f e de c(x)=x, os pontos 0 e 1 em ambos 0s casos.

Vamos, no proximo capitulo, estabelecer métodos para a obtencao da solucéo (formula
fechada) das formulas de recorréncia linear de 1% e 2% ordem. Nesta fase, ainda néo
necessitaremos de um uso essencial da cobweb. Mas, é no &mbito das recorréncias néo-
lineares, que a cobweb mostrara sua poténcia na analise de pontos fixos e tendéncia das

orbitas com o crescer da posicdo n.
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4 RECORRENCIAS LINEARES

Vamos estudar, neste capitulo, em detalhes a solucéo de recorréncias lineares de 12 e
28.ordem (ver [10,11,12]).

4.1 Recorréncias lineares de primeira ordem

As recorréncias lineares de primeira ordem sdo as sequéncias em que um termo
qualquer a partir do segundo é definido por uma expressdo que envolve o termo anterior, sem
eleva-lo a um expoente maior do que 1. De forma geral, uma recorréncia linear de primeira

ordem pode ser expressa por

Xn+1 = g(n)xn + f(n),

onde g(n) e f(n) sdo funces reais de n € N.(ver [7]).

4.1.1 Construgéo de formulas fechadas

Comecaremos com casos particulares, mas de uma forma geral, para encontrar a
férmula fechada, temos que primeiro reiterar a sequéncia algumas vezes comeg¢ando por x, e
X1, conjecturar uma possivel solucdo e verificar por inducdo matematica se a formula é valida
para todo n € N. Para esse Ultimo passo, vamos relembrar o principio da indu¢do matematica.
(ver [13,14]).

Teorema 1 : (Principio da Inducdo Matematica). Seja P(n) uma sentenca aberta sobre

ne N. Suponha que:

(i) P(1) é verdadeira, e
(i) qualquer que seja ne N, sempre que P(n) é verdadeira, segue-se que P(n + 1) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira paratodo ne N.
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VVamos resolver o exemplo abaixo.

Exemplo 1: Resolver a recorréncia x,,4; = 4x, , com condicéo inicial x; = 5.

Obtendo os quatro primeiros termos da sequéncia, temos:

x, =5
X, =4x; = 4.5 =20
X3 = 4x, = 4.20 =80
x4 = 4x3 = 4.80 = 320

Expressando x, em funcdo de x;, temos que x, = 4x3 = 4.4x, = 4.4.4x, = 43x,. Logo, é
possivel deduzir que x,, = 4" 1. x;, e como x; = 5, uma provavel formula que representa a
sequéncia ou solucdo da equacdo é x, = 4" 1.5, que aparentemente é a formula que nos
permite escrever qualquer termo da sequéncia em fungdo da posicdo n ocupada por ele.
Porém, temos que provar essa hipétese.

Vamos usar o principio da inducdo matematica para mostrar que para todo natural n, a
solucéo x,, = 4™~ 1.5 obtida para a recorréncia x,,,; = 4x,,com x; = 5 é vélida.

Primeiro, tomamos a férmula x,, = 4™ 1.5 e verificamos sua validade para

n=1:

X1 = 4‘1_1.5 = 5

Observe que P(1) € verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja:

x, =4"1.5
Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, logo devemos ter x,,,; = 4™.5. Tomando a
igualdade x,, = 4" 1.5 (que, por hipdtese, é verdadeira) e multiplicando por 4 ambos os

lados, temos:

4x, = 4,471 5 = 4" 5,
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Mas, pela equacdo de recorréncia, temos que x,,; = 4x,, 10go x,,; = 4™.5. Isso
mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) for verdadeira. Pelo Principio da Inducédo

Matematica, a formula é valida para todo nimero natural n.

A seguir, veremos um exemplo extraido de [1], p.69-71.

Exemplo 2: Vamos resolver a recorréncia X,,, =nX,, onde X, =1.

Escrevendo, os quatro primeiros termos da sequéncia, temos:

X, =1
X, =1X, =1.1=1
X,=2X,=21=
X,=3X,=32=

Expressando X, em funcdo de X,, entdo temos:

X, =3X, =3.2X, =3.2.1X,

Observamos que 3.2.1 = 3!. Logo X, = 3! X,. Deduzimos que X, = (n - 1)! X,. Como
X, =1, conjeturamos que X,= (n - 1)! é a provavel solucdo da recorréncia. Todavia, é
necessario provar esta hipétese por inducdo. Primeiro tomamos X,, = (n - 1)! e verificamos a
formula paran=1: X; =(1 - 1)! = (0)! =1. (Por convengao, temos que (0)! = 1).

Observe que P(1) é verdadeira.

Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja, X, = (n -
1)1. Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que X, =n!. Tomando a igualdade
X, =(n - 1)! e multiplicando ambos os termos por n, entdo temosn X =n(n-1)! =n!

Mas, pela equacdo de recorréncia, temos que X, =nX_, logo X, ,, =nl. Isso mostra

que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Provamos, por inducdo, que a

formula é valida para todo numero natural n.
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Resolveremos esse exercicio de outra forma, e usaremos um método chamado de
produto telescopio, ele serd muito Util quando a equacdo de recorréncia linear de primeira
ordem for homogénea, ou seja, da forma x,,.; = g(n)x,.

Sendo x,,; = nx, , com x; = 1, temos que:

xz == 1xl
.X3 = 2x2
.X4 = 3x3

Xp =M —Dxp_y
Assim, segue que:
Xp.X3. X4 e Xy = 1.2.3 . (n — D)X X0. X3 e Xppq
E desde que os termos sejam ndo nulos, podemos simplificar a equacgédo obtendo :
X, =123..(n—1).x; =(n—1D'x

que é a mesma férmula fechada que chegamos anteriormente.

Quando a equacao de recorréncia for do tipo x,,., = x, + f(n), ou seja, o coeficiente
de x, € igual a um, a resolugdo se torna simples se usarmos uma técnica chamada soma

telescopica, que torna possivel a simplificacdo dos termos, conforme podemos observar no

exemplo a seguir:

Exemplo 3: Dada a recorréncia x,, = x,,_; + 3n, com x; = 3. Uma férmula fechada

para essa relagcdo pode ser obtida pensando da seguinte maneira:

X, = x4 + 3.2
X3 =x, +3.3
X4 =x3+ 3.4

Xp = Xp-1+3.1
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Adicionando as igualdades, temos:

x2 +x3+x4++xn=x1+x2+X3++Xn_1+3(2+3+4++n)
Logo,

n>+n
Xp =%x1+3 2 -1

E como x; = 3, temos:

3n%2 + 3n
Xp =3+ — - 3
Entdo, conjecturamos que uma possivel solucdo para a recorréncia x,, = x,_; + 3n, com
x;=3 8¢ x, = 3"2;3". Vamos provar por inducdo matematica essa hipotese. Tomando
Xn _ 3nitsn e verificamos a férmula para n=1: x; = 3'12;3'1 = 3. Observe que P(1) €

verdadeira. Suponhamos agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira, ou seja,

3n%+3 4 i i
X, = — . Z Queremos provar que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, que
3(n+1)2+3(n+1 3n?+9n+6 .
gy = L )2 (Al _ 3T COmMO Xpyq = Xn + 3(n+1). Tomamos a igualdade
3n%+3n . .
X, = ——— e somando 3(n + 1) a ambos os termos da igualdade, temos:

3n%+3n 3n%+3n+6n+6 _ 3n2+9n+6

+3n+3=
2 2 2

X, +3(n+1) =

~ A - 3n?2+9n+6
Mas, pela equacdo de recorréncia, temos que x,41 = x, + 3(n + 1), 10go x,41= %

Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira toda vez que P(n) é verdadeira. Provamos por inducgéo
que a férmula é valida para todo numero natural n.

Na equacdo de recorréncia linear de primeira ordem x,,,; = g(n)x, + f(n), vimos
que se f(n) é nulo, resolvemos com o produto telescopico, e se f(n) ndo for nulo, mas g(n)
for igual a um, podemos resolver com o produto telescopico, agora vamos mostrar como
resolver uma recorréncia linear de primeira ordem quando g(n) for diferente de 1 e f(n) ndo
nulo.

Usando como exemplo a recorréncia x,,., = 3x, + 5, percebemos que se usarmos a
soma telescopica os termos nédo serdo simplificados como no Exemplo 3, mas o que nos ajuda
a resolver esse problema é o fato de podermos transformar uma recorréncia do tipo x,,; =

gm)x, + f(n) em outra da forma x,,; = x,, + h(n) (fazendo isso, voltamos no caso do
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exemplo 3 e podemos resolver usando a soma telescépica) usando o seguinte teorema extraido
de [15].
Teorema 2: Se a,, é uma solugdo ndo-nula da recorréncia x,,; = g(n)x,, entdo a

substituicdo x,, = a,y, transforma a recorréncia x,,.; = g(M)x, + f(n) em y,,1 =y +

fmlg).a,]™.

Demonstracdo: A substituicdo x, = a,y, transforma a igualdade x,,,; = g(n)x, +
f(M) em api1Yni1 = gM)ayy, + f(n). Porém, sabemos que an1 = g(n)ay, ja que a, €
solucdo de x,,,; = g(n)x,. Entdo, aequacdo se transforma em:

gM)azyni1 = g(n)anyn + f(n), ou Seja, Yns1 = Yn + f(n)[g(n) an]_l |
Usando esse teorema, podemos resolver o exemplo dado acima.

Exemplo 4: Encontre a férmula fechada da equacéo de recorréncia

Xps1 = 3x, +5,comx; = 2.

Uma solucdo ndo-nula para a equacdo de recorréncia homogénea x,,; = 3x, €é
x, = 3™71, ou qualquer outra progressdo geométrica de razdo 3. Assim substituindo x,, =
371y, obtemos 3"y,,.; = 3.3" 1y, + 5, oU seja, Y41 = Yn + 5.(3™™). Voltando para o

caso do exemplo 3, como queriamos, usando a soma telescopica, temos:

Y2 =y +5.(37)
y3 =¥, +5.(37%)
Ys =y3+5.(37%)

Yn = Yn-1+5. (3—(11—1))

Somando as equagdes, temos:

1-30-m
yp =y, + 537 L372...37"D) =y 4 5( > )
1-30-n)

Comox, =3" 1y, ex; =2,temosquey, =2,e y, =2 + 5( ) Disso, temos que:
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Xy =371 245 (—1‘3;1_n))] =2.3m 14 2gnt ST

Portanto, a formula fechada para a equacao de recorréncia é dada por:

3n+1_5

Xps1 = 3x, +5,comx; =2€x, = >

(Resumo)

Para um aluno que teve pouco ou nenhum contato com esse tipo de raciocinio, é
interessante que o professor trilhe o caminho que o aluno vai fazer para chegar a formula
fechada de uma equacdo de recorréncia. Com o tempo, o aluno se familiarizara com o
conteldo e passara a resolver de forma natural. A tabela abaixo mostra o caminho que o aluno

deve seguir para resolver o exercicio que envolva uma equacdo de recorréncia linear de 12

ordem:
Forma Como resolver
X =0X, Produto telescopico
Xoq =X, + f(n) Soma telescopica
X =9(MX, + f(n) Teorema do algoritmo

Observacdo: Em qualquer um dos casos, pode se reiterar finitas vezes a recorréncia e

conjecturar uma possivel solucao.

Observamos que o Teorema do algoritmo citado na tabela acima é o procedimento usado para

resolver equagdes recorrentes do tipo X, =g(n)X, + f(n). Separando em quatro passos o

caminho da resolucao, temos:

Passo 1: Achar uma solugéo ndo nula da equagdo X, , =g(n)X, .

Passo 2: Fazer a substituicdo X,, = a,y,, onde a,, é a solucdo ndo nula encontrada no passo
1.

Passo 3: Com a substituicdo feita no passo 2, chegar na equagdo Y,,, =Y, +h(n), lembrando

que X; = any;.

Passo 4: Voltar no passo 2 com a solugdo encontrada no passo 3.
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4.1.2 Termo geral de uma progressao aritmética e de uma progressao geométrica

Analisando agora dois casos particulares de uma equacdo de recorréncia linear de
primeira ordem ndo homogénea, que sao as progressdes aritmética e geométrica, (ver [15]) j&
que estdo na grade do ensino médio e podem ser usadas como exemplo para a introdugdo do

pensamento recursivo para o aluno.

-Termo geral da progressao aritmética

Progressao aritmética é uma sequéncia em que qualquer termo a partir do segundo, é o
anterior somado com uma constante chamada de razdo. Dessa definicdo, concluimos que
progressdo aritmética € uma relacao de recorréncia linear de primeira ordem ndo homogénea
cuja a equacdo é dada por x,.; = x, +1r, com r constante. Vamos encontrar a formula

fechada dessa equacao:

x2=x1+7”
X3:x2+r
X4:x3+r

Xn = Xn-1 +r

Somando as equacdes temos que:

Xp+xs+x,+ o F+x, =5+, +x3++x,,+n—-Dr

Logo, simplificando essa equagao, obtemos:

Xpn=%x1+(m—Dr

que é a formula que encontra um termo qualquer de uma progressdo aritmética em
funcéo da posicdo que ele ocupa.

A férmula fechada para a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética é
facilmente encontrada usando o método de Gauss, que utiliza a propriedade das somas dos
termos equidistantes de uma progressdo aritmética serem constantes para ser conjecturada, e
pelo uso frequente em sala de aula, os professores ja estdo familiarizados com esse método, e

a validade da férmula é também verificada por inducéo.
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-Termo geral da progressdo geométrica

Progressdo geométrica € uma sequéncia em que qualquer termo a partir do segundo, é
o0 anterior multiplicado por uma constante chamada de razdo. Dessa defini¢do, concluimos
que progressao geométrica € uma relagdo de recorréncia linear de primeira ordem homogénea

cuja a equacdo é dada por x,,; = qx, com g constante. Vamos encontrar a formula fechada

dessa equacao:
Xy = (qXq
X3 = (qXy
X4 = (qX3
Xn = (qXn—1

Multiplicando as equagdes anteriores temos
— -1
Xp.X3.Xg e Xy = X1.X2.X3 e Xp_1-qQ"
Que simplificando a equacéo anterior, temos:

— n-—1
Xn = X1.4

Logo, temos a formula fechada que encontra um termo qualquer de uma progressao
geométrica em funcdo da posicao que ele ocupa.

Outra forma de encontrar a formula fechada de uma progressdo geométrica (aritmética
também) é reiterando os termos e conjecturando uma possivel solucéo, e prova-la por indugéo
finita.

Vamos ver o exemplo extraido de [16]:

(a) Defina progressao geométrica de primeiro termo aerazdoq(q # 0 e q # 1).

(b) Conjecture uma férmula para o termo geral a,, em funcdo de a, n e g. Em seguida,

prove essa formula por inducéo de n.

(c) Se S, =a;, +a, + -+ a,, conjecture uma formula para S,, em funcéo de a, n e q.

Em seguida, prove essa formula por indugdo em n.

(d) A partir dos itens (b) e (c), obtenha uma formula para S,, em funcéo de a, a,, e Q.
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Resolucgéo:

(@) Progressdo geométrica com primeiro termo a e razao g é uma sequéncia numerica que
0 primeiro termo da sequéncia é a e cada termo a partir do segundo € o anterior

multiplicado pela razéo q

(b) Pela definicdo de progressdo geomeétrica, temos que a,, = a,_,q,paran = 2 e a; = a.

Ent&o, temos que:

a, = a9 =aq

az = a,q = aq.q = aq®

a, = azq = aq*q = aq®

a, = aq™!,paratodon > 1.

Vamos provar essa conjectura por inducdo em n.

Paran = 1 temos a; = aq'~! = a. Portanto, verdadeiro.

Agora, suponhamos que o resultado é valido para algum n =k > 1. Temos a, = aqg*! e
para n =k + 1, segue QUe Qyyq = Ax_14+1.9 = Ax.q = aq®tq = aq® e, portanto, esta

provada a conjectura.

(c) Como a, =a, a, = aq, a; = aq®.. € a, =aq™ !, temos que S, = a+aq+
aq? + ---+ aq™ ! e multiplicando os dois lados da igualdade por g segue que

qS, = aq + aq*+ aq® + -+ aq™. Logo, temos que S,, — gS, = a — aq™, ou seja,

_an
S,(1—¢q) = a(1—q™) e concluimos que §,, = a&_z)), para todo n > 1. Para provar
esse resultado, usaremos inducdo em n. Para n=1 temos S; = a((%qq)) = a. Portanto,

verdadeiro. Agora suponhamos que o resultado é valido para algum n =k > 1.

a(1-¢%)
(1-q)

a-agqk+aqk—aqkt?
1-q

Temos Sy 1 = a+ -+ ag + agyq = + aq® =

_ a(l—qk+1) ) )
= —(1_q) , €, portanto, esta provada a conjectura.
(1_qn) a_qn a—Qan4+1 a—anq
d S = Z == = n = .
(@ S (1-q) a-q (1-q) (1-q)
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4.2 Recorréncias Lineares De Segunda Ordem

As recorréncias lineares de segunda ordem sdo as sequéncias em que um termo
qualquer a partir do terceiro é definido por uma expressdo que envolve os dois termos
anteriores, sem eleva-los a um expoente maior do que um. De forma geral, uma recorréncia
linear de segunda ordem pode ser expressa por:

Xn+2 = g(n)xn+1 + f()x, + h(n)
onde g(n), f(n)e h(n) sdo funcBes reais paran € N.
Nesse trabalho, estudaremos um caso particular da recorréncia linear de segunda
ordem, as homogéneas e de coeficientes constantes. Sua equacgéo de recorréncia sera do tipo
Xn+2 = DXn41 T qXp
onde p e g sdo constantes e g # 0, se g fosse igual a zero, obteriamos numa recorréncia linear
de primeira ordem. Sem perda de generalidade, vamos escrever essa equacao na forma
Xn+2 = “PXn+1 — 4Xn
que implica:
Xn+2 + PXpi1 + qxy = 0.

Para que uma recorréncia do tipo acima nos defina uma sequéncia, € preciso estipular
os valores dos seus dois termos iniciais. Até agora nao tem muita novidade se compararmos
com a recorréncia linear de primeira ordem, porém a dificuldade comeca quando se tenta
encontrar uma solugdo desse tipo de equacgéo, nas recorréncias de primeira ordem. Quando
famos reiterando os primeiros termos, era possivel conjecturar uma solucdo, mas esse méetodo
se mostra ineficiente quando utilizamos nas equacgdes de segunda ordem. Vamos mostrar
agora um método para obter a solucdo desse tipo de recorréncia.

Se o coeficiente q fosse nulo, a solugcdo da recorréncia seria uma progressao
geométrica. Portanto é natural entdo conjecturarmos uma solucdo nao nula do tipo x,, = ab™
para essa recorréncia linear de segunda ordem, e fazendo isso vamos conseguir a solucdo para
essa equacdo, como sera mostrado abaixo:

Considere a equacédo da recorréncia homogénea de segunda ordem dada abaixo:

Xn+2 + PXpi1 + qx, = 0.

Substituindo x,, = ab™ na equacao acima temos:

ab™? + pab™! + qab™ = 0.
E colocando ab™ em evidéncia
ab®(b?+pb+q) =0
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Como ab™ é ndo nulo, temos que (b? + pb + q) = 0, e, portanto, para encontrarmos o0
coeficiente b de x,, = ab™, basta resolver esta equacdo do segundo grau denominada equagao
caracteristica.

O teorema abaixo que pode ser encontrado em [1] prova que Se as raizes da equacao
caracteristica b> + pb + q = 0sd0 r; e 1, com 1y # 15, a solucdo da equacéo de recorréncia

Xn+2 + PXny1 + qxn, = 0 é dada por:
X, = Cyr{* + C,r3t , com C; e C, constantes.

Teorema 1: Se as raizes de b? + pb + q = 0 sd0 1, e ry, com r; # 15, €ntdo x,, é solucdo da
recorréncia x, 4, + pxp+1 +qx, =0 se, e somente se x, = C;r{* + C,ryt , com C;eC,

constantes.

Demonstracdo: Vamos mostrar primeiro que x, = Cyry* + C,r;' é solucdo da recorréncia
Xn42 + PXne1 + qx, = 0, para quaisquer valores das constantes C; e C,.
Substituindo x,, = C,;r{* + C,r3' narecorréncia x,,4, + px,+1 + qx, = 0 e agrupando

convenientemente os termos, temos:

Xn42 T PXpy1 +qXy =
Ciry "2+ G, ™2+ p(Cry "+ Gy ") + q(Cin M+ Gy ™) =
Cir{'(r 2 + pry + @) + CorJt (2 + pry + q)

Como 1, e 1, sdo raizes de b? + pb + q = 0, logo
C1T1n.0+ Czrzn.o =0

A segunda parte do teorema mostra que se r; # r,, entdo todas as solucbes da
recorréncia tem a forma x,, = Cyr* + C,1)".
Sendo y, uma solugdo qualquer de x,.,, + px,+1 + qx, = 0. Determinando as

constantes C; e C, como solucdes do sistema de equacdes:

{ Ciry +Cory =y
G2+ CGn2=y,
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Resolvendo o sistema, temos:

_ TZZJ’1 — Y2 _ nny2— 7'123’1
o 1y (r; —11) ‘- 1y (ry — 11)
que é possivel, poisr; #r,er, #0er, # 0.

Afirmamos que x,, = Cyr{* + C,r;' para todo n natural. Com efeito, seja z, = y,, —
Ciry ™ — Cyry ™. Mostraremos que z,, = 0 para todo n. Temos

Znya + PZnsr + 4Zn = Onsz + PYnsr +q¥n) — Cir "0 +pry + @) — Gy "(rf + pry + ).

O primeiro paréntese é igual a zero pois y, é solucdo de x,,, + px,41 + qx, =0,
enquanto os dois Ultimos parénteses sdo iguais a zero porque r; e r, sdo raizes de r2? + pr +
q = 0. Entéo, z,,, + pZ,41 + qz, = 0.

Além disso, como C;ry + C,m, =y, € Cyri + Corf = y,, temos que z; = z, = 0.

Mas, Se z,,, + Pz, + qz, = 0ez; = z, = 0. Entdo z,, = 0 para todo n. ]

Com isso, conseguimos obter uma férmula fechada para a sequéncia de Fibonacci
(%42 = Xpe1 + x5, COM x5 = x; = 1), que foi levantada no comeco capitulo 1. Como sua
equacao caracteristica é b2 = b + 1, entdo b2 — b — 1 = 0, calculando suas raizes obtemos,

1++/5 1-/5
= e rn,=——.
2 2

n
Utilizando o teorema dado acima, temos:

_ 1+v5\" 1-v5\"
me(55 5

Como x, = x; = 1, entdo para encontrar as constantes C; e C,, basta resolver os sistema

abaixo:
Cl + CZ = 1
1++/5 1-+5
C; > + C, > =1
Chegandoem C; = %ﬁ eC, = ‘/25—\/_; e substituindo na solucéo, obtemos:
1+\/§<1+\/§>n+\/§—1<1—\/§>"
Xn = .
" 25 2 245 2

isto é,
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n+1

i<1+x/§>"“_i<1—«/§>
NAWF NAW

Esse teorema pode ser usado, pois temos r; # r,. Agora, para resolvermos uma

Xn =

recorréncia homogeénea de segunda ordem, onde as raizes r; e r, Sa0 iguais, teremos que usar

um método diferente. Para isso, utilizaremos 0s seguintes teoremas extraidos de [15].
Teorema 2: Sendo as raizes da equacdo caracteristica b? + pb + q = 0 iguais,

r, =1, =1, entdo x, = C;r{* + nC,ryt € solucdo da recorréncia x4, + PxXpsq + qx, =0,

para quaisquer valores das constantes C; e C,.

Demonstracao: Usando as relacdes de Girard, temos que as raizes sdo iguais a —g.

Substiuindo x,, = C,r{* + nC,r3! na recorréncia
Xns2 T PXns1 + 9%, =0
Obtemos:
[Ciry ™2 + C(n+ 2)r, 2] + p[Ciry "+ G (n+ D, " + q[Ciry ™ + Gy 7
Fazendo r; = r, = r, e agrupando 0s termos
C,r™(b% + pb + q) + Conr™(b% + pb + q) + C,r™r(2r + p)

Como r = —geé raiz de b + pb + q = 0, temos:
C;r™0 + Conr™0 + Cor™r0 = 0,

O que implica que x,4, + pxpi1 + qx, =0, para x, = Cyr{* + nC,r3t, provando o
resultado desejado.

Teorema 3: Se as raizes de b? + pb + q = 0 sdo iguais, r; = r, = r, entdo todas as
solugoes da recorréncia x,4, + pxp+1 + qx, = 0 sdo da forma x,, = C;r{* + C,nr3t, com

C; e C, constantes.

Demonstracdo: Sendo y, uma solucdo qualquer de x,,, + PXp41 + gx, = 0.
Determinando as constantes C; e C, como solucgdes do sistema de equacdes:
{ Cir+Cr =y,
Cir?+2C,r* =y,
Resolvendo, temos:

Y1 Y2 V2 —TY1
G=2r-Geb="1r"

que é esta bem definido, pois r # 0, por hipotese.
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Afirmamos que x,, = C;r{* + nC,r}* para todo n natural, 0 que provara o teorema.
Com efeito, seja z,, = y,, — C;r ™ — C,nr™. Mostraremos que z,, = 0 para todo n. Temos
Zniz + PZns1 + Q20 = Vniz + PYnsr + q¥) — Cir "G +pry + @) — G (o + pry + @) — Cr™r(2r —p).

O primeiro paréntese € igual a zero, porque y,, € solucdo de x5 + PxX,sq1 + qx, = 0,
enquanto o segundo e o terceiro parénteses sdo iguais a zero porque r € raiz de b? + pb +

q = 0, e finalmente o ultimo é igual a zero, pois r = —g. Entdo, z,,42 + PZpn4q + qz, = 0.

Além disso, como C;r + C,r = y; € C;1r% + C,r? = y,, temos que z; = z, = 0. Mas,

S€ Zpyp + PZns1 +qz, = 0e 2y = z, = 0 entdo z,, = 0 para todo n natural. ]
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5 ESTABILIDADE DAS ORBITAS DE UMA RECURSAO

Nas formulas de recorréncia, podemos ter as solu¢des dadas numa forma fechada,
como para os casos lineares vistos no capitulo anterior, mas no geral as solucdes, se
expressas, podem ser de dificil manuseio e a estrutura das orbitas da recursdo (e a
possibilidade de previsdes) ndo se declararem (ver [17]). Uma das questdes fundamentais no
contexto das recursbes vistas como um sistema dindmico (com o0 termo n em Xx,,
transcorrendo) € o comportamento de uma Orbita quando n cresce indefinidamente.
Estruturalmente, este comportamento esta intimamente ligado ao comportamento de uma
orbita x* que tem todos os valores constantes (este valor é chamado de ponto fixo), quanto a
sua estabilidade ou n&o.

Dizemos que uma orbita x* que tem todos os valores constantes (este valor € chamado
de ponto fixo, e por abuso de linguagem usa-se o termo ponto fixo com tal érbita da recurséo),
é estavel se: para todo € > 0, existe § > 0 tal que se o valor inicial x, de uma érbita satisfizer
lxo — x| < & entdo |x, —x*| <E€.

Se x* ndo é estavel, serd denominado instavel.

5.1 Critérios de estabilidade em recorréncias lineares de primeira ordem

A equagdo aqui estd na forma x, ., = ax, + [, com a e B constantes, e associando-a com
a funcdo linear f: R - R, f(x) = ax + b, teremos 0s seguintes critérios de estabilidade do
ponto fixo (ver [12]):

i) la] < 1 : A sequéncia converge para o ponto fixo

i) la] > 1 : A sequéncia diverge do ponto fixo

iii) a=1eb +#0: Nao vai existir ponto fixo, a sequéncia tendera ao infinito para

qualquer condicdo inicial.
iv) a =1e b = 0 : Existirdo infinitos pontos fixos.

V) a = —1 : A solucéo (sequéncia) forma um ciclo em torno do ponto fixo.

Esses critérios de estabilidade derivam do fato da solucdo x, da equacdo de

recorréncia x, ., = ax, + 5, com a e 8 constantes, ser:
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B )a”— B

xnz(x0+a_1 a—1

PoiS X417 = f(xp) = ax, + f,coma e f € R implica:

x1 = f(x9) =X x9 +

Xy = f(x) =X x; + B = (< x9 + B) + B = a®xy + B(1 + @)

X3 = f) = F(f () = £ (F(f(x0)) = axz + = a(@®xo + B+ @) + f =

x3 = a3xg+ B(1+a+ a?)
E, podemos determinar x,, em funcdo da condicéo inicial x.

Xn = f(xp-1) =axp_4 + =

Xn=a(Xpn, tB)+ B = azxn—z +p(1+ )

X, =axo+ (1 +a+a®+-+a™?1)

Na Gltima equacdo, vemos que o fator que multiplica S € a soma dos termos de
uma progressdo geométrica de termo inicial um e razdo a, entdo temos que: x,, = a™x, +

B(a™-1) B B

> x =(x —)a”——
a—1 n 0+a—1 a-1"'

como queriamos.
Se |a| < 1, as poténcias sucessivas irdo gerar termos cada vez menores, se n

tender a infinito, a™ vai tender a zero e x, tendera a —%-, independentemente da

condic¢ao inicial, que sera nosso ponto fixo. Porém, se |a| > 1, as poténcias sucessivas terdo
termos cada vez maiores e teremos a™ tendendo ao infinito, ou seja, a, vai divergir. Caso

a = 1, ndo haverd ponto fixo, pois as retas serdo paralelas. E se «= —1, e fazendo k =
B

1-a

-1 se n for impar, temos:

teremos uma orbita em torno do ponto fixo pois como a™é igual a 1 se n for par e igual a
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Xons1 = (X + K)(—12*Y) —k = —xq — 2k ,comn € N

Xom = (X + K)(—17) —k =x, ,comn €N

Vejamos agora, alguns exemplos de cobweb para recorréncias lineares de primeira
ordem com coeficientes constantes.

f(x)=06x+5ex,=2



f(x)=-04x+8ex, =2

f)=—x+4ex,=1
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fX)=x+4exy,=-2
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6 RECORRENCIAS NAO LINEARES

Mesmo a cobweb mostrando o comportamento de uma Orbita, ela ndo é uma
ferramenta tdo poderosa nas recorréncias lineares, pois a formula fechada é facilmente
encontrada usando os métodos mostrados anteriormente. Porém, isso ndo acontece nas
recorréncias ndo lineares, onde ndo temos um método geral para resolvé-la (ver [17,19]).

No caso da estabilidade de uma recorréncia linear de 12 ordem, observamos que 0s
critérios que definiam a estabilidade do ponto fixo dependiam unicamente do coeficiente
angular da reta. O que faremos aqui € encontrar o ponto fixo ¢ “linearizar” os pontos que
estdo préximos a ele. Essa reta formada sera a mesma que a reta tangente ao grafico no ponto
fixo.

Vamos usar o seguinte teorema extraido de [12].

Teorema 1: Suponha x* um ponto de equilibrio para a equagdo x,,; = f(x,) em

que f é diferenciavel em x* e f' é continua em x*. Entdo:

a) O ponto x* é estavel se |f'(x™)| < 1.
b) O ponto x* é instavel se |f'(x*)| > 1.

c) Self'(x*)| = 1, nada podemos afirmar.

Demonstracdo: Vamos supor que existe um M > 0tal que |f'(x")| <M < 1.
Teremos, entdo, um intervalo J = (x* —y,x* +y) contendo x* tal que |f'(x)| <M <1,
para todo x € J. De fato: supondo por contradicdo que para cada intervalo aberto I, =
(x*—=1/n,x*+1/n), com n suficientemente grande, exista um ponto x, € I, tal que
|f'(x,)| > M. Note que se n - oo, entdo x,, = x*. Como f’ é uma funcdo continua em x*,

podemos escrever:

lim f'Gen) = £/,
E teremos:
M < lim |f'(e) =] f' ()] < M,
que € uma contradi¢do, provando nossa afirmacgéo. Para x, € J, temos:
lx(1) = x| = [f(x(0)) - f(x*)
Pelo teorema do Valor Médio, existe € entre x(0) e x* tal que:

|f (xo) = DN = ()] %o — x|
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Entdo, temos:

[f (o) — FOx)| < M. |x(0) — x*| < xo — x7|.
E, portanto,
lxg — x*| < xo — x*|.
Sendo M < 1, a Ultima desigualdade mostra que x; esta mais proximo de x* que
Xo. Consequentemente x, € J. Por inducdo, concluimos que:
|, — x| < M™|xo — x*| < M|xq — x|,
pois M < 1.

Dado € > 0 tomamos 6§ = % tal que se |x, — x*| < & implica |x,, — x*| < & para

todo n > 0. Esta conclusdo prova a estabilidade. Além disso, lim,_,.|x, —x*| = 0 e entdo

lim,,_, . (x,) = x*, 0 que nos permite concluir que a estabilidade € assintotica.

No item b, temos:

Supondo que |f'(x*)] > M > 1. Teremos entdo um intervalo J = (x* —y,x* +
y) contendo x* tal que |f'(x)| > M > 1, para todo x € J. Seja x(0) = x, pertencente a J.
Mostraremos que existe algum numero k tal que x; ndo esta no intervalo /, e ainda, se afasta
de J.

Mostraremos primeiro que |x; —x*| > |x, — x*|, ou seja, que x; esta mais
afastado que x* do que x,. Utilizando o Teorema do Valor Médio, encontraremos mais uma
vez que :

lx(1) = x| = [f(xo) = FCH] = If' (). [xo — x7I.
Porém, sabemos que |f'(e)| > M > 1 e portanto:
|2y —x*| = |f"(&)]. |xog — x*| > M[xg — x*| > |xg — x|
E por inducéo, temos que: Ou algum x (k) ndo estaem J ou [x(k) — x*| > M™|x(0) — x*|.

Supondo que |x(k — 1) — x*| > M*1|x(0) — x*|. Assim,

lx(k) — x*| = |f(x(k = D) —x*| = [f(x(k = D) = fF&D)| = If" (. [x e = 1) — x7|
> M|x(k — 1) —x*| > M.M*"1x(0) — x*| > M¥*|x(0) — x*|.

Se J é um intervalo finito e M* tende para o infinito, com k tendendo para o

infinito, entdo algum ponto x (k) deve estar fora do intervalo J. Logo, x* é instavel.
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Exemplo 1: Vamos analisar a recorréncia x,,; = 2x3 em funcéo do valor inicial.

Esbocando o grafico da funcdo g associada a essa equacdo de recorréncia e a

fungdo f(x) = x, visualizamos os pontos fixos nas intersecgdes:

-0.2

-04

06

-08

Para encontré-los, bastar fazer g(x*) = x*-, ou seja, 2x** = x*e teremos os pontos fixos

V2 V2
x=0,x=—ex=——-

2 2
Analisando o critério de estabilidade em x = 0, temos:
f'(0) = 6.0% = 0.
Portanto, x = 0 ¢ estavel, pois |f'(0)| < 1.

Agora para x = g e x =— \/2—5 teremos instabilidade, ja que:

/\/E 1 \/E_ 1_
f <7>=f <_7>—6.E—3>1

Vamos verificar essas condic¢des aplicando alguns valores para a condicao inicial:



254
24
1.5
14
054
T T T L T ¢ T T T
-15 -1 -05 a 05 1 1.5 25
0.5
a [t 11
xo = 0,8
124
14
084
06
044
024
0
K] 08  -06 04 02 02 04 06 08 12 14 16
021
04
061
081
a f

xO = 0,6
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Xog = _0,8
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Observemos que se —1 < x, < 1, entdo a sequéncia converge para zero. Se

X, igual a um dos pontos fixos, a sequéncia é constante e, do contrario, ela diverge.
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7 UMA PROPOSTA PARA O ENSINO MEDIO

7.1 Numero de ouro de Fibonacci e de prata de Pell

Um exemplo comum usado por professores € o da criacdo de coelhos proposto por
Fibonacci por volta de 1202. Nele, coloca-se um casal de coelhos em um ambiente propicio
para procriacdo, e supde que a partir do segundo més de vida, cada casal de coelhos dara
origem a um novo casal de coelhos. E a pergunta feita é: Quantos casais de coelhos estardo
nesse ambiente no final de n meses?

Observemos que 0s objetos do exemplo sdo coelhos, mas é paradigma para uma
crescente tendéncia, desde 1960, de aplicabilidade, principalmente, em Mercado Financeiro.

Resolvendo esse problema, vemos que a sequéncia do nimero de coelhos em cada

més é a mesma que a sequéncia de Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...,

que foi resolvida no primeiro capitulo. Logo, o nimero de coelhos no final de n meses é dado

pela formula:

n+1

Xn =

1 (1 + \/§>n+1 1 <1 - \/§>
VE\ 2 VE\ 2
onde x,, € o numero de coelhos no final do més n. Desta sequéncia, obtemos o famoso nimero
1+V5

de ouro . Usando uma ideia semelhante a de Fibonacci, vamos apresentar um ndmero um

pouco menos conhecido, o nimero de prata ou nimero de Pell.
Considere o seguinte problema: Coloca-se um casal de coelhos em um ambiente
propicio para procriagdo. Ao final de um més, esse casal morre ap06s dar cria a outro casal de

coelhos. A partir do segundo més, nenhum coelho morre, e cada casal de coelhos dé cria a:

um casal de coelhos, se tiverem apenas um més de vida

dois casais de coelhos se tiverem mais de um més de vida

Quantos casais de coelhos nascerdo nesse ambiente no final de n meses?
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Para entender a forma com que o numero de coelhos cresce, vamos analisar a tabela abaixo.

Tempo Casais de coelhos Casais de coelhos Casais de coelhos Total de casais de
em meses com mais de um com um més de recém- nascidos coelhos que
més de idade idade nasceram
0 1 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 1 2
3 1 1 3 )
4 2 3 7 12
5 5 7 17 29
6 12 17 41 70
7 29 41 99 169

Observando a dltima coluna, vemos a sequéncia x, ={0,1,2,5,12,29,70,169,...}.
Analisando-a, percebe-se que cada termo a partir do terceiro, é o dobro do antecessor somado
com o antecessor do antecessor. Isto é, x,., = 2x,4.1 + Xx,,. ESsa recorréncia homogénea
linear de segunda ordem pode ser resolvida utilizando o método mostrado no terceiro
capitulo.

Sua equacédo caracteristica é x2 —2x —1 =0, e resolvendo, temos as raizes
1++/2. A raiz positiva é a constante prateada. Logo, a solucdo dessa recorréncia é x,, =

C:(1++v2)" + C,(1 —v2)™, onde C, e C, sdo constantes. Como x, = 0 e x; = 1, temos:

(1+V2)C +(1-V2)C, =1 "t~ 4 2777y

E encontramos a férmula fechada para a sequéncia de Pell dada por:

=Za+vr-La-var

xn—4
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7.2 Aplicabilidade de recurséo (problemas que sdo comumente encarados como
de “analise combinatéria” e podem ser resolvidos mais facilmente com a

ajuda de recorréncias)

e Quantas sdo as sequéncias de 4 termos pertencentes a {0,1,2}, que ndo possuem dois

zeros consecutivos? Vocé consegue generalizar o problema para sequéncias de n

termos pertencentes a {0,1,2} ?

e Ao subir a escada de seu prédio, José as vezes sobe dois degraus de uma vez e as
vezes sobe um de cada vez. Sabendo que a escada tem 8 degraus, de quantas maneiras
diferentes José pode subir a escada? Vocé consegue generalizar para o caso de uma

escada com n degraus?

e Qual o nimero maximo de regibes em que 10 retas podem dividir um plano?

Generalize para n retas.

e Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1,2}, que possuem um

ndmero impar de termos iguais a zero.

e Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1}, que possuem um

namero impar de termos iguais a 0?

e Determine o numero maximo de regifes em que n retas podem dividir um plano.

e A torcida do Fluminense tem hoje po membros. A taxa anual de natalidade € i, a de
mortalidade é j e, além disso, todo ano um nimero fixo de R torcedores desiste de ser
Fluminense. Se i > j, determine o nimero de torcedores daqui a n anos. A torcida esta

condenada a extingdo?

e Um circulo foi dividido em n (n > 1) setores. De quantos modos podemaos colorir, cada
setor com uma so cor, se dispomos de k (k > 2) cores diferentes e setores adjacentes

ndo devem ter a mesma cor?
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Determine o nimero maximo de regides em que n circulos podem dividir o plano.

Durante a guerra de judeus e romanos, Josephus estava entre 11 rebeldes judeus
encurralados em uma caverna pelos romanos. Preferindo o suicidio a captura, 0s
rebeldes decidiram formar um circulo e, contando ao longo deste, suicida-se uma
pessoa sim, uma ndo, até ndo sobrar ninguém. Determine qual posicdo Josephus

deveria escolher para sair ileso desse circulo maligno.

Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0,1,2}, que ndo possuem

dois termos consecutivos iguais a zero.

Determine o nimero de maneiras diferentes de se cobrir um tabuleiro 2x2 com

dominds 2x1 iguais.

25 +1 . 245-1
2.5 9"+ 2.5

Prove que a parte inteira de (1+ J3) g sempre par.

Prove que 1++/5)" é inteiro para todo natural n.

Caminhando pelos segmentos unitarios da figura abaixo, determine quantas sdo as

maneiras de ir de A até B sem passar duas vezes pelo mesmo ponto.

JAVAVAVAVAN

(Banco IMO 87) Quantas sdo as sequéncias de comprimento n que podem ser

formadas com os numeros {0,1,2,3,4} com digitos vizinhos diferindo de 1 (em

maodulo)?
Quatro cidades A, B, C, D sdo conectadas por estradas conforme a A
»-
- - - - £ e
figura abaixo. Quantos percursos diferentes comecam e terminam na gy / “-\{M‘I;;-\\
i . §

cidade A, e possuem: S BT

10 km Falt Lm',"'
Exatamente 50 km? .

10.n km?
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8 CONCLUSAO E FOCO DE FUTURA PESQUISA

A Cobweb como definida no Capitulo 2 acima, considerada com c(x) = x, é
bastante difundida na literatura Matematica, principalmente na &rea de aplicacbes de
intervalos neles mesmos e equacdes diferenca.

Com a difusdo de derivadas que generalizam a usual de Newton/Leibniz,
principalmente as derivadas em escalas temporais (de Hilger) e as derivadas fracionérias (de
Caputo), € necessario considerar processos de recursdo mais complexos que 0s usuais
(exatamente 0s casos em que a cobweb relativa a c(x) que ndo é a identidade). E do que trata
por exemplo, [18].

Entdo, uma éarea foco de futuras pesquisas em recursbes € exatamente a
consideracao dos casos gerais de c(x).

Neste sentido, o complemento/continuacéo desta dissertacdo no PROFMAT é um
trabalho voltada a tradugdo para o nivel fundamental, bésico e ensino médio dos resultados

destas pesquisas.
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