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RESUMO

A proposta dessa dissertacdo € o estudo de sequéncias e progressdes
aritméticas de primeira e segunda ordem, fazendo uma abordagem voltada para o
ensino médio. No trabalho é utilizada a historia da matemética para mostrar que o
tema ja permeava a mente dos grandes matematicos do passado. As progressdes
aritméticas sdo abordadas de forma contextualizada, utilizando situagbes que
estimulam a compreensao das definicbes. O estudo de progressdes aritméticas de
primeira ordem é feito conectado com as fun¢ées polinomiais do primeiro grau (afim)
e o0 estudo das progressoées aritméticas de segunda ordem, conectado com as funcdes
polinomiais do segundo grau. Na abordagem dos assuntos houve a preocupacéao de
utilizar a matemética elementar para, dessa forma tornar o trabalho acessivel aos

estudantes do ensino médio.

Palavras-chave: Sequéncias, progressdes aritméticas de primeira ordem,

progressodes aritméticas de segunda ordem.



ABSTRACT

The purpose of this dissertation is the study of sequences and arithmetical progression
of first and second order, making a focused approach to high school. Work in the
history of mathematics is used to show that the theme has permeated the minds of the
great mathematicians of the past. Arithmetic progressions are addressed in context,
using situations that foster understanding of definitions. The study of arithmetic
progressions of the first order is made connected with polynomials of the first degree
(order) and the study of arithmetic progressions second order polynomial functions
connected with the High School. In addressing the issues we were concerned with
using elementary mathematics to thus make the work accessible to high school

students

Keywords: Sequences, arithmetic progression of first order, second order arithmetic
progression.
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1.INTRODUCAO

O ensino da mateméatica nos ultimos tempos tem passado por grandes
transformacdes. Aquela matematica exibida nos livros didaticos do passado,
conteudista, carregada de formulas complexas, muitas vezes desprovidas de
aplicacoes, sustentadas por processos mecanicos, vem dando lugar a uma nova
matematica rica em aplicagfes, contextualizada e interdisciplinar, onde o aluno tem

resposta aquela velha pergunta: “Para que serve a matematica?”

A prova dessa mudanga pode ser facilmente percebida nos livros didaticos
atuais onde saiu aquele banco numeroso de questbes mecanicas e sem aplicacoes e
entraram questfes contextualizadas e interdisciplinares, onde o aluno consegue
enxergar a matematica dentro do seu cotidiano, nas mais diversas disciplinas,
mostrando as aplicacdes dessa tdo importante ciéncia. Isso fica bem claro quando
lemos sobre as relagbes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e

interareas no PCN+.

Reconhecer relacdes entre a mateméatica e outras areas do conhecimento,
percebendo sua presenca nos mais variados campos de estudo e da vida
humana, seja nas demais ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia, seja
nas Ciéncias Humanas e sociais, como a Geografia ou a Economia, ou ainda
nos mais diversos setores da sociedade, ou ainda agricultura, na sadde, nos
transportes e na moradia (PCN +, pg.117)

Quando decidi dissertar meu trabalho sobre sequéncias e progressoes
aritméticas de primeira e segunda ordem, pensei em abordar esse tema seguindo
didaticamente essa que chamo, na minha opinido, de ‘matematica atual”, onde
encontramos aplicacdes do tema no nosso cotidiano, os exemplos sdo ha sua maioria
contextualizados e interdisciplinares, porém sem deixar de lado a esséncia da
matematica, pois ndo existe estudo da matematica sem definicdes, sem deducdes,
sem demonstracdes. A diferenca € que nesse trabalho isso é feito de uma maneira
simplificada, ou seja, procurei utilizar uma linguagem acessivel aos aluno do ensino

meédio, sem deixar de ser cuidadoso com a manipulacéo das formulas.

7

O capitulo inicial trata de sequéncias, onde inicialmente é feito uma
abordagem historica, ndo tendo como foco as definicbes e classificacbes, e sim

fazendo uma viagem no tempo selecionando situa¢cdes onde mostram que o estudo e
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a utilizacdo de sequéncias advém de muito tempo e que nunca deixaram de existir.
Ha de se ressaltar o quao importante é a constante busca pelo conhecimento, e que
nao existe conhecimento acabado pois o0 mesmo esta em constante processo de
aperfeicoamento. Apos essa explanacdo histérica, as sequéncias sao definidas e

classificadas.

O segundo capitulo versa sobre o estudo da progressao aritmética de primeira
ordem, com a preocupacdo de mostrar que o ensino desse tema e o0 entendimento
das definicbes devam dar-se através da andlise de situacdes que seguem padrbes
definidos. Verifica-se a existéncia de diversos fendmenos naturais que por ocorrerem
de forma ciclica, servem perfeitamente para justificar esse estudo e apresentar aos

alunos em sala de aula aplicacdes concretas das progressodes aritméticas.

Adquirir uma compreensdo do mundo do qual a matemética é parte
integrante, através dos problemas que ela consegue resolver e dos
fendmenos que podem ser descritos por meio de seus modelos e
representacdes. (PCN +, pg. 117)

E proposta a idéia de se ensinar progressées aritméticas de primeira ordem
conectada a funcao afim, cujo dominio é o conjunto |[N*. A conexdo da matematica
com ela propria dentro de seus variados topicos é sempre importante para mostrar
que os ramos dessa ciéncia se interligam. A partir de analises do PCN + sobre as
relacbes interareas da matematica. Pode-se destacar que em se tratando de
sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada a idéia de fungéo, na qual

as relagbes com diferentes fungdes possam ser analisadas (PCN +, pg.117). E,

Construir uma visdo sistematizada das diferentes linguagens e campos de
estudo da matemaética, estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas
e conteudos, para fazer uso do conhecimento de forma integrada e articulada.
(PCN +, pg.117).

No terceiro capitulo é apresentado o estudo de progressao aritmética de
segunda ordem, onde € proposto o seu estudo no ensino médio, principalmente por
apresentar sua relacdo com a funcéo polinomial do segundo grau de dominio |[N* e
sua relacdo com a soma dos termos de uma progresséao aritmética de primeira ordem,

justificando assim o seu estudo.
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2. SEQUENCIAS

2.1. HISTORICO DE SEQUENCIAS

A histéria da matemética mostra que, os homens sempre procuraram observar
ao seu redor e procurar entender a periodicidade dos fendmenos naturais. I1sso se
dava em funcéo da propria sobrevivéncia. Procuravam entender o ciclo das cheias
dos rios para o melhor cultivo dos alimentos, entender as fases da lua e de outros
fenbmenos. Desenvolveu calendéarios que serviam de quantificadores do tempo afim
de padronizar o transcurso de um ciclo. Para isso passou-se a criar e desenvolver

sequéncias numéricas ao longo da historia.

Os egipcios comecaram cedo a se interessar pela astronomia e observaram
gue a inundacdo anual do Nilo tinha lugar pouco depois que Sirius, a estrela
do céo, se levantava a leste logo antes do sol. Observando que esses
surgimentos heliacos de Sirius, o anunciador da inundacédo, eram separados
por 365 dias, os egipcios estabeleceram um bom calendario solar feito por
doze meses de trinta dias cada um e mais cinco dias de festa. (BOYER, 2010,
p.08)

2.1.1. PAPIRO DE RHIND (Egipcios)

Segundo BOYER (2010) Um certo niumero de papiros egipcios de algum
modo resistiu ao desgaste do tempo por trés mil e quinhentos anos. O mais extenso
de natureza matematica € um rolo de papiro com cerca de 30cm de altura por 5m de
comprimento que encontra-se atualmente no British Museum. Foi comprado em 1858
numa cidade a beira do rio Nilo por um antiquario escocés chamado Henry Rhind;
motivo este que tal peca seja conhecido como Papiro de Rhind, ou com menor
frequéncia de Papiro de Ahmes em honra do escriba que o copiou, em meados de

2000 a.C. A Figura 1, apresenta o Papiro de Rhind.
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Figura 1: Papiro de Rhind

Fonte: http://www.matematica.br/historia/prhind.html

Neste papiro consta uma das mais antigas escritas sobre a tematica de
sequéncias numeéricas, ilustrado pelo problema 79 do papiro que cita apenas “7 casas,

49 gatos, 343 ratos, 2401 espigas de trigo, 16807 hectares.

Presume-se que o escriba estava tratando de um problema recreativo para
jovens onde cada uma das sete casas possuia 7 gatos que comiam cada um 7 ratos,

onde cada rato comeu 7 espigas com 7 medidas de grédo cada uma.

Este probleminha recreativo encontrado no Papiro de Rhind parece ser um

antepassado do versinho infantil:
Quando ia a Sto lves,
Encontrei um homem com sete mulheres
Cada uma tinha sete sacos,
Cada saco tinha sete gatos,
Cada gato tinha sete gatinhos.
Gatinhos, gatos, sacos e mulheres

Quantos iam a Sto lves?
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2.1.2. PITAGORAS, A ESCOLA PITAGORICA E OS NUMEROS
FIGURATIVOS

Segundo BOYER (2010), Pitagoras fora nascido em Somos, umas das ilhas
do Dodecanesso, proximo de Mileto, na Grécia por volta de 585 a.C. Relatos historicos
afirmam que Pitdgoras peregrinou pelo mundo viajando pelo Egito, Babilénia e
possivelmente foi até a india, enriquecendo-se de conhecimentos matematicos e que

o fez fundar a escola pitagorica ao regressar para o mundo grego.

A escola pitagorica tinha como lema “tudo é numero”. Assim, por influéncia
dos babilénios, ocorria uma associacdo de medidas numéricas as coisas que 0O
cercavam. Muito foi observado, como fendbmenos da natureza e até mesmo achar
padrées numéricos na construcdo de figuras geométricas, apresentando através de

sequéncias uma forma de fraternizar a geometria e a algebra.

Um exemplo foi o estudo dos nameros figurativos, onde serdo apresentados

0s numeros triangulares e quadrangulares.

2.1.3. NUMEROS TRIANGULARES

E a representacdo da soma dos nimeros naturais por meio da construgéo de
tridngulos, onde cada triangulo representa fielmente, através de pontos, o resultado

de somas parciais da sequéncia dos naturais.

n (n+1)

Th=1+2+3+..+n= >

Onde:

Ta=1+2=3. ° °
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Tz3=1+2+3=6. ° ° °

T4=1+2+3+4=10. ° ° ° )

Ts=1+2+3+4+5=15. ° ° ° ° °

n (n+1)
2

Como podemos observar a formula Th=1+2+ 3+ 4 + ... +n =

representa a soma da sequéncia dos numeros naturais [N* = {1, 2, 3, 4, 5 ...} o que

mostra a interacao pitagérica com sequéncias numéricas.

2.1.4. NUMEROS QUADRADOS OU QUADRANGULARES

S&o formados pela sequéncial +3+5+ 7 + ... + (2n — 1), onde cada numero
quadrangular representa curiosamente, através da disposicdo e quantidade de

pontos, o resultado das somas parciais dos niumeros naturais impares.

Qn=1+3+5+7+..+2n-1=n%
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Q2=1+3=4. ° °

e o o
( J [ ] (]
Qs=1+3+5=09, e o o
c o o o
c o o o
[ ] (] [ ] (]
Qi=1+3+5+7=16 e o o o

Apesar de pesquisas histéricas apontarem essa recreacdo numeérica de
autoria dos pitagoricos ter sido desenvolvida antes do nascimento de Cristo, ainda
hoje é comum ver nos livros didaticos a utilizagdo dos numeros figurativos para o

ensino de sequéncias numeéricas.

2.1.5. PARADOXOS DE ZENAO

Como afirma BOYER (2010) na matematica grega haviam duas escolas com

idéias muitas vezes antagonicas, as escolas Jonia e Pitagoricas.
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Os pitagdricos tinham assumido que o espacgo e o tempo podem ser pensados
como constituido de pontos e instantes, mas para os seguidores da escola Jonia era

defendida que o tempo e 0 espacgo séo continuos.

Em funcéo dessa dualidade Zendo, que viveu por volta de 450 a.C., prop6s

seus paradoxos.

O primeiro diz que antes que um objeto possa percorrer uma distancia dada,
deve percorrer a primeira metade dessa distancia, mas antes disso deve percorrer o
primeiro quarto, e antes disso o primeiro oitavo e assim por diante, através de uma
infinidade de subdivisdes. O corredor que quer pér-se em movimento precisa fazer
infinitos contatos num tempo finito; mas é impossivel exaurir uma colecéo infinita, logo
€ impossivel iniciar o movimento. O segundo paradoxo € semelhante ao primeiro,
apenas a subdivisdo infinita é progressiva em vez de regressiva. Aquiles aposta
corrida com uma tartaruga que sai em vantagem e € argumentado que Aquiles por
mais depressa que corra, ndo pode alcancar a tartaruga, por mais devagar que ela
caminhe. Pois, quando Aquiles chegar a posicao inicial da tartaruga ela ja tera
avancado um pouco; e quando Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga tera
avancado um pouco mais. E o processo continua indefinidamente, com resultado que

Aquiles nunca pode alcancar a lenta tartaruga.

Os paradoxos de Zenao apresentam uma aplicabilidade de sequéncias
numericas, prova esta da existéncia delas no cenario matematico grego nas escolas

Jbnia e Pitagorica.

No primeiro paradoxo podemos observar o uso da sequéncia:

2.1.6. OS ELEMENTOS DE EUCLIDES DE ALEXANDRIA

Os elementos de Euclides, é considerado por muitos, a producdo matematica

mais lida e mais notavel de todos os tempos. Um verdadeiro best seller.

Apesar da crenga que o0s elementos se resumem ao estudo da geometria isso

ndo é verdade. Esta obra possui importantes contribui¢des para outros campos da
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matematica, como na algebra e aritmética. O livro VIII, um dos treze livros da colegéo
comecga com proposicdes sobre numeros em propor¢cdo continua (progressao
geométrica), onde quando encontramos uma propor¢cao continuaa :b=b:c=c:d
entdo podemos afirmar que a sequéncia numérica a, b, ¢ e d apresenta um

comportamento curioso, pois seus termos formam uma progressdo geometrica.
Exemplificando:
3:6=6:12=12:24 =y (3 6,12, 24)

E importante ressaltar que as progressdes geométricas sdo sequéncias
numeéricas de notaveis aplicagdes em varios ramos da ciéncia e fenbmenos naturais,

sendo estudadas até nos dias atuais.

2.1.7. ERATOSTENES DE CIRENE

Uma outra demonstracdo da utilizacdo de sequéncias numéricas pelos gregos
foi dada por Eratéstenes na construgao do “Crivo de Eratdstenes”, onde ele chega a
uma sequéncia de numeros primos pela exclusédo, dentro do conjunto dos numeros
naturais de n-ésimas outras sequéncias dos multiplos de 2, 3, 5, 7, ... (com excecao
do 2, 3,5, 7, ...). Com isso apés retirar criteriosamente todas essas sequéncias, 0s

nameros restantes de dois em diante, seréo considerados primos.

1 2 3 4 5 6 7 8 S 10 11 2
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 &4 65 66 67 68 69 70 71 72
73 4 #5 76 + 8 79 80 81 82 83 84
&5 86 &7 88 89 S0 91 92 93 94 S5 96
97 98 9S8 100
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2.1.8. INTRODUCTIO ARITHMETICAL DE NICOMACO DE GERASA

Nicbmaco de Gerasa foi um neoptagorico que viveu por volta do ano 100. A
obra Introductio de Nicbmaco contém apenas dois livros, pelo menos € o que foi
preservado.

Na obra de NicOmaco muito se pode observar sobre as sequéncias
numericas, onde comeca com a classificacdo pitagorica dos nimeros em pares e
impares. Escreveu também sobre sequéncias de numeros primos, compostos e
perfeitos. Escreveu sobre 0s nimeros figurativos em duas e trés dimensdes. Escreveu
sobre as somas sucessivas dos cubos dos inteiros.

Segundo Boyer (2010), para Nicbmaco, a sequéncia dos nimeros naturais
comecava pelo nimero 3, pois segundo ele o 1 e 0 2 eram meramente geradores do
sistema numérico. Também afirmava que os numeros tinham qualidades, eram
melhores ou piores, mais jovens ou mais velhos e podiam transmitir tragos como se
fossem de pais para filhos.

Nicbmaco através de estudos e observacfes de sequéncias numéricas
adicionando a influéncia dos estudos de PitAgoras chegou a conclusdo que a soma

dos n primeiros cubos perfeitos é igual ao quadrado da soma dos n primeiros inteiros.

134+22=(1+2?=9
134+23+33=(1+2+3)°=36
13+23+33+443=(1+2+3+4)>=100
13+23+33+43+53=(1+2+3+4+5)2=225

13+23+3%3+4%+ . +n®=(1+2+3+4+..+n)
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2.1.9. MATEMATICA CHINESA

Nas palavras de Boyer (2010), a obra do matematico chinés Yang Hui
encontramos resultados quanto a soma de séries e 0 chamado tridngulo de Pascal,
especificamente na obra Espelho Precioso de Chu Shin, obra que marcou o fim da

idade aurea da matematica chinesa.

Vejamos agora algumas das muitas somas de séries encontradas no Espelho

Precioso:

(2n+1)

12+22+3%+ ...+n’°=n(n+1) 3l

(n+2)

1+8+30+80+..+n2(n+1)

(4n+1)
=n(n+1)(n+2)(n+3)X BT

Isso so evidencia o estudo de sequéncias numéricas pelos chineses.

2.1.10. MATEMATICA DOS HINDUS

Segundo BOYER (2010), durante o sexto século, viveram dois matematicos
hindus que escreveram obras importantes para o estudo da matematica. O mais
antigo e importante foi Aryabhatiya de Aryabhata. Sua importancia na india é

semelhante a de Os elementos de Euclides na Grécia, cerca de oito séculos antes.

Uma parte tipica do Arybhatiya é a que trata de progressfées aritméticas,
contendo regras para achar a soma dos termos numa progressao e determinar o
namero de termos, dados o primeiro termo, a razdo e a soma dos termos. A primeira
regra ndo era novidade, jA a segunda constitui uma explanagdo curiosamente

complicada.

Multiplique-se a soma da progressao por oito vezes a razdo, some-se 0
guadrado da diferenca entre duas vezes 0 primeiro termo e a razao, extraia-
se a raiz quadrada disso, subtrair-se duas vezes o primeiro termo, divida-se
pela razdo, some-se um, divida-se por dois. O resultado ser4 o minimo de
termos. (BOYER, pg. 144).
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2.1.11. MATEMATICA NA iNDIA

A india produziu muitos matematicos na segunda metade da idade média,
dentre eles o que teve maior destaque foi Bhaskara (1114 — 1185) considerado o mais

importante matematico do século em que viveu como descreve BOYER (2010).

Sua obra mais importante € Lilavati, contendo numerosos problemas sobre
uma infinidade de assuntos, dentre eles alguns envolvendo progressdes aritméticas e

geométricas.

Um problema que envolve progressao aritmética tem o seguinte enunciado:
“Numa expedigcédo para calcular os elefantes de seu inimigo um rei marchou 2 yojonas
no primeiro dia. Diga, calcular inteligentemente, a razdo com que sua marcha diaria
aumentou, se ele alcancgou a cidade do inimigo, a uma distancia de 80 yojonas, em

uma semana?”

2.1.12. O LIBER ABACI E A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Leonardo de Pisa (1180 — 1250), mais conhecido como Fibonacci (Filho de
Bonaccio), escreveu um livro intitulado Liber Abaci (livro do 4baco). Apesar do titulo,
o referido livro ndo trata do abaco, como afirma BOYER (2010, p. 173) “N&o é sobre
0 abaco; é um tratado muito completo sobre métodos e problemas algébricos no qual

0 uso de numerais indo-arabicos é fortemente recomendado”.

O Liber Abaci contém problemas muito interessantes sobre sequéncias

numeéricas. Podemos destacar um, muito parecido com o proposto no Papiro de Rhind:

“Sete velhas foram a Roma, cada uma tinha sete mulas; cada mula carregava
sete sacos, cada saco continha sete paes; e com cada pao havia sete facas;

cada faca estava dentro de sete bainhas.”

Podemos simbolizar esse problema com uma sequéncia numérica que indica
o numero de velhas, mulas, sacos, péaes, facas e bainhas. (7, 49, 343, 2401, 16807,
117649).

O problema que mais se destacou e serviu de inspiracdo a muitos

matematicos em todos os tempos foi o seguinte:
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“Quantos pares de coelhos seréo produzidas num ano, comegando com um
s6 par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a

partir do segundo més?”

A solucdo desse problema leva a uma das mais brilhantes e curiosas
descobertas matematicas, uma sequéncia numérica intitulada sequéncia de

Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de numeros, onde o niumero 1
representa o primeiro e o segundo termos, j& 0s demais séo originados pela soma dos

dois nimeros que o antecedem e 0s demais sao originados pela soma.

O que faz dessa ordem de numeros tdo especial é a sua ligagdo com o0s
fendbmenos da natureza e o valor aproximado da constante 1,6, quociente da divisdo

entre um nUmero e seu antecessor na sequéncia a partir do nimero 3.

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, ...

Os grandes estudiosos sempre procuraram a proporcao ideal a ser aplicada
nas construcdes e nas artes. E foi com esse propésito criaram o retangulo de ouro e
0s egipcios construiram as suas piramides. O retangulo obedecia a uma relacao entre
o comprimento e a largura, sendo a divisdo entre eles igual a 1,6. Esse quociente
também era registrado entre as pedras utilizadas na construcdo das piramides.
Considerando que a pedra inferior seria maior que a superior. Nesse caso, a divisdo
entre eles também seria 1,6, pois esse valor era considerado simbolo da perfei¢éo

nas construgdes, chegando a receber o nome de “divina proporgéo”.

Fibonacci ndo sO estabeleceu a sequéncia a partir do crescimento
populacional de coelhos, ele também descobriu a “divina proporcdo” em plantas,
exemplificada pelo espiral desenvolvida a partir da folha de uma bromélia, notando
gue o crescimento da espiral € semelhante ao do retangulo de ouro, obedecendo a

proporcao 1,618. Isso pode ser ilustrado através das figuras 2 e 3.
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Figura 2: Folha de Bromélia

Fonte: http://www.mundoeducacao.com

Figura 3: Espiral

Fonte: http://www.mundoeducacao.com

Temos ainda outras evidéncias da propor¢do aurea, ela foi muito usada nas
obras dos artistas Michelangelo e Leonardo da Vinci, pois eles observam tal proporcao
nas medidas. As figuras 4 e 5, apresentam exemplos de obras de Leonardo da Vinci

que foi feita obedecendo a proporcéo aurea.

Figura 4: Homem Vitruviano (1490 — Leonardo da Vince)

Fonte: http://matematicaeinteratividade.blogspot.com
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Figura 5: Monalisa

Fonte: http://www.gpe.360.com.br

Podemos verificar a presenca da razdo aurea nas medidas do corpo humano,

vejamos:

Altura da pessoa dividida pela altura do umbigo em relacdo ao solo. Medida
inteira da perna dividida pela altura do joelho até o solo. Medida do braco inteiro
dividido pelo tamanho do cotovelo até o dedo. Medida do dedo inteiro dividida pelo
tamanho da dobra central até a ponta.

Gracas a essas e outras evidéncias da razdo aurea no corpo humano,
algumas clinicas de estética usam tal razdo para buscar a perfeicdo em cirurgias

faciais.

2.1.13. GAUSS

O século dezenove merece ser considerado a idade de ouro da matematica.
Gauss, que viveu nessa €poca, foi sem duvida um dos maiores matematicos de todos
0S tempos.

Para BOYER (2010), Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) desde muito jovem
mostrava tracos de genialidade, isso pode ser ilustrado por uma narrativa de sua vida
guando ele tinha apenas 10 anos de idade.

Gauss quando crianga se divertia com célculos matematicos e certa vez, para
colocar a classe ocupada, seu professor mandou que os alunos somassem todos 0s
nameros naturais de 1 a 100. Quase imediatamente Gauss concluiu o trabalho

dizendo: “- Ai esta!” O professor ficou incrédulo, porém ao analisar sua resposta e a
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dos outros alunos observou que ele havia sido o Unico a responder corretamente 5050
e incomparavelmente mais rapido.

O menino de 10 anos evidentemente calculara mentalmente a soma da
progressao aritmétical +2 +3 +4 + ... + 97 + 98 + 99 + 100, tendo percebido que
nessa sequéncia de somas havia um resultado que se repetia 101: 1 + 100 =2 + 99
=3+98=4+97 =5+ 96 e assim sucessivamente. Entdo simplesmente multiplicou

50 x 101, pois 50 foi 0 nimero de vezes que essa soma apareceu.

2.2. DEFINICAO DE SEQUENCIA
Chama-se sequéncia infinita qualquer funcéo de |[N* em |R.

Assim em toda sequéncia infinita, a cada n € [N* esta associado um an € |R.
F ={(1, aa), (2, a2), (3, a3), ..., (n, an), ...}.

Quando uma sequéncia possui um numero limitado de termos dizemos que

trata-se de uma sequéncia finita.

\_ 1
N as | IR IN*

an

Sequéncia Finita Sequéncia Infinita
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EXEMPLO:

Considerando a fungéo f de [N* em |R dada por f(n) =3n -5

1 -2 f(1)=3.1-5=-2
2 1 f2)=3.2-5=1

IN*[ 3 > 4 IR f(83)=3.3-5=4
4 - f(4)=3.4-5=7
n 3n-5 fn)=3.n-5

E importante ressaltar que os resultados encontrados comp&e uma sequéncia

infinita, podendo esta ser representada por pares ordenados:
{1,-2);(2,1);3,4); (4, 7);...; (n,3n=5); ...}
ou entdo pode ser representada por suas imagens (-2, 1,4, 7, ... 3n = 5).

Quando a sequéncia € representada por suas imagens podemos afirmar que
cada elemento da sequéncia seguira uma sucessao ordenada de termos (a1, az, as,
as, as, ..., an, ...) de forma que a1 representa o 1° termo, a2 0 segundo termo e assim
sucessivamente e consequentemente o n-ésimo termo da sequéncia, que é o termo
geral, é indicado por an. Isso significa que se for necesséario encontrarmos o sétimo

termo, teremos simplesmente que substituirmos 7 na lei de formacéo da sequéncia.

Na sequéncia usada no exemplo (-2, 1, 4, 7, ..., 3n — 5) observamos que o
primeiro termo a: € igual a a — 2, o segundo termo az € igual a 1, o terceiro termo as €

igual a 4 e assim sucessivamente.

No estudo de sequéncias é necessario sabermos o conceito de operador

diferenca.

Seja (an) uma sequéncia qualquer. O operador diferenga, denotado por Aan, é
tal que Aan = an+1 — an. Isto & An € a diferenca entre um termo da sequéncia e seu

antecessor.
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2.3. FORMAS DE OBTENCAO DAS SEQUENCIAS
2.3.1. POR FORMULA DE RECORRENCIA
E fornecido o primeiro termo e a lei que possibilita obter os termos & partir

dos termos anteriores, ou seja, encontrar (an) a partir do antecedente (an -1).
EXEMPLO:
El) | a1=5,

an=an1+20, Vae|[Nen=2.

Temos:

N=2 mmp az=a1+20=5+20=25

n=3 mmp az=ay+20=25+20=45
n=4 wmmp a,=az+20=45+20=65
n=>5 e a5 = a4 + 20 = 65 + 20 = 85.

Observando atentamente percebemos que para obtermos qualquer termo a
partir do segundo € bastante somarmos 20 ao termo anterior, dessa forma poderemos

abandonar algumas formalidades e simplesmente montarmos a sequéncia:
(5, 25, 45, 65, 85, 105, 125, ...).
E2) ai = 3,
an=5.an-1,Vne|[Nenz=2.
n=2 mmp 3p=5 a;=5.3=15
nN=3 mmp a3=5.a2=5.15=75
N=4 sy a2=5.a3=5.75=375

N=5mmp as=5.a4=5.375=1875.

Percebamos que para obtermos qualquer termo a partir do segundo, basta
multiplicarmos por 5 o termo anterior, quando houver essa percepcao fica evidente a

montagem da sequéncia.

(3, 15, 75, 375, 1875, 9375, 46875, ...).
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2.3.2. POR UMA LEI DE FORMACAO QUE EXPRESSA CADA
TERMO EM FUNCAO DE SUA POSICAO

E fornecida uma formula que expressa an em funcéo de n.
EXEMPLO:
E1) Escrever a sequéncia cujos termos obedecem a leian =5n + 7, Vn € [N*.
Temos:
N=1mmp a1=5.1+7=12
N=2 mmmp a2=5.2+7=17
n=3mmp 53=5 3+7=22

N=4 wmp a,=5.4+7=27

Entdo poderemos escrever a sequéncia:

(12,17, 22, 27, ...).

E2) Escrever a sequéncia cujos termos obedecem a lei:

an=3"-5 , VnElN*.

Temos:
n=1 aa=31-5=-2
n=2 a2=3?-5=4
n=3 as=3%-5=22
n=4 as=3*-5=76.

Entdo podemos escrever a sequéncia:
(-2, 4, 22,76, ...).
E3) Escreva a sequéncia cujos termos obedecem a lei.

an=10"+1 , Vae|N-{O}
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ar=10'+1=11
az=102+1=101

a3 =10%+1=1001
as=10%+1=10001
as =10°+ 1 = 100001

as = 105 + 1 = 1000001.

2.3.3. POR UMA PROPRIEDADE DOS TERMOS

Nesse caso € fornecida uma propriedade onde os termos da sequéncia devem

obrigatoriamente apresentar.

EXEMPLOS:

E1) Escrever a sequéncia dos multiplos naturais de 3 colocados em ordem crescente,

temos:
0, 3, 6,9, 12, 15, 18, ...).

E2) Escrever a sequéncia dos numeros primos positivos colocados na ordem

crescente, temos:
(2,3,5,7,11, 13, ...).

Notemos que algumas sequéncias, como a dos numeros primos por exemplo,
ndo podem ser dados por férmula de recorréncia bem como néo existe formula para

calcular o n-ésimo termo.

2.4. CLASSIFICACAO
2.4.1. SEQUENCIAS MONOTONAS

a) Estritamente Crescente: Uma sequéncia é estritamente crescente se, e somente

se,an<an+1, Vne|N*,ousea ai<ar<as<..<an<..
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EXEMPLO:
2 3 n
. 1 5 1 Z 1 ") n+1 1
1 2 3 n i ,
Podemos mostrar que = , =, =, ..., —, ... € estritamente crescente,
23 4 n+1
vejamos:

O padrdao dos termos iniciais sugere que a sequéncia € estritamente
n

crescente. Para provar isso, seja an = a1

Podemos obter an +1 substituindo n por n + 1. Entéo:

n+l1 _ n+1
(n+1)+1 n+2°

an+1=

Assim, paran =1

n+1 n _ (n+1). (n+1)— n (n+2)

dn+1—an = - -
"t " Thn+2 n+1 (n+1). (n+2)

_ n?+2n+1-n?-2n
(n+1). (n+2)

1
= >0
(n+1) (n+2)
O que prova ser a sequéncia estritamente crescente.

Se para algum n € |[N* an+1 - an = 0, entdo a sequéncia é dita crescente.

Uma outra forma de afirmar que uma sequéncia é estritamente crescente é

guando a razao dos termos sucessivos € maior do que 1.

an+1
an

Vejamos o mesmo exemplo dado anteriormente:

n n+1
an = € an+t1 =——.
n+1 n+2
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Assim,

an+1 _ (n+1)/ (n+2) _ (n+1) (n+1) _ n?+2n+1
an  n/(Mm+1)  (@M+2) ° n  n2+2n

_ n?+2n+1 _
Uma vez que o numerador na expressao Zr7n excede o denominador,

an+1

tem-se que > 1 paran 2 1. Isso prova que a sequéncia € estritamente
crescente.

b) Crescente: Uma sequéncia € crescente, se e somente se, an < an +1, Vn € [N*, ou

Sejaarsazs<ass..<an<..

Exemplos:
1,1,2,2,3,3, ..
1,1,2,3,5,8, 13, ...

c) Estritamente Decrescente: Uma sequéncia e estritamente decrescente se, e

somente se, an>an+1, Vne [N*,ouseja:ar>az>as>..>an> ...
Exemplo: 1, %%, 1/, ... 1/, ...
Podemos mostrar que:
1, %, 1/5, ... 1y, ... € estritamente decrescente, vejamos:

O padréo de termos iniciais sugere que a sequéncia € estritamente

decrescente. Para provar isso seja:

a.nzl/n.

Entdo como foi visto anteriormente uma sequéncia é estritamente decrescente

quando an > an +1, Vn € [N* entdo:
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dn+1—an=

1
n

1
n

n—(n+1)

n(n+1)

n-n+1
n (n+1) B

_— 1 - <
I (l’1+1) - an+l - aAn 0

- an+1 < an .

Perceba que para qualquer valor que atribuirmos a n onde n € |[N* a expressao
-1
n (n+1)

sequéncia € estritamente decrescente.

resultard em um nimero menor do que zero, com isso estd provado que a

d) Decrescente: Uma sequéncia € decrescente se, e somente se, an = an+1, Vn € |N*,

ouseja,ar=zazzaz=..2an...
EXEMPLO:
e) Constante: Uma sequéncia é constante se, e somente se, an = an + 1, Vn € |[N*, ou
seja, a1 =az=as=..an=...
EXEMPLO:
2,2,2,2,2, ...
2.4.2. SEQUENCIAS ALTERNANTES

Uma sequéncia (an) € alternante se, e somente se, (an) ndo € mondétona.
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3. PROGRESSAO ARITMETICA

3.1. COMENTARIOS INICIAIS

Abraham de Moivre nasceu em 26 de maio de 1667, em Vitry, Franca.
Atribui-se ao matematico De Moivre uma lenda sobre um homem que previu sua
propria morte. As condi¢des da previsdo estdo dentro de uma narrativa que modela
grosseiramente varios aspectos da realidade. Por exemplo, dormir 24 horas seguidas
equivale a morrer, e assim por diante. A lenda é a seguinte: Um homem observou que
cada dia dormia 15 minutos a mais que no dia anterior. Se ele fez essa observacao
exatamente apoés ter dormido 8 horas, quanto tempo levara para que ele durma 24
horas seguidas, ndo mais acordando?

Considerando que oito horas possui 480 minutos e que 24 horas possui
1440 minutos, poderemos montar a seguinte sequéncia finita:

(480, 495, 510, 525, 540, 555, 570, 585, 600, 615, ..., 1440)

Observe que na sequéncia apresentada, cada termo a partir do segundo,
€ igual a soma do termo anterior com 15. A sequéncia construida é um exemplo de

progressao aritmética, que iniciaremos agora o estudo.

3.2.DEFINICAO

Progressao aritmética € uma sequéncia numérica onde cada termo, a partir
do segundo, € obtido somando-se o termo anterior com uma constante. Essa

constante € chamada da raz&o da P.A. e indicaremos por r.

A progresso aritmética € uma sequéncia regida pela seguinte férmula de

recorréncia:
air = a,
an=an1+r, Vne|N,n=2.
EXEMPLOS:
El) (-25, -20, -15, -10, -5, 0, 5, 10, ...) éuma P.A.de razdor =5
E2) (-40, -42, -44, -46, -48, -50, ...) é uma P.A. derazdor = -2

E3) (10, 10, 10, 10, ...) éuma P.A. derazdor=0
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A definicdo de progressao aritmética deve ser entendida através de exemplos
que instiguem os alunos a pensar e através das conclusfes chegadas, consigam
montar uma sequéncia, ou seja, para fixacdo da idéia de progressdo aritmética
podemos apresentar exemplos que os alunos compreendam como esta ocorrendo a
sucessdo de termos para que posteriormente consigam encontrar 0s proximos termos

e assim montar a sequéncia.

Os exemplos propostos devem apresentar padroes matematicos que existam
em fendbmenos naturais, na construcao de figuras, no cotidiano das pessoas, fazendo
uma conexao entre a matematica e a vida, isso possibilitard um interesse maior por

parte do aluno.

Para Lima (2011), uma boa forma de introduzir sequéncias numéricas, dentre
as quais se destacam as progressdes aritméticas, se refere a “padroes matematicos”
gue séo seguidas por “situagdes que ocorrem na natureza”, na historia da Matematica

e na vida econdmica da sociedade contemporanea.

Vejamos agora algumas atividades que possibilitardo aos alunos perceberem
algumas regularidades, padrdes que existam na constru¢ao de cada elemento que faz
parte da sequéncia, fazendo com que uma vez encontrado a logica que exista na
passagem de um elemento para O Seu sucessor, possa generalizar para
consequentemente obter qualquer elemento que faca parte do conjunto da sequéncia,
como também encerre sua observagdo com a construcdo de uma lei que possibilite

obter qualquer termo constituinte dessa sequéncia.

3.2.1. ATIVIDADES PARA FIXACAO DA DEFINICAO DE
PROGRESSAO ARITMETICA

a) (DANTE, p. 296 adaptado) Observe as figuras abaixo, formadas com palitos:

Nessa atividade podemos propor aos alunos que depois de uma rigorosa

observacdo possam desenhar as proximas figuras que compde a sequéncia, em
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seguida escrever uma sequéncia numérica da quantidade de palitos usados para
construcdo de cada figura, inclusive estimulando até a construcdo de tabelas,
encerrando o processo escrevendo uma expressao matematica que generalize a
sequéncia, possibilitando ao aluno encontrar quantos palitos serdo necessarios para
a obtencao da 102 158, 208, 1002, etc, ndo precisando para isso desenhar todas as
figuras até achar a procurada.

b) (IMENIS E LELLIS, 9° ano, p. 209 adaptado) Observe a sequéncia de figuras:

Trata-se de mais um exemplo de atividade em que o aluno podera observar o
padrdao de montagem de figuras para posteriormente tentar achar quais serdo as
proximas figuras, inclusive tentando achar a expressdo matematica que possibilite
encontrar a n-ésima figura. Nesse momento a percep¢do mais importante que 0s
alunos deverdo ter é que a quantidade de pontinhos para formar cada figura retratam
uma progressao aritmética, reforcando a aprendizagem da definicdo de progressao

aritmética.

Ao encontrar a expressdo matematica que generalize a sequéncia o aluno vai
tendo um primeiro contato com a conexdo da progressao aritmética com a funcéo
afim, j& que uma P.A. é uma funcgéo afim F, de dominio em |N*, nesse caso o numero
de pontinhos das figuras formam a P.A. (5, 9, 13, 17, ... ), onde ao relacionarmos a

ordem n da figura e a quantidade de pontinhos de cada uma formamos a tabela:
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Tabela 1:

Ordem n dafigura | N° de pontinhos que compdem a figura
5
9
13
17
21
25

o O &~ W N| B

N 4n+1

A representacdo grafica da funcdo F onde F(n) = 4n + 1 é 0 conjunto de

pontos a seguir:

Grafico 1:

21f------eme- - .

17f---------- '

13f------ -

v

12345
Lembrando que os pontos estao alinhados, porém nao formam uma reta, pois

F esté definida apenas para o conjunto |N*.

c) (RIBEIRO, Jackson. Adaptado) Alguns cometas, quando passam por determinados
pontos da Via Lactea, podem ser observados da terra a olho nu. Um dos mais

conhecidos desses cometas € o Halley, visto da Terra a olho nu pela ultima vez em
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1986. Esse cometa, famoso pelo intenso brilho que emite, tem periodos de 76 anos,

ou seja passa pelo mesmo ponto de sua Orbita a cada 76 anos.

A partir desse enunciado varias situacdes podem ser propostas aos alunos
afim de fixarem a definicdo de progresséo aritmética. Por exemplo podera ser pedido
aos alunos que construam uma P.A. de 10 termos que represente os anos das
préximas vezes em que o cometa Halley podera ser visto da Terra a olho nu, no caso
(2062, 2138, 2214, 2290, 2366, 2442, 2518, 2594, 2670, 2746).

Também podemos pedir que o aluno construa uma progressao aritmética
mostrando todas as vezes que o cometa Halley “visitou” a Terra desde o nascimento
de Cristo. Ao montar a sequéncia o aluno podera fazer uso de uma progressao

aritmética decrescente, cujo primeiro termo € 1986, vejamos:

(1986, 1910, 1834, 1758, 1682, 16006, 1530, 1454, 1378, 1302, 1226, 1150,
1074, 988, 922, 846, 770, 694, 618, 542, 466, 390, 314, 238, 162, 86, 10).

Situacbes como esta envolvendo fendbmenos naturais sdo muito bem
aplicados no estudo de progressdes aritméticas, dado que desperta a curiosidade no

aluno, fomentando o interesse deste na aprendizagem.

Existem muitos outros fendmenos periédicos que podem ser abordados,
contextualizando questdes de progressdes aritméticas, como exemplos podemos citar
0s movimentos de rotacdo e translacao da Terra, fases da lua, eclipses, estacdes do

ano etc.

Em linhas gerais, para o estudo da definicdo de progressdes aritméticas
devemos buscar situagdes que torne significativa a aprendizagem, que faca o aluno
descobrir padrbes e depois generaliza-los, que fagam conexdes com a vida, com
outras ciéncias, mostrando que a matematica existe dentro e fora dela, ou seja ndo
justificar sempre a matematica pela propria matematica, pois iSso costuma causar

desinteresse nos discentes muitas vezes.
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3.3. CLASSIFICACAO

As progressodes aritméticas podem ser classificadas da seguinte forma:

a) Crescentes:

Sao as progressoes aritméticas onde cada termo é maior que o anterior, iSSO

acontece quando r > 0, pois:
an>an1 <= an—an1>0 <« r1>0.

Exemplo: (7, 11, 15, 19, 23, 27, ...) € uma progressao aritmética crescente,

pois sua razao r = 4.

b) Constantes:

Constantes sdo as progressdes aritméticas em que cada termo é igual ao

anterior. I1sso s6 ocorre quando r = 0, pois:
adn=an1 <= an—an1=0 = r=0.

Exemplo: (7,7,7,7,7,7,...) € uma progressao aritmética constante, pois sua

razdor=0

c) Decrescentes:

Decrescente sdo as progressdes aritméticas em que cada termo € menor que

0 anterior, isso acontece quando r < 0, pois:
an<ani1 <= an—an1<0 @ r<o.

Exemplo: (8, 5, 2, -1, -4, -7 ...) € uma progressao aritmética decrescente, pois

suarazaor = -3.
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3.4. LEI DE FORMACAO

Vimos que a formula de recorréncia pela qual se define uma progressao
aritmética é:
air = a,

an=an1+r,Vne|N,n22.

Vamos admitir a1 como o primeiro termo da progressao, r como a razéo da

progressao, e o indice n como a posicdo que o termo ocupa ha sequéncia, teremos

entao:
az=artr
az=ax+r
as=ast+r
as=a4 t+r
an=an1+Tr

Somando essas n — 1 igualdade, temos:

a2t+tastastast..tani+tan-art+aztas+tast+...+an1t+(n-1).r.

\ J \ J
| /

\ Cancelam-se }
|

Poderemos entdo enunciar que na progressao aritmética onde o primeiro

termo é a1 e arazao ér, o n-ésimo termo é:

an=ar+(n-1).r.

Demonstracéo pelo principio dainducdo finita:
Paran=1, temos:
ar=ai+(1-1).r
ai=ai (SENTENCA VERDADEIRA)

Hipotese de Inducéo:

Admitamos ser valido paran = p

ap=a1+(p-1).r
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Provemos que vale paran=p + 1:

aprn=a1+(p+1-1).r

apri=ar+p.r=ar+(P-1).r+r=ap+r

ap mmp pela hipotese de inducéo

apti=aptr ja definida na férmula de recorréncia.

Entao: an=air+(n—-1).r , Vne|N*

Podemos ainda estabelecer uma relacdo da progressao aritmética com
fungbes polinomiais do primeiro grau, onde o n-ésimo termo de uma progressao
aritmética pode ser interpretado como sendo uma fungdo F : |N*=m |R, onde f(n) =
a.n+b,coma=reb=ai-r.Isso pode serobservado com a manipulagéo da formula
an=ai+ (n-1).r, vejamos:

an=ar+(n-1).r

an=ai+n.r—r

an=n.r+ai—r.

Comparando comf(n)=a.n+b

a.n+b=r.n +(@-r).

Temosquea=reb=ai-r, equere (ai—r)sdo termos constantes. Portanto,

qualgquer sequéncia onde o termo geral € dado por expressdes do tipo:

an=a.n+bh.

Onde a e b séo constantes, é uma P.A. de razéo igual a a.

Por exemplo, a sequéncia cujo o termo geral é an = 7n — 8 € uma progressao
aritmética de razdoiguala7eai1=-1,vistoque ai-r=bmp a1 —7=-8mp a1 =-1.

Isso deve ser ensinado de forma que essa conexao entre progressao
aritmética com funcao afim seja a mais natural possivel, pois relacdes como estas
permitem que o aluno perceba a ligacdo harmoniosa dos assuntos abordados na

matematica.
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EXEMPLOS:

E1l) Seja a Progressao Aritmética (P.A.) de dominio E ={1, 2, 3, 4} cujo termo geral é

an=2n -1.
a) Qual é a razdo dessa P.A.?
b) Quais s&o os termos dessa P.A.?
c¢) Faca o grafico de an em funcgéo de n.
SOLUCAO:
a)an=2n-1 r=2
byai=2.(1)-1=1
a2=2.(2)-1=3
as=2.(3)-1=5
ar=2.(4)-1=7
P.A.(1,3,57)

c)

| W N| | S
~N| o1 W) e

Os pares ordenados que deverédo formar o grafico séo: (1; 1), (2; 3), (3; 5),
(4; 7), isto &, apenas 4 pares e, portanto, 0 nosso grafico tem apenas 4 pontos. Esses

pontos ndo devem ser ligados, em fungédo do seu dominio:
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Gréfico 2:
an
Tl )
)RR .
3 .
1
1 2 3 4 n

E2) (RIBEIRO. p. 103 adaptada)

Camadas da Atmosfera

Termosfera - Camada que se estende da mesosfera até aproximadamente
500km de altitude. E nessa camada que ocorre grande trafego de alguns tipos de
ondas de radio devido a grande quantidade de gases ionizados.

Estratosfera — Essa camada que se estende da troposfera até cerca de 50km
de altitude. E nela que se encontra a camada de gas 0zonio (O3), responsavel pela
filtrac&o dos raios ultravioletas emitidas pelo sol.

Exosfera — Essa camada vai da termosfera até o espaco exterior. Em geral,
€ nessa camada que se instalam os satélites artificiais.

Mesosfera — Essa outra camada vai da estratosfera, até cerca de 80km. E
nela que ocorrem as temperaturas mais baixas, podendo chegar a -90° C.

Troposfera — Essa é a primeira camada da atmosfera, e se estende até cerca
de 17km de altitude nas proximidades da linha do equador. Nela ocorre a maioria dos
fenbmenos meteoroldgicos.

A temperatura diminui cerca de 5°C a cada quildbmetro que aumentamos na
altitude. Suponha que a temperatura diminua gradativamente a medida que
aumentamos a altitude, e considere que em um ponto R, situado na linha do Equador,

a temperatura a nivel do mar € de 30°C.

Escreva uma funcéo f: [N* = |R que expresse a temperatura T, em funcdo da
altitude, acima do ponto R.
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SOLUCAO: Perceba que a temperatura T em funcéo de cada quildmetro de altitude

acima de R descreve uma progressao decrescente de razdo r = -5. Vejamos:
(25, 20, 15, 10, ...).
Entdo considerando f(n) = Tequef(n)=r.n+ai1—r
onde : r =razdo da P.A.
n = altitude
a1 = altitude no ponto a 1km de R
segue que:
fn)=r.n+al-r
T=-5.n+25-(5)
T=-5n+30

E3) Dada a funcédo F : |[N*=» |R, ou seja, de dominio natural e contra-dominio real

definida por f(n) = 4n — 6, escreva a progressao aritmética obtida a partir dessa funcao.

Sabemos que an=a1+(n-1).r, e que relacionando com a fun¢éo polinomial

do 1° grau obtemos:

fn)=r.n+a1—r

Comparando com a funcéo f(n) =4n -6
4. n-6=r.n+a1—r
r=4 (1)
ar—r=-6(I).
Substituindo (1) em (1)
ai—4=-6

air=-2
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Encontramos assim a progressao aritmética de primeiro termo a1 =- 2 e razao

r = 4, entdo assim podemos escrever a sequéncia:

(-2,2, 6,10, 14, 18, ...).

3.5. PROPRIEDADES DA PROGRESSAO ARITMETICA

3.5.1. OBTENCAO DE UM TERMO CENTRAL ATRAVES DA MEDIA
ARITMETICA ENTRE O ANTECESSOR E O SUCESSOR
DESSE TERMO.

Em toda progresséo aritmética, dados trés termos consecutivos (..., an-1, an,
an+1, ...), exceto o primeiro e o ultimo (quando a progresséo for finita) o termo central

an corresponde a média aritmética dos outros dois.

DEMONSTRACAQ: Considerando trés termos consecutivos de uma progressio

aritmética an-1, an, an+1 =) COMO an— an-1 =TI € an+1 —an = I, temos que:
dn — an-1 = an+l — an

an + an = an-1 + an+1

2an = an-1 + an+1

_ap—1tan4q
an = f.

Entdo, an € a média aritmética entre 0 seu antecessor e seu sucessor.

3.5.2. SOMA DOS TERMOS EQUIDISTANTES

Numa progressao aritmética finita podemos afirmar que a soma de dois
termos equidistantes dos extremos equivale a soma desses termos extremos nessa

progressao aritmética.
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DEMONSTRACAO:
Dado a progressao aritmética finita (as, az, ..., aj, aj+1, ..., @ni, an+1, ..., an-1, an)

Note que aj+1 e anj Sd0 equidistantes dos extremos ai e an, entéo

demonstremos que an + ai = aj+1 + anj
an=ar+(n-1).r
an=ai+n.r—r (1)
aqai=ar+(j+1-1).r
arr=air+j.r ()
anj=ar+(n—j-1).r
anj=air+nr—jr—r cnr)

Fazendo:
[+ai=11+Ill
artnr—r+ai=ai+jr+ar+nr—jr—r
artnr—r=2ai1+jr—jr+nr—r
2aatnr—r=2ai+nr—r

O que prova que a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a

soma desses termos extremos.

3.6. SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA PROGRESSAO
ARITMETICA

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), € tido como o0 maior matematico do século
XIX, sendo considerado um menino prodigio. Quando ainda era uma crianga de
apenas 10 anos, seu professor, para manter a turma em siléncio por um bom tempo,
pediu que os alunos somassem todos os numeros de 1 a 100,ousejal+2+3+4 +
... +97 +98 + 99 + 100. Apds poucos minutos, quando seu professor menos esperava,

Gauss chegou a resposta e disse que a soma era 5050.
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O menino Gauss havia mentalmente calculado a soma da progresséo
aritmétical +2+3+4+ ...+ 97 + 98 + 99 + 100 observando que 1 + 100 = 101; 2 +
99 =101; 3 + 98 = 101 e assim por diante, executando 50 somas com resultados 51

em todas elas. Entdo simplesmente ele multiplicou 50 . 51 que resultou em 5050.

O que Gauss fezparasomasaP.A. (1+2+3+4+..+97+ 98+ 99 + 100)

pode ser generalizado.

DEMONSTRACAO:

Dada a progresséo aritmética finita de razéo r (a1, az, as, a4, ..., an-3, an-2, an-1,

an) a soma (Sn) dos seus n termos pode ser escrita da seguinte forma:
Sh=artaz+astas+..+ansz+tan2+ani+an. (1)
Ou de maneira equivalente:
Sh=an+an-1+an2+an3+..+as+az+az+a. ()
Somando membro a membro as igualdades | e Il, temos:

2Sh = (a1 +an) + (a2 + an-1) + (a3 + an2) + ... + (an2 + as) + (an1 + a2) + (an + a1)

Pela propriedade 2.5.2. sabemos que, numa progressao aritmética finita, a
soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a soma dos extremos. Entao,

temos:

2Sn=(aa+an)+(ar+an)+(@r+an)+..+(a1+an) + (a1 +an) + (a1 + an)

\ J
|

n parcelas iguais a (a1 + an)
2Snh =n (a1 + an)

_(@agt+ap).n
n— 2 .

Que é a soma dos n termos de uma progressao aritmética finita.
EXEMPLOS:

E1) Os nimeros naturais impares sao dispostos como mostra o quadro:
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12 Linha 1

22 Linha 3 5

32 Linha 7 9 11

42 Linha 13 15 17 19

52 Linha 21 23 25 27 29

Qual é 0 1° elemento da 432 linha na horizontal?
SOLUCAO:

Primeiramente teremos que encontrar quantos elementos existem nas

primeiras 42 linhas:

(L+2+3+4+5+6+..+42)

Isso resulta na soma de uma P.A. de razdo 1 com:

aa=1 e an=42

_(@1+an).n
gm—L  mc

2
(1+42) . 42
an = —————
2
an=43.21
an =903

Como nas 42 primeiras linhas existem 903 elementos poderemos certamente

afirmar que o 1° elemento da 432 linha sera 904° elemento.

Para concluir a questdo, basta agora encontrar o valor do 904° elemento,

portanto:
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an=ar+(n-1).r
asoa=1+(904-1).2
ag4=1+903.2
a4 =1 + 1806
agos4 = 1807
O 1° elemento da 432 linha ser4 o numero impar 1807.

E2) Os membros da escola pitagérica ao estudarem os numeros figurativos, definiram
como sendo numero de pontos em determinadas configuracdes geométricas. Entre
eles existem os numeros triangulares. Os primeiros niumeros triangulares sdo 1, 3,
6, 10 e 15.

o
o CY) 000
® o0 000 0000
() (X ) o000 0000 XX XX
10 20 30 40 50

Obedecendo-se & mesma légica de formacdo observada nas figuras, qual

serd 0 100° numero triangular?

Percebamos que o numero de pontos de cada triangulo segue a seguinte

l6gica:
1° ) 1
20 mmmmp 1+2
30 mmmmp 1 +2+3
4° mmmmp 1+2+3+4
Go mmm) 1+2+3+4+5

Entdo, seguindo esse padrao o 100° triangulo sera formadopor1+2 +3 + 4
+5+ 6+ ...+ 100 pontos. O que exibe a soma de uma P.A. de 100 termos, onde o 1°

termoé 1l e o0100°termo € 0 100 e arazdo é 1.
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Realizando as operacdes:

a; +a . n
o _(a1tan)

2
(1 + 100). 100
S100 =
2
101.100
Si100 = —
S100 = 5050

O 100° namero triangular é 5050.

E3) Um poco de petréleo que produz 100 barris de petréleo bruto por més se esgotara
em um ano. Em cada més, o preco se mantém constante e é dado por f(x) = 69,8
+ 0,2 x ddblares por barril, em que x = 1 representa 0 1° més, x = 2 0 segundo més,
e assim por diante. Qual sera a receita total proporcionada pelo poco, até se

esgotar?

SOLUCAO:
f(x) = 0,2x + 69,8 (1)
fX)=r.x+ @ —r) (n)

Comparando | e Il, concluimos que:

r=0,2
ai—r=:69,8
a1—0,2=69,8
a1 = 70,00

Entdo o preco mensal do barril de petrdleo naquele ano pode ser descrito

como uma P.A. com a1 =70,00 er =0,2. Entdo:
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an=ar+(n-1).r

a1z =70,00 + (12-1).0,2

a12=70,00 +11.0,2

a2 =72,20

Equivale ao preco do barril no 12° més.
Agora usando a férmula da soma da P.A.:

_(agt+ap). n
N 2

n

_(70+472,2). 12
B 2

S12

S12=142,20x 6
Si12 = 853,20
Encontramos 853,20.

Mas ndo podemos esquecer que sao produzidos 100 barris por més. Logo,
853,20 x 100 = 85.320,00.

CONCLUSAOQ: A receita total no ano proporcionado pelo poco é de 85.320,00 dolares.
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4. PROGRESSAO ARITMETICA DE 22 ORDEM

4.1. COMENTARIOS INICIAIS

Vejamos a sequéncia numérica (1, 3, 7, 13, 21, 31, ...), analisando de maneira
superficial chegariamos a conclusdo de que trata-se de uma sequéncia infinita

crescente.

Essa € uma verdade, porém se analisarmos com um maior critério, a
sequéncia revela uma outra verdade que muitas vezes passa despercebida, trata-se

da diferenca entre um termo qualquer, a partir do segundo, e seu antecessor, vejamos:

13-7=6
21-13=8

31-21=10

Montando a sequéncia obtida através das diferencas entre os termos

consecutivos nos leva a uma progressao aritmética ndo estacionaria.
(2,4,6,8,10,..)

Quando a primeira sequéncia ndo forma uma progressdo aritmética, mas a
diferenca entre seus termos consecutivos determinam uma segunda sequéncia
constituida de uma progressao aritmética ndo estacionaria podemos afirmar que essa

primeira sequéncia € uma progressao aritmeética de 22 ordem.

4.2. DEFINICAO:

Considere uma primeira sequéncia (b1, b2, bs, bas, ..., bn, ...) € uma segunda
sequéncia (a1, az, as, a4, ..., an, ...) formada a partir das diferencas entre os termos
consecutivos da primeira, quando a segunda sequéncia € uma progressao aritmética

nao estacionaria dizemos que a primeira € uma progressao aritmética de 22 ordem.
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Exemplos:
El) (3,5, 9,15, 23, 33, ..)

E2) (10, 15, 23, 44, 58, 75, ...)

4.3. LEI DE FORMACAO

Como consequéncia da definicdo de progressao aritmética de segunda ordem
onde tendo uma sequéncia (b1, bz, bs, ba, ..., bn, ...), que ndo representa uma
progressdo aritmética, mas as diferencas entre seus termos consecutivos formam
uma sequéncia (a1, az, as, a4, ..., an, ...) que constitui uma progressao aritmética nao
estacionaria, podemos encontrar a lei de formacédo de uma progressao aritmética de

segunda ordem. Vejamos:
Dada a sequéncia:
(b1, b2, bs, ba, ..., bn, ...)

Formemos uma segunda sequéncia constituida das diferencas dos termos

consecutivos da primeira.
ai=bz—b; =y bz=b1+a
a2=b3—b2 wmmp bs=b2+a, == b3=br+ar1+a
azs=bs—b: wmp bs=bs+a:; =y bs=bi+ai+az+as

as=bs—bs mmsp bs=bs+a4s = bs=bi+ait+az+az+as

bn=b1 +\a1+ at+taztast ..+ an-1}

|
soma dos n-1 primeiros termos da P.A.

bh=bi1+ai1+az+az+as+..+an1

a; +an—1). (n—-1
b = by 4 G2t no1). (71
\ 2 )
|
soma dos n-1 primeiros termos da P.A.
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Calculando o termo an-1

an=ar+(N—1).7r ey an-1=az+(N—-2).r ()

Substituindo: (1) em (1)

(a1 +a1+(n-2). r). (n-1)
2

bh=b1+

(2a1 + (n=2). r). (n-1)
2

bh=b1+

2a;. (n—-1)+ (n-1). (n-2).r
2

bh=b1+

(n-1). (n-2).r
2

bh=bi+ai.(n-1)+

EXEMPLOS:
E1) Encontre o 100° termo da sequéncia (5, 7, 10, 14, 19, 25, ...)

SOLUCAO: Através da diferenca dos termos consecutivos obtemos a seguinte

sequéncia: (2, 3,4, 5,6, ...)

Para encontrar o 100° termo da primeira sequéncia precisamos dos seguintes termos:
b1 =5 == Primeirotermo da 12 sequéncia

a1 =2 == Primeiro termo da 22 sequéncia

r=1 ==y Razdo da progressdo aritmética que representa a segunda sequéncia.

n =100===p Consideremos 100 termos ja que queremos o0 100° termo. Entdo

facamos uma substituicdo na férmula:

(n-1). (n-2).r
2

bh=bi+ar.(n-1)+

(100-1). (100-2). 1
2

bioo=5+2.(100-1) +



99,98 .1
bioo=5+2 .99+ —

bioo =5+ 198 + 4851
b1oo = 5054

Portanto, o 100° termo da sequéncia (5, 7, 10, 14, 19, 25, ...) é 5054.

OBSERVACAO:
Podemos simplificar um pouco a expresséao:

(n-1). (n-2).r
2

bn:b1+a1.(n—1)+

Bastante para isso sabermos bi, a1, e r. Nesse caso temos:
b1 =5 obtido na sequéncia ( 5, 7, 10, 14, 19, 25, ...)

a1 = 2 obtido na sequéncia (2,3,4,5,6, ...)

r=1, pois trata-se darazdo da P.A. (2, 3, 4,5, 6, ...)
Vejamos:

(n-1). (n-2).1
2

bhr=bi+ai(n-1)+

(n2-3n+2). 1
2

bh=5+2(n-1)+

nZ-3n+2
bh=5+2n-24+ —

n?-3n+2
bh=2n+3+ ———

4n+6+ n%2-3n+2
n =
2

n%+ n+8
2

n—
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Onde com essa expresséo podemos encontrar qualquer termo da P.A. de 22

ordem.
100%+ 100 +8
b1oo =
2
10000 + 100 +8
b1oo =
2
b1oo = 5054

Se quiséssemos achar o 1000° termo, fariamos uma substituicdo de n = 1000

na féormula.
n%+ n+8

bh=——"""

2

10002 + 1000 +8
b1o00 =

2

1000000 + 1000 +8

b1ooo =

2

b1o00 = 500504

E2) Dada a sequéncia dos nameros impares (1, 3,5, 7,9, 11, 15, ..., 2n - 1, ...), para
n=1, 2, 3, ... podemos utilizar quadrados para mostrar geometricamente a soma dos

n primeiros naturais impares:

1=12 143=4=22 143+5=0=32  143+5+7=16=42  1+3+5+7+9= 25 =52

Entdo, dessa representacdo geomeétrica podemos concluir que:
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1=1=12
1+3=4=22
1+3+5=9=3?
1+3+5+7=16=42

1+3+54+7+9=25=52

1+3+5+7+9+...+2n—-1=n?
Montando a sequéncia das somas encontradas:
(1, 4,9, 16, 25, ..)) (1)
Obtendo a sequéncia das diferencas dos termos consecutivos:
(3,5,7,9,..) (1)

A sequéncia (I1) é uma progressao aritmética de razéo r = 2, entdo chegamos

a conclusao que (1) é uma progressao aritmética de 22 ordem.

Através da lei de formacédo da progressao aritmética de 22 ordem qual o valor
dasomal+3+5+7+9+13+15+17+19+ ...+ 9997

Nessa sequéncia podemos perceber facilmente que temos a soma dos
primeiros 500 numeros impares, entdo essa soma representa o 500° termo da
sequéncia (1) (1, 4, 9, 16, 25, ...)

N&o esquecendo que podemos obter de (| ) a sequéncia das diferencas dos

termos consecutivos (3,5, 7,9, ...) (1l)

Usando a lei de formagdo dos n primeiros termos de uma progressao

aritmética de 22 ordem, podemos encontrar o termo desejado:

(n-1). (n-2).r
2

bh=bi+ai(n-1)+

(500—1). (500-2). 2
2

bsoo =1+ 3 (500 —1) +

bsoo =1+ 3.499 + 499 . 498
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bsoo = 1 + 1497 + 248502

bsoo = 250 000

4.4. RELACAO DA PROGRESSAO ARITMETICA DE SEGUNDA ORDEM
COM FUNCAO POLINOMIAL DO SEGUNDO GRAU

Quando a lei de formacdo de uma sequéncia é dada por um polinémio do
segundo grau, dizemos que a sequéncia € uma progressao aritmética de segunda
ordem, em outras palavras podemos relacionar uma progressdo aritmética de
segunda ordem com uma func¢éo polinomial do segundo grau com dominio |[N*, como

podemos mostrar:

Partiremos da lei de formacéo da progressao aritmética de segunda ordem

(n-1). (n-2).r
2

bh=bi+ai(n-1)+

Fazendo o desenvolvimento:

(n2-3n+2).r
2

bh=bi1+ain—-a1+

r 3
bn=b1+a1_n—a1+5n2-5r.n+r

r 3
bn = En2+a1n -Ern+b1—a1+r

r 3r
bn = En2+(a1 -?).n+(b1—a1+r)

Observe que o termo bn pode ser visto no aspecto de uma funcao polinomial

r 3r
do segundo grau (f(x) = ax? + bx + c), onde: a:E , b:al-; ec=bi-ai+rde

modo que podemos escrever o termos geral bn como b(n) = an? + bn + ¢ com n € |[N*.
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EXEMPLOS:

E1) Dada a funcdo polinomial do segundo grau b(n) = n? + 2n — 2, com n € |N*,
verifigue que a imagem obtida quando atribuimos a n os valores (1, 2, 3, 4, 5, ...)

determina uma progressao aritmética de segunda ordem e represente graficamente.

SOLUCAO: b(n)=n2+2n-2
b(1)=12+2.1-2=1
b(2)=22+2.2-2=6
b(3)=32+2.3-2=13
b(4)=42+2 .4-2=22
b(5)=52+2 .5—-2=33

b(6)=62+2.6—2 =46

Resulta na sequéncia (1, 6, 13, 22, 33, 46, ...) que é uma P.A. de segunda
ordem, visto que a sequéncia das diferencas entre os termos consecutivos € (5, 7, 9,
11, 13, ..).
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REPRESENTACAO GRAFICA:

Grafico 3:
L ]
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Perceba que o gréafico é formado por um conjunto de pontos ndo continuos,

dado que o dominio é o conjunto |N*.

E2) A soma dos n primeiros termos da progresséao aritmética (3, 7, 11, 15, 19, ...) pode
ser escrita como Sn = 2n?+ n para todo n. Escreva a progressao aritmética de segunda

ordem gue podemos obter a partir das n somas sucessivas dos termos dessa P.A.
SOLUCAO:

Sh=2n%2+n
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Paran=1 mmmp S1=2.1°+1=3 =) 3

Paran=2 mmmp S>=2.22+2=10 mmmp 3+7
Paran=3 mmmp S3=2.32+3 =21mmmp 3+7+11
Paran=4 wmmp S;=2.42+4=3c mmmp 3+7+11+15

Paran=5 mmmp Ss=2 .52+5=55 mmmp 3+7+11+15+19

De fato, as somas obtidas (3, 10, 21, 36, 55, ...) representam uma progressao
aritmética de segunda ordem, pois a partir dessa sequéncia podemos obter a
sequéncia das diferencas dos termos consecutivos (7, 11, 15, 19, ...) que é uma
progressao aritmética de primeira ordem, ou melhor é a propria progressao aritmética

inicial, & partir do segundo termo.

Um outro forte argumento para fazer a associacdo da expressao geral que
indica a soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética com uma
progresséao aritmética de segunda ordem, é saber que a formula da soma resulta em
uma funcéo polinomial do segundo grau onde, conforme j& foi definido a sequéncia
gue exibe as sucessivas somas, € uma progressao aritmética de segunda ordem.

Vejamos:

_(@pt+ap). n

| -  Sn= > — Formula da soma dos n primeiros termos de

uma progressdo aritmética de primeira

ordem.

- an=a1+(n-1).r _ Formula do termo geral de uma progressao

aritmética.

Substituindo-se Il em I:

ai +a+(n—1).r). n 2381 +nr-r). n
Sn=(1 1(2)) ‘Sn:(12)
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2a;.n+n?. r—-rn
Sn=
2
r (2a4 —1r). n
Sh=—n?

Como a férmula da soma de uma progressao aritmética pode ser escrita como
um polinbmio de segundo grau, podemos concluir que as situagbes que envolvem
soma de uma progressao aritmeética de primeira ordem pode ser entendida como uma

progressao aritmética de segunda ordem.

Se fizermos a interpretacdo gréfica das sucessivas somas de uma progressao
aritmética, veremos que resultara em pontos de uma parabola, respeitando o fato de

nao tracarmos continuamente a parabola, ja que o dominio é o conjunto |[N*, vejamos:

Gréfico 4:

iy +das+ag+ay |—-—————————— -2

i+ as+ay|—-——————— -

i + s |— — — — — <

i |- — _?
I
I

- - - - - - - - - - - —_ —_- —_ - - — - - = = =
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4.5.SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA PROGRESSAO
ARITMETICA DE SEGUNDA ORDEM

Como vimos anteriormente, o termo geral de uma progressao aritmética de

segunda ordem pode ser escrita como:

bh=bi1+ai(n-1)+

Observe que o termo

(n-1). (n-2).r
2

(n-1). (n-2).r
2

combinacao, mais precisamente Cn-1,2 dado que:

Como (n-3)! Aparece no numerador e no denominador, a divisdo de

B (n—1)!

Cn1,2 (n—1)—2]!. 2!
(n—-1)!
Cn-12:( _3)1 . 2!
(n-1) (n-2). (n—-3)!
Cn1,2=
(n-3)! . 2.1

dara 1, logo:

(n-1). (n-2)
2

Cnhi2=

Entdo o termo geral da progressao aritmética

bh=bi+ai(n-1)+

(n-1). (n-2).r

pode ser escrito como:

bh=bi1+ai(n-=1)+Cn12.r

pode ser escrito como uma

(n-3)!
(n-3)!




Aplicando o somatorio em ambos os membros:

k k
Z::l bn = Zl (b1+ai(n—=1)+r.Cni2)
k
Z:l bn = Sk

(Soma dos k termos)

Sk :nz::l b1 +;1 ai(n-1) +,;1. r.Cnui2 (1)
N

Parcela 1 Parcela 2 Parcela 3

Analisando separadamente as parcelas:

k

Parcela 1: &= bi como b1 é constante teremos (k . b1)
k

n=1

Da parcela 2: > ar. (n = 1) como a1 é constante pode sair do somatorio
resultando em:
k 0+k-1). k

k (k—1)
' 2

=al

k
Isso dizemos pois,z

#=1 (n — 1) € uma progressao aritmética de primeira ordem
com o primeiro termo zero e razéo 1.
k

k
Da parcela 3: nzzl Chi12.r= rn; Cn1,2

Perceba que nédo faz sentido falar em Cn-1,2 para n < 2 (pois, paran = 1=+ Co2

e paran =2 =»C12 que ndo faz sentido zero tomado dois a dois ou um tomado dois a

dois) e ainda mais, na realidade a razdo r sO surgira a partir do 3° termo da P.A. de
segunda ordem. Vejamos:

70
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Lembre-se da sequéncia (b1, b2, bs, ba, ..., bn, ...) que quando representa uma
progressdo aritmética de segunda ordem podemos formar uma sequéncia das

diferencas dos termos consecutivos retratando uma progressao aritmeética.

ai=b2—bi1™ b2=bi1+a1

a2:b3—b2-’b3=b2+az-’b3=b1+a1+a2"b3=b1+a1+a1+r)

A razéo aparece pela primeira vez
guando obtemos o 3° termo da P.A.
de segunda ordem.

k k k
Assim, r .;1 Cni12=r. ngs Ch-12, maso somatc')riongs Cn-1,2 representa a soma

da coluna 2 do triangulo de Pascal:
(@)
G ©
@ @ G
G O & 6
G O & @ O
G 60 @ 60 @O 6

@O @ 60 O 6 - @

.

Coluna Coluna

Z€ero dois
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1
1 1
1 2 1

Coluna dois

Conclui-se que:

k
Cn-1,2 = Cks3 . Logo, a parcela 3

=3

3

k
Zl Cn12.r=Ck3.r
Substituindo a analise das parcelas 1, 2 e 3 na equacéo | teremos:

k (k-1
Sk=bi.k+a1. ( )

+Ck3.r

Onde:
b1 = Primeiro elemento da P.A. de segunda ordem;

a1 = Primeiro elemento da P.A. de primeira ordem que é formada a partir das

diferencas dos termos consecutivos da P.A. de segunda ordem;
k = Namero de termos a ser somado;

r = Razéo da P.A. de primeira ordem.
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EXEMPLO:
E1) Qual a soma dos sete primeiros termos da sequéncia (8, 14, 22, 32, 44,...)?
SOLUCAO:

Primeiramente temos que atentar ao fato que a sequéncia (8, 14, 22, 32, 44,
...) € uma progressao aritmética de segunda ordem, dado que (6, 8, 10, 12, ...) que é
a sequéncia das diferencas dos termos consecutivos € uma progressao aritmética de

primeira ordem de razéo 2.

Agora € soO fazer uso da formula da soma dos k primeiros termos da

progressao aritmética de segunda ordem.

k—1)

k
Sk=bi1.k+a1. +Ck3.r

7 (7 —1)
S7=8.7+6.T+C7,3.2
. _ 7Y _ 7! _7.6.5.4l _ _
Temosque.C7,3—3!(7_3)!—3!4!— e - (-5=35

Voltando para a expresséo da soma:
S7=8.7+6.7.3+35.2
S7=56+126+70
S7 =252

Logo, a soma dos 7 primeiros termos da sequéncia é 252.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo realizado por meio dessa dissertacédo abordou o tema sequéncias e
progressdes aritméticas de primeira e segunda ordem. O foco é o ensino médio,
fazendo, com isso, a exibicdo da tematica de maneira simples sem no entanto
abandonar os fundamentos da matematica. Deste modo, as principais definicbes
foram feitas, propriedades e formulas foram apresentadas com suas deducfes e

demonstracoes.

Nesse trabalho ndo houve a intencao de exibir um banco de formulas sem
aplicacdes e com demonstracdes complexas. Houve sim, a utilizacdo de situacoes
gue por acontecerem com regularidade, instigam o aluno a identificar esses padrbes
e partindo desse foco, poder generalizar, entendendo assim as definicbes. Para isso
foram utilizadas situagBes contextualizadas, fatos histéricos e uso da
interdisciplinaridade.

Ao fazer uso do contexto historico de sequéncias ndo houve a intencéo de
apresentar uma rigorosa analise dos fatos e problemas que ocuparam a mente de
importantes matematicos. O que advém é a apresentacao de situacdes curiosas com
intuito de despertar no aluno o interesse por esse estudo, outorgando uma proposta
aos professores do ensino médio que se utilizem dessa conexdo de fatos histéricos
com os temas abordados, no propoésito de enriquecer suas aulas, criando um maior

interesse nos alunos em continuar explorando o tema.

E importante mencionar que houve uma apresentacio do estudo das
progressfes aritméticas de primeira ordem conectados com as fun¢des polinomiais
do primeiro grau, e das progressdes aritméticas do segundo grau agregadas as
funcdes polinomiais do segundo grau. Assim, constroi-se com essa relagcdo uma visao
sistematizada nos campos de estudo da matematica, mostrando assim que a

matematica pode ser ensinada de maneira integrada.

Ressalto aqui a dificuldade de encontrar materiais voltados a progressao
aritmética de segunda ordem em livros, artigos e sites. Principalmente nos livros

voltados ao ensino médio onde no maximo foram encontrados breves comentarios
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sobre o0 assunto. Por conseguinte, foi apresentado por meio desta dissertacdo que é
totalmente possivel o ensino das progressbes aritméticas de segunda ordem no
ensino meédio, sobretudo por sua relacdo direta com as funcdes polinomiais do

segundo grau, tema esse largamente presente nesse nivel de ensino.
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ANEXOS

QUESTOES ENVOLVENDO PROGRESSOES ARITMETICAS NO ENEM

A - (ENEM 2013, questéo 149) As projecdes para a producao de arroz no periodo de
2012 — 2021, em uma determinada regido produtora, apontam para uma perspectiva
de crescimento constante da producdo anual. O quadro apresenta a quantidade de
arroz, em toneladas, que seré produzida nos primeiros anos desse periodo, de acordo

com essa projecao.

Ano Projecéo da producéo (t)
2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que devera ser produzida no periodo de
2012 a 2021 sera de:

a) 497,25
b) 500,85
c) 502,87
d) 558,75
e) 563,25

SOLUCAO:

A sequéncia que corresponde a projecao da producéo de arroz no periodo de 2012 —
2021 (50,25; 51,50; 52,75; 54,00; ...) € uma progressao aritmética de primeira ordem,

pois a diferenca entre 0os termos consecutivos é constante:
51,50 — 50,25 = 52,75 - 51,50 = 54,00 — 52,75 = 1,25.

Essa diferenga constante constitui a razdo da P.A. Encontrar a quantidade total de
arroz que devera ser produzida no periodo de (2012 — 2021) € encontrar o resultado
da soma da producéo desse periodo.

A formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmeética
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Sh =——, depende do primeiro termo do nimero de termos e do ultimo termo

2

a ser somado (an). Logo, para realizarmos essa soma precisamos do termo aio que &

a projecao da producéo de 2021. Para isso usaremos a formula do termo geral:

an=ar+(n-1).r

awo =50,25+(10-1).1,25

ai =50,25+9.1,25

aw = 50,25 + 11,25

aio = 61,50

Usando agora a formula da soma:

_(@1+an).n

Sn=
2
(50,25 + 61,50) . 10
Si0=
2
S10=111,75.5
S10 = 558,75

Portanto, a alternativa correta é a letra D.
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B - (ENEM 2012, questdo 149) Jogar baralho é uma atividade que estimula o
raciocinio. Um jogo tradicional é a Paciéncia, que utiliza 52 cartas. Inicialmente sdo
formadas sete colunas com as cartas. A primeira coluna tem uma carta, a segunda
tem duas cartas, a terceira tem trés cartas, a quarta tem quatro cartas, e assim
sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas, e o que sobra forma o
monte, que sao as cartas nao utilizadas nas colunas. A quantidade de cartas que

forma o monte é:
a) 21
b) 24
Cc) 26
d) 28

e) 31

SOLUCAO:

Comecaremos a solucéo apresentando a sequéncia das sete colunas de cartas (1, 2,
3,4,5, 6, 7) que é uma P.A. de primeira ordem, de razdo 1 com 7 termos onde o

primeiro termo vale 1 e o sétimo termo vale 7.

Com base nessas informacdes calculemos a soma da quantidade de cartas dessas

sete colunas:

_(@it+ap).n

Sh=
2
1+7).7
TR/
2
S7=28

O monte é formado pela quantidade de cartas ndo usadas nas colunas, equivalendo

a quantidade total de cartas subtraida das cartas que formaram as colunas:
52 -28=24

24 cartas formam o monte: alternativa B.
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C - (ENEM 2011, questdo 162) O numero mensal de passagens de uma determinada
empresa aérea aumentou no ano passado nas seguintes condi¢des: em janeiro foram
vendidas 33 000 passagens; em fevereiro, 34 500; em marc¢o, 36 000. Esse padrdo
de crescimento se mantém para 0s meses subsequentes. Quantas passagens foram

vendidas por essa empresa em julho do ano passado?
a) 38 000
b) 40 500
c) 41 000
d) 42 000

e) 48 000

SOLUCAO:

A “chave” da resolucdo dessa questao € perceber que a sequéncia formada pelos
nameros obtidos pelas vendas mensais de passagens por essa empresa aérea a partir
de janeiro do ano em questéo. (33000, 34500, 36000, ...) € uma PA.

Para obter o nimero de passagens vendidas por essa empresa aérea em julho,
precisamos apenas encontrar o sétimo termo da sequéncia az. Usaremos para isso a

férmula do termo geral da progresséao aritmética:
an=ar+(n-1).r

az = 33000 + (7 — 1) . 1500

ar = 33000 + 6 . 1500

az = 33000 + 9000

az = 42000

Entdo no més de julho foram vendidos 42000 passagens. A solucao é a letra D.
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D - (ENEM 2010, questdo 149) Uma professora realizou uma atividade com seus alunos
utilizando canudos de refrigerante para montar figuras, onde cada lado foi representado por
um canudo. A gquantidade de canudos (C) de cada figura depende da quantidade de
quadrados (Q) que formam cada figura. A estrutura de formacao das figuras esta representada

a seguir.

(Foto: Reprodugao/Enem)

Figura | Figura | Figura 1l

Que expressao fornece a quantidade de quadrados de cada figura?

a) C=4Q

b) C=3Q+1

c) C=4Q-1

d C=Q+3

e) C=4Q-2
SOLUCAO:

Para resolver essa questdo é importante perceber a ligacdo clara entre progressao

aritmética e funcao afim no contexto.

Para obtermos o termo geral de uma progressao aritmética, dependemos do primeiro
termo e a razdo. Nesse caso o termo geral é a quantidade de canudos. Cada figura é

um termo que € composto por um determinado nimero de quadrados, entao temos:
Formula do termo geraldaP.A.an=a1+(n—-1).r
Reescrevendo para obtermos uma funcéao afim de dominio |N*:

an=ai+n.r—r

an=r.n+ai—r

Como o termo geral é a quantidade de canudos obtidos em fungdo do numero de
guadrados e que cada figura é obtida acrescentando trés canudos, podemos escrever

da seguinte forma:
an=r.n+ai—r
C=3.Q+4-3

C=3Q+1 Portanto, letra B.
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E - (ENEM 22 Aplicagdo 2010, questdo 137) Nos ultimos anos, a corrida de rua
cresce no Brasil. Nunca se falou tanto no assunto como hoje, e a quantidade de
adeptos aumenta progressivamente, afinal, correr traz inGmeros beneficios para a
saude fisica e mental, além de ser um esporte que ndo exige um alto investimento

financeiro.
Disponivel em: http://www.webrun.com.br. Acesso em: 28 abr. 2010.

Um corredor estipulou um plano de treinamento diério, correndo 3 quilébmetros no
primeiro dia e aumentando 500 metros por dia, a partir do segundo. Contudo, seu
meédico cardiologista autorizou essa atividade até que o corredor atingisse, no
maximo, 10 km de corrida em um mesmo dia de treino. Se o atleta cumprir a
recomendacdo médica e praticar o treinamento estipulado corretamente em dias
consecutivos, pode-se afirmar que esse planejamento de treino s6 poderd ser

executado em, exatamente,

a) 12 dias
b) 13 dias
c) 14 dias
d) 15 dias
e) 16 dias

SOLUCAO:

Primeiramente é importante entender que o aumento de 500 metros por dia durante o
treinamento fard com que as distancias percorridas nos sucessivos dias formem uma

progressao aritmética onde o primeiro termo € 3000 e a razéo € 500.
(3000, 3500, 4000, ...)

Podemos escrever o termo geral dessa sequéncia da seguinte forma:
an=ar+(n=-1).r

an=3000 + (n—1) . 500

an = 3000 + 500n — 500

an=500n + 2500
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A recomendacao meédica € que no maximo o atleta corra 10 km, ou seja 10000m num

anico dia de treino. Temos que:
an=500.n + 2500

Pela carga permitida de treino:
an < 10000

500n + 2500 < 10000

500n < 7500

7500

~ 500
n<15

Logo seu planejamento de treino s6 podera ser executado em no maximo 15 dias,

pois passando disso ultrapassaria a carga maxima diaria.

Resposta correta, letra D.
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F - (ENEM 22 Aplicagdo 2010, questdo 139) O trabalho em empresas exige dos
profissionais conhecimentos de diferentes areas. Na semana passada, todos o0s
funcionarios de uma dessas empresas estavam envolvidos na tarefa de determinar a

qguantidade de estrelas que seriam utilizadas na confeccdo de um painel de Natal.

Um dos funcionarios apresentou um esboc¢o das primeiras cinco linhas do painel, que

terd, no total, 150 linhas.

W W WRW W W

12 22 32 42 58 1502

Interbits®

Apos avaliar o esboco, cada um dos funcionérios esbocou sua resposta:
Funcionario |: aproximadamente 200 estrelas.

Funcionario II: aproximadamente 6 000 estrelas.

Funcionéario lll: aproximadamente 12 000 estrelas.

Funcionario IV: aproximadamente 22 500 estrelas.

Funcionario V: aproximadamente 22 800 estrelas.

Qual funcionario apresentou um resultado mais préximo da quantidade de estrelas

necessaria?
a)l
b) Il
c) Il
d) IV
e)V
SOLUCAO:

A distribuicdo de estrelas nas linhas sucessivas formam uma progressao aritmeética
de razédo 1. Percebemos também que o numero da linha equivale a quantidade de
estrelas: 12 linha: 1 estrela, 22 linha: 2 estrelas, 32 linha: 3 estrelas, e assim

sucessivamente de modo que a 1502 linha tenha 150 estrelas.
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Entendido isso, a questdo se resumird a somar a quantidade de estrelas das 150
linhas. Utilizarei para isso a férmula da soma dos n primeiros termos de uma

progressao aritmética:

_(@1+aq).n

Sn=
2
_ (1+150).150
nT 2
_ 151.150
151150
2
Sn=151.75
Sh=11325

Portanto o funcionario que deu a resposta mais proxima da correta foi o funcionario

[ll, que respondeu 12000 estrelas. Letra C.
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G - (ENEM PPL 2013, Questao 170) Para um principiante em corrida, foi estipulado
0 seguinte plano de treinamento diario: correr 300 metros no primeiro dia e aumentar
200 metros por dia, a partir do segundo. Para contabilizar seu rendimento, ele utilizara
um chip, preso ao seu ténis, para medir a distancia percorrida nos treinos. Considere
que esse chip armazene, em sua memdéria, no maximo 9,5 km de corrida/caminhada,
devendo ser colocado no momento do inicio do treino e descartado apos esgotar o

espaco para reserva de dados.

Se esse atleta utilizar o chip desde o primeiro dia de treinamento, por quantos dias
consecutivos esse chip podera armazenar a quilometragem desse plano de treino
diario?

a) 7

b) 8

c) 9

d) 12

e) 13

SOLUCAO:

Primeiramente vamos montar a sequéncia das distancias percorridas dia a dia nos

treinos:
(300, 500, 700, 900, 1100, ...)

Percebemos que trata-se de uma progressao aritmética cujo primeiro termo € 300 e a

razdo 200, com isso podemos obter o seu termo geral:
an=ar+(n—-1).r

an=300+ (n—-1).200

an= 300 + 200n — 200

an=200n + 100

Sabemos que n equivale ao numero de dias e que a soma das distancias
armazenadas tem que ser no maximo 9500m, podemos usar a férmula da soma dos

n primeiros termos de uma progressao aritmeética.



(@1 tan).n
- 2

n

(300+200n+100). n
2

(200n + 400) . n = 19000

200n2 + 400n — 19000 =0

Podemos dividir ambos os membros por 200 e tornar a equacédo mais simples:

n2+2n-95=0

<9500

Resolvendo a equacao do segundo grau:

A=b2-4.a.c

A=22-4.1.(-95)

A=4+ 380
A =384
—b+VA
n=
2.a
_—2++/384
n="%

o —2—2\/384 —)

N&o serve, pois nesse caso a raiz ndo podera ser
negativa.

. —2++/384
n =——m
2
Considerando v384 = 19,
—2+4 19,5
n= T = 8,75

5
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Porém, o numero de dias tem gque ser um numero natural, portanto para nao

ultrapassar a capacidade de armazenamento do chip, podemos afirmar que o chip sé

podera armazenar as informacdes até o oitavo dia. Letra B.



