
���������	�� 
����	� �� ����

�������� �� �	�������	 � ���	������	

�������� �� 	�
����� ����

���� ��

	�������� �� ���� �������

����������� �	��
������ 
����������	 	

���������� ����	� ��
� � ������ ������

�����
� �	 ���
� ����

�������

��	






������� �� 	�
�� ���

����������� �	��
������ 
����������	 	

���������� ����	� ��
� � ������ ������

�������� �	 
������� �	 
��� ���	�	����� �� �������� �	 ���	������ 	 �����������

�� ����	������	 �	�	��� �	 ������ ���� ����	 ��� �	������� ���� ���	���� ��  �� �	

�	���	 	� ���	������!

"�	� �	 
���	�������# ���	������ �� ������ $�����

%��	������# &��'! (�! )�������� )�� �� *+����

�������

��	




 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação na (CIP) 
GPT/BC/UFG 

 
 
R586e 

 
Rios, Evandro de Moura. 

Estatística Descritiva, Probabilidade e Estimação: 
Noções para o Ensino Básico [manuscrito] / Evandro de 
Moura Rios. - 2014. 

109 f. :  il., figs, tabs. 
 
Orientador: Prof. Dr. Valdivino Vargas Júnior; 
Dissertação (Mestrado) – Universidade Federal de Goiás, 

Instituto de Matemática e Estatística, 2014. 
       Bibliografia. 

Inclui lista de figuras. 
1. Estatística matemática 2. Probabilidade e estatística 

I. Título. 
                                        CDU: 519.2 

 
 





����� �� �������� �����	
���� � ������
 
 ��������� ���
� �� 
���
� ����� ��
�
���

��� 
 
������
��� �
 ���	�����
��� �� 
���� � �� ������
����

������� �� 	�
�� ��� ��
������� �� �
�������
 ��
 ���	�����
�� �����
� ��

������ �����
�������� ��  ����� �� �
�������
 
�
  ���
��� !����
 � "������ ��


���	�����
��  ��
��
� �� ������ � ��#����� �� ������ #���
����
� � �$��� �� ���%��


�
 ���� &����
 � ��	
�
� � ��#����� ���	��������� �
 �
����
�� '�#
�



�� ���� ���	�
�� ��� ��� ��� ������ ��	�
��� 	� ���

��	�
�� �� ����	 �	 ����
��	 ��� ������ ���� ��

���� ��	 	��	����	��� ��	�
�� � ����� ���������

�



��������	�
��

������������� � 	�
�� �� ����� �� ������� ���������� ��� ����� ���� �
��� ����

�� �
� ��� �
 ������� ����

��� ��
� ��� ������ � ������ ��
� ������ ���
�� � ������ ��
� ����� �����
� �

��� ���� ��� ��
� ������ !��"�� � ����� #��$� �
������ %����� � &������ ����� ����

�� ��
� ���������� '������ � �
������ ����� ���� � ����� "�� ���� ��� �� �(���� ����

�
 ���
$� �� �
� ������ �������� ���� ����� ��������� $ �� ����� "�� ���� ���

��� ������ � �
� $ ������ ������ �� �������� ��������� � ��� ��������� 
� ����

���������� � �������������� ����� ��� �������� ���� �� ������

�� ���"����� )�������� ��� ���*���� �� ���������� � ��������� �
� �������� ��+

� ��� � �����
��� ����� ���������� � ������������ ���� �
�� �
��� �
� ��� �����

��� ���������� ��� ��� ����������

� ����� �� ������� ���� ���� �� ���� ��� � ������,���� �� ������� '������ -��+

����� �� &
���� ������� .��/��� ��� 0����� � ��
 �(+��
�� 1��� �
��� ���
���2

3������� 0���� #4����� ����������� �� ������ � ������ �� ���
��� ������ �
���

��� ���*��

��� ��"������� ����� �� 0�
,� ����� #��
� &����� �� ����� #��$ 5
���� 6���� &�
,�

�
������� ����� �� &�������� �7��� #��$ �� 0�
,�� !�� ����� 0����� ��
�� .�����
�

�� �,����� '�����
�� � '��$��� �� 8
����, &������ ���� ���� �� ��������� �� �����

�
����

�������� 9 &���0 ��� �
���� ���������� � ����� �� �������� ����
��,�
 �

���
��� �� ����� �� ���7��� �� ��������� �
� ����� �� ����� �� ���� �������,�
 ��

���
��� ��� ������7���� ��� � "������� �/���� �
� ������ ������ ���� ���� :
��� 9 ;-��

� � ���*� <������� ��
 ����������� ����
���� ��� $ ������ = �����> !����������



������

����� ������	
 ��������
� �
�� � ����������� ��������� � �
� ����� �� ����������

������������ ���� ���� ����������� ������
� ��
�����
� ����� �� �������
 ����� 
 ��� �

�������
 ����� 
 �����
 ����������� � 
 ��� � ����
 ��� ������ !��� "
������
�

�
� ������� ������ !�� �� ����� ��#����� ��� ������	���� ������ �
�����
� �#���
� ��

�����$���� ������������

����������	��


����������� ���������� %�
����������� �����$���� ������������ %
���� &
� ��
�����

����� &
 '#�����

(



��������

�� ���� ���	
 �	 �	�
��	 ��� ��	 �	�
�����	 ��������� ��� ��� �� ���������� ���

�	
	�	� ���	
 ���� ��	�
	���� �
��	��
�� �	 �
� �� �
�� � ��
���	� �	��		� ����

�� �����	� ���	 	�	�	���
� ������ ��� ���� �� ���	 �
���������� �	 �����	 ����

���	 �	�
������� �� �
����� �	����� ���� ��
�	� ���	 ���� ��	��� �� ����������

���	
	�	�

��������

�	�
�����	 ���������� �
���������� ���������� ���	
	�	� ����������� �����	�  ���

!��������

"#



����� �� ��	
���

� �������	
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� �������� �� ���������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �	������ �� Ω � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������  �����	�� �� ���!	!����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "

" ������  �����	�� �� ���!	!����	�� #$$% � � � � � � � � � � � � � � � � � "�

& '	!��	 ( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ")

* +��� ��
 �	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )*

) +��� ��
 �	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

� ,����� �� -����!����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� .������/�� 	 -	���� �� �
	 	
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� 0�	���� -��1�� ��
 �	 �	��	2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

�� 0�	���� -��1�� ��
 �	 �	��	2 #$$% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��



�������

� �������	
� ��

� � ����� ��������� ��

� ����� ���������� ��

� �����������  ������ �!

��� ��������	
� ���
	�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �����	�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����	�� ����	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �	��	��	� �� �� �����	�	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

" ���������� #����$����� %�

��� ���	���"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !#

��� ���	������ �� $������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

��� ���	������ �� $��	��� %������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !�

��� ���	������ �� $�&	�� '����	�	�(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � !)

��� *�������� �� ���+���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !!

& #����'����� �� #����� (���������� � )*��� !+

% ,��-����� �� .��� -��� � #����� �'���� !�

,�� ����� �� �� -��� � �� ��	���. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

,�� /�0� 
�� ���� * 1 /�0� �� 2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

,�� /�0� 
�� ���� ** 1 /�0� �� �� �� 3�-� � � � � � � � � � � � � � � � � �,

,�� ���
��� �� � -��	 �� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �##

,�� %������ -�	&�� ��� ��� ��0��4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�

� /��������	0�� 1���� �+%



� �������	
�

�������� �� 	�
���	���� �
 �
 � ����������� �
�
 �
� �	�
�
����� ���� ���

�
����
��� �
 ������
 �
 ����� ��	�
�������
� ��� 	����������� ��� ���� ���
���� ��
���

��� ����
 	��� 
��
 ��������� � ������
 �� �
 � 
������� �
��
 � 
����� ������
����

��� 	���
 ��� ��������
� ��
��� �
��� ��������

 
��
 ��������� 	������!�
 	���
����
��
� �
���"�� �� 
����� ��	�� �
 ���� �

	���
 �
 
���������� �
�������� 
 ���
�
������ #
��� 
��
 
������ ���� ���
 �
$����� �

������� �� 	����
�� �� �
 � �
��� �� 
����� ������ 
� �
���%� &� ��
��� ������� ��


���������� 
 � �
 � �
��� �
	��� ���
��
 ��� ��������
��

' ����������
� � ��	���(���� �� 
���������� ��� ���� ���
���� ���	�� �� ����
!

���
���� 
 � 	���� ������ � � 
)�������� �
��� ������� ��� ���� ���
���� ������ �


�������%�� ���� 	�� 
)
�	��* �����������%�� �������� ������
��� 	
�������� 
����!

���� 
��
�������� 	���������� ��������� �
������� ���������� "���
����� 	���������
�

���
���� 
���
 �������

+�����
����� � ��	���(���� �� 
����������� ��� ���� ���
���� ���	��� ����
 ���

�,���� 
� �
���%� � ����� �
 ��	���(���� ���� � 
��� ������� �� 
����� �������

�
��
�
!�
� �� 
����� ������� �� ����������
��� ������
���
� �� �
 ��" �
�!

	
��� �� ��
��� �
 ������
 ��������$���� 	�����������
� 
 ����
� ������� �
 
�����������

�������� �
��� ���
 �� 
�����%� ���� ������
��� �� ��������%��

-��
����!�
 �
 �
 	��
 ��� ����� ���� ���������� � 
��
� �
���� ����� �� 
�����

������
����� .���������� ��� ��
��� 
 
)	
���
���� ���� �����
���� ��� 
)	
���
�!

���� 
 �
������� ��� 
� ������ ���� /��
��� � ��	������
 �
 
��
��
� ���� ����


��
�����
���
� 	�	����%� 
 ��������� ������
 �
 �������� 
 � �
	�
�
����������
 ���

��������
� ������� 
� �������� ����
 �
�
�������� 	�	�����
��

���
���!�
 
��
 ��������� ��� �
������
� ��� ����� ����� 
 �
�������� �������


� ���� 
)	
���
���� ��� � ��/
���� �
 ������������ ������ 	����������� �� 
�����%�

������ � ��������� �
 ����� ���� ������������ � ����������� �
��
 � ������ #�����
�����

� � ����� ���������

����
����
��
� ����� ������"�� � ����������� �� ����� �� �
�	�� ������ �

	������ ����������� ����� �%� 
)������
� �� �������� �
 �
 ���
� �� ��� +����%� /� 
���

�
���"���� �
���� �� 0����1���� +���� 
 ������

23



������� ��	
� ��� � ������� ������ ��	 
��� ���������� � �	
�
�	
���� �� ����
�

����� �� � !���	� ����
� ����� �� ��
��� 
�	
�!��
�� ���� �� ���!���� ���	������ "

���� � #��	"	 � ��	
��$%� �� ��� ��		� ���
� � �����	��!��
� �� 
��� � ��!������� ��

&	����� ��	����� '�!��	 ��� ����		�! 	����� � �("���
�)

* &!������� �"	�� +���	
� ,-�� ��	��� ���� . ��� �"	�� *
������ +���	
� �!

/0 �� 	�
�!��� �� 10 �)�)2 ��� � ���!���� �!������� ��!���� � 	�����
�� �! 	�� ��������

��� 	� 3��		� � ���	� �� 
��� &!�"��� 4�!���) + ������� 5����*5 " �������� ��

������� 5�����4�5� ��� �! 6�
�! 	����3�� 57+8+45)

+����� 	������ ��	
� ��� �! !����	 �� 9:;� ���	 ������	
�� � &����
�����

<���'��!� & 	�����
�� �! �����
�!��
� �� 
���	 �	 �����������	 � 	��	 ��	���
���	

�������
=���	� ��! � ��
��$%� �� �	
�������� �!� 
�(�$%�) 7��� �	
� ����	
�� ��� ���
�

�! �! ����� ��
�
����� 5>�!�	��? ���@5)

#�	� !�	!� ��� � ��=
��� �� ����
�� ����	 	���� ������$A�	� �����������	� ���B

!��	� �����$%� � �!��	
�	 ��		� ���'����� ����	 �������	 � !�	���
C!���	 ��! ��
�	

�� ���	
�� 	�!��
� �� 	"���� 8D&& � �	
�
�	
��� ��		�� � 	�� ���	������� ��	�������

��
E��!�� 
���� ��!� ��F�
��� �=	��� � ��	���$%� ��	 ���	 �� �	
���)

+ ������� �	
�
�	
��� ��� ���'��� ���� '�	
������� � F���	
� ���!%� <�

�����

+�'��G��� ,9H9IB9HH/2� !�	 ��! 	����3����	 � ��F�
���	 �������
�	 �������	 ��� �����B

!��
�! � �	
�
�	
��� #������) �� ��������"��� ���
C����� � �����
� 5�7+7&�7&��5

�������� �! 9HIH)

�� &����
���� �� 	"���� 8D&&� 	������! �	 ���
!"
���	 ����
���	� ���
�� �	 ����	

��	
�����!B	� .�'� <����
 ,91/:B91HJ2 � K�����! L�

? ,91/0B91;H2) <����
 ��	���

�! /J �� +���� �� 91/: �! 6�����	� &����
����) M��'� �� �! ��!������
�� ������ ��B

���	�	 �����	 ����	) �!���� �%� 
��'� �	
����� �! ���'�!� ������	������ ����� �!

������� �� ������ �
������� ��
����
���) �! 911/� <����
 �������� � ��!�	� ��
����

��� L���
���� *�	����
���	 �� 
'� 6����� ����	 �� #��
���
? ,*�	����$A�	 ��
����	 �

L���
���	 �� 
�(� �� !��
������� ��������2) �	
� ��� � 	�� ���!���� 
��
�!��
� �	B


�
�	
��� �� ����	 ��!���=3��	) �	
���� � !��
������� �� ������ �� 6�����	 � �	

����������	 ��	 ���	�	 ��
����	� 	�����	 � ����
���	 ��		� ���E!���) +
���"	 ��	 7=B

���	 �� #��
������� ���������	 �� ��
��� �� ��	
� �� ������ �� 6�����	� <����
 ���

�!� ��=��	� �(��	
��� �� � !��� �� ��		��	 ��� !�����! �� �=���	 ����$�	 � �	
�!��

� � !��� �� ��	��!��
�	 �� '�!��	 � !��'���	) M�� � ���!���� �	
�
�	
��� � �����

��	����$A�	 ��
�� 	�(�	 � !�	
��� ��� ��	���! !��	 '�!��	 ��� !��'���	) ��! �

	�� �!��� K�����! L�

? ,91/0B91;H2 ������ � �	���� ��	 5+��
!"
���	 L���
���	5 ���

	� ���������� ��! � �	
��� ��!"���� ��	 ���E!���	 	�����	 � ����
���	� �� ��	�� ��

9J



���� ����	�	�	�
�� ��� ������� ������������ ����� ����� � ������ ��� ����	�	����

����	��������� ��� ����������� � ����� �� ������ ��

!� "�	�� �	��� �� ������ #$#� �� ���%�� &����	 '()*+�(,(-. � /��0��

1���� '()+-�(,(*.� � ��������2� 30��
��� !������ 30���� '()+)�(,(4. � � ����2� 5������

6����� 7���8��	0 '()*9�(,:;.� ��	�
��� �����	���� ��	�����	� 
������� ���� �

�����
��
���	� �� $����2���� 7�	�	��	���� ��	�� ��� ����� �< ���� �����	���	�

������������ ��� 	����� =��	���� � ������ ������
� ��
���� � >��� ������� '()9-�

(,+;.� /����� ?� @����	 '()-;�(,+-. �� � ��������� � A����� �� 5��0�� '(),4�(,;:.�

>��� ������� '()9-�(,+;. �������� � ()-, ���� =������� B��
����	C � ������

����	� ���������� �� ��	��� �� �
����%� �� ���8��� ��������� �� �	���� ��	�	��	����

��� �������� ����<����� ������������ �� � �
����%� � 0�����	��������� 7 (),;� ���

����� ��� ����	� ���� �� A�C�� ?����	C �� 1������ 7�	�� (),+ � (,(: �����
�� �

���D��	� �� () ��	���� ��������� E�	0��	���� =��	����	��� 	� 	0� 30���C 7
����

	���� �� ���	������F�� ��	�����	� ����	��	�� ���� � �����
��
���	� �� 	�����

�� ������� �� A������%� � �� =�� ����	� �� =�������%�� �� ��� �� 	��	� �� 0��<�

	���� �� ������������� 7 ��� ������� ���� 	�����0�� ���� ���������� �� ��
��	�

G���	��H�� ��� ������ � �������� �� /��	�� 5���H A��0��� /����� '();4�(,4;.

� 5������ @��	�� '()::�(,((.� ��� �� 
������ ���	������%� ��� ��� ���� � 	�����

�� �������%� � �� ��������%�� ��� � ������ ���	�������� ���� � �����
��
���	� ��

��	�	��	��� ��� �� ���������� ����	� �� ����� � ����������	�� 5�� � �������� �� ���

���	���	� �� 7�	�	��	��� �������� �� B��
����	C =������ 1����� � (,(( ��� ��� �

������� �����	���	� ���
����	���� �������� I ��	�	��	��� � 	��� � �����

/����� ?����C @����	 '()-;�(,+-. ��	���� J����� � E�	��	��� �� !�8 =���

���� K������ 7 (),, ��� ���	��	��� ��� J����� �� =��
�D���� @������ � �������

�����
��
���� � 	�����0� ��	�����	� ����	��	� �� ���� �� 7�	�	��	���� ��
���

I ����������� �� �������� ����� ���
�����	�� �� �������� ���	���� ��	������ ����

��0���� � ��������� �� ���
�D�� @����	 ����
�� � 	��	� 	 �� ?	����	 ������� �� ����

	������%� �� ��������������� 7���� �����	���� ���� ���������� � (,4) �� ��
��	�

G���	��H�� ��� � �����L��� �� ?	����	� ����� ����� � �� ��
� � ����	��	�

���� ��� ��	���� ��	�	��	����� @����	 ���
� � �����L��� �� ?	����	� ���� � =��
�D��

��� @������ �%� ����D�
� ��
���� ��� ���������	�� �� �	���� ��	�	��	���� ��� ��	�
�

��������� �� ���	���� �� ��������� �� ���
�D��

� ���	������%� �� A����� �C��� 5��0�� '(),4�(,;:. ���� � 7�	�	��	��� E������

�� �� �"
����� � ��� ����	��	� � ������
� �� 	����� 5����� � ��	������ ����

B��
�������� �� =������� � (,(:� ��� � �������� �� ������� ?	�	��	���� 1�����	��C

(9



�� ������	�
�� �����
 �	�
������ �� �
��������� �
���������
 ��
�������� ����


���� 
 ������
�������
 �� ����������� �����
 �� ��������� ��� ��������
� 
� �����

����
� �� ����� �����
 �� �!��������
�� ����
��"���
 
� �
�����
� �� �����
��"��
 �

�� ��#���� �� $���%����� ��
��������
� ����
 ����
� ����������� &
 ��������
 �
�

��
� '(� ����������� 
 ��� � ���
��� ������ �
�
 � ��������� �� �
����� �����������

���������� ������� �
 �
�����
 �� ���
������������

)���� #��� �� �������	��
 �!���������� ���
������ ���� 
 ������
�������
 ��

����������� � � *�
��� ��� +�
������������ ,���������� �
�������� �������� � 
��	��

�
 -#����
 �� +�
����������� .� �����/�� ������
����� �
�  
	
� �� �"�� ��� 
 �������

��������
 0��� 123(4�23567 ��������
� . 8����� +����� 123'9�233'7�

&
 ������
� 
���
� ���
��� ��������� ��� 
 -#����
 �� +�
����������� ���� �

��� 
��	�� �� :�#���� �
� �������� ��;��<���� ���� =��� +���
�� 1266>�2>247� ���
���


-�����
 12>(2�2>437� &��
�
 ?
����� *����	��� 12>((�2>>47 � ������
 ������� 12>36�

236'7� *�<� ��
� ���
�� �� +����� ��� �������
 ��� � @������� �
 ��	
� 	�
������
@ �
�

� @�������"� �
 �"��@ ����� ��	�� � ��� �
�� ��<����� -��������� A�B	��� 123'C�23C>7

������
� 
 �������
 ���
�����
 @D� ����
������ �� =��
 �����@� ��� � �
��������



 �������
 ����
 �
��� 
 -#����
 �� +�
������������ ���� ����
� ����� ���� � �
�#���

��������������� �� ����
��"�� 
 �
�����
 �� ��������� �����#�����

�
��;���� E������ �
� =�����" 12363�24237 ������ �����
���� �
 �����
 �
 -#��

���
 �� +�
������������ ���������
 �� �������
 �
��� � @���� �
������F���@ � 
���


�
��� �������/�� .� �����/�� G���������� =�����" ������ �������
� H������ 8���
����

123>6�24(>7 �
 �����
 �
 -#����
 �� +�
������������ �� � 	����� 
���� ���
������

@��� -
� �������@� ;
� ��������� 
��
 ��
� ��F� � ��� �
���� �� ��� -
� �������

�� H������ 8���
����� ;
� ��������� � ��	
�
������� ��
���� � =�� �
� ������� &I���

�
� �� 8���
����� �
��������� 
 �������
 ��
���� ������� +
����� ��"�� ��� 	����� .�

�
��������/�� �� 8���
���� 
 -#����
 �� +�
����������� �������� 
 ������ �� ��<�����

���� �� 
��� �F����� �� 8���
����� 
 �����
 �
 �����
 J$:: ;
� ������
 ���
� �����
�

�� +����� ���
�� �� 0
���
�� 12345�242C7�� �� ������� D� 0
���� 12334�24>67�

���������
 *�� D
������ 
; -�������

K �!���������� ���
������ ;����� ������� �
 ��������
 *�
��� 8�B�� 124('�

24327 � ���� �� ���� 
 �
�����
 �� ��
���������� �������� ������
���
 �
� ������/��

�� ��� �� ������� �
 ���������� ���� 
 	����� 8�B�� ;
����� ������� �
 ��
���� ���

���� ��� �
�� � �
 �
������
 ��� ������ ��"�� �� ��� ���
���L � �������� ��������� ��

��������"��
 �� ��;��<���� ������������

)� �����
� �
� ������
�
� +������M��
� =������ 1246C�25'47� H
���� -��� ?����

23



����� ���		 
��������� � ������� ������� ������	 �������� 
���������  ����  �!

����!���	 ���� � ��	�!"��"���!�� �� #$����� �� %������������	& '�"��� ��	 !�"�	

�(����	 � ��(��	) � �������� �� ������� �� ���*) �!�������� +,�(���� �!��-����� ��	

%���������(	+) ��( � ���	�!�� ( ��!	������� �� ��	 ���	 �������!��	 ��������	 	����

� ���(���&

����!! #��� .�������� ���		) ��� �		�� �� �	���!���� � ������� �� /�	��"��0���

�� �����!1�!) �� ��2� ����	�!��� � �	���� �!�������� +,������ �����!����!�	 /�

	��"������� 3�������	 4�!���	 /�!�5��+) �5���!�!�� ��� ������ 	���� � �!$��	� ��

��	��"�67�	 �����$"�� � �������� ���� �� ��8!���) ����1�!�� � ����� �� ������69� ��

#$����� �� %������������	&

�!���!� ��1�	��! #���!�� 
��2������ �������� � ������:!��� �� ,����� ��	

�������������	 !� �!$��	� �	���;	����) ��!�� 	��� � ���!���� !� �������!�� �����$����

��	  �!<��!�	 ���!<����	& =��	 �����	  ���� ���������	 �� +35��	����! �� �� ��(����

��	 ���!��	 �� ��	 ����������(	+&

>� 	�1�!�� ������ �� 	(���� ?@? � ,����� ��	 %������������	 ���!1�� ��

��	 ��!��	 ���	 ����	 ��� �	 ��������	 �� �	���� ��		�  �!���� ��� %� !��- �"�

"��� #���-	��" 
��*������) ��� ��!��� ��� �����	�!��!��	 ���� �!���� �!���-�"���

4��A�" 
������**� � ���A	�!�� 4�A�����"��� �-���!�" 
���������& #�!����) � 	��

����� �5���!��  �� �!���- >�A���-�"��� B����1���" 
��2C�����) � ���� 	� ��"� ��

�	���� �!��	��!	$"�� 	���� �	  �!����!��	 �� ,����� ��	 %������������	) ��!���!���

+���!���1�� � ��� D��	����!����A�������!�!1+) ��������� �� ��CC& 3� ���2  �� ���

��E��� ���� � @!1�8	 	�� � �;���� +.��!�����!	 � %���������-+&

=�1�!�� %����� F��G) !� H��	��) �� ���C)  �� ������ !� 3	���� #�!����) 	���		���

�� 3	���� 4������) � ������� �� 3��!���� %��;����) 3	���;	���� � %��!�;���	 �� '������

����!�	�����"�& / �������� � ������ �	�� �������  �� ��	( �� =��"� %���!��	) ��� �!

���	�"�) �����E�� � �������� ��!	� 1���� �� ���(���& ���!�	 �� ��*�) ��!�� 	�1�!��

%����� F��G) � �	���� �� �	���;	���� ��0����)  �� �!�����E��� !� 3	���� %����(�!���) !�

������� �		����� ��� ���1� B� ���) ������� +3	���;	����) 3��!���� %��;���� � .�!�!

6�	+& 3� ����) ���	� � �������� "�	������� ���� � ���	� �� �������� �� 3	���;	����)

!� I!�"��	����� 3	������ �� J�� �� ��!����&

3	�� �!����		� �� ��	����� �� ����� ������ �� ��	�0��� �� 3	���;	����) ( !�	

��	����!�� � �������!��� ������ � ��!��K�� ��� ( �!	�!��� ��L� !�	 �	����	) ��!��

�� "�	�� ��� ���!�	 !� M!�� �� 	(���� ��		���) � 3	���;	���� ��		�� � ������ ��1��

�� ��	����� !� ��!�� ����8����& #��� ���� �5��� � �!��!69� �� ��	��� ��� ��!��

���	 ��!����� �!��� � ��� ( �����	�� !� �!	�!� �(��� � � ��� ( ��  ��� �����$"�� !�

��



���������	 
��� ��� ��� � ����� �� �������������

� ����� ��	��
���

�� ��
���������� �������� ��
 �����
 �� ������� � �
����
����	 � ���� �


��
��
�����
 ����� ������ ��� ��������� ����� �� ������ ��������� ��� �������

������	 ���� ��� ������� � ��
������ �� ��� ������� ���������� ���� �
 �� ��������
	


� ���
 ���
����� �����
 ������
 �������
 �� �����
 �������
 �� ��������
! "� ����

���� ��� ����� �����	 ��� ������� � 
�� ����#����	 
� �����
 �����
 �������
 �����

��
��
���
!

" �� ���� �����
 ������ ������	 ���� �
 ���
 �
�����
�
	 � ��� ��#����	 ��

���
 �����
������	 �� ���� �� ����������	 ������� $
����
�����

%�&� ���	 �
�������� �� � ������� �
����
���� ��� ���
 
���������
� '� 
������

���
 �����	 �
����
���� 
������� �� �������� �� ����
 ��������
	 ���� ��� ����(

���	 � ��
������� �� �� ���� �� ����&��	 � �)���� �� ��
�������
 � *&���
 �� ��

���
	 � +,- �� �� ���
	 � �

�� ��� ������� . ������� �
����
����	 ���� �� ��� ������

�������������	 ���&�� ��
���� �� ���� �� ���������� �� �����
� ����
 �
����
����
�

. ���������	 
� �
���� � �
����
���� ��
�������	 �� � � �����

� �� ���
���� ��

�������� �
 � ������ �� ��������
 �� �)����
	 �� ����� ����
��������� ������
 ����


���� ���&������
 �����������	 ���� ��� �������	 ���� � ��������� �� �� ���
� $�


������	 
� �
���� � �����#���� �
����
����	 �� ���
�
�� �� �
����� �����������
 �� ���

������ ��������� � ������ �� �&
����� �
 �����
 �� ��� ���
��� ��
���

/" �
� �� �������� �
 �� ��� ���
��� ���� �������� 
�&�� � ���� ��0 �����

�� ��������� ������ �� ������� ��
 ��

��
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�� �&
����� ���� ��� ��0�(

������ ������� 
� � ����� �� ��� �
�� ���������� ��� �� ��� � ���������

������� �� 
��� "�	 �����	 ����� �� ���������	 ��*
 ������������ ��

������ �� ������� ���� &���� �� �����	 ������ 
� ��� ������� �� ��� �
 ��(

�����
� $
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�� ����
12�3�
 &�
����
 �� ������������
 ���
����
/�2-�

�&

� 4�������	 5675	 ��58739:;

,������ 
������� �� ����� �����
�	 ����0�� ��� ���
� �� ������ . �����#���� ����


�� ��������	 ����� 
� ����� �� �����

�
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� ������ � ������
 �
	 �� ��������	

����� 
� ��� �� �
������� ���� � ������
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����� ���	 �
������ ������ ��
�� �� ��������� ������ ���
���	 �������	 ����

����� ����������� � ������ ��
���������������� � �������� 
�� � ��������!

" ������ ���
��� �� ������ � ���� �� #�� ��	 ���� ��� ������� �� ���


�
������ "	 � ������ #�� ����� �� �������� �� " ��� �� ��� �� $	 � �� ���������

#���#��� ������� �� $ #�� �� ��%� �� "	 ���� ���� � 
�
������ �� " ���
&���� ��

$!

'� �������	 ��
&���� #�� �� �������� �� ��� �������� x1, x2, x3, ...xn	 
������

������ 
��
�������� ( � )	 �� xn+1 
������ � 
��
������� (	 xn+1��� �� ��� 
������ �


��
������� )!

" �������� �����������	 �� ������ � ��������� 
��*������	 � ����� �� ��
+����� �

� ������ �� �������! " ����� �������� �� �������� �����������	 � � ������� ���������

������������ �� y% �� 
�
������ ��� 
��
������� " ��� � 
��
������� $	 �� xn ��� "	

���� xn ��� $!

, ������ ��
����������������	 
��
���� 
��� -�+���� ��������� .��� (�

��	 ���

���� ��� � ������� #��  ���� � ��������� ��� ����� �� ��� ��
+����! /�0 ���� � 
�����

�� ����� �� ������ � ��������� �� ��� 
��
������	 �� ��%�	 � 
����� �� ��� ��
+����	

���� �������� #�� �������� �� ��������� �1
�������� ��� ���� ��
+���� � ������� ���

���0�� �1
�������� 
��� ������! "����	 � � ������� �� ������ ��
����������������

� � ��  ����� � ������� �������� ���� � #�� � �����!

" �������� 
�� � �������� ���� ����� ��� ������� ���� �� 
�������� � � ��������

 ������ �� 
�� � ��������! 2� �� 
�������� ����� �����������	 �1���� ��� ����������


�� � ������� �� �������� ��� �� ��� ����������!

"����	 � �������� ����������� ������� �� 
����������� 
��� ��0�� �������0��&��

�� �� �� ��������������� �� ��� 
�
������ � 
����� �� ��������� ������ � �������!

� ���������	
 ������

��� ��������	
� ���
	�	��

(��� #�� 
������� ������ � �� �
������� � �������� �����������	 
���������

������ ������ �������� � ����&��	 �������� �� ����������� ����������!

���� %� ��� ������	 � ����������� ���������� ������ �������� �����&�� ������������

#�� ��������� �� ��%��� �� ����� ��
�������� 
�� ��� �������!
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�������� 	
�
�
 ������������ 	
 ��	
� ����� x1; x2; . . . ; xn ����	�
 �� �� �������

�� ����
� ��������
 ��	 x(i) � i��
��� ����	 ��	�
������ ���� 	�� ��
��
 ����
 ������

�
�� ��	�
���� �
 ����
 �� �	��� 	�
����� �

���

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n−1) ≤ x(n)

������ 	
�
�
 ��	� �
 ����
 �� ������� ������ ����
� x(1) = 30 x(2) = 35� � �

��

��	 �������

�������� 	
�
	
 ��������
 ������ ��������� ����� �� !��"�� #!$� � � ��%�	��&� ���	�

� ����	 ����	 (x(n)) � ����	 ����	 (x(1)) �'
�	����� �� 
����

R = x(n) − x(1).

������ 	
�
	
 (� ������� ������ R = 97− 30 = 67.
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 	� ���

�
, -��
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 	� (#�)�*���$
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�!���
!��� ���

�
$ 
%� ���#+���
 	� +�#��'%� 	� +�#�.+��,

������� �	
	�	 ���� x(i) � �������� 	� 
���
� ��
���� �� ����� 	� �� ��
������

�����

������ �� /
����#�
 	�
 0���
 ��!�

�� �� �� �� �� �� �� �� �1 �2

�� �� �� �� �� �� �1 �� �� ��

�� �� �� �� �� �� �� �� �1 �2

�� 1� 1� 1� 1� 1� 1� 11 11 12

2� 2� 2� 2� 2� 22 2� �� �� �1
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k =

⎧⎪⎨
⎪⎩
√
n �� n ≥ 25;

5 �� x < 25.

���� n � � ����	� �� �
��� �
 
����	
� � 
���
� 
 ��	��
 �� ��	����

k = 1 + 3, 22 · log(n).

������� �	
	�	 ���� � � ��	 
������

k =
√
50 ≈ 7,

� ������

k = 1 + 3, 22 · log(50) ≈ 7.

������� �	
	�	 ��������� �
� ��
���� � h� � � ��������� ��
��  ����
� ������� �

 ����
� ������� �� ���� ������� � �
��� �
����� �� ���� ��
�� � �����
��� 

�� � 

����� �� �������	 ��� ����� ����  ���� ��
����

������� �	
	�	 ��!����  " ���� #�$�%	 ��� � � �� � & � %	 
������

h ≈ R

h
=

50

7
≈ 7.

�� ������� �
� ��
���� ����� ��	 ���	����� �� �	�� ����	����� �
���	
�� ���� ��

������� ���	��	�� � ����	��	�� ����� � ��� ��	�����	�� 
� ����	�
�� 

������� �	
	�	 30 � 40 � ������ �� '� � #�	 � ������  #��

������� �	
	
�	 30 � 40 � ������ �� '� � #�	 � ������  '��

������� �	
	

	 30 �� 40 � ������ �� '� � #��

������� �	
	�	 �!����� ������ �
� ��
����� ( ��
 ���� �� �)����� ������	 ��

i = 1, 2, . . . , k	 � ��� ���

mi =
lI + lS

2
, ���� :

lI � � ����	� ��
����� �� �����

lS � � ����	� �������� �� �����

��



������� �	
	
�	 ���� � �����	�
� 30 � 40� �������

mi =
30 + 40

2
=

70

2
= 35.

������� �	
	�	 ��������	
� �������� �������� ��� Fi� � � ������ �� 	��� ��� �

�
������ ������� �� ������� �� � ������ �� �
������ �� ������ �
���

������� �	
	
�	 ���� � �����
� ������ ���� F7 = 3.

������� �	
	
�	 ��������	
� ������� �	������� � Fac� � � ����
 ��  ����!����

�� ���� � 	�
��� �� ������ �� �"��� �� 	�
�� �����

������� �	
	
�	 ���� �����#��$%� ��  ����!���� �� �����	�
� �� �
��� ����

���� �����
� � ��#�
� �#�����

����� �� ������ ��� ������ ������

xi Fi Fac
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�� � ���	������ ��� ��������� � ������� ����

���� ����� � ����� �������

������ �� �	
�
���	 ���

���		�	 Fi Fac

30 � 40 � �

40 � 50 � ��

50 � 60 � ��

60 � 70 �� ��

70 � 80 � ��

80 � 90 � ��

90 � 100 � ��

��
�� �� �

���
�� ����	  !"�
#
!��	

������� �	
	

	 ���$�%��!� &���
!'� � fi� � � ����� ��� � ���	����� ������  �

���	����� ������ �� ������� ����� ��� i = 1, 2, . . . , k� � ���� ����

fi =
Fi

n
.

( !�"��
)��!� ��	 *��$�%��!�	 ����
!'�	 # � �� "���!
!� � ��+�!	� �� *��!�!
�� �	

���"���,-�	 ��
�� �	 '�����	.
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�	 � ���� � ����� � �!	���
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���		�	 Fi fi

30 � 40 � ����

40 � 50 � ����

50 � 60 � ����

60 � 70 �� ����

70 � 80 � ����

80 � 90 � ����

90 � 100 � ����

��
�� �� �

���
�� �� �	 !"#�
$
"��	

%�
� &��
∑

fi = 1.

�������� 	
�
��
 ���&�'��"� (���
")� *������ � + fac� � � ����� ��	�� � 
��������

��������� �� �� ������� ������ ��� i = 1, 2, . . . , k � � 
�������� 	�	�� �� ���	���������

� ���� ����

faci =
Fi∑n
i=1 fi

.
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���,��� �
 �#$�
 !� -�&�'��#�� �.�!� � �
$��!� )/#�
 &��
�0�
 ��� ����#)�

-��#�#!�!�� ���� $� �1��$���

• 2���� �����
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7-��	� ��� ��	�	 %��%���$� �$	 ��	
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��8���	 "� ���		�	 � � .��� "� ��"� ��
9 -��� %��%���$� �� : ��	%��
$8�

*��+�, �$�0 ;�"��	� �	�� 
� 
� � *��+�, �$� ��	���
� Fi ���� � ����
$8� fi0

< "$+����	 � ��%�$
�"� "� $�&	$�� $ 
��8��� %�� Δi0 ;��� +�� � .��� "�

��
9 -��� ��	%��
$8� 	�=� %��%���$� �� � *��+�, �$�� � 	�� ��
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%��%���$� �� � fi/Δi �� Fi/Δi�� +�� & �6���"� "� 	$"�"� "� *��+�, �$�

"� $�&	$�� ���		�0 ��� �		� �� 8� ()�� � .��� 
�
�� "� 6$	
�-���� 	��.
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x =
x1 + x2 + ...+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi.

�����
 �� �������� n ���������� �� �������� X
 ��� ����� n1 ��� ������ � x1
 n2

��� ������ � x2
   
 nk ��� ������ � xk
 ����� � ����� ���� ��� ��	�����

x =
n1x1 + n3x2 + ...+ nnxn

n
=

1

n

n∑
i=1

nixi.
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 #%
 #&
 #'
 #(
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 ���� �������� ����� ��
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x =
10 + 14 + 13 + 15 + 16 + 18 + 12

7
,

x =
98

7
,

x = 14.
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� � ��

�
∑
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∑
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x =
0.2 + 1.6 + 2.10 + 3.12 + 4.16

34
=

78

34
∼= 2, 3

x =
78

34

x ∼= 2 ����� .

"��� � �!��� �����!���� �� ���� ��������#�� �� �����$��� �� �������% �� ��

$���&$��� ���#����%  � ���� �% ��$�������� '�� ��� � $����� �����#�� �� ��

���������� �����$�� �� ������ �������� �� ���  �� �!��( )����% �����������

� �!��� �����!����  �������  � ��� �� *+������

x =

∑
mi.Fi∑
Fi

,

��� mi !   �� �!�� �� ������(
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xi.Fi = 144
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x =
144

30
= 4, 8.

������� � ��� ���	� �� ����� �� ��������	�� � 4, 8�

������� �	
	��	 "#!�� $�
%!�&���'  � n!��	�� ��	
 � ����� �� � "������

xg = (x1 × x2 × . . .× xn)

1

n ,

xg =
n

√√√√ n∏
i=1

xi,

�� ������ �	 � 
��� �����	� xk� 	����	� ����
���� ��� ��	����
�� Fk� �	�	����

xg =
n

√
xF1
1 × xF2

2 × . . .× xFk
k ,

���	 F1 + F2 + . . .+ Fk = n.
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	��	 � ����� �	������
� 	���	 �� �����	� �� �� 	 ���� �	��

xg =
3
√
4× 45× 150 =

3
√
27000 = 30.
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x1, x2, . . . , xn � ���
��� ����

xh =
n

1

x1

+
1

x2

+ . . .+
1

xn

.
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xh =
3

1

5
+

1

10
+

1

20

=
3
7

20

=
60

7
≈ 8, 6.
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Mo =
li + Li

2
, ����&

li � � ��	��� ��(����� �� ������ 	����

Li � � ��	��� �������� �� ������ 	����
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md(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x(n+1

2
) �� � $ ��"��,

x(n
2
) + x(n

2
+1)

2
, �� � $ "��.

%��� �������&����� �
� �������
� �� �������� ��'&����
� 
� ��'&����� "���
�#

��
 ����������
� �� ���(&)����� ��&�&�����*

��
 	���&���
�

∑
Fi

2
*

�
 %��� ���(&)���� ���
�&�� ��&�&���� ����������
� � ������ (&� �
��$� � ��������


& ��+�� � ������ �������*

	�
 ,"�����
� � �-��&��#

Md = lmd +

[n
2
−∑ fant

]
× h

Fmd

, 
���#

lmd $ 
 ������ ������
� �� ������ �������*∑
fant $ � ���(&)���� ��&�&���� �� ������ ������
� . ������ �������*

Fmd $ � ���(&)���� ���"��� �� ������ �������*

h $ � ��"���&�� �
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 �� ������ ��������
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n

2
= 15� ����� 	 
�	��� ���	�	 � 	 � ���� �� ������ ������

lmd = 4�∑
fant = 9�

Fmd = 12 �

h = 2�

����������� ����� �	����� �	 ������	� ������

Md = 4 +
[15− 9]× 2

12
= 4 + 1 = 5.
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• � �������� �	
���� Q1� � �
��� ���	
�� �� �
� ���� �	� 25% ��� �
��� � �����

�	� ��� � �� 75% ����
���� ��� �
������

• � ���	��� �	
���� Q2� � �
��� ���	
�� �� �
� ���� �	� 50% ��� �
��� � �����

�	� ��� � �� 50% ����
���� ��� �
������ �	 ���
� � 
 ����
�
 Md��

• � �������� �	
���� Q3� � �
��� ���	
�� �� �
� ���� �	� ��� ��� �
��� � �����

�	� ��� � �� ��� ����
���� ��� �
������

������ �� ����� ��� �	
������� ��
� ��
����
 �� ���
��� ������ � ����

������� �� ������� �� ������� �������� ���������
 �� ��
���� �� �������
n

2
��


n

4

��
� � �
���
� ���
���  ��

3n

4
��
� � �
��
� ���
���� �� ����

Q1 = lmd +

[n
4
−∑ fant

]
× h

Fmd

,

Q3 = lmd +

[
3n

4
−∑ fant

]
× h

Fmd

.
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�
�
 ��
������ �������
��� ��������� �� ������
 � ���� �
����� �	�

���
�
� 	�
 ����� ��  !! �
���� ��	
��� "����
��� ��� P1, P2, . . . , P99� #��
��� �	�

P25 = Q1�P50 = Md � P75 = Q3�

� �$��	�� �� ���������� ���	� 
 ����
 ������
 �� �$��	�� �
 ����
�
� ����� 
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n

2
���$ �	'����	(�
 ���

k.n

100
����� ) 
 ����� �� ����������

�������� 	
�
��
 ������ �������
��� 	���� �� ���� �
����� �	� ���
�
� 	�
 ���

��� ��  ! �
���� ��	
��� "����
��� ��� D1, D2, . . . , D9� #��
��� �	� D5 = Md� �

�$��	�� �� ������ ���	� 
 ����
 ������
 �� �$��	�� �
 ����
�
� ����� 
 %&��	�

n

2

���$ �	'����	(�
 ���
k.n
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����� ) 
 ����� �� ������
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�
���� �� � �� �������� � ����� ��
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���� ��
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����� �� � 	��	� ��� ����� �� ��
� ������

���� � ����
���� ��� �� �� �� �� �

���� � ����
����  �� �� �� �� �� !"

#��$����� � �%�
� ��� ��
� ������ 	���� x = 5 � y = 5 	��&%�" ' ����� �


���	
($�)*� ��� ��� �%�
�� ��� �� �%�
�� ���� 
�+���� ��&�� ��� �
+����	�� ���
�,

&
�
�����"

-���� ��	*� � ��$���
���� �� ���
��� .� ��	���
��� � ���
�&
�
���� �� �

$����	� �� �&�����)/��� � .� ��� ����
	� $������� $����	�� �� ������� $��� ���

�0������ �$
��� ��& ���� $�
	%�
�" 1 ����� ���
��� ����� � ���� �� ������� ��

�����	�
� �� �	����������

������
� ������� ��������	
 ����� � � �������	� ��
�� � ����� � � ����� ���� ��

����� �� ������

������� �	
	��	 ����� �� ������ �� ����� �� �� �� �� �� ��

R = 7− 3 = 4.
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� ��������� �����	 ���� �
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� ���� ��
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�
� �
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������� �	
	��	 ��
������ � �������	� ��
�� � ���� �� ���� � � ����� �� ������
�

(xi − x)�  ��� � �������!� �� ���� ���� �� 
���� �� ������

������� �	
	�
	 "� ����� � ������ 
���� #�� �� ������ (xi − x) �!� $%� $�� &� � �

%� � �� ����� % 
���� $�� $%� &� % � ��

� � ��� �
��
�
� ��
 � �������� 	
��
� 	
����� ! �
���
 �"��  �
��� �� �
#�
n∑

i=1

(xi − x) ��� ! �� �� �
	�	 	
 	���
���� �� �� ���#����� 		���

$� ����
�� ����� �� 
��
 �����
�� ! �����	
�� � �
���� %!	��&

������� �	
	��	 ��
���� %!	�� ' dm(X)� � � ����� ��� �'����� ��� �������

dm(X) =

k∑
i=1

|xi − x|

n
.

()



�� �� ������� 	� ���
���� ������ �� ������ ��������
�� F1, F2, . . . , Fk� ������

dm(X) =

k∑
i=1

|xi − x|.Fi

n
.

������� �	
	��	 ���� � ����� � �������

dm(X) =

5∑
i=1

|xi − x|

5
=
| − 2|+ | − 1|+ |0|+ |1|+ |2|

5
= 1, 2,

� ���� � ����� ��

dm(X) =

5∑
i=1

|xi − x|

5
=
| − 4|+ | − 2|+ |0|+ |2|+ |4|

5
= 2, 4.

�� ���� ����	
�� �� 
 ��� ��� ����	�� � ������ � ����� ��	� ���� �� ��� �	����

� ���� �� �
��� 	
�	
�
�������� ������ ���� �	����� �
 �
	�� �
��	 � ����
	��� ���

��	���������
 ��� ����	
� �� �����	� 
� 	
��!�� " ������

# �
����� ��!�� � ������
	�	 � ��	�$����%

������� �	
	��	 �&�	�$���� � � �	
� 	�� ���	��	�� 	�� 	���
���

σ2
x =

k∑
i=1

(xi − x)2

n
.

������� �	
	��	 ���� � ����� � �������

σ2
x =

5∑
i=1

(xi − x)2

5
=

4 + 1 + 0 + 1 + 4

5
= 2,

� ���� � ����� ��

σ2
x =

5∑
i=1

(xi − x)2

5
=

16 + 4 + 0 + 4 + 16

5
= 8.
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��� ������ ��� ��� �
����	�� �������� 	� �	���������� ������ 
�������� ��������

� ��
��� ����� � �������� �	�� �� 
������ �	������	�� �� � � ������ ���	
��

�������� 	
�
��
 ������ ������ � � 	�� ����	��� �� ��	�������

dp(X) =
√

σ2
x.

��	� � �	��� � ��	���� dp(X) =
√
2 ≈ 1, 4 � ��	� � �	��� �� dp(Y ) =

√
8 ≈ 2, 8�

�� ������� �� �����	�
� ������� �� ����� ���� ��	� � �		� �������� �� �����	
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• ) 	�������� �� ���!������ �� ��� �����*

• ) 	�������� �� ���!������ �� �� ����*

• ) �+��	� �� ��!�� ��'�������� �� �� ���� �� �,, ��!�� �	������� ���	�������

��	 ��� ���+��	��*

• ) ����� �� ��	�!
� �� ��� ������� ����	����

�������� 	


 �*����� �������� � Ω -���!� �����	�� �� �� ������ �����%	�� � �

���"���� �� ����� �� 	�������� ��������� ����� �#��	������� 	��	�������� ��	 Ω� .���

�������� ����� ���"���� � �/����� �� ����� �����	�� �� ������ ��������	 �� ������

��������
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������� �	
	
	 �� ������� ����	
��� ��������� ��� ����
����	�� ����	�
��� ��	���

�� ������� ������ ����

• Ω = {c; k}� ��� � � ��
� � � � ��
���

• Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}�

• Ω = {1, 2, 3, 4, . . . , 100}�

• Ω = {x ∈ R | x ≥ 0}�

������� �	
	�	 �������� ���� Ω � ������ ����	
�� � �� ����	� ����	�
���  ���	�

! "���"��
 ��#������	� � Ω�

	�
� ���� ��������� �� ������� ��� � �����
� ����� ������ Ω� ����� ��

������ ������ � � �������� ��
� ∅ � ����� ������ 
���������� ������� ��� ������ ��

��
�� ����� ������ ��� ������ ������� �
����� � ������� ��� ������� ���� ����

��
� ������ �����
� ��� ������ ������� ��������� �� ��� 
����� 	
����� ���

�� ������ ������ �� �������� ���� ����� �� �� ���� ������ �����
��
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	�	 ������� !�����
��  ���	� �� "��� �	
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�#�#������
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	�	 %�� ��&�	
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����� �
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 ������(��� ���� #�� )*+ �� �,��	����)-+� -� ���.� � �
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�	�
��� 	
/� ������ � ������ ����	
�� ��	� ����
����	� !�

Ω = {BBB,BBD,BDB,DBB,DDB,DBD,BDD,DDD}

�� 0 ! � ����	� "�� ������	� �� �#	�
 ��� ����� �,��	������ ��	���

A = {DDB,DBD,BDD}

������� �	
	�	 �"���� �� ������� �����
��� %� ����	� �� "��� �	
�#��$�� ���

�
�#�#������ ! �.���� � ����	� ����	�
��� -�(��$�� � ������ � ����	�� ����	�
���

��
� �� ����
����	� ��� ������ ����	
�� Ω� 1��
����	�$�� ���� ������ ��
 F �  ��2�$
�� ���� ������ �� ��2���	�� �
��
������

�+ Ω ∈ F �

��+ �� A ∈ F � ��	�� Ac ∈ F �

##



���� �� A1, A2, . . . ∈ F � ����	 ∪∞i=1Ai ∈ F 


�� ���� �����	
�� ���	�� 
��� F = P(Ω)�
�	�� Ω � 	����� ���
��� ���
�� �	 |Ω| � �� 	�
�� |F| = 2n�

������� �	
	�	 �	 ��	 �	 �������	 �� �� ��	 	��� Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}� ���	��

F = P(Ω) = {∅, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1; 2}, . . . ,Ω}

|F| = 26 = 64.

��� 	�	�
�� ��� ������
��� ���	�� ������� ��� 	��� �� ��	����	� ������

�	 ������
��� �� �	���

• � 	�	�
� A ∪B �����	 �	 �	�� 	��� � ��� 	�	�
�� A �� B �����	��

A ∪B = {x ∈ Ω | x ∈ A ou x ∈ B}

• � 	�	�
� A ∩B �����	 �	 ���� �� 	�	�
�� A 	 B �����	�	�

A ∩B = {x ∈ Ω | x ∈ A e x ∈ B}

• � 	�	�
� AC �����	 �	 A ��� �����	��

AC = {x ∈ Ω | x /∈ A}

• � 	�	�
� A−B �����	 �	 A �����	� 	 B ��� �����	��

A− B = {x ∈ Ω | x ∈ A e x /∈ B}

���	�� �	�	���� �� � ����� 	 � ��
	������ ���� n 	�	�
���

• � 	�	�
� A1∪A2∪ . . .∪An =
n⋃

i=1

Ai �����	 �	 �	�� 	��� � ��� Ais �����	�	�

• � 	�	�
� A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An =
n⋂

i=1

Ai �����	 �	 
���� �� Ais �����	�	�

!"



������� �	
	�	 ���� � �����	
���� ����
���� �� �
 ����� ��
 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
� �� ������� A ��� ����	��� �
 �������� ���� �
��� � ������ B ��� ����	��� �
 ��������

���� 
�	�� ��� 2� �� ����� A = {1, 3, 5} � B = {3, 4, 5, 6}� ��
���

A ∪B = {1, 3, 4, 5, 6}

A ∩B = {3, 5}
AC = {2, 4, 6}
BC = {1, 2}
A− B = {1}
A ∪ AC = Ω

A ∩ AC = ∅

������� �	
	�	 �������� 	
�
������ ���
������ ��	� ������� A � B ��� 
�����


���� �����	��� �� A ∩B = ∅

������� �	
	�	 ���� � �����	
���� ����
���� �� �
 ����� ��
 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
� �� ������� A ��� ����	��� �
 �������� ���� ��� � ������ B ��� ����	��� �
 ��������

���� �
���� �� ����� A = {2, 4, 6} � B = {1, 3, 5}� ����
���

A ∩B = ∅

������� �	
	�	 ��������� �� 
� ������ ��������� �� �	���
�� � ������� A1, A2, . . . , An


����
���� �����	���� 	��� �� �� Ai∩Aj = ∅� ���� ���� i = j � �� A1∪A2∪. . .∪An = Ω�

��
�� ��� ����� ������� ���
�
 �
� ����	��� �� Ω�

������� �	
	�	 ���� � �����	
���� ����
���� �� �
 ����� ��
 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
� �� ������� A ��� ����	��� �
 �������� ���� ��� � ������ B ��� ����	��� �
 ��������

���� �
���� �� ����� A = {2, 4, 6} � B = {1, 3, 5}� ����
��� A ∩ B = ∅ � A ∪ B = Ω�

�� ����� A � B ���
�
 �
� ����	��� �� Ω

���
��� 	���� ���� ���� �� ������� ��� �!����� ����� �� ���
����� ������������"

����������� �	
	�	 A ∪B = B ∪ A

����������� �	
	
	 A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

����������� �	
	�	 A ∩B = B ∩ A

#$



����������� 	
�
	
 A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

����������� 	
�
�
 A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

����������� 	
�

 A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

����������� 	
�
�
 A− B = A ∩BC

����������� 	
�
�
 A ∪ ∅ = A

����������� 	
�
�
 A ∪ Ω = Ω

����������� 	
�
��
 (A ∪B)C = AC ∩BC

����������� 	
�
��
 (A ∩B)C = AC ∪BC

���� ��������	
�� ���
������ ����
� ������ ��� �	���
��� ����� � ������	��� ��

	�� �� �� ��
����	��� ���	
�� ���� ����� ��
� ������ �� ���	�	
�
���� ��� � ���

�� ���� ������� ��� �� ���	
� ������� � ��	��	��	
� �
������ �� 	����� �	
�� � � �

��� � ���� � !��	�� ����
� ��� ���
��� �� ��� � ���	
� ���	
����"� � ���� ��� �

������������ � � ����� � !��	�� ����
� ��� ���
��� �� ��� � ���	
� 	�� ���	
����"�

� ���� ��� � ������������ � � ��� 

#�$�	�� #���$� �
 � %�&' ����
�� ���� ���������	
�� �����
�	
�� ��� ���� ���

����� ������� ��
���� � ������������ �� �� ���	
�( � ������$�� �"����� � � ����)

��$�� *�����	���
��

• ��������� ��������( #� �� ���	
� ���� ������� �� h ��	����� ��*���	
�� ��

�� 	����� 
�
� �� n ��	����� ����+����� 
���� ��� �$����	
� ����"����� �	
��

� ������������ �� ���	
� �
h

n

• ��������� ���������� �( #� ���� n ����
�,-�� �� �� ��������	
�� �	�� n �

�� 	����� ���
� $��	��� � ��������� ��� �� ���	
� ������ �� n ���
�� ����)


�,-��� �	
�� � ������������ �� ���	
� � ������� �
h

n
������������� .��+����

�� .��	
� 

/� ���� ������$�	� 
�� �$���� ���
��,-��� / �������� ������ � 
���� 0�$��)

��	
� ����"��0 � ��$�� �� ��1�� ��� � $���	
��� ��� ������� ��� 	� �	,���	
� ��

��� ������ ��
� 	�� ��1� �������2 / ��$�	��� ������ � 0	����� $��	��0 
�����

� ��$�� !��	
�� ������ ��� ������� �� 
���� ��� 1�$�� ��� ����� ���� ����3��� �

������������ �� 4�� ���� ����2 5����� � ����� ��3�������� �� ��
��"
���� 
�� ��

��
��� ���� ��� ������$�� �����"
��� �� ������������(
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�������� 	
�
�
 ��������	 
����� �� ��	����������� ���� �� ��	�
����� ������


��� ����� Ω � ��� ��	��� ����
��� ����� �����
 ��� ���� �� �������� �� Ω �����

� ����� ������ �� �������
� �� ����� ��� Ω � �� ������� ����	
������� ��������

	
����������� �� �� ����� A ⊂ Ω �� ����
� 
��� P (A)� �� ��� 

P (A) =
|A|
|Ω|

������ 	
�
�
 !� ��������� �� �� ����� ���� A � ����� "���

�
 #��� 	�
"�

$����� 

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
|Ω| = 6

A = {2, 4, 6}
|A| = 3

P (A) =
|A|
|Ω| =

3

6
=

1

2
.

�������� 	
�
�
 ��������	 ���	������ �� ��	���������� ��	��	�	�	�� � %�� 	
��

���������� � ��� #���&� P : F −→ [0; 1] ��� ����#�' 

()* 0 � P (A) � 1, ∀ A ∈ F +

(,* P (Ω) = 1;

(-* (��������� �����
���� 	�
� �������
 ����.���� A1, A2, . . . ∈ F �� ������ ����

� ���� �������� �������������� �� Ai∩Aj = ∅ �� i = j� P

( ∞⋃
n=1

)
=

∞∑
i=1

P (Ai).

�������� 	
�
�� ���	���������� 
	�����	����
 /���� ( � 0 ���� ������ ��� ���

P (A) > 0� �������� 	�
 P (B|A) � 	
����������� �� B ���� ��� ���

�� A� 1���

� ��������� ��� A ���

��� ��� �� �
�� �� ���� ��	��� ����
��� ���������� �

�
�2���� ��	��� Ω � ��3  

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)

ou

P (A ∩B) = P (A) · P (B|A)

��



������� �	
	�	 �� ��������	� 
� �� 
�
�� ��� A � ����	� ���� ���� ���� � B �

����	� ���� ���� ��� ������

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

A = {2, 4, 6}
B = {6}

� ���������
�
� 
� � ������� 	��
� ������
� �� �	� �� � ���������
�
� 
� 	�� ��
� ����

� �� ��������	� 
� 
�
�� ����
���  �� ��� �� �!���� ���� � 
�
� ����

P (B|A) = 1

3
.

"� ���� ��	���� � ����	�
� ����  ������	� ��	�� � �!���� 
� ������	� 
� ��	����#�


� � � �� � � �!���� 
� ������	� 
� �� �� �������
� � 
�$���#��

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

1

6
3

6

=
1

3
.

������� ��	�
� ���� ��������� 	�
� ����	� A1, A2, A3� 	������

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2)

� �������	
 � ��������� ����������	
 ���� � �����
��

P

(
n⋂

i=1

Ai

)
= P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) · . . . · P (An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1)

∀A1, A2, . . . , An ∈ F , n = 1, 2, 3, . . .

������ ��	�
�� ��� ���� ��	�� �� ���� ��
�	����� ���� � ������� � ������� � �

���������� � 	�������� � ����� � ���� � ��� ��!��"#� ���� � !����������� �� ���

� !������� ��� ���������� ��$� ������ � ��%���� ������ � � 	������� ��������&

'�$���

A1 � � !������� ��� ���������� � �����(

A2 � � ��%���� ��� ���������� � ������(

A3 � � 	������� ��� ���������� � ��������(

	������

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1) · P (A2|A1) · P (A3|A1 ∩ A2) =
5

10
· 3
9
· 2
8
=

1

24
.
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�������� 	
�
��
 �������� 	�
����
������ �� P (B|A) = P (B)� ���� �� 	
���	����	��

�� � ������� ��� � 	���	�	 
�	 ���������	 �� ��� �� �� ����� ������ ��� � � � ���

������� ����
��������� ���� ��

P (A ∩B) = P (A).P (B).

�� ����	 ��� 
���	� �� P (A ∩ B) = P (A).P (B) �	�� ����� � � � ��� ����
���������

������� ��� ���� ������� A1, A2, A3 ��� ����
�������� �� ��� ��� ����
�������� 	��


	���� �� ��!	� P (Ai ∩ Ak) = P (Ai).P (Aj) j = k ���� j, k = 1, 2, 3 ��

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1) · P (A2) · P (A3).

 ������� � ������ � �������� ���� �� ��������� �� ��� � ����������� ��
� ���

�������
� �� �������

������ 	
�
�
 �������� 
� ���������
�
� ������ ��!	� A1, A2, . . . , An ��	 
	���"��

�� Ω� ��� P (Ai) > 0� 
	�	 ���� i� ���� �� A1, A2, . . . , An � ��	 �	� �	 �� �������

����	����� �#�������� ��!	 ������� ���
��	 ���� � ��
	"� 	�����	 � ��� ��	��� ��

�	�	 �#
�������	� � � ������� �� ���� ������� $����� 
	�	 �	�	 ������ � �� Ω�

�������

P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai) · P (Ai).

��������	"���

P (B) = P (B ∩ A1) + P (B ∩ A2) + . . .+ P (B ∩ An)

P (B) = P (B|A1) · P (A1) + P (B|A2) · P (A2) + . . .+ P (B|An) · P (An)

P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai) · P (Ai)

� 



������ �� 	��
��� �� Ω

�� ������ ����� � ������������ �������� �� � � ����������� � �����  ���

��
������ �� � P (B|A)� ��� ��� � ������������ � ������ P (A|B)� ���� P (B) > 0�

����� �����
�� � ������������ ���������� �� ������
� �����

P (Ai|B) =
P (Ai ∩B)

P (B)
=

P (B|Ai) · P (Ai)∑n
i=1 P (B|Ai) · P (Ai)

, i = 1, 2, 3, ..., n.

 ���� ����� �������!��  "����� �� #�$���

������� ��	�
� %"����� �� #�$��&	 
���� A1, A2, . . . , An �������� �� Ω� ���

P (Ai) > 0 ���� ���� i� � B �� ������ �� Ω ��� P (B) > 0� �����	

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)∑n
i=1 P (B|Ai) · P (Ai)

, i = 1, 2, 3, ..., n.

������ ��	���� ��� ��������� ������ ����������� ���� �� ��� �� ���� ��������

M1� M2 � M3� � ������� M1 ������ 40% ��� ����� �������� M2 � M3 ������ 30%

���� ���� �� ������������ �� ���� ����������� ���������� ��� ����� �������� ���

��������������� ������ � 1%� 4% � 3%� 
� ��� ��� � �� �������� � ������������ ��

������� ���� � � ���!�!� ����� ����� ��� ��� ���������� ���� "�"#$� %� ����� ����� D

� ������ &��� ����������&� ���'��	

P (M1) = 0, 40 P (D|M1) = 0, 01

P (M2) = 0, 30 P (D|M2) = 0, 04

P (M3) = 0, 30 P (D|M3) = 0, 03

�� ������ � (������ )�#�#� ���'��	

P (D) = P (D|M1) · P (M1) + P (D|M2) · P (M2) + P (D|M3) · P (M3),

'(



P (D) = 0, 01 · 0, 40 + 0, 04 · 0, 30 + 0, 03 · 0, 30),
P (D) = 0, 025.

������ �� 	
� ���� �������� �� ���� �� �������� ���	
 � ������	���� � ������

�������� ����� ���� ��� ���� ����	���� ���� 
��	��� M1 � ����� �������� � �����
�

 �!�"� ��
���#

P (M1|D) =
P (D|M1) · P (M1)

P (D|M1) · P (M1) + P (D|M2) · P (M2) + P (D|M3) · P (M3)

P (M1|D) =
0, 01 · 0, 40

0, 025
= 0, 16

��� �����	
 �����������

�� ������ �	
��������� � ������ �� ������� �� ��
��� �������� �� �������

��� � ����� ������ � ��� 
������ � �������� ������ ��� 
����� ����������� 
��� �

������� �� 
������������� 
���� �� ������ �	
��������� � �������� ������ �� �����

��
���������� ������ ����� �
�������� ����� � ������ ����������� ������� ������

��  ������ !�������"��� ������ �#����� �� $����� %�&������� �� !������� 
��

������ ������� ���� %
����� '()*�

�������� 	
�
�
 +,����-
�� .���������� �� !�������+,.!/ �� ,����-
�� $����
���

������# $	����� 	
� ���	%��� ���
��� ��� � ���
����� (a1; a2; a3; . . . ; ai)� �
 �	�#

• a1 ���� ��� �������� �� n1 
������� ��������� &

• a2 ���� ��� �������� �� n2 
������� ���������&

• a3 ���� ��� �������� �� n3 
������� ���������&
���

• ai ���� ��� �������� �� ni 
������� ���������&

• � �	� � �'
��� �� ������� �	
� ����� �(� ���� ��� ��)	������ ��� �������

�����������

*��(�� � �'
��� �� �������������� ���� �����	�� � ���	%��� (a1; a2; a3; . . . ; ai) �#

n1 · n2 · n3 · . . . · ni.

$��	��� +���� �� �� ,��-� ���� ���	����� ���.� �� ���� ���� .����� ������
�� �� ���

����
�

01



������� �	
	�	 ����� ���	
�
� ��
� 
� ���
��� � � � � �	�� ���	
�
� ��
� 
� ���
���

� � �� ������� ������ �
���	
� ����	����� �� �	 �
 ���
�� � � ���
�� �� �
��
��� ���


���
�� �� ���� ���� ���� 5 · 3 = 15�

�� ������	
� �� �������� �� �������� ���������� � ���� �������������� ��������

����������	��� ���������� ������� �������� ������������� ���� ��� �������� 5·4·3·2·1�
������ �����  ����!��� ����������� ����� ����������	��� �� ��� ����� ���� ��������

������ � �� �������� �� �� ������ �������� ��"��	
� ����������� � ������#

������� �	
	�	 $��������% �
�� �� � ��	� �
��	
� n� ��!��"�� � �
��	�
� �� n�

�����
���"�� ��	 n!� 
 	��
#$� n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1 �
	
 n ≥ 2� �
��

n = 1� ���"�� 1! = 1 � �� n = 0� ���"�� 0! = 1�

������� �	
	�	 % �
��	�
� �� � ��	� �
��	
� & ��	' 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 720.

&� ������ ������ ����� ������� '���� �� �� ()*+� n ����� ����� ������� � �,�����

�� n! �� ����� ����� ���������� -����.�� ������,��� ���
�� ������� ������"��	��� �

������ �� ����	
� n! = n · (n− 1)!;n ∈ N � n ≥ 2.

������� �	
	
	
9!

4!
=

9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4!
4!

= 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 15120.

���������� �	
	�	 $�����!��� /������ ��� ������ 0��1�����% (� A1, A2, . . . , Ai �$�

���)����� * 
 * ���)������ ���$�+

|
n⋃

i=1

Ai| =
n∑

i=1

|Ai|.

������� �	
	�	 �� ��
 ��
��� ������� *, 	
�
��� � -* ��#
�� ������� ��������
	

- �����
��� �� ./ ����� ����	������

2 �����!��� ����������� �� �������� $���%  � � ����� ���� ��������� ��� ���.

����� �� ��������� ��� �� �� ������ ������ ����� �����3�� �
� �� ����� ��"�������

�� ������ � ���� ������.�� ��4� ���������� �������� �� ������������ �������� �� ��1��

������������ �� k ��������� ��������� �����3���� �� ���1����� �� n ���������# ���.

����	���� �����1�� � ������	����

���������� �	
	�	 $�������	
�% �
�� �� ���)���� ��� � ��������� ���������� �0
�
"

�� ��	���
#$� ������ � ��������� ���� 
	��
����� �	���
�� 1��������
2 ��	�
�� ��	

� ���������� �����
"�� ��	 Pn� ��� �
����
"�� 
�	
34� �
 �5	���
 Pn = n!�

56



��������	
��� ����� n �������	
 ��
����	
 � Pn 	 ����	 �� ����������
 �	

����


��

�
 n �������	
� ���� ���	����� 	 ����	 �� 
��������
 �	�����
 �	� �

�
 n

�������	
� ��	�����
� �� 
������� �	����

• �
�	� � 	 �������	 ����	 �� 
�������� ������ 	
 n �������	
� 	� 
���� ����
� n

�	

�!�������
 �� �
�	� � ���� 	 �������	 ����	 �� 
���������

• �
�	� � 	 
�����	 ����	 �� 
�������� ������ 	
 n−1 �������	
 ��� 
	!������ 	�


���� ����
� n− 1 �	

�!�������
 �� �
�	� � ���� 	 
�����	 ����	 �� 
���������

�" ��� �#	 
� �	�� �
�	� �� 	 �������	 �	��������

• $�%���	
 	
 �	�
 �������	
 ����	
 �� 
��������� �
�	� � 	 �������	 ����	 ��


�������� ������ 	
 n − 2 �������	
 ��� 
	!������ 	� 
���� ����
� n2 �	

�!����

����
 �� �
�	� � ���� 	 
�����	 ����	 �� 
��������� �" ��� �#	 
� �	�� �
�	� ��

	 �������	 � 	 
�����	 �	��������

• ���
���

���
���

���
���

���
���

• $�%���	
 	
 n − 1 �������	
 ����	
 �� 
��������� 	 ����	 ��� 	���� � �����

�	
��#	 �� 
��������� 
& �	�� 
�� 	 ���	 ��� 
	!�	�� 	� 
���� %�� ����������	

�� ������� ����� �

��� ��� �	

�!������� �� �
�	� ��

'

��� ���	 �()� ����
�� Pn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1 = n!

������� �	
	�	 ������ �������� �� ������� ��� � 	��	������ ��������� ����������

�� 	��	������ ������ �� �� � � �� ���� P4 = 4! = 24�

��������� �	
	
	 *'�����	+ �	�� �� �������� ��� n ��������� ���������� ��	�	 

�� 	��	��� ������ � ���������� ���	��� k 	 k !��� k ≤ n" #�	�#��� 	����	�����

�����	�� �� k ��������� ��������� ���������� ����� �� n �$��������� �����	 �� ���

An;k� � �	����	 �� 	��	�%� �	 &'����	 An;k =
n!

(n− k)!
. �

��������	
��� ����� n �������	
 ��
����	
 � An;k 	 ����	 �� ������	
 ��

�
 ����

����	
 �	���	
 k � k� ,
���	 �	������� 	 �()� ����
��

• �
�	� � 	 �������	 ����	 �� 
�������� ������ 	
 n �������	
� 	� 
���� ����
� n

�	

�!�������
 �� �
�	� � ���� 	 �������	 ����	 �� 
���������

-.



• ������� � ���	
�� ���� �� ���	�
��� ��
�� �� n−1 �����
��� �	� ������� �	

����� ������ n− 1 �������������� �� ������� ��� � ���	
�� ���� �� ���	�
����

�� �	� 
�� �� ���� ������� � ������ 
�����
���

• ���
���� �� ���� ������� ����� �� ���	�
���� ������� � ������ ���� ��

���	�
��� ��
�� �� n − 2 �����
��� �	� ������� �	 ����� ������ n2 ����������

����� �� ������� ��� � ���	
�� ���� �� ���	�
���� �� �	� 
�� �� ���� �������

� ������ � � ���	
�� 
�����
���

• ���
���

���
���

���
���

���
���

• ��� ������� � �� ���� ����� � ���� ��� k− 1 �������� �
������� ������ �	�

������ n− (k − 1) �����
���� �	 ����� n− k + 1 �����
����

!����� ���� ��"�#�� ������$

An;k = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . (n− k + 1) %&'

(��� �	��������
�� %&' �� (n− k)! = (n− k) · (n− k + 1) · . . . · 2 · 1 ������$

An;k =
n · (n− 1) · (n− 2) · . . . (n− k + 1) · (n− k) · (n− k + 1) · . . . · 2 · 1

(n− k) · (n− k + 1) · . . . · 2 · 1

An;k =
n!

(n− k)!
. %)'

�������� �	� �
������ ��
����� �� ��
��� ����� �� ��������� ���� *+�	��

%)'�

������� �	
	�	 ������� �����	�� 
� ������ �� ���� ���������� ��������� ����������

������ �� �� �� �� �� �� 
� � � �� �����

A9;2 =
9!

(9− 2)!
=

9!

7!
=

9 · 8 · 7!
7!

= 9 · 8 = 72.

��������� �	
	�	 %#����
�,��'���� �� ��� ���� ��� n ��������� ���������� �����!

�� ���"���#$� ��� � ���������� ������� k � k %��� k ≤ n& '���'��� ��"��� ���� ��

k ��������� ��������� ���������� ����� �� n �(��������) ������!�� ��� Cn;k ��
(
n
k

)
� �

�������!�� ����	*� �� +,����� Cn;k =
n!

(n− k)! · k! . )

--



��������	
��� ����� n �������	
 ��
����	
 �� � �	����	 � Cn;k 	 �����	 �� �	��

�������
 �	

����
 ��

�
 n �������	
�

• �	� 	 ���� �	����
� 	 �����	 �� ������	
 �	����	
 �	� k �������	
 ��
����	
�

�
�	����	
 ������ 	
 n �������	
�

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · [n− (k − 1)] = An;k.

• �	� 	 ���� �	����
� 	 �����	 �� 
� !����
 ��
�����
  � �	��� 
�� �	�����


�	� 	
 k �������	
 �
�	����	
�

k · (k − 1) · (k − 2) · . . . · 2 · 1 = Pk = k!

• �	�	 �	�� �  �� �� �������"	 �	
 �������	
 �� �� 
� !����� �# 	��$�� �

�� ����� �	������"	� 	 �����	 �� �	��������
 �	
 n �������	
 �	���	
 k �

k %�

Cn;k =
An;k

Pk

=
An;k

k!

&�������	 � �'���� ���� ������	� ����
��

Cn;k =

n!

(n− k)!

Pk

=
n!

(n− k)! · k!

������� �	
	�	  ������ �� �	����	� �	� ��	�� � �	��	� ����� ��� ��������	� ��

�� ���	� �� �� �	��	� ���������� ��

C10;4 =
10!

(10− 4)4!
=

10!

6! · 4! =
10 · 9 · 8 · 7

4!
= 210.

(��	 ���� ���� 
�����)��� 	
 �#���	
 ���� ��
����� � ���	��*���� �� 
�$���� ��	�

���������

��������� �	
	�	 +,$������ �� �	��������
 �	�����������
- Cn;k = Cn;n−k�

��������	
���

Cn;k =
n!

k! · (n− k)!

Cn;k =
n!

(n− k)! · k!

./



Cn;k =
n!

(n− k)! · [n− (n− k)]!

Cn;k = Cn;n−k

������� �	
	�	

C6;4 = C6;2

6!

4! · 2! =
6!

2! · 4!
15 = 15.

������� �	�
� ��� ����
�� 
	����� 	����� 	����	���
�� ��� ��� ��� �������� ��

���	� 	����	���
�� ����	��� ��� ������
�� ����
�����

��������� �	
	�	 ������
	� �� !�� "���
����# ���� �� ���	��
� ��� n ������
�

�� ���� x1 �� �� �� 
���� x2 �� ��
��� x3 �� ��
��� � ��� ��� ����
� �
� xk �� ��
��


��� ��� x1+x2+x3+. . .+xk = n� ������� �����
���� ��� ����
���� ��� n �������


� 
��� ���������
� �������� ����������� ������� ��� �
� n ������
�� ����
���

��� P x1;x2;...xk
n � ��� ��������� �
���� �� ������� P x1;x2;...;xk

n =
n!

x1! · x2! · . . . · xk!
�

 �
�!��
���" �� 
���� x1 ������
�� ���	��� 	� �����
	� �� ��
�� ��
�� ��� ���$

��%�� �� ��&� 	�	��	�	� �� 
���� x2 ������
�� ���	��� 	� �����
	� �� ��
�� ��
��


	���� ��� �����%�� �� ��&� 	�	��	�	� � 	���� ��� ��	�
� 	
� xk ������
�� ���	���

��� ���� ��&���$�� n! ��� x1! · x2! · . . . · xk!

������� �	
	�	 #�$��� ��� �������� �� �������
� ������%� �� ��
�� �� ���

�������� & ����
����� �� �������� �� ������� '&(&(& � )*� ��� P 3;2
6 =

6!

3! · 2! .
 �
�!��
��� ' (� �����
	� �� ��
�� �� 
�)� *(�*��� �����%�� �� ��&� 	�	��	�	�

	���� !��� 	� ��� ���� *+�*
	���� ��� �����%��� �� ������ 
��	� 	� ���� ��
�	�

�������
��� 
��,	��� 6! �����
	� ��� �	� ��&��� 	�� ������
�� ���	��� ��&������ 6! ���

3! � 2!�

��������� �	
	�	 ������
	� �� !��!��	���# + �,���� �� ������� �� ������� n ����

���
� �� �-������ �� ������� ��� ������%� ��������� ��� ��
��%� �	�� �������

���� ����� �� �����
��%� ���������� #������ .��� �
 �� /012� ����
��� ��� (PC)n�

��� ��������� �
���� �� ������� (PC)n =
n!

n
= (n− 1)!�

������� �	
	��	 #�� ������� ����� ������ ��� ���� �� ������� �� 03* �������

�������
�� ��� (PC)6 =
6!

6
= 5! = 120.
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��� 	����� �	����� ��������������� 
 �� ����������� �� �������� 
�
����� !������

"������
#� � $����� %&'()

�������� 	
	
�
 *+
���	� ,�
����
- ��� �����	 X : Ω −→ R 
 ������� ��������

�� {w ∈ Ω, X(w) ≤ x} ∈ F , ∀ � �����

�� ��.
� 	
���	� 
�
����
 / ��
 	
���	� ��.� 	
�� ������� �� �����
�� �� ��

����������� 
�
������ �� ��.
� ��
 ������ ������
 �� Ω� ��� 
����� 	
���� ��
�� 

,� 	
���	��� 
�
����
� ��� ���������
�
� ��� ���
� �
�����
� �
�
 �� �	��
� ��������

��� �0����� ���
�� �
 �����
 

������ 	
	
�
 ���� 	 ���������	 ����������	 ��������	 �� ���� �	������ �	��

�������	 c ���� ���� � k ���� �	�	�� ������ Ω = {(c, c); (c, k), (k, c), (k, k)}� � �	�	

������� ��������� �	� ������	� � ������������	 	 �� ���	 �� ������� !�"� � ����

�	��	 ��	������ ���	���	� �� � ���	 ���� �� ��	��	 �	� � ��#��� � ��$��%

1
��
 &2) 3) 4����� �� �
�
�

5���� ,�����
 �

*�� �- '

*�� 6- &

*6� �- &
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��� ���� � ������ � ���
�� �� �� ����� �� � ��
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��������� ��� �	��������� ���� �����
�� �� ���
������ ��������� ���
����� �������

����	
��� �������� �� ��� !��� ���� ��� �"���	� �� ��
�
����� ������
� �� ���

������� �����
�� ������� ����	
��� � ��������� � ���
����� ���� � �"���	� ��

���
�� #��
�� �� �� �����

�������� 	
	
�
 $�������	 %	��
���� &�����
� � &��
��'�� �� � (��'�'�	����) ���

������	
��� �� ��	�	�������� ���� 
�� �������� ��������� �������� � 
�� ����� �
�

�
������ ����
����� �� ��� � ���
����� �
������ ��������� �
�������� �� �

��	�	������� �� �������� �� ���� 
� �� ���
������

*������ �� ���'�'�	���� � �����+���� � ��� �� �� ��	���� � �������	

�	��
���� X ��� p(xi) = P (X = xi)� ���� ��� #��
�� �� ������
�� ���� !��,

• p(xi) � 0 ���� 
�� i�

•
∑
i

p(xi) = 1�

������ 	
	
�
 ������ � ������ ���� ��� ������ ������!

-�'�	� ./, 0 $1����� � �����)

1����� � 2����$0) P (X = xi)

0 P (X = 0) = 1/4

1 P (X = 1) = 2/4

2 P (X = 2) = 1/4
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	�	��� �	 ���	 �� �	 ����	 �� ��������� � �������	� � �	��� �� ��������� �	

���	 � ��������� ����� �	��� ������ �� � �������	�� ��	� �� �������� ����������

�	 ����	��� �� ���������� �� ������� 	 �	������ X : ���������� �	 ���	� ����

	����� ��	����� �	��� ������ �� � ������	�� � R� ����� ����	���� �	 �	������

�������	�

�������� 	
	
�
 ��	������  ��	�!��	 �������	 
 "����� #�����	�� �� $��%	%����	��&

���� ��� ����	�
� ��
����� �������� ���
 ������� ��� ��������
 �
 �����
� 
� ��

���
����� �
��� � ���� �� ��� �������� �����
� �� �
�� �
�� � ��������� ������������


����� ���
�����
 ��
��� �������� ������������
� ���� �����
� 
� ���
������ �� �
�� �
���

������ �� ������������
� �
 ����������� �
 ���� �� ��� ������
�� �
�������� �� 
��
���

�
��� ��
����� ��� �
�
�������� ��� ��� ������ �������� f(x)� �
�������� ������

�
������
 �
 ������������
� 
  �
 �������! �� �
"����
� ������
���
�#

�$ f(x) � 0; ∀x ∈ R�

��$ P (a � X � b) =

∫ b

a

f(x)d(x)�

���$

∫ ∞

−∞
f(x)d(x) = 1�

"����	 '( "����� #�����	�� �� $��%	%����	��

)*



������� �	�	
	 ��� �������	 �	��
���� ��
���� X � ���� ��	� ����� ��������� ��

������	����� f(x) = 3x2, 0 ≤ x ≤ 1� � ������	����� P (0 ≤ X ≤ 1/2) =
1

8
�

�����
�����

P (0 ≤ X ≤ 1/2) =

∫ 1

2

0

f(x)d(x) =

∫ 1

2

0

3x2d(x) = x3

∣∣∣∣∣
1

2

0

=
1

8
.

������ �� ��	
�� �	������ �� ������������� ����

����	�� ��	�	� � ����� ���� �	����� �!�	�� ��  ���" ��� �����#����� ���$����� ���

!��� %"$��� �� �	��	���& '��� ��� !���!���$�!�	��� ��  ���" ��� $�	�(	��� ��� �� !���

%"$�� !�	�)�& �� �!� ���������
�� ���$���� ��! !�����  ������ *���( ��� !���� *�#+�!��

�	� ��� ������� *��� �! ������ ��� �*��+�!��� *�� �!� ���������
�� $�	�(	��&

������� �	�	� �,�*���	
� �� -.��� �� /���� ��*����� �� �!�  ���" �� �����#��� 0 μ�	

� ����� ���
��
��� μ �� ��� ���
������� �� ������	������ �  ����� ������	� �� ���

������
��� �������	 �	��
����� �  ��������	 ������
� �� ����� � ������ ��������

����  ���
� �� ��� ���
������� �� ������	�������

�1



���� �������� � ����� 	
�	���� �����������
	 ���� �� ��
 �	
������
 ��

��	�
 xi

�	�� 
�� ������������	 ����	
����	��	 p(xi) 	 �	���
 ����������
	 	

	
 �������
�

μ = E(X) =
n∑
i

xi · p(xi),

���	�

Xi = ���
��� �	
������ ���� � ������	� ��	������ ��
��	�� X,

P (Xi) = ������������	 �	 ���������� �� ���
��� �	
������ �	 X.

���� ��� ������	� ��	������ �������� ���������
�

μ = E(X) =

∫ ∞

−∞
x · f(x) · d(x).

������� �	�	�	 �� ���� ����	�
� �� ��
	��� � ���� �� ��� �� �� �	� ����


���� � ���� ������� � ���� ����� � � ���� ��������� ��  ��� �����	��� ���

���� ������� �� � �  � �� ��� !��
 �� ������� !��������� ���!��
	����
�� ��

��  � �� ���  � " ����� �#�	� �� ���� ���$ �� R$0, 50�

%�����
�&'�� �	��� � � ������	� ��	������ ����� �	��
 � 
	�����	 ��
��������� �	

������������	
�

 ��	�� !"� � #$�
��������� �	 ������������	 �	 �%

&	
������ ������������	 p(xi) '���� xi

(��� �	��	 1/2 10

(��� ������ 3/10 −5
(��� �	��	�)� 1/5 −15

*!



������

μ = E(X) =
∑
i

xi · p(xi) = 10 · 1
2
+ (−5) · 3

10
+ (−15) · 1

5
= 0, 5.
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�
 ��������� �� ��� ������
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������ � ��������� 	
 ��� �����
�
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������ � � ��������� �����
��� 	
 	���
���� 
 �
	
 � ���������	�	
 	�� �����
� 
� �
�

����� � ��� ��	��� � ��������� 	
 ��� �����
� ��
������� ��	���	� ��� σ2 �� V ar(X)�

� 	
���	� ����

σ2 = V ar(X) = E(X − μ)2, ��	
� μ = E(X), ��
 � � ��	�� 	
X.

��������� 	
	
�
 V ar(X) = E(X2)− [E(X)2],

�� ���� 	
 �����
� 	����
��� � 	�	� ����

V ar(X) =
∑
i

x2
i · P (X = xi)− μ2,


 �� ���� 	� �����
� ���� ���� ����

V ar(X) =

∫ ∞

−∞
x2 · f(x) · d(x)− μ2.

������� 	
	
�
 !� "�#� �������
 
� ������ ��� ��
	�� $
 ���� ���� #��%����


&'()�)) 
 �
 ���� ����� �
�	
���
 &'*�))� + ����� ��	�� 	� "�#� �
� 	
 R$2, 50 
 �

��� ��������� 	
 56, 25�

$
�	� , � �����
� ������ �
����

!�"�
� ##� $����"��%�� �� &�"�"�
����� �� '

����
���� &�"�"�
����� p(xi) ��
� xi x2
i

(�� 1/2 10 )��

(��� 1/2 −5 #�
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��������	
��� � ����� � ����	���� 
��

μ = E(X) =
∑
i

xi · p(xi) = 10 · 1
2
+ (−5) · 1

2
= 2, 5.

����� � ����� ����� �� ���� � �� R$2, 50� � ��������� � ����	���� 
��

V ar(X) =
∑
i

x2
i · p(xi)− μ2 = 100 · 1

2
+ 25 · 1

2
− (2, 5)2 = 62, 5− 6, 25 = 56, 25.

���� � ��������� � 	� ������ �� 	������ �	������ �� ������� � �������� ��

�	�� ��� � �	� ��! � 
�� � �� ��� � 
�� ���� � 	� ����������� �� ��"����� � �����

�	���� �������� 
�� σ �	 DP (X)� ���� ����� � ��#$ �	������ �� ���������� % ������


�����  �� � ��� ���� �� ��� �&
����� �� ����� 	������ �� ���������

'� (&��
�� )�)�*� � ������ 
����� � ���� 
��

σ = DP (X) =
√
V ar(X) =

√
56, 25 = 7, 5.

����� �� ���� ��� ������� � ������ 
����� �� �	��� � +,-�*.�

/	
���� 	� �&
������ � ���� ������ 	� �����  ���� �	� ���� �������� � �

������� 	� ������� (� ���� ������� ������ 	�� 
��!�!������� ��������� � 	� ���� �


�� ��	���� ���� 
�� �&��
��� 0 �� ���� �� ����� (� ���	�� ������ �� � 
��!�!�������

��� �	�� �� 	� ������ 
��� � 
�1&���� 2��� ������� ��� ������������ ����
����� ��� �

��"����� ���� ������� �� 3����	���� �
1� 4���	�� 3����	���  �5�6� �� 	����� �� ���	��

XV II�

�������� 	
	
�
 7(����� �� 3����	���8 ���	�� � ��������� � �� ����������� ����

������	� 	�������	 �� ��� �������		 �	�	���������	� �� 	�������	� �	� �	�	���������	�

��	��� � ����� �������� ���	 ����	����	� � p� � 	� ��� 	�������	� �	� �	����������	�

��	��� � ����� ��	�	���� ���	 ����	����	� � q = 1− p�

������ 	
	
�
 �� 	� � �	�
	�� �����	��� ���	� �	��  � !	�� �	�� " � ������� �

��� �	�� �	��  � ��	�	���� #���� �	��� ����� p =
1

6
� q =

5

6
.

�������� 	
	
�
 79������� ���� 1��� �� 3����	���8 � �	��$��� 	��	�%��	 & '�� 	�����

	���	� �� �	����� ( �� )� ��� ���
�� � ����	����	� p(0) = P (X = 0) = p ��

p(1) = P (X = 1) = q = 1−p � �*	�		 �	��$��� 	��	�%��	 � ��������� ��� �	�+�����

�� � ���	
�� � X ∼ ��������� (p).
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������� �	�	
	 �� �� ��������	
 �� �� ���
� ��
� �
�������� � ������ � �
�



 �����
 �� ���� � ��� �
�� ����� ���
� ���� �
������������� ��� ��
 X = 0 
� X = 1�

���
��

P (X = 0) =
5

6
,

P (X = 1) =
1

6
.

������� �	�	�	 ����������	
� �������� ���� p � ��
���������� �� �� ���	
 ��
� 

	���� �� �� �����
 �� !���
���� �������� "�#����� ��
���������� �� ������
$� ��	�


q = 1− p % � ��
���������� �
 ���	
 ��
 ��
�	���� �� �� �����
 �������� "�#�����

��
���������� �� �������
$� & ��
���������� �
 ���	
 �� � ��
�	���� k �'�� �� n

����	��(�� �
 �����
� ��	
 %� 
�
���� k ������
� � n− k �������
� % ���� ���� �����
 ��

��
�����������

P (X = k) =

⎛
⎜⎝ n

k

⎞
⎟⎠ pk(1− p)n−k,


��� � ������ X ���
	� 
 �����
 �� ������
� �� n �����
� � k = 0, 1, . . . , n� &

�
	���
 % X ∼ !��
���� (n, p).

������� �	�	�	 )
�� 	���� �� ��	��
�� * � +� �
,�� ��	�� �� - �'��� � � �#���� ��

�� 	��� ,��#�� ��� �' %
1

3
� & ��
���������� �
 	��� * ,��#�� . �
,
� �����

P (X = 4) =

⎛
⎜⎝ 6

4

⎞
⎟⎠ · (1

3

)4

·
(
2

3

)2

= 15 · 1

81
· 4
9
=

20

243
≈ 8, 23%,


����

n = 6 % 
 �����
 �� �
,
��

k = 4 % 
 �����
 �� �	/�����

p =
1

3
% � ��
���������� �� ������
� 
� ����� � ��
���������� �� ,��#�� ��	�� ,��#���

����	�� 
� ������ 
� �
,
��

p =
2

3
% � ��
���������� �� �������
� 
� ����� � ��
���������� �� ����	�� 
� ������

��	�� ,��#��� ����	�� 
� ������ 
� �
,
��

������� �	�	�	 ����������	
� � �������� X � �������� ����	
��� ����� ��� �����

��	�� λ � �� ������ ������������� � ���� ����

p(k) = P (X = k) =
e−λ · λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

��



� ���������	
� �� ������ � �� ���� ��������� ��� �
� ������ �� ���� ������ ��

���������	
� ��������� ������ n −→ ∞� p −→ 0 � μ = np ��������� ���������� �

�� ������ �� ���� �� ���� �� ����� �� �������� � ������ �� �������� �� n �������	���

������������� �� �� ����������� �� ���������� ���������� � ������ �� �������� ��

�� ��������� �������� �� �������	
� �� � ����	
� � X ∼ ������ (λ)�  ��� ���������

�������� �� �������	��� ���� ��� �� ��������� �������� �� ��� �� ��� �������� �

�����!���� �� ��������� ����� ��� �������� �� ��������� �� ������ �� ������������

�� "��� �� �� �������

#
� �������� �� $��%����� ��� ��&�� �� ���������	
� �� ������'

• (����� �� �������� ��� �)�&�� � �� ����� �� ����������� �� �����������

������� �� �� ���*

• ������ �� �)������ ����$%����� ��� �)�&�� � ��� ������� �� ���� ������ �� ��

����������� ��������� �� �����*

• ������ �� ��$����� ����������� �� ��� �)��� �� ����� ������� �� ��� �����

���&���*

• ������ �� ��������� ����������� �� �� ����������� ������ �� ��� �����+�����

��� ��� ��� ����"��� �����,��� X ���)� ��� ���������	
� �� ������� ��� ����

��&��� �� ��&������ ����������'

�- ��� ���������� Δt ����� ��������� � ������������� �� �����!���� �� ���� �� ��

������� � �����������*

��- ��� ���������� Δt ����� ��������� � ������������� �� �����!���� �� �� �������

� ������������ �� �����)� �� ��������� � �&��� � λΔt� ���� λ > 0 � � ���� ��

�������� ��� ������� �� �������	
�*

���- �� �����!����� �� �������� �� ���������� ���.����� /�
� �����������- �
� ��������

�������

 ��
�� �� ��� ����"��� �����,��� Xt �&��� �� ������ �� �������� �� �� ��������� � ��

�������	
� ��� ���������	
� �� ������� ������� ���������� ��� ��� ���������	
� ��

�������������� � ���� ���'

P (Xt = k) =
e−λt · (λt)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

00



����� μ = λ · t � ������ �� �	���
�	�� �� ��������� �� � ������� �	��� ���� ��
�	���� �� ������

P (Xt = k) =
e−μ · (μ)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

������� �	�	
	 ������� ��� �	 
����	��
� �������� ������ �	 	�
� ���� ���	�
�

��� ����� �����
� ��� � 
�������� 
� ������ � �
����
�� � �������
�
� 
� ���

���� �������� ������ �	 � ����� �����	���� 
��� ���	�
��� � �����	�
�	���� ��  ��

!�	���������� ����� � � �������� ��������� ����� �� ������ �� 	������ ��	�����

�� �� ��������� �� � ����� ������� λ = 0, 75 	������ ��� ���� � t = 4 �����  �!

���� "���

μ = λ · t = 0, 75 · (4) = 3,

P (X = 2) =
e−3 · (3)2

2!
≈ 0, 224.

#� ������� �� ������� ��������� � ������������� �� "�� ��� �������� ��	���

�� ������ ��� 	������ $ ��������������� %�&''�

!�	����������

P (X � 1) = P (X = 0) + P (X = 1) =
e−3 · (3)0

0!
+

e−3 · (3)1
1!

≈ 0, 199.

( � ������������� �� "�� ��� ���� �������� ��	��� �� �!���� ��
 	������

$ ��������������� %�%)*�

!�	����������

P (X � 3) = 1− P (X < 3) =

= 1− [P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2)] =

= 1− [
e−3.(3)0

0!
+

e−3.(3)1

1!
+

e−3.(3)2

2!
≈

≈ 0, 0576.

+ 	�� �� ��������,�� ��$ ����� ��	����� �� 	�� �� ��������,�� �� �������-

������ ���� �������� ��	����� .�������-� ������ �� 	�� �� ��������,�� 	���!���

�� �������������� � ��������,�� ������� ����$� 	����	��� 	��� 	���� �� /��� "��

$ � ��� ���������� �� ��������,0� 	���!��� �� ��������������

1*
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��
 ����������	
� ������ ��� �������	 �	��
���� � ��
���� 
�� ����


�������� �����	 �� ������
��� μ � σ2 �� ��� ������ ��������� �� �������	����� ���

���� ����

f(x) =
1√
2πσ

· e
−1

2
·
(
x− μ

σ

)2

, −∞ < x <∞

���� e � � ���� ��� 	�����
��� ����������� ��� ��	�� ���� ����� � !�"#$ !$# $!$% &

��
���� � X ∼ '����	 (μ, σ2).

����������� ��� �� ��������� μ � σ2 �
� �������������� � ���� � � ���������

�� ���������	
� ������ ���� �� E(X) = μ � V ar(X) = σ2� � ������ �� ���������	
�

����� �� �  ��� �� � ����� � �������� � ����	
� � μ � �� ��� ������ ��

��!�"
� (μ−σ) � (μ+σ)� #�� ������ f(x) −→ 0� ������ x −→ ±∞� $��� �� ��������

�� �������������� �� ����%��� & ������ ������� � ������ ����������� ��������������

����� ����� ����� %���� ��� � ����� �� ���������	
� ����� ������ ����������� �����'����

�� ���������	
� ����� ���������� �� ���� μ = 0 � ��������� σ2 = 1� ���������

���
�������� �����	 �������(���� #� %���� ��� ����� ������ ���
� ��������� �  ������

���������� ����� ���������������

(����'������� �� ������������ �� ����� �� ��������� � �� ���������	
� ������

������� ��������� ���� �� �� ����%��� �����)��� & �� ���������	
� ����� ��

���� μ � ��������� σ2� ���
� � ����%��� �����)���

Z =
X − μ

σ

�� ���������	
� ����� �������'���� �� ���� * � ��������� +� ,"���� �%���� �������

�� ���������	
� ����� �������'���� ���� � �����'��� �� �������� ������-� ���% � ���

 ������ �� %���� �������� ����� 0 � Z�

.��� ��������� ��� �� �������������� ������ �
� ���� ��� ���������� ����������

�����

/0
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���� 	 ��������� �	 ���� ����� �	������ � ��
� � ������� �� ��
��	��	 	
 ����� 

	 ��!	��� "�	 � ������� � ���
��
	��	 ������!�#�� � ��!�!������	 �	��	 ��
��	��	

����� 
��� �	 ��� ���� �	�$ � �%&&�

�	
����������

P (X > 800) = P

(
X − μ

σ
>

800− 850√
1600

)
= P (Z > −1, 25)

= P (−1, 25 < Z < 0) + P (Z > 0) = P (0 < Z < 1, 25) + P (Z > 0) =

��� �������	 
 �
��
 � �� 
���	� ������� 0, 3944 + 0, 5 = 0, 8944.

�� �
�	� �� ������������� �������	� 
�� 
�	�
� �	�
� �	�	� �
�	� ����������	�
���
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�	 �	 ����������	 ��
 �������
�	 �	�	 �� ����	 �����	 � ��
�����

�	 ���
��	� ������� �
�	�� � ��� �� ��������
 	���� 
� ��
� 	� �
�� �
�
����!����
�

�����
��
������ �	�	 �	� �����	 
 ���
���
 (X) � 	 ���	 (Y ) �� �� 
���	� "
!


� �������
�� �
� ��������� ��#�������

������� �	�	

	 $%
��& � '�
�(��
 )��������	�
* '	(�
 A �
 	)	��
	��� 	 Ω

�
 	���� �
������ ��������� � A� '	(�
 X = X(ω) 	 Y = Y (ω) ���� ����$�	��

��	��*���� ���� �
� ���������� �
 �+
	�� �	�� � ���� �	������� ω ∈ Ω� �	��
���,

�	 (X;Y ) �
� ����$�	� ��	��*��� !���
	������� �� �	��� ��	��*����

������� �	�	
�	 $%
��& � '�
�(��
 n��������	�
* '	(�
 A �
 	)	��
	��� 	 Ω

�
 	���� �
������ ��������� � A� '	(�
 X1 = X1(ω), X2 = X2(ω), . . . , Xn = Xn(ω) 

� ����$�	�� ��	��*���� ���� �
� ���������� �
 �+
	�� �	�� � ���� �	������� ω ∈ Ω�

�	��
���,�	 (X1, X2, . . . , Xn) �
� ����$�	� ��	��*��� n,��
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 ��������	 
	������� ������� ������������	� (X;Y ) � ��� ������	


�
	������ ����	�� ����	������
 �	 �� ������	�� ��
��	� 	 (X;Y ) ���	� ������� ��

�������� 	���	���	��� ���� �� �� ������	�� ��
��	� (X;Y ) ��	� �	� �	��	�	����� ���

(xi; yj)� i = 1, 2, . . . , n, . . . ; j = 1, 2, . . . ,m, . . .

�������� 	
	
�	
 ��������	 
	������� �������� ������������	� (X;Y ) � ��� ������	


�
	������ �������� ����	������
 �	 �� ��� ������ f(x, y) ��
 ��	 �

• f(x, y) ≥ 0,

• ∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ f(x, y)dxdy = 1,

�� �	��� �	 (X;Y ) ��	� ������� ���� �� ��
��	� 	� �
��� �������� ��� ���	���	


� �
��� 	��
������


���� ���� �� ����� ������������� ����� ���� ������� �� �� ������ �������	�

� ���������� ������ � ������������� ����� ��������� �	���������

�������� 	
	
�
 ���������� �������������  � ����!	� fX|Y (x|y) =
fXY (x, y)

fY (y)
	

fY |X(y|x) =
fXY (x, y)

fX(x)
��� ������� 	 	����	 �������
 	 X �� Y 	 	 	

	����	 �������
 	 Y �� X�

�������� 	
	
��
 � ��!�!�	������ �������������  � �������
��	� ����������� 	

X �� Y 	 	 Y �� X ��� �	��	������	��	 P (X ∈ A|Y = y) =

∫
A

fX|Y (x, y)dx 	

P (Y ∈ A|X = x) =

∫
A

fY |X(y, x)dy�

�������� 	
	
��
 �"������������ �� ��������� 
	��������� � ������	�� �
	������� X1, X2�

. . . , Xn ��� ��	�	�	��	� �	 ���� �������	� ��������� Ai ⊂ R"#��	
�����$� i = 1, 2, . . . , n�

�	����

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, . . . , Xn ∈ An) =
n∏

i=1

P (Xi ∈ Ai).
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�
 "�$ %	�� (X;Y ) ��� ������	
 �
	������ ����	�� ����	������
� X

	 Y ��� ������	�� �
	������� ��	�	�	��	� �	� 	 ���	��	 �	� P (X = xi;Y = yj) =

P (X = xi)P (Y = yj) ���� �������	� i 	 j� "�$ %	�� (X;Y ) ��� ������	
 �
	������

�������� ����	������
 X 	 Y ��� ������	�� �
	������� ��	�	�	��	� �	� 	 ���	��	 �	�

f(x; y) = fX(x)fY (y) ���� ��� (x; y) � ��	 f � � ������ 	 �������
��	 ��������� 	

fX 	 fY ��� �� ����!	� 	 �������
��	 ��������� 	 & 	 ' � �	��	������	��	�
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� ����	��� ��������

������� ����	� ��� ���� (X;Y ) ��� 	�
��	� �����
�� ����
��� ������������� X � Y

��� 	�
��	��� �����
��� ������������� ��� � ������� ��� P (X = xi|Y = yj) = P (X =

xi) ��
� ���� i � j ���� � ��� � ����	����� ��� � ������� ��� P (Y = yi|xi) = P (Y = yj)

��
� ���� i � j�� ��� ���� (X;Y ) ��� 	�
��	� �����
�� �������� ������������� X

� Y ��� 	�
��	��� �����
��� ������������� ��� � ������� ��� fX|Y (x|y) = fX(x)� ��

����	������ �� � ������� ��� fY |X(y|x) = fY (y)�


�������� ����	� ����� X1, X2, . . . , Xn 	�
��	��� �����
��� ���  ��!�� �� ����
�"

���!�� �������� F (x1, x2, . . . , xn) �  ��!#�� �� ����
����!�� ��
$����� FX1 , FX2 , . . . , FXn


�������	������� %����� �� 	�
��	��� �����
��� X1, X2, . . . , Xn ��� ������������� ���

� ������� �� F (x1, x2, . . . , xn) = FX1(x1)FX2(x2) . . . FXn(xn)�

�����
� ��	���� ����� �� ������� 
� ����
� 	�������	� ���� � ����
� 
� ����

���	�	
�
� � 
� ����� ��	�� !�� "����� ��� �����	�
�
� ����� 
� ���	���	� �������	��


	������ �� ��� ���� ���
� ��
	� � ���	��	� #�	���� � ��$�	
� ��� 
��	����
�
�


� %$��&�$��'

������� ������ ()��	����
�
� 
� %$��&�$��* �����&� ��� X ���� ��� 	�
��	� ��"

���
�� �����
��� �� ��������� ����� ����� μ � 	�
�'���� σ2� �� ����� (������ %���� ��

ε  �
 �� �)��
� ������	� ������
�

P (|X − μ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2
.

� ��$����� ���
���� � �������*���� ����
����� �� +���$������ �� ,&��-�&�	.

������� ������ (+�	 ,��� 
�� -���
�� ./�����* ����� X1, X2, . . . , Xn 	�
��	���

�����
��� ���������� ������������� �����
���� �� ����������� ���� ��� ����� �����

μ � 	�
�'���� σ2 (������ %����� �� Sn = X1 +X2 + . . .+Xn� ��� n = 1, 2, 3, . . .�

lim
n→+∞

P

(∣∣∣∣∣Sn

n
− μ

∣∣∣∣∣ ≥ e

)
= 0.

%��� Sn/n � � ��
	� ��	����	� 
� X1, X2, . . . , Xn� ���� ������� ��������� !��

� ������	�	
�
� 
� 
	"����0� 
� ��
	� Sn/n � ��� ����� ������
� μ ��� ��	� 
� !�� e�

�� ����1	�� 
� 2��� !���
� n→ +∞' 3� �������
� ��	� "����� !�� ��
�� ���� �����

��� ���
�
�	��� � !�� limx→+∞ Sn/n = μ� ��� 	��� � "����' 4���������� ��
����
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������ ��� limx→+∞ Sn/n = μ 	�
 ������������ �� �������� 	����	��� 	�
� � ���

����� ��� ������� ��
����� � ��� ����� � �����
� ����� � 	��
��� �� ��� ���	� ���

������� ��
�����

������� ������ ������
� ������ �� ��
��� ����� (X1, X2, . . . , Xn)� ���	
��	� ���

����	�� 	������������ � 	����	������� �	���	������ �	��� �� ����� ��� � ����� ������

�� ������	�	���� �� ���� �	������ �� ������ ����	���� �� ���� ��������� ��� ���	� μ

� ���	���	� σ2  �	���! "���� �� Sn = X1 +X2 + . . .+Xn� ��� n ∈ N
∗�

lim
n→+∞

P

(
a ≤ Sn − n · μ

σ · √n
≤ b

)
=

1√
2π

∫ b

a

ε−u
2/2du,

	��� �� � ���	
��� (Sn−n·μ)/σ·
√
n� #�� � � ���	
��� �������	� ������	$��� ��������������

� Sn� � ���	����	������� ������!

!� ��"�� �� (X1, X2, . . . , Xn)� � �
� �
����� ����#��� ��
��� �������� �� �
�

�����$%� 	�
 
����� μ � ����&�	��� σ2 '������ � ���������$%� �
����� �� 
���� X

����(�
�)��� ���� n ������� �� �
� ���������$%� ���
�� 	�
 
���� μ � ����&�	�� σ2�

	���
���� ����� �*���(�
�$%� +��
� , -���
�� ���� X ��� ���	
��� �������	�

������������� n � p! �� n � %����� � ��� p ��� q = 1− p ����� ��	�� ���&	��� ��

$���� � �	���	��	��� �	���	�� ���� ��� ����&	���� ��� ��� �	���	��	��� ������ �������

�� ���	
��� �������	� ������	$��� ���� ���'

Z =
X − n · p√
n · p · q ,

���� ( � � ���	
��� �������	� ����� � �)���� �� �������� �� � ����	�� �� *�������	

� � � � ������	�	���� �� �������! + ����&	����� �� ����� ���,�� ��� � ��������� � �

�&��� �� ���� �	�	��!

.��� ���� ���� ��� ���	���� 	�
�/

lim
n→+∞

P

(
a ≤ X − n · p√

n · p · q ≤ b

)
=

1√
2π

∫ b

a

e−u
2/2du,
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� ������ �� ��
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� ��� ��������� 	 
��������
 � ��������� 	 � �������� ������� ����� ��� ���������

��������������� ��� ��� ������� � � ������� 	 � �������� ��� �� ��������� ��� ������

������������ �� ������� � ������������ ��� ������� �� �������� ��������� ��� ����

������ � ������������ ��� ������� �� ����� �� ������

���������	
 	 	�����	 �� ���������� �����������
 � ��	����� ��������� �	���

��� ���� �������������� �� �	������	
 � ������ �� ���	������� �	������ �� ��� �����

����� �	������	
 ����	 ���� ��������������
 ������������ �	� ��� ������ ����� ���!

"� �	����� �	���������	 �	�����	 �	��� � �����	 �� ��	���������� �	 ���	 �������	


	� �	��� � �����	 ��������� �� ��	���������� �	 ���	 �	�����	
 ��	 ����� ���������	 �

���	��� �� ��� ��	����
 ��� ���	 ���������
 �	�	 �� �	� ���	
 ��	������ 	� � �	�����!

#� �	�	 ���	
 	 ��	 �� ��� ��	���� ����� � �	���� ��� 	�����	 ������ �� �	������	!

$���	 ����	 �� %����� ���	��&���� � �����������	 � � ��������	 �� ��� �	'

������	 �	 ��	����	 �� ����������
 � �	��� �	� ������	�	� ��������� �������� ������	

�	 ������	��� ��� ��	����! ( �	�	 �� �� 	���� ��� ��	���� � ��	 ���	������
 )��

�*����� ���	� �	�	� �� ����'�	
 � �	��	 ������ ��	��������	� ����� ��� �������������

�����	 �� �����������! �	���
 ����� �����	
 ���� ���������	 ������ � ��������	�

�
	������ ���
	� ����
 )�� � � ������� ���� ����� �� �� 	���� ��� ��	����

��	����������� �� ��� �	������	!

+	���	� 	���� ��� ��	���� ������ �	�������
 ��������	 ���� �������	 �� �	'

������	 �� �� �����	
 ���������	 � �	������	 � )��������� ���	����� ���� � ��	����!

(��������
 ���� ��	��������	 � ������ ���� 	 ���	 �� �	�������� ����	 %������!

,	�	 ��	����	 ���������	
 	� �������	� �	��� ��� �������	� � �	�����	� �	� ���	 ��

��� ������ �� �-���	� ����� ��	� 	� �	� ���	 �� ��	%����� �	�������	���� )�� %����

�-���	� ����� ��	�! .��������	'�� �� ��	��������	 ����� ��	
 �	�����'�� �� �������	

�� �	������	
 ������	 )�� �	�	� 	� �������	� ��	 �)����	����! ������'�� ��� )��

����� �	������� � �������� ���� � ��	����! +	��'�� ��� ��� //" �	� ���	����	 	�

��� ���	����	! ,	���������	 � )��������� �� ���	������� �	������ �� ��� ��	����


��	����� ��� ���	����	 � ���� �����	�	
 �	���
 �	� ���	����	
 	 ���������	 �� ���	

���� ���� �������
 ����	 � ������������� ����� �� �������� ������	�����!

�	������ ������� 0/�	���� /���� ��� �� 1������ 23 ���� X ��� ���� ��� �����!�

��� ��� ��� ������������ �� ������������� ������"���� ����� n ���� ���� �����!����

X1;X2; . . . ;Xn ������������� � ����� ���� ��� ����� � ����� ������������ ��� X

#���� ����� ����������� (X1;X2; . . . ;Xn) ��� ������� �����!��� �� ���� ��� �����!���

X
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�� ����� � ��	�
�� ���� � n���� 	������� �	� ��
	� ����
���	� (X1;X2; . . . ;Xn)�

	��� Xi ������ � 	��������	 �	 �����	 ������
	 �	�
���	�

��
��� ��� ��	�
��� �������� �	�����
�� �
������� ���� ��	����� ������

�����
����
��� ������ ��� �	�	 �	� �!����	� � ����� �� ��	�
�� (X1;X2; . . . ;Xn) "��

���� ���� �	�#

X =
1

n
· (X1 +X2 + . . .+Xn)

��������� "�� X 
����� � ��� �������� ����
����� ��� �!��
� 	 ��
������ ��

"���"��� 	�
�� ����
����
��� �� ��	�
��� "�� ���� ������ ��� $����	 �	 ��
	� ����
���	

(X1;X2; . . . ;Xn)�

�������� 	
�
�
 �%�
�
��
���� ��� ���������	� 
 ��� 	���	�������	� � �������� ��

����� ��� ���������	� � 
 ��� ������ � (X1;X2; . . . ;Xn)�

&� ��
�
��
���� ���� �	���� ��	#

X =
1

n

n∑
i=1

Xi : ����� �� ��	�
��,

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X) : ����'���� �� ��	�
��,

X1 = min(X1;X2; . . . ;Xn) : ���	� ���	� �� ��	�
��,

Xn = max(X1;X2; . . . ;Xn) : ���	� ���	� �� ��	�
��,

W = Xn −X1 �����
��� �� ��	�
��.

(��� $�����
�� � ��������� �
������� �� )�$��*���� ��
�
��
���� ��$��������� ��

�����
����
���� �� ��	�
�� � �� �	������	�

�������� 	
�
��
 �(��'��
�	� �� ��������� 
 ��� ���� ���� ��	����� ��� 	��

��	�������	� � ����������

�� ����	�	� ���� �	���� ��	 ���	� �� 
����� � ������#

+,



������ ��� 	
����� ��� ����� ���� ������ � ���������

����������� ��������� ������

����� μ = E(X) X =
∑

Xi/n

������� Md = Q2 md = q2

��������� σ2 = V ar(X) S2 =
∑

(Xi −X)2/(n− 1)

 !���� �� �������� N n

��������� p p̂

"������ Q(p) q(p)

"����� Q1, Q2, Q3 q1, q2, q3

#����$��� �����%&������ dQ = Q3 −Q1 dq = q3 − q1

'����� �������� f(x) (���)����

'����� �� ����������� F (x) Fe(x)

'����� *��� � ��������+ �,-�+ �. �/� 0�1

�������� 	
�
�
 2����������� �������3 ��� ���������	� ��
����� 	��	���� �� X1�

X2� . . .� Xn � �� ����
 ������ ��������� ����������� � � �
�����
� ��� ������ ��

�������� ���������� � ����������
 �� ��
���������� ����� ���������	� ��
����� � 	������

����������
 ��
������

�������� 	
�
��
 2����������� ������� �� �����3 �� � F (x) � ����
 �� ��������!

��
 �� ��
���������� �� ��"�� �
�����
 �� #�� �$�����
� �� ��
���� �� ������


n� � ����������
 �� ��
���������� �� ���������	� ��
����� X � 	������ ����������


��
����� �� %���� ��
����� 
 ����������
 ��
����� ��� %������

������� 	
�
��
 �� � � �
�����
 1; 3; 5; 5; 7 � �
��� �� ��
����� �� ������
 & 	
!

������� 	
� ���
����
� '��
� �� '����� &()

//



������ ��� 	
��
��
��� ������� �� ��������
�� X

x � � � � � � � �����

P (X = x)
1

25

2

25

5

25

6

25

6

25

4

25

1

25
�

������ ������ � �����
� �!�� "# ��� $�%

&��������� � "��
 �� "�"������ ���'�� �(�
� μ = 4, 2 � )�
*��
� σ2 = 4, 16#

	� �
��
��
��� ������� ���'���

E(X) = 1 · 1

25
+ 2 · 2

25
+ 3 · 5

25
+ 4 · 6

25
+ 5 · 6

25
+ 6 · 4

25
+ 7 · 1

25
= 4, 2,

V ar(X) = 2, 08.

���� �+��"�� 
����� � ������ � ��,�
�

������� ��	��� ���� X ��� ���	
��� ������	� ��� ���	� μ � ���	���	� σ2� � ����

X1, X2, . . . , Xn ��� ������� ������	� �	����� �� X� ������ E(X) = μ � V ar(X) =
σ2

n

������� ��	�
� ��������� �������� ������	�� �	����� (X1, X2, . . . , Xn)� ���	�����

�� ��� ������ �� ��� ���	� μ <∞ � ���	���	� 0 < σ2 < +∞� � �	���	!�	 �� ��������

�� ���	� X̄ ����"	��#��� ���� � $������ �� ��� �	���	!�	 �� ������� ��� ���	� μ

� ���	���	� σ2/n� 	��� �� �� (X1, X2, . . . , Xn) %�� ��� ������� ������	� �	����� ��

������ �� X� ��� ���	� μ � ���	���	� σ2 &�	��� � X̄ = (X1+X2+ . . .+Xn)/n� �����'

Zn =
X − μ

σ/
√
n
,

��� �	���	!�	 �� ����"	��������� ������ ������ ���� � $������

������� ��	���� -�� .������ �� �(�
�/ (������� ��� e� � � ���	
��� ������	�

)�� ���� � �	%���� � ����� � �����*��	�� X � � ��������� μ� 	��� �' X − μ�

��������� ��	��� + �	���	!�	 �� �� e �� ����"	�� �� ��� �	���	!�	 �� ������ ���

���	� , � ���	���	� μ � ���	���	� σ2/n� 	��� �'

√
ne

σ
∼ N(0, 1), ���� � $�����.

�0



��������	��� 	
��	� �	 �����	��� � ��� 	 ��������� ��� �������� ����	�����

�� �	 ����	 �	�	���������	 � p� ������� ������ �	 �	������ 	��	����	 X �	 ��
�����

	����	�

X =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, �� � ������� ��� ����	��� �	 �	�	���������	,

0, �� � ������� ��� ��� ����	��� �	 �	�	���������	.

�����

μ = E(X) = p,

σ2 = V ar(X) = p(1− p).

�����	��� �	 	����	 	��	����	 ������ ����	 �����	���� � �����	��� ��� Yn

� ���	� �� ���������� ����	����� �	 �	���������	 �	 	����	� ������ ����

Yn ∼ Binomial(n, p).

�������� 	
�
�
 ����������	
� ������� �� ������	
�� ��������� ��� p̂� �������

� ������	
� �� ���������� ���������� �� ������������� �� ������� ���� ��

p̂ =
Yn

n
,

���
��

P (Yn = k) = P (Yn/n = k/n) = P (p̂ = k/n).

�� ����� � ���������	
� ������� �� p̂ � ������ �� ���������	
� �� Yn�

 �� ���	�� �	 !���� "#$� ��� 	 ������%����� %����	� ���� ��� 	���&�	�	 ���	

������%����� ���	�� '������	�� ���� (����	 �� )���� �����	�# *%����	��� ����

Yn = X1 +X2 + . . .+Xn,

���� �	�	 Xi� �� ������%����� �� +��������� �� ���	 μ = p � �	��,���	 σ2 = p(1−p)�

� ��� ��	� 	 ��	� �������������� ������� ���������

Yn = n ·X.

-.



���� ���� 	��
��� �� ���� ����
��� X̄ ��
� ���
����� ��
����������� ��
����

��� ���� p � ��
����
p(1− p)

n
� �� �����

X ∼ N

(
p,

p(1− p)

n

)
, ��
� � �
�����

����� � �
��� �
����� Yn = n ·X ��
� ���
������

Yn ∼ N(np, np(1− p)), ��
� � �
�����

��� ���� X̄ � � �
!�
� ��
���� p̂� ����� ������� ������
�
 � ���
����� �� p̂

���� ��
����������� ��
����

p̂ ∼ N

(
p,

p(1− p)

n

)
, ��
� � �
�����

��� �����	
��

"� ���� #�� � $� �
%��� &����'���� ��� ���� ������� 
���(�
 �)
���*�� ���
��

�� ��� ���������� � ��
�
 ��� ����� �� ��� �����
�� +�� �
������� ������ ��

$� �
%��� &����'���� ����

• &������� �� ,�
����
���

• 	���� �� -�!������

.���
���� #�� ���������	 ���  ���*�� �� ����
�� ����������� � �	���
	�

���	 ���  ���*�� �� ����
�� �����
���

/���� �
����0�� 
���� �����
 ������ �� �
������� ���������� ������*���

����� ��  ��� �� #�� � ������� �
����� ����� � � �

 � #�� �� ���� �� � �
%����

��
 ��������� ����� #�� ��  �
�� ������� �� ����� ������

��� � ����� �� ����
�
 �� ���� ������ �� ��������� ����� �� �������

�
�����

������� ������ ��� ������� �	 n = 200 
	����� �	 ��� ����	 � 	�������� 	 �

���� 
	���� � �	�� ��� 
	������ � �	�
	�� �� ���������� �	 �� ������ �� 	������

�� ����	� � �	�
���� � 
	������ 
��	�� �	� ��� ��������	� � ���������� �� !"#

��������� � ���������� � $	�	%�&�	 	����� � 
��
����� �	 
	����� �� ����	 �������	�

� ���������� �� ������� �	 '() ������� �	�
���	� ��� � 
	������� 	���� ���

	������� ������� 
��� 	��� 
��
����� �	�� 120/200 �� 60%�

12



���� �������� 	 
������ ������ ��� � ������� ��������� �������� � �������

���� �� ����� ����� ��� ����� ������� ������� �� ����� � ����� ����������� �� ���

���������� �� �������� ����������� 	 ������� �� ������������ ������ ��������	���

 � ���� ���������� ������ ������� ��!�� �� ����"���� ���������� X1, X2, . . . , Xn

���� ���#

Xi =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, �� � ��	���� ������ �� ������� �������� $�%,

0, �� � ��	���� ������ �� ������� ��������  &'.

� ��(�� p = P )�������*� ��� ���� ������� ��+�!�� �������� $�% , ���+����

-����� �� Yn =
n∑

i=1

Xi� ����� ��� Yn ��� ������
����� 
������ ��� ���.������

n � p� � � ���
���� ���" ������� p� /�+�������� Yn ��������� � 0���� �� ��������

��� ��� �����"���� � ��������� �� �������� �� ��1�� ��� ���������� $�% , ���+����

�������� �� �������� ��������	 �� P 	#

p̂ =
Yn

n
=

n∑
i=1

Xi

n
=

0���� �� $�%
0���� �� ���������

.

����� �� Yn = k� ���� 	� �
�������� � ����� k �� ����"��� Yn� ������� p̂ =
k

n
���� ��� ���������� �� p� �������	� 
�� p̂ � �� ��	����� ������	��� � 
�� k/n � �

���	�� �� ����� � ����	 �� ��	����� ������	��� �� ������ ����� �� ��������� �

60%� �� ����� � ��� ����� 
�� � �������	 p̂ �� ����	������� ��	���������� ��	��

�� ��	 ��	�� E(p̂) = p � V ar(p̂) = p(1 − p)/n � 
�� ������ 
�� � �������	 p̂ �

���� ���	�� p� �� ����� p̂ � � �������	 ��������	
� �� ��������	
� �� p� !���

���� ��� ������ ����� 
�� ��	� "	����� ����	��� � ����	���� ���	� p̂ � p ����� �

��	 ��
����� ���� �� n −→∞� V ar(p̂) −→ 0� ����� ����� ��#$�� 
�� p̂ � � �������	

����������� �� p�

������� ������ %!������	& �� �������	
 T �	 ��
����
	 θ  �������
 �����	 ���

	���
������ �� ��	��
�� 	� ���� T = g(X1, X2, . . . , Xn).

������� ������ %!������	 ��� '������& � �������	
 T  ��	 ������	 ��
� θ� ��

E(T ) = θ� ��
� �	�	 θ�

()



�������� 	
�
�
 �����������	 ���������� � 	 ��
	� ������	 ��
	 ������	� �� ���

�������
�� ��	�����

������ 	
�
�
 �	 �����
	 ������ p̂ � �� ������	� � p� �������	 60% � ���

���������� � p�

�������� 	
�
�
 �n
����� ������ � �	 ���� X ��� �������
 �
�������� ���� ���

������	 �	�����	 n� 	 ������	 �	����	 � X� ��	��	 �	� μn� � �	 �	��

μn = E(Xn),

��� ��� E(Xn) �������

 
�� ���	� �!���	� 	 n�����	 �	����	 ������
 �	�	 ���	 E[(X−E(X))n]�

���	 �������

�� �������
��� �� X � ��� �������
 �
������� ������� �	� "��#$	 � ��	%�%��


��� p(x)� ���	� ����

μn =
∑

xnp(x),

� �� X � ��� �������
 �
������� �	��&��� �	� "��#$	 � ��	%�%�
��� f(x)� ���	� ����

μn =

∫ ∞

−∞
xnp(x)d(x).

���������� 	
�
�
 ���� X ��� �������
 �
������� �	� ���� μ � ����'���� σ2� �����

���	� �� ��(������ ��
�#)�� �$	 ��
��� ���� 	� 	�� �������	� �	����	� �	��
���	�����

E(X) = μ,

E(X2) = σ2 + μ2.

 �������� �(��
�� � ������� � � ��(���� ��(�� 	 "��	 � ����

V ar(X) = E(x2)− E(X)2 ⇐⇒ E(x2) = V ar(X) + E(X)2 = σ2 + μ2.

�������� 	
�
	
 �n
����� ������ ��������	 *	������ ��� ��	���� � �����+	 n

� �	��
�#$	 (X1, X2, . . . , Xn)� ,�!����� 	 ������	 �	����	 ��	����
 �	��

mk =
1

n

n∑
i=1

Xn
i , �	� n = 1, 2, . . .

��



��� �����	
��� 
 �������

�������� 	
�
�
 ��������	
�� �� �	���	�� ������� �	� θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂r �
� ������

����� ������� ���� ������ ��� �������� �� ���� ����� ���	���� ��� ��	������

mn = μn, n = 1, 2, . . . , r.

������ 	
�
�
 ���� (X1, X2, . . . , Xn) 	�� ������� ��������� ������� �� 	�� ������

�	��
� �������� �� ���������� � � �� �	 �����

P (X = k|n, p) =

⎛
⎜⎝ n

k

⎞
⎟⎠ · pk · (1− p)n−k,

���� � �������� X ������ � � ���� �� �	!����� �� n ������� � k = 0, 1, . . . , n"

#��	����� �	� �� ���������� n � p ����� ���!��$�!����� ����� ��!������

����������� ���� ����� �� ���������� � ������ �� ������ ��� ���������

# ������ �� %&����� '"(") � 	����� � ���� �� �	� Xi ��� ����� np � ������!��

np(1− p)� ����� �	� �� ���� ��������� �������� ���	��!������ �
� ������ �����!����

������ ����

μ1 = E(X) = np e μ2 = E(X2) = np(1− p) + n2p2.

*+	������ �� ���� ��������� �������� ��������� m1 � m2 ��� ���� ��������� ��������

���	��!������� ����� � ��+	���� ������� �� ��	������

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

X = np,

1

m

m∑
i=1

X2
i = np(1− p) + n2p2.

,��������� �� n � p� ������� �� ��+	����� ����������� ���� ������ ��� ���������

n̂ =
X

2

X − (1/m)
∑m

i=1(Xi −X)2
,

p̂ =
X

n̂
.
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( ���� &�����&�� � �'��� ��
����
� �� ������)�� � ���� *���+���� ����� �

���
���, -��� � �
������.� θ̂ = 4� �
�� ���� ' �� &�� 0, 213� &��'�� &�� 
�� *��

�/�
�� ��0��� ����� �
������.� ��� ���� *���+���� ����� ����� � *�� ��� !, $�
��

������ � ��1���.� ' ������)�� � �������

S(θ) =
10∑
i=1

(Yi − θXi)
2.

2 �3���� � ������ ' ����� ���.��� � ������ �� ������� � θ � �0������ �

��
����� � )���� �� 
�1�� ��������� θ̂ &��� � *����

dS(θ)

dθ
=

10∑
i=1

(Yi − (̂θ)Xi)(−2Xi) = 0.
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θ̂MQ =

∑10
i=1(Xi · Yi)∑10

i=1 X
2
i

.
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 ���	
 �� X � Y � ��	�����	
 θ̂MQ = 4, 011625� 	� 
���� �

�
�������� ��� �������� 	 ���	 ��������	 �	��� �� ��	
��� � ���� �	� θ̂ = 4, 011625�

�� ���	� ���������	 �
�� ���	�� ���	
 ��� 	 ���	 ��������	 �	��� � 0, 2114015�
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����� ��� ��
��������	 �� ��	���������� fY (y) ������� �� θX� 	 ��� �

����������� � ����� ���� ���� ��� �� 	 ��
��	 ε = Y − θX 
���� ��� ��
��������	

������� �� ���	 �� ��
�� �	���� � 	��� �
������

Y = θx+ ε,

	� ε 
������	 � ��
��������	 fε 	� ����� ���	� ��
�� �	���� � ���	���� �
	� �� θ

��� �������� � 
	�� �	
 �������	
 �	
 ���	
�

n∑
i=1

ε2 =
n∑

i=1

(Yi − θXi)
2.
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 �	
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Y = g(X, θ) + ε,

�� �� ��
�� �	��� �	 �&�	
�	 ����� ����#
� ��	����� 	 ���	� �� θ ��� �������� �

�����	�

S(θ) =
n∑

i=1

ε2i =
n∑

i=1

(Yi − g(Xi, θ))
2,
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��� X � ��� ��	
���� �����	
� �������� f(x, θ)� ����� θ � ��	���	� ���������
���

��
	���� ��� ����	� �����	
� �
����� �� X� �� ������ n� X1, . . . , Xn� � �����

x1, . . . , xn �� ����	�� ���
������ ����	������ � ���� � �� ��	���
�
������ ! � ��"#

�
�� ��	$

L(θ; x1, . . . , xn) = f(x1; θ)× . . .× f(xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ).

%� X � ��� ��	
���� �����	
� �
��	�� ��� ���� � �� �
�	
��
� � p(x, θ)� �

���� � �� ��	���
�
������ � ���� ��	$

L(θ; x1, . . . , xn) = p(x1; θ)× . . .× p(xn; θ) =
n∏

i=1

p(xi; θ).
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������� �	
	�	 %��� X ��� ��	
���� �����	
� ��� �
�	
��
� � *�	�����
���� +���#

��� ��� ����	� �����	
� X1, . . . , Xn �� X� ' ��
����	 �� ��(
�� ��	���
�
������

��	� � � p̂ =
1

n
·X.

,�����	�� �� +��� X ∼ ,
������� (p)# � !���"� 	
 ���������	�	
 	
 X � 

pX(x) = px(1− p)1−x, x = 0, 1.

%
��� !����# � !���"� 	
 �
������������� � 	�	� ��� 

L(θ; x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

pxi(1− p)1−xi = p
∑n

i=1 xi(1− p)
∑n

i=1(1−xi)

-.
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������� � ����� �� p ���� � ���� � ������ �� ����		
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������ L(p; x1, . . . , xn) � ��
���

���
����� � ������ �����
��� ������� ���� �� ������ �� ����		
�
������ L(p; x1, . . . , xn)�

����	 ��� 

L(p; x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xiln(p) +
n∑

i=1

(1− xi)ln(1− p),

�� ���
����� �� ������� � �� 	���� ��� 

dlnL(p; x1, . . . , xn)

dp
=

(1− p)
n∑

i=1

xi − p

n∑
i=1

(1− xi)

p(1− p)
.

!�������� � ��	������ � "���� �#����	 ��� 

(1− p̂)
n∑

i=1

xi − p̂
n∑

i=1

(1− xi)

p̂(1− p̂)
= 0⇐⇒ 1

n

n∑
i=1

xi = x.
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�� G � H ��� ��������	
�� �	��� � ������� �� �������� 
��� �	���	��	��� ��

������	�	���� ������� �� ��������� θ �

P (G < θ < H|θ) = 1− α

����� � 	�������� �������	� (G;H) � �� 	�������� �� 
������� 
�� ����� 100(1− α)%

���� θ�  ������� ����!�� 	���������� � 	�������� �� 
������� 
��� �� 	�������� "��


����� �� ������� #��������	�#"�� � ��������� θ ���� �����	�� $��	� � ����	���� ��

	�������� ���% ����
	��� � 	�
����&� "�� �� ��� � �����	�� �� ����������

'���	���� X1, X2, . . . , Xn ��� ������� �������	� ���	���� �� ��� ���������


�� �	���	��	��� fθ "�� ������� �� ��������� θ�  �� �(����� ����!�� X1, X2, . . . , Xn

��� ������� �������	� 
�� �	���	��	��� ������ 
�� ���	� μ ���
��)�
	�� � ����	�

������ 
��)�
	�� σ = 1�  ��� �� ������ �� 	�������� �� 
������� ���� � ���������

θ � ��
���%�	� 	������&	� � 
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�	�� �� "����	���� �	�����*
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 �+����	���� �	��������� �����	 Q 
� ��	��� (X1, X2, . . . , Xn)

� 
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���������	 
� �	������
�
� ��	 
����
� 
	 ������	 θ �


��	����
� ������
�
� ���	����

,���� ����� ���� � ����� �� 
������� 1− α ����!��*

1− α = P (q1 ≤ Q(X1, X2, . . . , Xn; θ) ≤ q2)

�� � "����	���� �	����� Q ��� 	��������� ����!�� �������� � 	��"����� �
	��

�� ������� � θ � ����� �� 	�������� �� 
��������
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 ���	��� ��� �� ����� ������ � ��
�� μ 
� ��� �	������	 �	�


���������	 �	��� �	� �������� σ2 �	�����
�� � ������
	 
� ������ ��	������

������ ��� � ��
�� �	������	��� μ � 
�
	 ���� ��
�� ��	���� X 
� ��� ��	��� 
�

������	 n�  ����! ������ � ��"����� ������
�
� ���	��� e = (X − μ) ∼ N(0; σ2/n)�

P (|e| < 1, 96 · σ2/n) = 0, 95

P (|X − μ| < 1, 96 · σ2/n) = 0, 95

P (X − 1, 96 ·
√
σ2/n < μ < X + 1, 96 ·

√
σ2/n) = 0, 95
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