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Resumo
O objetivo deste trabalho é mostrar a estrutura de semigrupos numéricos e suas ca-
racteristicas, mostrando a finalizagao destes em uma P.A. (progressoes aritméticas).Em
seguida mostrar a curiosidades de alguns semigrupos e realizar muitos exemplos para
facilitar o entendimento desta estrutura. Por fim mostramos a estrutura para genera-
lizar o niimero de Frobenius em alguns semigrupos e para a quantidade de elementos

presente nos semigrupos até a chegada deste ntmero.

Palavras-chave Semigrupos, Numero de Frobenius, Geradores e sequéncia.
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Abstract

The objective of this work is to show the structure of numerical semigroups and their
characteristics, showing the completion of these in a P.A. (arithmetic progressions).
Then we show the curiosities of some semigroups and many examples to facilitate

understanding of this structure is presented.

Keywords Semigroups, Frobenius number, sequence and generators.
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1 Introducao

Acostumados com os conteudos de teoria de niimeros e com as estruturas algébricas
de grupo este trabalho visa dar ao leitor uma introducao bésica sobre semigrupos
numeéricos.

Este trabalho visa mostrar a estrutura simples de um semigrupo e sua criacao a
partir de uma sequéncia definida ou a partir de geradores, usando apenas a operagao
de soma.

Os semigrupos tem grandes aplicagoes na matematica apesar de sua estrutura sim-
ples, porém nosso enfoque nesse texto é mostrar a estrutura e exemplos de semigrupos
gerados por 2 ou 3 geradores. Além disso, queremos mostrar que a estrutura de semi-
grupos se desemboca em uma P.A., o que torna esse contetido facilmente aplicado nos
contetudos de ensino médio.

Na primeira parte do trabalho fazemos uma introducao a algebra, passando por
contetudos necessarios ao entendimento de semigrupos e a outras partes bastante inte-
ressantes da algebra como o Teorema de Fermat e as congruéncias lineares.

Na segunda parte mostraremos as estruturas de semigrupos e varios exemplos, além

de mostrar algumas caracteristicas importantes de semigrupos, alguns Teoremas, etc.

2 Secoes de desenvolvimento do trabalho

Neste capitulo estudaremos as congruéncias lineares moédulo m e algumas de suas apli-
cagoOes. Estas equagoes sao fundamentais para defirnirmos alguns conceitos necessérios
para a explicacao dos semigrupos numeéricos, que veremos adiante. Este capitulo foi
baseado nas referéncias [1],[2],[5], [6],|7]-

2.1 Congruéncias

Sejam a, b, n € Z. Dizemos que a é congruente a b mdédulo n, e escrevemos

a = b(mod n)

se n divide a — b deixam o mesmo resto na divisao por n.
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Por exemplo temos que 7 = 2(mod 5) ou que 31 = 7(mod 6).

Com relacgao as congruéncias temos que elas possuem algumas propriedades:

e Reflexivas: x = x (mod w);
e Simétricas: z = y (mod w), entdo z =y (mod w);
e Transitivas: z =y (mod w), e y = a (mod w), entdo = = a (mod w);
e Compativeis com a soma e a diferenca :
x = y(mod w) x4+ a = (x+b)(mod w)
_—
a = b(mod w) x—a=(y—>b)(modw)
e Compativeis com o produto :

xr = y(mod w)
e

a = b(mod w)

e Cancelamento : Se mdc(c, w) = 1 entao

ze = ye(mod w) +— x = y(mod w).

Exemplo 1. Demonstrar que 7 | 3'1° — 6.
Solugio: Demonstrar que 7 | 3> — 6 é o mesmo que provar que 3 = 6(mod 7).
Observemos que : 3% = 2(mod 7).

Entao temos (3%)'= 27(mod 7) e portanto (3*)" = 2(mod 7). Isto é o mesmo que
dizer que 3'* = 2(mod 7).

Multiplicando os dois membros por 3 (o que nao altera pois o mde(3,7) = 1) temos:

3% = 6(mod 7), como queriamos demonstrar.
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Exemplo 2. Vamos determinar o resto da divisao de 5°°° por 122.
Solugao: Temos que 5°°° = 3(mod 122)

Entao (5%)1°= 3'%(mod 122) +— (5*)1° = 59049(mod 122).

Como 59049= 1(mod 122), temos que (5*)'° = 1(mod 122), que é o mesmo que
530 = 1(mod 122).

Elevando os dois membros a 10 temos que (5*°)1° = 1'%(mod 122) ou seja,

5390 = 1(mod 122).

Entao 122 divide (53°° — 1), ou seja, o resto da divisio de 53%° por 122 ¢ 1.

Exemplo 3. Mostre que se a equacao x> — 117 é mailtiplo de 9, entdao qualquer solugdao

inteira deve satisfazer

2 — 117y* = 5(mod 9)

Solucao: Observamos que x so pode deizar resto de 0 a 8 na divisao por 9. Analisando

estes casos temos:

zmod 9 | 012345678

>mod 9| 012845678

Ou seja, 3 = 5(mod 9) é impossivel e a equagdo nao possui raizes inteiras.
Exemplo 4. Mostre que 13| 52 — 1 ¢ o mesmo que provar que 5% = 1(mod 13).

Solucao:
Sabemos que 52 = —1(mod 13).
Portanto 5'2 = 1(mod 13), como queriamos demonstrar.
O exemplo 4 é um cléssico do pequeno Teorema de Fermat que estudaremos adiante.

Nesta parte do capitulo estudaremos as equacoes do tipo:

f(z) = 0(mod m)

na variavel x, onde f(z) é um polinémio com coeficientes inteiros. Para isso enuncia-

remos antes o Teorema de Fermat e a Funcao de Euler.

16



2.2 Teorema de Fermat e a Funcao de Euler

Para Estudar o Teorema de Fermat e a funcao de Euler precisamos antes definir o que é
um sistema completo de restos (que chamaremos de scr) . Dizemos que um conjunto de
n nameros inteiros ay, . .., a, forma um sistema de restos modulo n (scr) se ele contém
todos os possiveis restos da divisao por n , ou seja, scr =0,1,2,....,n — 1.

Isto é, se os a; representam todas as classes de congruéncia moédulo n, temos, por
exemplo, na divisao de um ntmero qualquer n por 9 , que o conjunto 0,1,2,...,8
formam um scr modulo 9. Equivalentemente, podemos dizer que aq,...,a, formam
um scr modulo n se, e somente se, a; = a;(mod n) implicar i = j.

Entao dizemos que a fungao de Euler ¢(n) é o ntumero de inteiros positivos menores

ou igual a n que sao primos com n e denotaremos da seguinte maneira:

o(n) ={xr € N/1 <z <n,mdc(xz,n) =1}

n 11231461067 8]9]10

Exemplo 5.
o) 11122426 4|6]| 4

©(1) = 1 por que o unico inteiro positivo menor ou igual a 1 € o proprio 1 e
mde (1,1) = 1.

Exemplo 6. Para exemplificar o Teorema acima vamos calcular ¢(9). Veja o nimero

de elementos do conjunto.
{freN /1 <z<9/mde(x,9) =1} = {1,2,4,5,7,8}
Como o nimero de elementos do conjunto é 6, entao p(9) = 6.

Montar o conjunto ¢ para um certo 7 e contar seu niimero de elementos utilizando
esse método ¢ facil apenas se este n for relativamente pequeno. Esta tarefa torna-se
complicada com 7 relativamente grande, por exemplo n = 12960 .

Mas se 7 for primo, simplesmente () = 71 - 1, tendo em vista que todos os inteiros

positivos menores que 7 primo sao primos com o mesmo.
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Vejam na tabela do exemplo 5

©(2) =1,0(3) = 2,¢(5) = 4,(7) = 6,

e assim por diante .

Sendo 1 um inteiro positivo qualquer, como calcular ¢ (7)?

Para responder essa pergunta utilizaremos a propriedade de que a funcao de Euler
¢ uma funcao aritmética multiplicatica, ou seja, se a e b sao inteiros positivos tais que

mdc(a, b) = 1, entdo

p(ab) = p(a).p(b)

Para demonstrar a afirmacao acima utilizaremos o Lema abaixo.

Lema 1. Dados os inteiros positivos k, a e b, com mdc (a,b) = 1, entao os restos das

divisoes dos a inteiros

kk+bk+2b ... k+(a—1)b
por a , sao todos diferentes.

Demonstragao. Observe a desigualdade 0 < s,t < a. Suponhamos por absurdo, que
k + sb e kK + tb deixem o mesmo resto na divisao por a. Assim, K + sb = aq +r e

K+ tb = aq’ + r. Entao veja que a divide o produto (s — )b :

(s —t)b

(k+sb)—(k+tb)=(aqg+71)—(ad +7)= (s—t)b=al¢—¢) = (g—¢) = -

Por hipétese, mde(a,b) = 1, logo a divide (s — t), o que é impossivel porque foi
imposto que 0 < 5,1 < a.

Concluimos entao que os restos sao todos diferentes. n

Corolario 1. Se a nao divide um nimero p qualquer, entio o restor (0 <r < a) tem
exatamente uma quantidade a de inteiros positivos, tal que estes dispostos em ordem
sao 0,1,2,...a—1.

Teorema 1. A funcao de Fuler é uma funcao aritmética multiplicativa.
O que faremos é provar que p(ab) = ¢(a).p(b), desde que mdc(a, b) = 1.

Demonstracao. Se a =1 ou b =1, o teorema ¢ valido, pois

18



©(1.b) = @(b) = 1.p(b) = p(a).p(b)
p(a.1) = p(a) = p(a).1 = p(a).p(b)

Sejam, entao a > 1 e b > 1. Vamos agora dispor todos os inteiros 1,2, ...,ab em a

linhas e b colunas, para daf tirar algumas conclusoes.

Ob-+1 Ob+2 | ... Ob+k e | 1b
1b+1 1b+2 | ... 1b+k | ... 2b
2b-+1 2b+2 | ... 2b+k | . 3b
(a-1)b+1 | (a-1)b+2 | ... (a-1)b+k | ..... ab

Os inteiros da k-ésima coluna serao primos com b apenas se k for primo com b.

De fato, pois, de modo inverso, b divide qb + k, apenas se x for miltiplo de b.

Suponhamos que a k-ésima coluna seja uma destas ¢(b) colunas. Pelo Lema 1, os
restos das divisoes dos a inteiros desta coluna por a sao 1,2,...a — 1. Como sabemos,
o(a) = 1,2,...,a — 1 . Logo o namero de inteiros da k-ésima coluna que sdo primos
com a é ¢(a).

Portanto, em cada coluna (em um total de ¢(b) de inteiros onde todos sdo primos
com b, vamos ter ¢(a) inteiros que sdo primos com a.

Logo, o niimero de inteiros da matriz a x b que sdo primos com a e b é p(a)p(b). E
claro que todo numero que nao tem fatores primos com a e b também nao terao com
o produto ab. Assim, ¢(a).p(b) também é a quantidade de inteiros positivos menores
que, e primos, com ab.

Conclusao : p(ab) = p(a)p(b).
O

Corolario 2. Se os inteiros positivos ay,as,...,a, = a,b,c,...,z respectivamente , e

a,b, ...,z sao dois a dois primos entre si, entao

plar, ag, az, . .., a,) = p(ar)p(ag)p(as) . .. p(an)

ou

19



Esta generalizagao do teorema é uma propriedade comum & todas as fungoes arit-
méticas multiplicativas.
Agora ja sabemos que se n = p é primo, entdo ¢(p) = p — 1. Entéo dado a € N,

com a > 1, vamos estabelecer a formula para o calculo de p(p®).
Teorema 2. p(p*) = p® — p*~1
Demonstracao. Os inteiros menores que p® e que sao primos com p

t.p=p* :>t:p0‘_1

Entao como ¢ indica a quantidade de inteiros menores que p® que nao sao primos

com p“, a quantidade de inteiros que sao menores que p e primos com p® sao exatamente

p® — pot Assim, p(p*) =p* —p

a—1

]

Associando a propriedade multiplicativa da funcao de Euler e o Teorema 2, conse-

guimos calcular ¢(n) para qualque inteiro positivo n .

Exemplo 7. Calcular ¢(5625000).
Primeiro passo: Fatorar n = 5625000, ou seja, n = 23.32.57

Segqundo passo: Calcular o(p®) = p® — p*~1.
p(2°) =2 -22=8—-4=4
03 =32-3'"=9-3=6
(57 = 5" — 5% = 78125 — 15625 = 62500

Por dltimo, aplicamos a propriedade multiplicativa de p(n).
©(5625000) = 90(23.32.57) = 4.6.62500 = 1500000

O dltimo teorema de Fermat, afirma que nao existe nenhum conjunto de inteiros

positivos x , ¥y , z e n com n maior que 2 que satisfaca

n

" 4+ y" = 2"

20



2.3 Equacoes médulo m

Se mdc(a,m) =1, como a é invertivel modulo m, a equagao
ax = b(mod m),
tem solucao tnica médulo m, dada por
z = a®™b(mod m).

Utilizando o Teorema de Fermat temos que todas as solu¢oes da equacao acima sao da

forma

x = a?"™ b + km(mod m),

onde k € Z

Temos que na congruéncia linear do tipo

ax = b(mod m),

um inteiro x sera uma solucao se existir y € Z tal que ax — b = my.
Logo, se d = mdc(a,m) , entdo para que exista solu¢ao devemos ter que d|b pois
b=ar —my

Por outro lado, sabemos que existem inteiros xq e g tais que
axg + myop = d

xo € Yo podem ser encontrados através do algoritmo de Euclides, com o qual se
calcula d.

Entao, se d|b, temos que

aro— + myp— =b

d d

b
e vemos que a equacao modular tem a solugao r = o (ou a classe de congruéncia
deste nimero).
Para analisar a existéncia de outras solugoes, supomos que z e w satisfazem igual-

mente az — mw = b ; entao

az—mw:ax—my@a(a—x):m(w—y)<:>g(z—x) :%(w—y)
mas, como % e % sao primos entre si, isso implica que
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(2 — )

ou seja

z:x+k.%,k§d

Duas solugoes desta forma serao congruentes modulo m se d|k. Temos, portanto, d
solugoes distintas, correspondentes aos valores 0 < k < d.

Logo, dai, temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 1. Param € N, a € Z e d = mdc(a, m) a equagao

ax = b(mod m)

tem d solugoes distintas se d | b e nao tem solugées se (d10b)( que é o mesmo que

dizer que d nao divide b ).

Se xg e yo sao inteiros satisfazendo axy+ myy = d, as solugoes do primeiro caso sao

b m
— — 1<
$0d+l€d, _k’<d

Neste caso o numero de solugoes distintas moédulo m da equagao é exatamente o

mdc(a, m).

Exemplo 8. Agora vamos resolver a equagdo 12x = 28(mod 8)

Observe que o mdc(12,8) = 4 e como 4|28 , logo pelo Teorema acima sabe-se que
esta equacao tem 4 solucgoes.

Testando, encontramos como solugoes 3,5,7 e 9. Qualquer outra solugcdo € congru-

ente a uma dessas, modulo 8.

Exemplo 9. Encontrando a solu¢do da equag¢io 10z = 11(mod 9)
Observe que o mdec(10,9) =1, e como 1|9 a equagdo tem uma inica solugao.

Podemos ver que a solugao € 2; qualquer outra solugao € congruente a essa, modulo

Para resolvermos um sistema de congruéncias lineares, podemos usar o Teorema

chinés do resto, que garante a existéncia de solucao para este tipo de sistemas.
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2.4 Teorema Chinés dos Restos

Considere o sistema de equagoes
K = ¢;(mod ny)
K = cy(mod ny)

K = c3(mod n3) (1)

K = c¢;(mod ny)

Teorema 3. O sistema (1), onde mdc(n;,n;) = 1, para todo n;, n; com i # j, possui
uma unica solucao modulo N, com N = nins...n.. Tal solucao pode ainda ser obtida

da sequinte maneira :

X = NY.Cy + NoYo(Cy + ...+ N,Y,.C
onde N; = N/n; ey; € solu¢io de N;Y = 1(mod n;) ,i=1,2,..r.

Demonstrag¢ao. Vamos inicialmente provar que x é uma solucao simultanea do sistema

(1). De fato, como n; | N;, se i # j, e N;y; = 1 (mod n;) segue-se que

X = Nyyicr + Noyacy + - - - + Nyyrcr, = Nyyici(mod nj).

Por outro lado, se ' é outra solugao do sistema (1), entao

X = 2'(mod n;),Vi,i=1,2,....,7.

Como mdc(n;,n;) = 1 (ou podemos dizer apenas (n;,n;) = 1), i # j, segue-se que o
mmc de nq,...,n,, que podemos representar por [ni,...,n,|, éigual any,...,n, = N

e , consequentemente, temos que

X = z(mod N).
[l

Exemplo 10. Vamos agora resolver o famoso problema de Sun-Tsu, matemdtico chinés
que viveu no século 3 d.C. , que propoe encontrar o niumero que deira restos 2 , 3 e 2

quando dividido por 3, 5 e 7, respectivamente.
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Solugao :  Resolver o problema de Sun-Tsu € o mesmo que resolver o sistema de

congruéncias
K = 2(mod 3)
K = 3(mod 5) (2)
K = 2(mod 7)

Temos que N3 = 3.5.7 = 105; N1 = 35, N, =21 e N3 = 15.
Temos também que resolvendo as equagoes 35Y = 1(mod 3), 21Y = 1(mod 5) e
15Y = 1(mod 7) encontramos as solugoes y1 = 2, yo = 1 e y3 = 1, respectivamente.

Portanto, uma solu¢cao modulo N = 105 € dada por

X = N1y161 + NQyQCQ + Ngygcg = 233.

Como 233 = 23(mod 105), entao € a solugao tnica, mddulo 105, do problema de

Sun-Tsu e qualquer outra solugdo € da forma 23 + X105, com \ € N.

3 Equacgoes Diofantinas

Neste capitulo estudaremos as equacoes diofantinas e o Pequeno Teorema de Fermat.
Esses dois topicos sao usados nos semigrupos gerados por n elementos, que estudaremos
logo a seguir. Estes conceitos nos darao condig¢oes para provar alguns toépicos em relagao

aos semigrupos, e foi escrito baseado em [5], [6], [7], [8] e [11]

3.1 Equacgoes Diofantinas

Diofanto, nascido em 221d.C. | viveu em Alexandria ja sobre o dominio romano e fale-
ceu aos 84 anos. Foi um dos tinicos matemaéticos de renome de sua época que dedicou
seu trabalho a teoria dos ntimeros.

As equagoes polinomiais com coeficientes inteiros e solugoes inteiras ou racionais sao
chamadas hoje de Equacoes Diofantinas.

As equagoes diofantinas que iremos estudar sao do tipo ax + by = n, com a,b e n € Z.
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As equagoes desse tipo s6 admitem solucao se, e se somente se, o mdc(a, b) | n.
Observe que se xg e yo é uma solucao particular da equacao ax + by = n entao temos

que x e y serao solugoes desta mesma equacao se, e somente se,

n t.a
r =
*" (a,0)
e
- n t.a
T )

para algum ¢ € Z, em que (a,b) = mdc(a, b).

Exemplo 11. Resolver a equagao 12x -Ty = 9
Como mdc(12,7) | 9 a equagao tem solugiao. Vamos encontrar a solugao (xg,y) desta
equacao.

Pelo algoritmo euclidiano, temos:

12=71+5
7=051+2
=22+ 1
Isolando as equacoes temos
1=5-22(a)
2="7-51()
=12-71(c)

Substituindo (c) em (b) obtemos :

9= 7-12 +7=172- 12 (d)

Substituindo (c) e (d) em (a) obtemos :
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=12-71-2(72-12) =12-71-78 + 12.2
Entao temos
1=12.3-175
E, portanto,
= 12.27- 745
Logo, x1 = 27 e y; = 45 € uma solucao particular da equagao.

Vamos agora determinar a solug¢ao da equagdo :

r=27T+1t7ey=45—1.12
Encontrando o maior valor de t € N, de modo que x,y € N.
Neste caso, isso ocorre quando t = 3, logo a solugao € xg =06 e yg = 9.
As solugoes da equagao sao

r=6+Ttey=9+ 12t

Depois dos trabalhos de Diofanto a Aritmética ficou muitos anos sem um grande
salto. Apesar de algumas descobertas ela s6 voltou a ter grandes avancos através de
Pierre de Fermat, um jurista francés que viveu no séc. XV II e contribuiu com véarios

teoremas , dentre eles um bastante usado na algebra, o Pequeno Teorema de Fermat.

3.2 O Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 4. Seja a um inteiro positivo e p um primo, entao

a? = a(mod p).
Demonstrag¢ao. Vamos provar por indugao sobre a.
Para a =1 é claro o resultado, pois p divide 0 ( p | 0).

Suponha o resultado valido para a. Iremos provar que ele também vale para a + 1.

Pela formula do Binémio de Newton,
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p p
(a+1)P — (a+1)=ad’ —a+ ab b+ .. a . (3)
1 p—1
. p - o . :
Como os ntmeros sao todos divisiveis por p, sendo p um nimero primo,
1

entao por isso e pela hipotese temos que

p
a? —a+ aPt L a (4)
1 p—1

é divisivel por p. O

Entao podemos enunciar o pequeno Teorema de Fermat da seguinte forma:

a? = a(mod p)

ou

a? —1 = 1(mod p)

2100 por 11.

Exemplo 12. Vamos agora encontrar o resto da divisao de
solugdo : Pelo teorema acima temos que 2'° = 1(mod 11).
Elevando ambos os lados da equagdo por 10 temos que 2'°° = 1(mod 11) ou seja, o

resto da divisao de 2'°° por 11 € 1.

7213

Exemplo 13. Calculando agora o resto da divisao de por 17 :

solucao : Observe que 7?13 = 7161345

Temos que 7* = —2 (mod 17) e 7° = 11(mod 17)
Como 7* = —2 (mod 17)

Elevando os dois lados a quarta poténcia temos :
(7*)* = 16 (mod 17)

Que também pode ser escrito

7 = —1(mod 17)

Elevando os dois lados ao quadrado temos :

716 = 1(mod 17)
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Elevando os dois lados a treze e multiplicando por 7° temos :
(71613 (7%) = (113). 7 (mod 17)

Ou seja, 713 = 7°(mod 17)

E como 7° = 11(mod 17), logo

7213 = 11(mod 17)

Logo o resto dessa divisao € 11.

Observamos que as equagoes diofantinas nao lineares sao muito complexas e dariam,

por si s6, um trabalho sobre elas.

4 Os semigrupos numeéricos

Neste capitulo estudaremos os semigrupos gerados por 2 e 3 elementos , além de mostrar
algumas de suas caracteristicas e aplicagoes.

Estudaremos regularidades de alguns semigrupos, além de mostrar alguns teoremas
importantes acerca do estudo destas estruturas. Esse capitulo foi escrito baseado nas
referéncias (8], [10], [12] e [17].

4.1 Semigrupos Numéricos

Subconjuntos S de N U {0} sao chamados de semigrupos quando 0 pertence a S e

quando x, y pertencem a S = r +y € S.

Um semigrupo S é dito de razao r se existe ag € S tal que SN{ag, ag+r,a9+2r,...}
éigual a {ag, ap+r, ag+2r, ...} ,ou seja, o semigrupo é uma progressao aritmeética (P.A.)
de razao r > 0 a partir de ay.

Quando esta P.A. for de razao 1 este semigrupo sera chamado de semigrupo arit-

mético ou numerico.

Dizemos que o menor elemento de S que satisfazer essa condicao é chamado de
reqularizador aritmético deste semigrupo e sera denotado por r(5).
Os nameros inteiros [ nao pertencentes ao semigrupo S sao chamados de lacunas e o

ntmero de lacunas g é chamado de género.
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Exemplo 14. Seja S; = {0,5,6,7,8,9,...}.

Como Sy € um semigrupo, o reqularizador de Sy € 5, ou seja, r(S1) = {5}

Se temos um semigrupo numérico entao N\\S' é um conjunto finito e r(.S) = F(5)+1,
em que F'(S) é chamado de nimero de Frobenius deste semigrupo.
Ou seja, o conjunto das lacunas de S é denotado por Lg = N\S.

Se em algum caso Lg = {l; < Iy < [} for finito, dizemos que [; é a maior lacuna
de S.

Exemplo 15. S; = {0,5,6,7,8,9,10,11,} € um semigrupo. Temos Lg, = {1,2,3,4}.

Como o conjunto das lacunas de S1 € finito e seu maior elemento € o 4, entao ly = 4

Exemplo 16. O conjunto das lacunas do semigrupo formado pelos nimeros pares
S =14{0,2,4,6,...,2k,...} é Lg = {1,3,5,7,9,...,2k+1,...} e como este conjunto
¢ infinito ele nao possui numero de Frobenius e seu reqularizador aritmético r(S) € o

ZET0.

Usualmente representamos um semigrupo S na seguinte forma:

S ={0,51,82,.-,8n,.-.}

Poderia restar davidas se os sucessores de s,, no semigrupo, sao todos os naturais
maiores que s,. Para evitar essas dividas, passaremos tambémm a expressar um se-

migrupo por meio de seus geradores.

Definigao 1. Sejam S um semigrupo com regularizador r(S) e um elemento qualquer

p# 0 de S. O numero de Frobenius € uma unidade a menos que o reqularizador , ou

seja , F(S)=r(S) — 1.

Estudaremos agora alguns resultados envolvendo o género g e a maior lacuna [, do
semigrupo S.
Sejam aq, as, . . .,a, € N. O semigrupo gerado pelo conjunto {aj, as,...,a,} é dado

por: S =< ay,ag,...,a, >={a1x1 + asxs + -+ + apry : T, Ta,..., T, € N—0}.
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S é um semigrupo numérico se, e somente se, mdc(ay, as, ..., a,) = 1.
Existe um conjunto natural que gera um semigrupo.
Tome:

s; =min{h € H : h=i(modny)},

ou seja, S é gerado por {ny,s1,...,S,, — 1} e ndo se tem necessariamente que o
numero de geradores de S é o menor possivel.
Vamos agora discutir a possibilidade de se obter uma férmula explicita para o gé-

nero g e para a maior lacuna [, em funcao dos geradores do semigrupo S.

(az — 1)

Para S =< ay, as > pode se escrever que g = 5

ely=(a;—1)—1.

Como mdc(aq,as) = 1 entdo existem z e t € Z tais que a1z + ast = 1.

Suponha que z > ay. Pelo algoritmo da divisao de Euclides tem-se que z = asq +r
comq>1e0<r <ay Deste modo aiz+ ast = ay(asq+1) + ast = a1r + as(a1q +1t).

Chamando z =r e y = a1q + t tem-se que a1z + ast = a1 + asy.

Logo podemos considerar a seguinte igualdade ai;x 4+ asy = 1 para todo x e y € Z
com 0 <z < as.

Esta nova representacao se torna tnica. Entao para qualquer n € N tem-se que
n=n.1 =n(a1x + ay) = aynx + asny.

Desta maneira n € S se, e somente se, a;n;, asn, < 0. Tome m = max{n:n ¢ H}.
Entaom é dado por x = as—1ley = —1. Assim [, = a1(as—1)—as = (a1 —1)(az—1)—1.
Como n, =l, + 1 tem-se que I, + 1 = (a; — 1)(az — 1).

Para determinar g deve-se contar até quando a;(az — 1) — (ag — 1) - nay € S, ou

seja,

aj(ag —1) —nag > 0,com 0 <b<a; — 1.

(a1 — 1)(ag — 1)
2

Entao temos que g =
Nao conhecemos a resposta deste problema para n > 2 . No caso em que n = 3 ,

e supondo que os geradores sdo co-primos( primos entre si) , exibiremos uma férmula

que ja foi provada por dois matematicos ( Rosales e Sanches-Garcia).
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Considere S um semigrupo minimamente gerado por {ay, as, ag} tais que mde(a;, a;) =
1 para todo i # j com 1 < 4,5 < 3. Sejam ¢, j e k nimeros inteiros entre 1 e 3 , defi-
nimos :

¢; :=min{n € N: na; €< a;,a, >}.

Tem-se que :

C1G1 = T12a9 + 71303
Coly = T'21G1 + T2303
C3a3 = 13101 + T'3202

Os r;; acima definidos sao inteiros positivos.

Os geradores aq, as e az podem ser reescritos como :

a1 = T12713 + 21723 + 713732
Qg = T13T21 + T'21723 + 723731

a3 = T12731 + 21732 + 731732

4.2 Alguns Teoremas Importantes

Teorema 5. [Teorema de Sylvester| Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a, b) =
1 e considere o semigrupo S(a,b) gerado por a e b. A maior lacuna de S(a,b) de
N\ S(a,b) € o numero (tmpar) de Frobenius F(a,b),

F(a,b)=ab—(a+b)=(a—1)(b—1)—1=7r(S)—1.
O semigrupo S(a,b) € aritmético.

Demonstracao. Sejam a e b nimeros inteiros positivos tais que o méaximo divisor comum
mdc(a, b) seja igual a 1, isto é, a e b sdo primos entre si. Equivalentemente, mdc(a, b) =
1 se, e somente se, as progressoes aritméticas

P(a) ={0,a,2a,...,ma,...} =aNe P(b) = {0,b,20,3b,...,nb,...} = bN possuem
elementos que diferem de uma unidade inteira.

Portanto existem inteiros positivos m,n € N tais que |ma — nb| = 1. Assim a
equagao linear ax + by = 1 possui infinitas solugoes inteiras. Se (xg,%o) for uma
solugao particular , entao todas as demais soulgoes inteiras sao parametrizadas por

x(n) = xg+bn e y(n) = yo — an, n € Z. Quando uma solugdo (z¢,yo) da equagao
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ax~+by = 1 pertence ao primeiro quadrante do plano zy ,istoéx > 0 ey > 0, dizemos
que a solugao é nao negativa . Se o > 0 e yp > 0 a solugao é positiva.

Para continuar a demonstragao usaremos os teoremas e lemas a seguir.

Teorema 6. Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a,b) = 2.
Entao dizemos que S(a,b) € um semigrupo de razao 2 e o seu regularizador aritmé-

tico € o numero par ,

r(S(a, b)) = %.(a —9(b-2).

Devido aos Teoremas 5 e 6 é natural esperar uma generalizacao para semigrupos
S(a,b) com mdce(a,b) =k, k> 3.

Teorema 7. Sejam a e b nimeros naturais tais que mdc(a,b) =k, k > 3.
Entao S(a,b), o semigrupo gerado por a e b é um semigrupo de razao k e o seu

reqularizador aritmético é dado

r(S(a, b)) = %.(a ~B)b— k).

]

Lema 2. Seja mdc(a,b) = 1. Entdo, a equagdo diofantina ax + by = ab + r possui
solugoes inteiras positivas para todo r € N e somente as solugdes nao negativas (0, a)

e (b,0) para r = 0.

Demonstrag¢ao. Primeiro mostramos que o Lema é verdadeiro para r = 0.

Temos que a equagio az + by = ab possui solugoes particulares (b,0) e (0, a).

As demais solugoes sdo dadas por z(n) = bn, y(n) = a — an, n € Z e nenhuma
delas pertence ao primeiro quadrante.

Em seguida, para demonstrar o Lema para r > 1 tomamos uma solucao inteira da
equagao diofantina axg + byy = 1 com zy < 0 e yo > 0.

Consideramos a reta que liga os pontos (0,0) e (xq, yo)-

A intersegao desta reta com a reta ax+by = ab+r é uma solugao inteira da equagao
ax + by = ab+r.

De fato este ponto de intersecao é exatamente o ponto

x1 = xo(ab+71),y1 = yo(ab+ ).
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Assim as solugbes inteiras da equagao ax + by = ab + r sao dados por
T, =x1+b(n—1)=x¢(ab+7r)+bn

Yn =11 —an =y(ab+r) —a(n—1),n € Z.

Como a velocidade da reta acima é v/a? + b?, segue que a sequéncia de pontos
ab + 7’>
b
,0) que tem comprimento maior que v/a? 4 b%, portanto a equagao diofantina

(n, yn) deveréd visitar o segmento de reta definido pelos pontos extremais (0,

ab+r
e (

ax + by = ab + r sempre possui solugao inteira positiva para todo r > 1, veja figura 1.

]

Lema 3. Seja mdc(a,b) = 1. Entao a equagdo diofantina a, + b, = k possui solugoes
inteiras nao negativas para todo k> ab— (a+b)+1=(a—1)(b—1) e ab—a —b nao

pertence ao semigrupo S(a,b).

Demonstracao. Pelo Lema 2 a equagao ax + by = ab possui solucoes inteiras positivas
(b, 0) e (0, a) e a equagao azx + by = ab+ 1 possui solugdes inteiras positivas (b,0) e
(0,a) e a equacdo ax+by = ab—+ 1 possui solugdes inteiras (z1,y;) com 1 > 0ey; > 0.
Portanto a(z; — 1)+ (11 — 1) =ab—(a+b)+1 = (a — 1)(b—1) € S(a,b).

Da mesma maneira se (z,,y,) , com x, > 0 ey, > 0, é solugao inteira positiva de
ax+by =ab+r, r > 1, temos que (z, — 1,y, — 1) é inteira solugao positiva da equagao
ax +by = ab— (a+0b)+r, r> 1, temos que (z, — 1,y, — 1) é uma solugao inteira,
positiva, da equagao azx + by = ab — (a + b) + r. A equacdo ax + by = ab — a — b nao
possui solucoes inteiras nao negativas.

Entao, seja (T, ¥) uma solugdo comZ > 0 ey > 0, tal que ax+by = ab—a—>b. Logo
(T+ 1,7+ 1) é uma solugdo positiva da equacao ax +by = ab pois a(T+1)+b(y+1) =
ar+by+a+b=ab—a—b+a+b=ab.

Isto é uma contradicao com o fato de que as tnicas solugoes inteiras nao negativas

de ax + by = ab serem (b,0) e (0,a). Portanto o Lema esta demonstrado. O

Lema 4. Seja mdc(a,b) = 1. Dado k € N tal que ab > k > (a — 1)(b— 1) a equagdo

diofantina ax + by = k possui uma unica solugao inteira nao negativa.

Demonstragao. Pelo Lema 3 sempre temos solu¢oes nas condigoes do enunciado.Portanto,
devemos primeiro estabelecer a unicidade. Demonstraremos entao que a equacao dio-

fantina ax 4+ by = ab — 1 possui uma tnica soluc¢ao inteira positiva. Lembramos que a
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Considere o segmento com vértices A; = (

ab —1

—1
,O)eAgz(O,

equagao ax + by = ab possui somente as solugoes inteiras (b,0) e (0,a) ndo negativas

ab
O seu comprimento é (1 ——)va? + b2 < Va2 + b2. As solugoes inteiras da equagao

particular a qual podemos supor pertencente ao segundo quadrante.
vértices Ay e As uma tnica vez. Veja figura 1.

b )
ax + by = ab — 1 sdo da forma x, = x¢ + by, Y, = Yo — an onde (g, yo) é uma solugao
Logo a sequéncia p,, = (=, y,) € Z X Z visita o interior relativo do segmento com
garantir que a solugao seja positiva.

Para os demais valores de k£ a argumentacao ¢ analoga, mas nao podemos sempre

By

Tx +\3y =1

Figura 1: Equacao Diofantina Linear 7z 4+ 3y = k
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Lema 5. Seja mdc(a,b) = 1. O numero ab—a—0b+1= (a—1)(b—1) € exatamente o

dobro do nimero de pares ordenados inteiros (m,n) contidos no interior do tridngulo



de vértices (0,0), (0,a) e (b,0).

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 9 que relaciona a érea de uma poligonal
fechada P tendo vértices com ambas coordenadas inteiras com o nimero de pares

ordenados inteiros contidos no interior de P e na sua fronteira. Precisamente, A(P) =

B
5 + 1 —1, onde I é o namero de pares (x;,y;) inteiros contidos no interior de P, e B é

o nimero de pares ordenados inteiros contidos na fronteira de P, incluindo os vértices.
ab

No caso do tridngulo de vértice (0, 0), (0,a) e (b, 0) temos que A(P) = 5 e B = a+1+b.

Observamos que no interior relativo do segmento com pontos extremais (0,a) e (b,0)

nao temos pares ordenados inteiros pois mdc(a,b) = 1. Logo

I =

ab a+b+1+1_ab—a—b+1_(a—l)(b—l)
2 2 B 2 B 2
Portanto, pelos lemas anteriores , concluimos a demonstragao do Teorema 5 |[Teo-

rema de Sylvester| O

A partir do Lema 3 temos que F(a,b) = ab— a — b é o maior elemento de
N\ S(a,b) = F(a,b) . Assim o semigrupo S(a, b) ¢ aritmético e pelo Lema 6 temos que
F(a,b) =(a—1)(b—1) — 1 & impar.

4.3 Demonstracao do Teorema 6

Para provar este teorema, inicialmente usaremos uma hipotese provisoria ( argumento
heuristico ) na busca de um candidato para o nimero r = r(S(a,b)). Baseado no
Teorema 5 , suponhamos uma féormula da seguinte forma polinomial simétrica nas

variaveis (a, b):

r(S(a,b)) = z(a + b)* + yab + z(a + b) +w, (z,y, z,w) € Q*

Assim , fazendo 4 exemplos , obtemos o seguinte sistema linear :

r(2,4) =36 +8y+62+w=0
r(4,10) = 1962 + 40y + 142 + w = 8
r(6,8) = 196x 4+ 48y + 14z + w = 12

r(4,14) = 324z + 56y + 182 + w = 12
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O sistema acima possui uma solu¢ao tnica (x,y, z,w) = (0, =, —1,2).

57
Logo a férmula polinomial procurada , se existir, é :

r(S(a,b)) = %ab —(a+b)+2= %(a —2)(b—2).

Lema 6. Sejam a e b inteiros positivos tais que mde(a,b) = 2. Temos que:

r(S(a,b)) = %(a —2)(b—2).

Demonstragao. Sejam ag e by tais que a = 2a1, b = 2by e (a1,b) = 1.
Temos que S(a,b) C S(ai,b1) e r(S(a,b)) = 2r(S(ar,br)).
De fato, pela estrutura do semigrupo S(aq, b;) sabemos pelo Teorema 5 que r(S(ay, by))
¢ um namero par e 7(S(a,b)) < 2r(S(a, by)).
Também temos que 2F(ay,b1) ¢ S(a,b), onde F(ay,b) é o nimero de Frobenius do
semigrupo S(aq, by). Logo 2F (a1, b1) + 1 ¢ S(a,b), portanto (S(a,b)) = 2r(S(a,by)).
[

Terminamos a demonstracao do Teorema 5 observando , de acordo com o Lema 6,

que o niimero
ma@my:;a—m@—zy:;zh—m@m—zy:mm—1mh—n

¢é par.

4.4 Demonstracao do Teorema 7

Sejam a; e by tais que a = kay, b = kb e (a1,b1) =1

Temos que S(a,b) C S(ai,by) e r(S(a,b)) = kr(S(a1,b1)). De fato, pela estru-
tura do semigrupo S(aq,by), sabemos pelo Teorema 5, que r(S(ay, b;)) é um nimero
par e r(S(a,b)) < kr(S(ai,b;)). Também temos que kF'(ay,b1) ¢ S(a,b). Logo
kEF(ai,by)+r ¢ S(a,b) paratodo 1 <r < kekF(ay,b))+k = k(F(a1,b1)+1) € S(a,b).

Lo bo— ).

Portanto r(S(a, b)) = kr(S(a1,b1)) = -
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5 Reciproca do Teorema de Silvester

Dado um ntimero par r determinar todos os pares de inteiros positivos (a,b) tais que
mdc(a,b) = 1e F(a,b)+1 = ab—(a+b)+1 = r, isto é, determinar todos os semigrupos
S com dois geradores tendo o niimero r—1 como seu ntimero de Frobenius.

Na tabela abaixo estao listados os semigrupos S gerados por 2 nimeros a e b com
mdc(a, b) = 1 com seu respectivo regularizador arititmético r e seu nimero de Frobenius
F(a,b).

Por exemplo para r = 20 temos 3 semigrupos distintos
S1=(2,21) ={0,2,4,6,...,18,20,21,22,23,24, ...},

Sy = (3,11) ={0,3,6,9,11,12,14,15,17,18,20,21,22,...} e
S = (5,6) ={0,5,6,10,11,12,15,16,17,18,20,21,22,23,24, ...}

r=F(a,b)+1 | (a,b) : mdc(a,b) =

2 (2,3)

4 (2,5)

6 (2,7), (3,4)

8 (2,9), (3,5)

10 (2,11)

12 (2,13), (3,7), (4,5)

14 (2,15), (3,8),

16 (2,17)

18 (2,19), (3,10), (4,7)
20 (2,21), (3,11), (5,6)
22 (2,23)

50 (2,51), (3,26), (6,11)

Tabela 1: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético dado, formando

progressao aritmética de razao 1.
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E na tabela a seguir em que temos mais alguns semigrupos com as mesmas

caracteristicas:
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r=F(a,b)+ 1| (a,b) : mde(a,b)
58 (2,59)

60 (2,61);(3,31);(5,16);(4,21);(6,13);(7,11)
62 (2,63):(3,32)

64 (2,65):(5,17)

66 (2,67):(3,34);(4,23);(7,12)

68 (2,69):(3,35):(5,18)

70 (2,71);(8,11)

72 (2,73):(3,37):(4,25):(5,19);(7,13):(9,10)
74 (2,75):(3,38)

76 (2,77)

78 (2,79):(3,40);(4,27)

80 (2,81);(3,41);(5,21);(9,11)

82 (2,83)

84 (2,85):(3,43);(4,29):(5,22):(7,15):(8,13)
86 (2,87):(3,44)

88 (2,89):(5,23)

90 (2,91):(3,46);(4,31):(6,19):(7,16);(10,11)
92 (2,93):(3,47);(5,24)

94 (2,95)

96 (2,97):(3,49):(4,33);(7,17);(9,13)

98 (2,99):(3,50);(8,15)

100 (2,101);(5,26)

Podemos também analisar esses semigrupos em pares ordenados e representa-los

geometricamente no sistema de coordenadas simples:
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O grafico abaixo mostra a relagao entre os semigrupos gerados por (3,5) e (4,7).

O semigrupo gerado por (3,5) = {0, 3,5,6,8,9,10,...} = S, cujo regularizador ¢ 8
e o namero de Frobenius é 7.

O semigrupo gerado por (4,7) = {0,4,7,8,11,12,14,15,16, 18,19,20,21,...} = 54
cujo regularizador é 18 e o nimero de Frobenius ¢é 17.

Chamaremos de @) a regiao delimitado pelo poligono que contém todos os pontos for-
mados pelo produto cartesiano dos niimeros de S e S7, menores que seus regularizado-
res, que denotamos por S XS] , ou seja, o retangulo com vértices em (0, 0), (0, 8), (18,0)

e (18,8). E chamaremos de R a regiao, infinita, rosa.

8 N,
?-
6 | LU z g Feol L
@ L 3 L ] L L ] L ] L ] L ] L ]
5 H K T W B, E; Hy Ky
D L] L] L L ] L ] L] L]
4_
3 G J 5 v Al D‘1 G1 J1
o L L L] L] L] L] L]
2-
1
c I |
) Py o—0 O &
1 a 1 2 3 4 5 B T B 8 10 1 12 13 14 15 18 17 18 19

T T T < T
2 N 2 3

Figura 2: S x 5,

Todos os pares dentro da regiao R pertencem a S x Sj.

Chamaremos de W a quantidade de pontos fora da regiao R que pertencem a S x Sj.

Os pontos de azul do poligono @ (incluindo a origem) sdo pontos que também
pertencem a S X Si.

Observe que a relacao de quantidade de pontos fora da regiao do poligono rosa que
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1
pertence a S x S; é 1 de todos os pontos fora dessa regiao.
Neste exemplo existem 144 pontos fora de () e destes 36 € S x .5;.
No exemplo abaixo existem 288 fora de () e destes 7 € S x 5
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Figura 3: S x 5,
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5.1 Semigrupos do tipo 2".3

Analisaremos agora os semigrupos cujo regularizador aritmético (S) é 2".3 . Na tabela

abaixo estao Isitados alguns destes semigrupos.

n 2™.3 || Semigrupos gerados por 2™.3

2 12

; (3,7) 5 (4,5)
9

3 | 24 13):(4,9);(5.7)

4 48

)
2,49):(3,25):(4,17):(5,13):(7,9)
49);

) 96 (4,33);(7,17);(9,13);

7 | 384 || (2,385):(3,193):(4,129):(5,97):(7,65):(9,49):(13,33) ;(17,25)

8 | 768 || (2,769):(3,385):(4,257):(5,193):(7,129):(9,97);(13,65);(17,49);(25,33)

9 | 1536

2,1537);(3,769);(4,513);(5,385):(7,257):(9,193):(13,129);(17,97);(25,65);(33,48)

10 | 3072

(
(
(
(
(
6 | 192 || (2,193);(3,97);(4,65);(5,49);(7,33);(9,25);(13,17)
(
(
(
(2,3073);(3,1537);(4,1025);(5,796);(7,513);(9,385);(13,257);(17,193);
(

25,129);(33,97);(49,65)

Estes semigrupos possuem caracteristicas proprias e a tabela acima sugere algumas
destas caracteristicas, mas nao podemos garantir que valem para todos os semigrupos
existentes.

Regularidades observadas nestes semigrupos

Para cada valor de n , diferente de 0 , temos :

1) O primeiro semigrupo é sempre da forma (2, K') com :

K =(2"3)+1;

2) O segundo semigrupo é sempre da forma (3, M) com:
2.3

M = ( ) + 1;

3) O terceiro semigrupo, se existir , é sempre da forma (4, N) com:
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(27.3)
3

Veja que o segundo elemento de cada semigrupo é sempre da forma

N = + 1.

(2".3)
—+1
P +h
onde P é a posigao do semigrupo em ordem crescente ( para 1° semigrupo P = 1,
para o 2° semigrupo P = 2, e assim por diante).
Observe também que o numero de semigrupos f(n) da tabela ( com excegao de
n=>5),comr(S)=2"3en#0,én+ 1.

5.2 Estrutura de semigrupos gerados por 2 elementos

Iremos agora descrever a estrutura do semigrupo S gerado por dois niimeros a e b tal

que mdc(a, b) = 1.

Definicao 2. Dado um semigrupo aritmético S, com nimero de Frobenius F(S) =
r(S) — 1, um inteiro n < F(S) é chamado do tipo (+) sen € S e do tipo (—) sen nao

pertence a S. O conjugado de n é o numero m tal que n +n = F(S) =r(S5) — 1.

Se m e n = m sao conjugados e m ¢ do tipo (+) entdo n = m é do tipo (—), caso
contrario teriamos m + m = r(S) — 1 € S. Entao temos as seguintes equagoes sobre a

cardinalidade de n :
#{n :n édo tipo (+)} < TTS)

t{n :n é& do tipo(—)} > 72—5)

Por exemplo, quando S = S(a,b) todos os elementos das progressoes aritméticas

P(a) e P(b) estao contidos no conjunto S e portanto sao do tipo (+).

Defini¢ao 3. Um nimero n é chamado do tipo (—,—) se n e . forem ambos do tipo
(—)-

Assim podemos concluir as seguintes inequagoes sobre cardinalidade :

t{x :x é do tipo(+)} <r(S)/2

t{z : z & do tipo(—)} >1r(S5)/2
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Lema 7. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Na regiao triangular
R={(z,y): x>0,y >0,ar + by < F(a,b)}
temos exatamente

(a=D(b-1)
2
pontos com ambas coordenadas inteiras.

Demonstra¢ao. Observamos que (—1,a—1) e (b—1, —1) sdo solugoes inteiras da equagao
diofantina ax + by = ab — a — b = F(a,b).

Os pontos com coordenadas inteiras no interior do tridngulo retangulo com vértices
(—=l,a—1),(b—1,—-1) e (=1, —1) possuem sempre coordenadas nao negativas. Logo,

pelo Teorema9 , a quantidade I destes pontos é dado pela equagao

ab a+b+1
—=Il+—-1
2 * 2
Logo, temos
I (a—l)(b—l)'

[]

Seja o semigrupo gerado pelos numeros 3 e 7 entdo temos que (3 —1).(7—1) = 12.
Logo o niimero de Frobenius é 11, o regularizador é 12 e a quantidade I de elementos
nao pertencentes a S antes do regularizador é 6.

S(3,7)=140,3,6,7,9,10,12,13,14...} e I = {1,2,4,5,8,11} , ou seja [ =6

Proposicao 2. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1 , dizemos que x € do tipo

(+) se, e somente se, o seu conjugado T € do tipo (—). Portanto temos,
1
t{z :x édo tipo (+)} =8{x : x € do tipo (—)} = QT(S(CL,Z))).
Demonstrag¢ao. Observamos que , de acordo com o Lema 7, na regiao triangular

—1)(b—-1
R={(z,y): x>0,y >0,ax + by < F(a,b)} temos exatamente M

pontos com ambas coordenadas inteiras.

Os pontos de (m,n) € R N(NU{0} xNU{0}) dao origem aos niameros am+bn € S(a,b)

44



que pertecem ao conjunto {0,a,b, ..., F(a,b)}. Logo, no caso de dois geradores, a e
b com mdc(a,b) = 1, ndo existe inteiro x tal que = e T sejam ambos do tipo (—).
Portanto a proposigao esta demonstrada.

]

Corolario 3. Sejam a e b inteiros tais que a < b e mdc(a,b) = 1 . Os nimeros
F(a,b) —k, 1 <k <a-—1 sao do tipo (+).

Demonstra¢ao. Os ntumeros do conjunto {1,2,...,a — 1} sdo do tipo (—). Logo, pela
proposigao 2, os numeros F'(a,b) — k,1 < k < a— 1, sdo do tipo (+). ]
Lema 8. Sejam a e b inteiros tais que a < b e mdc(a,b) = 1. Seja m; o menor

elemento do conjunto {i,i+ a,i+ 2a,...} NS(a,b).

Seja o conjunto F(a,b) a unido de a — 1 progressées aritméticas finitas do tipo
A = {iyi+a,i+2a,...,m;y —a} comi = 1,2,...,a— 1. Além disso o conjunto
{my,ma, ..., my_1}, apds reordenagdao é também uma progressdao aritmética de razao b

commy =bemgy = (a—1)b—1).

Demonstracao. Pela proposi¢ao 2, todos os elementos de A; sao do tipo (—), portanto
pertencem a F(a,b). Observando que N = U;"" " = {i,i 4+ a,i + 2a,...} , temos, pela
definigao de m; , que m; € S(a,b) ¢ um multiplo de b e m; — a € F(a,b).

O

Proposicao 3. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Considere os conjuntos
finitos F'(a,b) eS¢(a,b) , tal que S¢(a,b) ={0,1,2,....,F(a,b)} \F(a,b). Sejam

f(a,b) :Zx e g(a,b) = Z x

zEL z€Sf(a,b)
Entao

Fla,b) = 1—12.(a S (b - 1)(2ab— a— b)

g(a,b) = %.(a ~1)(b— 1)(4ab — ba — 5b+ 1),

Demonstrag¢ao. Observamos que

3

(n+1)n

L —
2

k=1
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n

> k= én(n +1)(2n + 1).

k=1

Portanto,

a—1
Zmi = Zzlnz = %a(a— 1)b

i

1

S (mi)? = Z_:W _ %an(a (24 —1)

Por outro lado a soma dos termos da progressao aritmética

A; = {i,i+a,..m; —a} com, m; = k;a+ i é dada por :

1 . -9
E(z’—i—mi —a)k; = (1 +m; —a)(m; — ;—a) = (mj — ;—a) — (m;
Portanto

a—1 2 -9 .

m; —1 my — 1

f(a,b): Z “":Z 2a + 2
z€F(a,b) =1

1 ala—1)(2a—1)

9 1
= M - 1) - (Pala— 1) 1)

1
= E(a —1)(b—1)(2ab—a —1b)

Analogamente temos que :

gla,b) = %m “1)(b— 1)(4ab — 5a — 5b+ 1),
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5.3 Semigrupos gerados por 2 elementos com mdc = 2

r=(a—2)(b-2)/2 | (ab): mdc(a,b) =2
0 (2,4)

2 0

4 (4,6)

6 0

10 0

12 (4,14), (6,8)

14 0

16 (6,10)

18 0

20 (4,22)

22 0

24 (4,26), (6,14), (8,10)
50 0

100 (4,102)

Tabela 2: Semigrupos com 2 geradores e com regularizador aritmético dado, formando

uma progressao aritmeética de razao 2.

A tabela abaixo também contém semigrupos com as mesmas caracteristicas.
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r = F(a,b) +1 (a,b) : mde(a, b) = 2
12 (4,14):( 6,8)
14 ¢
16 (4,18);( 6,10 )
18 ¢
20 (422)
22 ¢
24 (4,26 ):( 6,14 ):(8,10)
28 (4,30 ):( 6,16 )
32 (4,34)
36 (4,38 ):(6,20 );( 8,14 )
40 (4,42 ):(6,22 );( 10,12 )
44 (4,46)
48 (4,50 );(6,26 );( 8,18 );( 10,14 )
52 (4,54 ):(6,28)
56 (4,58 );(10,16 )
60 (4,62 ):(6,32 );( 8,22 );( 12,14 )
64 (14,66 ):(6,34 );( 10,18 )
68 (4,70 )
72 (4,74 ):(6,38)
76 (4,78 ):(6,40 )
80 (4,82);(10,22 )
84 (4,86 );(6,44 )
88 (14,90 ):(6,46 );( 10,24 )
92 (4,94)
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Nestes semigrupos também temos algumas regularidades baseadas na tabela.
Observamos que para todo r = 2,6, 10,... , ou seja , uma P.A. de razao 4 com
primeiro termo igual a 2 | o nimero de semigrupos igual a zero.

Observe que o primeiro semigrupo gerado por cada r é (4,x), em que x = r + 2.

r
=)+2

Observe que todos os r que possuem semigrupos gerados por (6,y) , tem y= (2

6 Estrutura de semigrupos gerados por 3 elementos

Seja o semigrupo S = S(a,b,c) = {p = ma + nb + rc, (m,n,r) € N*} tal que
mdc(a,b,c) = 1 e seja F(a,b,c) o nimero de Frobenius de S, isto é, F(a,b,c) é o
maior inteiro que nao pertence a S. O reqularizador aritmético de S é o nimero natural
r(S) = F(a,b,c) + 1.

Relembramos, veja defini¢ao 2, que um ntmero n € {0, 1, ..., F(a,b,c)} é chamado
do tipo (+) se n € S e do tipo (—) se n ¢ S. O conjugado de n é o nimero 7 tal que
n+mn=F(a,b,c).

Claramente se n é do tipo (+) entao 7 é do tipo (—), entao

# {n:n é do tipo(+)} < (1+ F(a,b,c))/2
# {n :n édo tipo(—) > (1 + F(a,b,c))/2

Relembramos também, veja defini¢ao 3, que um nimero n < F(a, b, c) é chamado

do tipo(—, —) se n e m forem ambos do tipo (—).

Proposicao 4. Nas condigoes acima temos:

F(a,b,c — ——
4{(+)) = Pladarn#{-o)
e

F(a,b,c —,—
#{(_)}:( )+1;r#{( )}

Em particular se F(a,b,c) for par temos que # {(-,-)} > 0.

Demonstra¢ao. Observamos que o ntimero total de pares (n,7) no conjunto {0,1,2,. ..,
F(a,b,c)} ¢ igual a F(a,b,c)+ 1. Portanto,

Fla,b,¢) +1 = #{(+, —)} + #{(= )} + (= -)}.
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#H(+H)} = #{(+ ) =#{(= +)}

#H(=)} = #{(+, -)r = (=)}

Consequentemente,

H ()} +#H(2)) = Fla,b,c) + 1 =#{(=)} —#H ()} = #{(= )}

Logo temos,

()} = Pl +21 — (=, )

F(a,b,c) + 1+#(_7_)
5 .

Exemplo 17. 5(4,9,19) =0,4,8,9,12,13,16, 17,18, 19, ...
Observe que depois do 16 todos os naturais pertencem ao semigrupo S.
O conjunto dos elementos do tipo (—, —) é:
{(= =} = {(1,14), (4,11), (5, 10)}.
A cardinalidade do conjunto {(—,—)} € 6.

Exemplo 18. Seja o semigrupo S(21,31,45) relatado abaixo, temos que F'(21,31,45) =
227 e 24 sao elementos do tipo (—, —).

Mostrando o semigrupo :

S(21,31,45) = {0,21, 31,42, 45, 52,62, 63,66, 73, 76, 83, 84, 87,90, 94,97, 104, 105,
107,108,111, 114, 115,118,121, 124,125,126, 128,129, 132, 135, 136, 138, 139, 142, 145,
146,147,149, 150, 152, 153, 155, 156, 157, 159, 160, 163, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 173,
174,176,177,178,180, 181, 183, 184, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 194, 195, 197, 198,
199, 200, 201, 202, 204, 205, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 219,
220,221, 222, 223, 225, 226,228, ..., }.

Observamos que depois do 228 |, todos os naturais pertencem ao semigrupo S. Para

comprovar isto basta listar o semigrupo até o elemento 228 4+ 21 = 249.

50



O conjunto dos elementos do tipo (—, —) é:

(=, =) = {(3,224), (24, 203), (34, 193), (48, 179), (55, 172), (65, 162), (69, 158), (79, 148),
(86, 141), (96, 131), (100, 127), (110, 117)}.

A cardinalidade do conjunto {(—,—)} € 24.

A representagao geométrica do conjunto dos elementos (—, —) € :
48 ,;f 79 = 110 = 141 = 172 ,;’ 203
as i . 7 E
e n e ~ /’/ | // ‘ p
3 = 34 63 = 96 127 158
Cor T 1- | |
a 6 = 100 = |31 J; (2 ; 193 = 224
,-/ / 1 / v .~ f /// //
24 = 55 > BG =117 > 148 =179
Figura 4: Representacao geométrica do conjunto dos elementos (—, —) do semigrupo

S(21,31,45)

No sélido acima (figura 4) cada diregao das setas revela uma P.A. e a razao de cada
uma delas é um dos geradores do semigrupo (— é a P.A de razio 31; | é a P.A. de
razao2l ; /* é a P.A. de razao 45).

Exemplo 19. Seja o semigrupo :

(29,37,51) = {0,29, 37,51, 58, 66, 74, 80, 87, 88,95, 102, 103, 109, 111, 116, 117, 124,
125,131, 132, 138, 139, 140, 145, 146, 148, 153, 154, 160, 161, 162, 167, 168, 169, 174, 175,
176,177, 182, 183, 185, 189, 190, 191, 196, 197, 198, 199, 203, 204, 205, 206, 211, 212, 213,
214, 218, 219, 220, 222, 225, 226, 227, 228, 232, 233, 234, 235, 236, 240, 241, 242, 243, 248,
249, 250, 251, 254, 255, 256, 257, 259, 261, 262, 263, 264, 265, 268, 269, 270, 271, 272, 273,
276, 277,278, 279, 280, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 290, 291, 292, 203, 294, 206, 298, 299,
300, 301, 302, 305, 306, 307, 308, 309, 310, 312, 313, 314, 315, 316, 317, 319, 320, 321, 322,
323,324,325, 327, 328, 329, 330, 331, 333, 334, 335, 336, 337, 338, 339, 341, 342, 343, 344,
345, 346, 347, 348, 349, 350, 353, 352, 353, 354, 355, 356, 357, 358, 359, 360, 361, 362, 364,
365, 366, 367, 368, 370...}.

A partir do 370 temos todos os nimeros
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O numero de Frobenius é 369.

Temos entao 175 nimeros que sao do tipo (+) e 195 numeros que sao do tipo(—)

Temos entao os nimeros do tipo (—, —) :

(43,326), (65,304), (72,297), (94, 275), (122, 247), (123, 246), (130, 239), (152, 217),
(159, 210), (181, 188)

10 pares, ou seja , 20 nimeros do tipo (—, —)

Confirmando as formulas temos:

(1) = (369 +21 ~20) .
(o)) = (369 +1+20) ..

2

Exemplo 20. Seja o semigrupo abaizo:
(7,11,15) = {0, 7,11, 14, 15,18, 21, 22, 25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 36, 37, 39, ...}

A partir do 39 temos todos os nimeros naturais.

O numero de Frobenius é 38.
Temos entao 18 nimeros que sao do tipo (+) e 21 numeros que sao do tipo (—)
Temos entao os nimeros do tipo (—, —) :
(4,34),(19,19), 2 pares, ou seja , 3 nimeros do tipo (—,—) que sao 4,19 e 34, formando

uma P.A. de razao 15.

Confirmando as formulas temos:

() = (38+21—3) s
(=B g

Exemplo 21. (5,8,14,22) = {0,5,8, 10,13, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, ...}

F(5,8,14,22) = 17; {(+)} =8, {(—) =10 e {(—,—)} = (6,11) ou seja 2 nimeros.

52



Pela conjectura 1 {(+)} = =2 = 8¢ {(—)} = H+2 = 10

Exemplo 22. (8,13,31,44) = {0,8, 13,16, 21, 24, 26, 29, 31, 32, 34, 37, 39, 40, 42, 44,
45,47, 48,50, 52,53, 55, 56, 57, 58, 60, 61, 63, 64, 65, 66, 68, 69, 70, 71, 72,
73,74,75,..}

seja, 4 numeros.
Pela conjectura 1 {(+)} = w =32c{(—)}= % =36

Teorema 8. Seja x € {0,1,..., F(a,b,c)}e suponha que p < x <1 onde p er sio do
tipo (—,—). Ser —x € {(+)} ex —p € {(+)} entdo x é do tipo (—,—).

Demonstragao. Sendo r = x + (r — x), se « for do tipo (+), como por hipétese r —z €
{(+)}, entao r também seria do tipo (+), o que nao é verdade pois estamos supondo
r € {(—)}. Por outro lado, como = + T = F(a,b,c) e p+p = F(a,b,c) temos que
T+T = p+p e assim obtemos que p =T+ (x —p). Como (z—p) € {(+)} e € {(—)},
temos obrigatoriamente que T é do tipo (—).

Assim, x + T s@o ambos do tipo (—), ou seja, = é do tipo (—, —).

Conjectura 1. (Arnold) Considere um semigrupo S(a,b,c), mdc(a,b,c) = 1.
Seja M = maz{(—,—)} e m = mim{(—,—)}. Entao M —m € {(+)} C S(a,b,¢).

O seguinte semigrupo com 4 geradores, veja [9], mostra que a conjectura acima é
especifica para 3 geradores.
Considere o semigrupo S gerado por (4, 6,13, 15).

Temos que

5(4,6,13,15) = {0,4,6,8,10,12,13,14,15,16, 17,18, ...}

O conjunto das lacunas é {(—)} = {1,2,3,5,7,9,11}. O seu namero de Frobenius
Aqui o maior elemento de (—, —) ¢ M =9 e o menor elemento de (—, —) ¢ m = 2.

No entanto M —m = 9 — 2 = 7 nao pertence a S(4,6,13,15), ou seja, ndo é do tipo

{(H)}-
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Exemplo 23. Considere o semigrupo gerado por (15,21,25).

Temos que:

(15,21, 25) = {0, 15,21, 25, 30, 36, 40, 42, 45, 46, 50, 51, 55, 57, 60, 61, 63, , 65, 66,
67,70,71,72,75,76,78, 80,81, 82,84, 85, 86,87, 88,90,91, 92,93, 95, 96, 97, 99,
100, 101, 102, 103, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117,
118,120, 121,122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132, 133, 134,
135,..}

1194+ 1-0

11 1
Pela conjectura 1 {(+)} — = 60 e {(—)} = 1H9+1+0

60.
2

Conforme mostrado nos exemplos, os semigrupos com 3 geradores nem sempre tem
a propriedade: n € N | entao n € S ou (F(a,b,c) —n) € S.

Os semigrupos que possuem a propriedade acima sao chamados semigrupos simé-
tricos.

A tabela a seguir mostra alguns exemplos de semigrupos gerados por 3 nimeros.
Estes semigrupos sao mais dificeis de definir porém alguns exemplos a seguir sao facil-
mente visiveis e o ponto de ? nos semigrupos do tipo(a, b, ?) representa um elemento

qualquer maior que b (pois a e b ja geram o semigrupo).
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r=F(a,b,c)+1| (a,b,c):mdec(a,b,c)=1
2 ¢
3 (3,4,5)
4 (2,5,7)
5 (3,5,7)
6 (2,7,7) 5 (3,7,8)
7 ¢
8 (2,9,7) ; (13,5,7)
9 (3,10,11)
10 (2,11,7)
11 (3,8,13)
12 (2,13,7) ; (3,7,7);(3,13,14)
13 (5,8,9)
14 (2,15,7) ; (3.8,7)
15 (3,6,17)
16 (2,17,7)
17 (3,17,19)
18 (2,19,7):(3,19,20)
19 (4,11,13)
20 (2,21,7)
21 (3,22,23)

Quando o regularizador r(S) for maltiplo de 3 | entdo um semigrupo gerado para

este nimero serd (3,a,b) em que a e b sdo os primeiros dois numeros maiores que r(.5).
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Na figura abaixo encontramos mais semigrupos que obedecem as mesmas caracte-

risticas dos semigrupos da tabela.

r=F(abx)+1 (a,bec):mde(abec)=1 r=Flabg)+1 |([ab,c):mdelab,ec)=1
2 @ 29 (3,29,31)
3 (3,4,5) 30 (3,31,32)
q (2,57) 31 (4,17,35)
5 (3,5,7) 32 (3,32,34)
6 (3,7.8) 33 [3,34,35)
7 @ 34 [ 4,15,37)
8 (2,9,7);(3,57) 35 [3,3537)
9 (3,10,11) 36 (3,37,38)
10 {2,11,7) 37 {4,13,7)
11 (3,8,13) 38 (3,38,40)
12 (3,13,14) 39 [ 3,40,41)
13 (5,89) 40 [ 4,14,7)
14 (2,15,7);(3,8,7) 41 (3,41,43)
15 {3,6,17) 42 (3,43,44);(512,43)
16 {2,17,7) a3
17 (3,17,19) 44 (3,44,48)
18 (3,19,20) 45 [3,46,47)
19 (4,11,13 ) 46
20 {2,21,7) a7 (3,47,49)
21 13,22,23) a8 [ 3,49,50)
22 49
23 (3,23,25); (5,8,27) 50 (3,50,52)
24 (3,25,26) 51 {3,52,53)
25 (5,11,18)
26 [ 3,23,28) 100 {7,18,101)
27 { 3,28, 29)
28 [6,11,14) 135 {8,21,139)

Figura 5: Semigrupos do tipo (a,b,c¢) com mdc(a,b,c) =1
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Notas

Podemos observar alguns estudos muito interessantes com a utilizacao dos semi-
grupos como por exemplo aplicacao e utilizacao de semigrupos na confec¢ao de redes
sociais,geometria dinamica, topologia, equagoes diferenciais entre outras.

Em vérios sites podemos ler alguns artigos referentes a estes estudos e sobre algumas
aplicagoes dos semigrupos numeéricos.

Alguns destes sites estao relacionados abaixo e podem ser uma grande inspiragao

para o comego do estudo acerca destas estruturas tao importantes e interessantes.

http://pendientedemigracion.ucm.es/info/pecar/Articulos/Boyd.pdf

http://posugf.com.br/biblioteca/?word=Semigrupos

http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/45 /45132 /tde-31082010-093717 /pt-br.php

http://mtm.ufsc.br/pos/ementaMTM510002.html

http://www.ufsj.edu.br /portal2-repositorio/File/demat /PASTA-PROF /raposo/volume-
32.pdf

o7



7 Consideracoes finais

O estudo de semigrupos com uma quantidade finita de elementos , apesar da
simplicidade, é rico em detalhes, havendo intiimeras propriedades que relacionam seus
elementos. Os semigrupos possuem caracteristicas proprias podendo até gerar um
estudo so para eles, como no caso dos semigrupos do tipo 2™.3 . Algumas caracteristicas,
como o mdc entre seus geradores, o nimero de geradores, entre outras, podem ser
estendidas para todos os semigrupos.

Analisando a quantidade de elementos dos semigrupos S e sua relagao com o niimero
de Frobenius, temos um vasto campo de estudo no ensino médio no qual podemos
trabalhar o raciocinio l6gico matemético além de contetiddos como fungoes e progressoes
aritméticas.

Num campo mais avancado ,0s semigrupos também tem varias aplicagoes em geo-
metria algébrica, em particular na geometria e topologia de curvas planas singulares.

Devemos também ressaltar a importancia do Teorema de Sylvester nos estudos des-
tes semigrupos, nao so6 por fazer parte determinante nas demonstracoes, mas também
por exercer um importante papel na determinacao de muitos destes semigrupos.

Ja existem varios trabalhos envolvendo semigrupos gerados por 3 ou mais elementos
envolvendo sistemas dinamicos e criacao de redes sociais, o que nos leva a entender mais
ainda a importancia do estudo deste assunto nos dias de hoje.

Porém, a intengao deste trabalho era mostrar um pouco de semigrupos, um assunto
bastante interessante, para despertar o interesse dos estudantes e dos colegas em relacao

a esse assunto.
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8 Apéndices

Teorema 9. [ Teorema de Pick|/ Dado um poligono simples P, sejam B o nimero de

pontos da fronteira e I o nimero de pontos interiores, entao a drea A(P) desse poligono
¢ dada por

A(P)z%BJrI—l

Exemplos do Teorema de Pick:

o o
O Q
O Q
O C
O O
0 Q
0 Q
c O O a0 20

Figura 6: Teorema de Pick

1
Exemplo 24. Na figura 6, B = 20 e I = 8, portanto a drea é = 20 +8 — 1 = 17

unidades quadradas.

[\]
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O ¢ 0O 0O 0 O O O
O 0O 0 0O 0O 0 O O

Figura 7: Teorema de Pick

Exemplo 25. Na figura 7, B =21 e [ =5, portanto a drea é% x 21 +5-1=14,5
unidades quadradas.
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