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RESUMO

As funcgoes periddicas constituem um tema de enorme relevancia para o Ensino Médio.
Este Trabalho de Conclusao de Curso aborda os conceitos basicos para a compreensao do
tema, as caracteristicas dessas funcoes e aquelas com as quais os alunos tem contato
na educacao basica. O emprego dos recursos computacionais no ensino das Fungoes

Periodicas e suas aplicacoes também fazem parte da pesquisa.

Palavras-chave: Funcoes periodicas, periodo, funcoes trigonomeétricas, grafico, recursos

computacionais e aplicacoes.



ABSTRACT

The periodic functions are a topic of enormous importance for the High School. This Labor
Completion of course covers the basics for understanding the topic, the characteristics of
these functions and those with whom students have contact in basic education. The use
of computational resources in the teaching of Periodic Functions and their applications

are also part of the research.

Keyswords: Periodic functions, period, trigonometric functions, graphs, computing re-

sources and applications.
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Introducao

As funcoes periddicas constituem um tema bastante relevante, amplo e complexo den-
tro da matematica, pois possuem um comportamento especial, notavel principalmente no

estudo de seus gréficos.

Os primeiros relatos do estudo de funcoes periédicas ocorreram em um importante do-
cumento matemético egipcio conhecido como Papiro de Rhind (cerca de 1700 a.C.), onde

ha problemas métricos sobre piramides que utilizavam funcoes trigonométricas.

As funcoes periodicas ganharam destaque no século II a.C., com o estudo da astrono-
mia. Hiparco de Niceia, importante astronomo grego conhecido como O pai da trigono-
metria, utilizava funcoes trigonométricas para determinar posicoes e trajetorias de corpos

celestes.

No século II d.C., Claudio Ptolomeu ampliou os estudos astronémicos de Hiparco.
Pouca coisa se sabe sobre Ptolomeu, apenas que fez observagoes em Alexandria entre os
anos de 127 e 151 d.C. Em seu livro, conhecido como Almagesto, Ptolomeu apresenta sua
teoria astrondmica geocéntrica, onde a Terra estd no centro do universo. A crenca nessa

teoria durou quatorze séculos.

Muitos matematicos, ao longo da historia, deram suas contribuicoes para o entendi-
mento das funcoes periodicas. Atualmente, essas funcdes tem um papel importante no
estudo de fenémenos periédicos, como o movimento de um péndulo, o movimento de um

planeta em torno do sol ou o ciclo anual de temperaturas em um determinado local.

As funcoes periddicas que ganham destaque no ensino médio sao as funcgoes circulares,
em especial as Func¢oes Trigonométricas. Elas sao as principais ferramentas de modelagem

matematica para fenémenos periddicos.

Este Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) ira se ater ao estudo das fungdes que
sao usualmente abordadas no ensino médio, conforme prevé o regulamento do Mestrado

Profissional em Matematica em Rede Nacional, publicado pela Sociedade Brasileira de



Matematica.

O objetivo desta pesquisa é solidificar os conceitos basicos necesséarios ao entendimento
das caracteristicas das funcoes periddicas, definir e caracterizar aquelas que sao estudadas
na educacao basica, exemplificar métodos para auxiliar a aprendizagem dessas funcoes e

enumerar as principais aplicacoes vistas pelo aluno do ensino médio.

Com o intuito de atingir os objetivos supracitados, o TCC foi dividido em cinco capi-

tulos que abrangem todo o tema.

No primeiro capitulo, abordaremos os conceitos basicos necessarios ao entendimento
das funcoes periddicas, como a definicao de funcao, suas classificacoes e paridades, defi-

nicao de funcao inversa e crescimento e decrescimento de funcoes.
No segundo capitulo, estudaremos as funcoes peridédicas elementares vistas no ensino
médio, com énfase nas funcgoes trigonométricas diretas e inversas, bem como no estudo de

seus graficos.

No terceiro capitulo, exemplificaremos métodos em que os recursos computacionais po-

dem facilitar a aprendizagem desse tema durante o ensino médio.

No quarto capitulo, citaremos como as fungoes periddicas sao empregadas no ensino

médio, enfatizando as aplicacoes no estudo da fisica e em modelagem matemaética.

Finalmente, no quinto capitulo, faremos as consideracoes finais sobre o tema abordado.



Capitulo 1
Funcao

Definicao 1.0.1. Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, funcao € a lei que associa a

cada elemento do conjunto A um tnico elemento do conjunto B.

A notacao para funcao é f : A — B e as seguintes nomenclaturas sao adotadas:

o conjunto A recebe a denominacao de dominio;

o conjunto B recebe a denominacgao de contradominio;

Sey € B; f(x) =y = y € Imy. Entdo Imy recebe a denominagao de Conjunto

Imagem. Tem-se que Imy C B; e

Sea € A, b€ B, ebé o elemento associado a a pela funcao f, utilizaremos a
seguinte notacdo: f(a) ="b.

Seja f(x) uma funcao qualquer, pode-se representar graficamente f da seguinte forma:

YA

f(a)

Figura 1.1



Exemplo 1.0.2. Sao exemplos de funcao, as expressoes a sequir, com «, 3,7 € R:

o f(2) = az+ B

Figura 1.3: Grafico de f(x) = 2”

o f(x)=az®+ fz+7;



=,

Figura 1.4: Grafico de f(x) = 2? — 4z + 4

e f(x)=log,x, a>0.

Figura 1.5: Gréafico de f(x) = log,

1.1 Classificacao das funcoes

Em uma funcao f : A — B, de acordo com o tipo de associacdo que ocorre entre os
elementos do conjunto A e os elementos do conjunto B, a funcao f pode ser classificada
como injetiva ou nao-injetiva e sobrejetiva ou nao-sobrejetiva. Caso a funcao f seja
mjetiva e sobrejetiva, ela receberd a classificagao de bijetiva. As fungoes bijetivas sao

também ditas inversveis, isto ¢, existe uma fungao f~!: B — A tal que, se f(r) =y € B



¢ aimagem de v € A, entao r = f~!(y) € A é aimagem de y € B. A seguir, analisaremos
cada caso.

1.1.1 Funcao Injetiva ou Injetora

Definigcao 1.1.1. Uma funcao f : A — B € dita injetiva quando cada elemento perten-
cente ao conjunto Imy C B € associado a apenas um elemento do conjunto A, isto €, nao

hd dois ou mais elementos de A associados a um mesmo elemento de B.

Entao, uma fungao f : A — B chama-se injetiva quando elementos diferente em A sdo

transformados por f em elementos diferentes em B, ou seja, f é injetiva quando:

Ty # 19 = f(11) # f(72)

Essa condigao pode também ser expressa em sua forma contra positiva:

f(x1) = f(22) = 11 = 23

Sendo assim, quando f : A — B for uma funcao injetiva, pode-se dizer que f é uma

injecao de A em B. Quando f nao for injetiva, diz-se que f é nao- injetiva.

Exemplo 1.1.2. Um exemplo de uma funcao injetiva € a funcao afim f : R — R, com
flz)=x+ 1



Figura 1.6

Observe que x1 # x9 = 1+ 1 # 22+ 1 = f(21) # f(22)

Exemplo 1.1.3. Seja f: R — Ry dada por f(x) = 2%, entao f € uma funcao injetiva,
POiS se Ty # Ty = 21 # 272 = f(x1) # f(22).

Figura 1.7

1.1.2 Funcao Sobrejetiva ou Sobrejetora

Definigao 1.1.4. Uma funcao f: A — B é dita sobrejetiva quando cada elemento de B
estiver associado a pelo menos um elemento de A. Neste caso, a imagem coincide com o

contradominio.



Em outras palavras, uma funcdo f : A — B é sobrejetiva <— V y, y € B, 3 z,
x € A; f(z) =v.

Sendo assim, quando f : A — B for uma funcao sobrejetiva, dizemos que f é uma
sobrejecao de A em B e que o conjunto imagem ¢ igual ao contradominio. Quando f nao

for sobrejetiva, diz-se que f é nao- sobrejetiva.

Exemplo 1.1.5. Um ezemplo de funcao sobrejetiva é f : R — Ry, definida pela les

f(x) = 22, pois para todo y pertencente a R, estd associado pelo menos um x pertencente
a R.

Figura 1.8

Dado y € R, tem-se que |/y existe e \/y € Ry, dai f(\/y) = (y/y)* =y. Isto &, f é
sobrejetiva.

Exemplo 1.1.6. Outro exemplo de funcao sobrejetiva € a funcao f : R* — R* tal que

fle) =~



Figura 1.9

1
Note que, para todo elemento y € R* existe um elemento x € R* tal que y = —.
x

1.1.3 Funcao Bijetiva ou Bijetora

Definigao 1.1.7. Uma funcao f: A — B é dita bijetiva quando ela é injetiva e sobreje-

tiva, simultaneamente.

Na pratica, o que ocorre é que cada elemento de B esta associado a apenas um elemento
de A.

Outra caracteristica importante é que o conjunto imagem é igual ao contradominio,

pois a funcao bijetiva é também sobrejetiva.

Em outras palavras, uma funcao f : A — B é bijetora <= V y, y € B, dz, © €
A; f(x) =y

Exemplo 1.1.8. Um exemplo de funcao bijetora é f : R — R tal que f(z) = 2.



Figura 1.10

Exemplo 1.1.9. Outro exemplo de funcao bijetiva é a funcao f: R — R tal que f(x) =

a3,

Figura 1.11

Note que, em ambos os exemplos, cada elemento do conjunto Imagem esta associado

a apenas um elemento do Dominio.
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1.2 Funcao Par e Funcao Impar

Definicao 1.2.1. Uma funcdio f : A — B € denominada Funcdao Par se, e somente se,
flz) = f(—x), ¥ z € A, isto é, atribuindo valores simétricos & varidvel x, obtemos 0s

mesmo valor para a fun¢ao f(z).

Exemplo 1.2.2. Considere a funcdao quadrdtica f(x) = 2* — 1.
Note que f(—x) = (—x)* —1 =22 —1= f(x). Portanto, essa fun¢io € classificada como

uma Funcao Par.

Exemplo 1.2.3. Outro ezemplo de fun¢io par € a fun¢io f(z) = e* . Note que f(—z) =
e’ = e = f(x).

Definicdo 1.2.4. Uma funcio f : A — B é denominada Funcio Impar se, e somente
se, f(—x) = —f(x), ¥V x € A, isto €, atribuindo valores simétricos a varidvel x, obtemos

valores simétricos a funcdo f(x).

Exemplo 1.2.5. Considere a fun¢ao afim f(x) = 2z.
Note que f(—x) = 2(—x) = —(22) = —f(x). Portanto, essa func¢do € classificada como

uma Fungdo Impar.

Exemplo 1.2.6. Outro exemplo de funcao impar € a funcao f(x) = x_ Note que

IO
flea) =2 = - T = —f(@),

Proposicao 1.2.7. Toda funcao f cujo dominio é R ou um intervalo simétrico em rela¢ao

a origem pode ser escrita como a soma de uma fun¢ao par e uma funcao impar.
Demonstrag¢do: Sejam g(z) e h(z) dadas por:

f@) + f(=z)

e h(z) = )

Note que: g(—x) = ————~ = —g(x) e que h(—z) =
Portanto, g(x) é uma fungao impar e h(x) é uma funcao par.

Encerrando a demonstragio, observe que f(x) = g(x) 4+ h(z).
Proposicao 1.2.8. A soma de duas funcoes de mesma paridade mantem a paridade.

Demonstragao: Sejam f(x) e g(z) duas fungdes impares, tem-se:

(f +9)(=2) = f(=2) + 9(=2) = = [(2) = g(x) = =( + 9)(2).

11



Analogamente, sejam f(x) e g(z) duas fungbes pares, tem-se:

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=z) = f(z) + g(x) = (f + g)(2).

Proposicao 1.2.9. O produto entre duas funcoes de mesma paridade serd uma func¢ao

par e o produto entre funcoes de paridades diferentes serd uma funcao impar.

Demonstragdo: Seja f(x) = g(z).h(z).

Supondo ¢(z) e h(x) ambas pares:
f(=z) = g(—x).h(—2x) = g(z).h(z) = f(x). Portanto f(x) é par.

Supondo g(z) e h(x) ambas impares:
f(=z) = g(—x).h(—2x) = [—g(x)].[-h(x)] = g(x).h(z) = f(x). Portanto f(x) é par.

Supondo g(z) impar e h(x) par:
f(=z) = g(—x).h(—2x) = [—g(x)].h(x) = —[g(x).h(z)] = — f(z). Portanto f(z) é impar.

1.3 Funcao Inversa

Para que uma funcao f : A — B seja inversivel, isto é, possua funcao inversa, f deve

ser bijetiva.

Definicao 1.3.1. Seja a funcio f : A — B, a funcdo inversa g : B — A € a lei que
associa 0s elementos do conjunto B aos mesmos elementos do conjunto A aos quais foram

associados em f. A notacio dada para a funcdo inversa é g = 1.

Como vimos na defini¢do de fun¢ao, em uma funcao f : A — B, todos os elementos de
A serdo associados a pelo menos um elemento de B. Entao, para que a funcdo f~!: B — A
exista, todos os elementos de B devem ser associados a um elemento de A, isto é, f deve
ser sobrejetiva. Da mesma forma, na funcao inversa os elementos de B serao associados
aos mesmos elementos de A que eles foram associados em f, isto é, f deve ser injetiva. Por
estes motivos, a funcao f s6 terd funcao inversa se houver uma correspondéncia biunivoca
entre A e B.

Teorema 1.3.2. Seja f: A — B. A relagio f~' : B — A ¢ uma funcdo se, e somente

se, f € bijetiva.

Demonstracdo: Suponha que f~! ¢ uma funcio de B em A, vamos mostrar que f é
bijetiva.

12



a) Seja y € B, entao existe um z € A tal que f~!(y) = z. Assim f é sobrejetiva.

b) Dados 1 € A e x9 € A com x1 # X9, se tivermos f(z1) = f(z2) = y, resultard em
fYy) =x1 e f7(y) = 29, 0 que é absurdo, pois y s6 tem uma imagem em f~!. Assim,

f(z1) # f(xs) e f é injetiva.
Reciprocamente, suponha que f é bijetiva, entdo f~! ¢ uma funcao de B em A.

a) Como f é sobrejetiva, para todo y € B existe um x € A tal que (z,y) € f, portanto
(y,z) € f71.

b) Se y € B possui duas imagens x; e 7o em ! entdao (y,z1) € f~' e (y,22) € f7L.

Portanto (z1,y) € f e (z2,y) € f. Como f é injetiva, resulta que x; = xs.

Cabe ressaltar que o dominio da fung¢ao inversa ¢ a imagem da funcao inicial e que a

imagem da funcao inversa é o dominio da funcao original.

Em alguns casos especificos, em que a funcao nao é bijetiva, toma-se um subconjunto
do contradominio que tenha as caracteristicas que tornem a funcao bijetiva para, com

isto, achar sua funcao inversa no intervalo dado.

1.4 Crescimento e Decrescimento de Funcoes

Uma funcao entre dois conjuntos ordenados é dita mondtona se ela preserva ou inverte a
relagao de ordem, tornando-a crescente ou decrescente. As defini¢oes de crescimento e de-
crescimento podem ser utilizadas para qualquer fun¢ao em todo seu dominio ou em algum
intervalo do seu dominio, pois ha funcoes que, em todo seu dominio, nao se enquadram

em nenhuma das defini¢oes abaixo.

Definigao 1.4.1. Seja f: D C R — R:
a) f € mondtona estritamente crescente se 1 < xo = f(x1) < f(22);
b) f € mondtona crescente ou ndo decrescente se 1 < xo = f(x1) < f(22);
c) f € mondtona estritamente decrescente se x1 < xo = f(x1) > f(xg); €

d) f € mondtona decrescente ou nao crescente se x1 < xo = f(x1) > f(x2).

13



Capitulo 2

Funcoes Peridodicas Elementares

As fungoes periodicas sao aquelas nas quais os valores da variavel dependente y se re-
petem para determinados valores da variavel independente x, ou seja, para cada periodo

determinado pelos valores de x, iremos obter valores repetidos para y.

Definicao 2.0.2. Seja x um elemento do dominio da funcao f tal que y = f(x). Suponha
T um numero real constante de forma que x + T, v+ 2T, ..., x + kT, k € Z também
pertencam ao dominio da fun¢do. Denomina-se Func¢ao Periddica o func¢ao f(x) tal que
f)=flz+T)=f(x+2T)=... = f(x+kT), k € Z, sendo 0 menor valor positivo de

T o periodo principal da funcao.

Alguns exemplos de funcao perioédica abordados no ensino médio sao as func¢oes circu-

lares, que serao estudadas a seguir.

2.1 Funcao Dente de Serra

A fungao dente-de-serra ¢ definida da seguinte forma: f : R — R, f(z) = 0 e
fz+a)=aquando 0 < a < 1ex € Z. Observe o grafico dessa fungao:

periodo

Figura 2.1

14



A funcao f é periodica, com seu periodo principal igual a 1, porém nao é par e nem

impar.

2.2 Funcao de Euler

Para definirmos a Funcao de Euler e, a partir dela, as Funcoes Trigonométricas, uti-
lizaremos o circulo trigonométrico, que consiste de uma circunferéncia de raio unitério,
dividido pelos eixos das abscissas (eixo X) e ordenadas (eixo Y) em quatro quadrantes. A
origem dos eixos coincide com o centro da circunferéncia e o sentido positivo para medigao

de angulos é o sentido anti-horario.

2K +11/2

Et)

2k + 7T t E(0) =2k

X

2Kt + 311/2

Figura 2.2

Seja a circunferéncia acima definida por C' = (z,y) € R* 2% + y* = 1.

Definicao 2.2.1. A Funcao de Fuler serd definida como E : R — C, que associa a cada
ndmero real t um ponto E(t) = (z,y) € C.

Tem-se que t € R é a medida do angulo, em radianos, a partir do semi-eixo positivo

OX. Set > 0, o angulo é no sentido anti-horario. Se t < 0, o angulo é no sentido horario.

O ponto E(t) pertencente a circunferéncia sera obtido de tal forma que o arco formado
pelos pontos E(t) e E(0) = (1,0) tenha comprimento igual a |t| radianos. Se t > 0, o arco

15



é no sentido anti-horario. Se ¢ < 0, o arco é no sentido horario.

Haja vista que a circunferéncia tem comprimento total igual a 27 rad, se aumentarmos
o angulo t em 2k7 rad, k € Z, que equivale a |k| voltas completas na circunferéncia, E(t)
voltara para o mesmo ponto, isto ¢, a imagem de E(t) é igual a imagem de E(t 4 2km),
k € Z. Pela caracterizagao da funcao periddica vista na Definicao 2.0.2, nota-se que a

Funcao de Euler é periddica e seu periodo principal é 27 rad.

2.3 Funcao Seno

Dado um ntimero real x, seja P sua imagem no circulo trigonométrico. Denomina-se

senz (1é-se seno de x), a ordenada OP; do ponto P.

Definicao 2.3.1. Denomina-se Funcdo Seno a funcio f : R — R que associa a cada

ndmero real x, o nimero real OP; = senx, isto € f(x) = senz.

Figura 2.3
A funcao seno tem as seguintes caracteristicas:

e Como o circulo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitario, a imagem da

fungao seno esta no intervalo [—1, 1], isto &, —1 < senz < 1;

e Se x estd no primeiro ou no segundo quadrante, entao P estara acima do eixo das
abscissas, consequentemente sua ordenada serd positiva. Dessa forma, conclui-se

que se x estad no primeiro ou segundo quadrante, entao senx serd positivo;
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e Se x estd no terceiro ou no quarto quadrante, entao P estard abaixo do eixo das
abscissas, consequentemente sua ordenada serd negativa. Dessa forma, conclui-se

que se x esta no terceiro ou quarto quadrante, entao senx serd negativo;

e Nos primeiro e quarto quadrantes, senx serd crescente. Note que no primeiro qua-

drante, a medida que deslocamos x de 0 a Z, a ordenada sai da origem e vai até

27
1, portanto, crescente. No quarto quadrante, a medida que x se desloca de 37” a

2m = 0, a ordenada sai de —1 e vai até a origem, portanto, crescente;

e Nos segundo e terceiro quadrantes, senx sera decrescente. Note que no segundo

quadrante, a medida que deslocamos x de 7 a 7, a ordenada se desloca de 1 até 0

(origem), portanto, decrescente. No terceiro quadrante, a medida que x se desloca

3

de 7 a <, a ordenada se desloca de 0 (origem) até —1, portanto, decrescente; e

A funcao seno ¢ uma func¢ao impar (sera demonstrado no item 2.9).

Teorema 2.3.2. A funcdo seno € uma funcao periddica, pois se senx = OPy, entao

sen(x + 2km) = OPy, ¥ k € Z. Portanto, seu periodo principal é igual o 27 rad.

Demonstragao: Observe que, a partir da caracterizacao de funcao vista na Definicao
2.0.2, provaremos que a funcdo seno é uma funcao peridédica. Supondo f uma funcao

periddica, entao existe um 7' real maior que zero tal que:

sen(x +T) = sen(x)

Assim, utilizando a féormula do seno da soma de dois angulos, demonstrada em [10],
temos que
sen(x + 1) = sen(z).cos(T) + sen(T').cos(z) = sen(z).

Dessa forma:
sen(z).cos(T') + sen(T).cos(x) = sen(x).1 4 0.cos(z).

Concluimos entao que:
sen(T) =0e cos(T) = 1.

A partir dai temos que:
— para sen(T) = 0, entdo T = 7, 2w, 3w, 47, 5w, 67, ... km; k € Z.
— para cos(T) = 1, entdo T = 27, 47,67, 87,107, ..., 2km; k € Z.

Entao, apenas os valores de T' = 27, 4w, 67,87, 107, ..., 2kw; k € Z atendem as duas
situagoes, sendo entao, com estes angulos, que a funcao se repete. Dessa forma, como

o valor do periodo principal ¢ o menor valor positivo, a funcao seno ¢ peridédica e seu
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periodo principal é 27 rad.

Analise agora o grafico da funcao seno a fim de observar as caracteristicas supracitadas:

Y

>

-2 o

f om -3m2

T -
2 \‘:/211 X

1

1

Figura 2.4

2.4 Funcao Cosseno

Dado um ntmero real z, seja P sua imagem no circulo trigonométrico, denomina-se

cosx (1é-se cosseno de x), a abscissa OP, do ponto P.

Definicao 2.4.1. Denomina-se Funcao Cosseno a funcao f: R — R que associa a cada

nidmero real x, o nimero real OPy = cosx, isto € f(x) = cosx.

Figura 2.5

A funcao cosseno tem as seguintes caracteristicas:
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e Como o circulo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitario, a imagem da

fungdo cosseno esta no intervalo [—1, 1], isto é, —1 < cosz < 1;

e Se x estd no primeiro ou no quarto quadrante, entao P estard projetado na parte
positiva do eixo das abscissas. Dessa forma, conclui-se que se x estd no primeiro ou

no quarto quadrante, entao cosx serd positivo;

e Se x estd no segundo ou no terceiro quadrante, entao P estara projetado na parte
negativa do eixo das abscissas. Dessa forma, conclui-se que se x esta no segundo ou

terceiro quadrante, entao cosr serd negativo;

e Nos terceiro e quarto quadrantes, cosx serd crescente. Note que no terceiro qua-

drante, a medida que z se desloca de 7 a 37“, a abscissa se desloca de —1 até 0
(origem), portanto, crescente. No quarto quadrante, a medida que x se desloca de

37” a 0, a abscissa se desloca de 0 (origem) e vai até 1, portanto, crescente;

e Nos primeiro e segundo quadrantes, cosx serd decrescente. Note que primeiro qua-
drante, a medida que x se desloca de 0 a 7, a abscissa se desloca de 1 até 0 (origem),
portanto decrescente. No segundo quadrante, a medida que deslocamos z de 7 a ,

a abscissa se desloca de 0 (origem) até —1, portanto, decrescente; e

e A fungao cosseno ¢ uma fun¢ao par (sera demonstrado no item 2.9).

Teorema 2.4.2. A funcdo cosseno € uma funcao periddica, pois se cosx = OP,, entdo

cos(x + 2km) = OP,, ¥ k € Z. Portanto, seu periodo principal € igual a 2 rad.

Demonstracao: Observe que, a partir da caracterizacao de func¢ao vista na Definicao
2.0.2, provaremos que a fungao cosseno é uma funcao periodica. Supondo f uma funcao

periodica, entao existe um 7' real maior que zero tal que:

cos(x +T) = cos(x)

Assim, utilizando a formula do cosseno da soma de dois angulos, demonstrada em [10],
temos que:
cos(x +T') = cos(x).cos(T) — sen(T).sen(z) = cos(x).

Dessa forma:
cos(z).cos(T) — sen(T').sen(x) = cos(x).1 + 0.sen(x).

Concluimos entao que:
sen(T) =0 e cos(T) = 1.
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A partir dai temos que:
— para sen(T) = 0, entdo T' = 7, 2w, 3w, 47, 57,67, ... km; k € Z.
— para cos(T) = 1, entdo T' = 2w, 47w, 67, 8w, 107, ..., 2km; k € Z.

Entao, apenas os valores de T' = 2m,4m, 67,87, 107, ..., 2km; k € Z atendem as duas
situacoes, sendo entao, com estes angulos, que a funcao se repete. Dessa forma, como o
valor do periodo principal é o menor valor positivo, a funcao cosseno é periddica e seu

periodo principal é 27 rad.

Analise agora o gréafico da funcao cosseno a fim de observar as caracteristicas supraci-

tadas:

| - -T1/2 o /2 o

i
i
i
i
. . .
om -3m/2 ! E 3m/2 oar X
H |
! i

Figura 2.6

2.5 Funcao Tangente

Dado um ntmero real z, v # 5 + k.m, k € Z, seja P sua imagem no circulo. Consi-
deremos a reta OP e seja T sua intersecao com o eixo das tangentes. Denominamos tgx

(1e-se tangente de x) a medida algébrica do segmento AT,

Definicao 2.5.1. Denomina-se Func¢ao Tangente a funcao f : D — R que associa a cada
real x, v # 5+ k.m, k € Z, o real AT = tgz, isto €, f(x) = tgx.

Observe a figura abaixo:

20



Figura 2.7
A funcao tangente tem as seguintes propriedades:

e O dominio da funcdo tangente ¢ D =z € Rlz # § + k.7, k € Z;

A imagem da func¢ao tangente é R, isto é, para todo y real existe um z real tal que

y = tgx;

E uma funcdo impar (serd demonstrado no item 2.9);

Se x é do primeiro ou terceiro quadrante, entao tgx é positiva, pois o ponto T estara

acima do ponto A, portanto na parte positiva de AT

Se x é do segundo ou quarto quadrante, entao tgx é negativa, pois o ponto T estara

abaixo do ponto A, portanto na parte negativa de AT e

e Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes no sentido anti-horério, entao tgx

sera crescente.

Teorema 2.5.2. A funcao tangente € periddica e seu periodo principal é w rad.

Demonstragcao: Observe que, a partir da caracterizacao de funcao vista na Demonstra-

cao 2.0.2, provaremos que a funcao tangente é uma fungao periddica.

Supondo f uma fungao periodica, entao existe um T (expresso em radianos) real maior

que zero tal que:

tg(z +T) = tg()
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Assim, utilizando a féormula da tangente da soma de dois angulos, demonstrada em
10], temos que:
[10], q
tg(x) +tg(T) _ tg(x) +0

@+ T) = T ot~ 1—tg@o W)

Dessa forma, temos que tg(7T") = 0:

A partir dai, temos que para tg(7T) = 0 temos T = 7,27, 3w, 4m, 5m,6m, ... km;k € Z
e, com esses valores, a funcao se repete. Dessa forma, como o valor do periodo princi-

pal é o menor valor positivo, a funcdo tangente é periddica e seu periodo principal é 7 rad.

Analise agora o grafico da funcdo tangente a fim de observar as caracteristicas supra-

citadas:

: :
12 13172 on
: :

El

i |
2n -3m/2 - L2 o

Figura 2.8

. .. s
Note que a funcao tangente possui assintotas verticais em km + > k € Z.

sSenax

Proposicao 2.5.3. Para a € R, o # T + krm, k € Z, tem-se tga = :
2 cosQ

Demonstragao: Observe a figura abaixo:
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Figura 2.9

Seja @ a projecao de P no eixo z, entdao PQ é perpendicular a OQ.

Seja a reta que passa pelos pontos A e T' tangente a circunferéncia no ponto A, entao
TA é perpendicular a OA.

A partir do exposto, note que os tridngulos AOPQ e AOTA sao semelhantes, pois
PQ e TA sdo paralelas (Teorema de Tales). Note também, que as medidas de PQ e OQ
equivalem ao seno e cosseno, respectivamente, do angulo a.. Por semelhanca de triangulos,

temos que:

TA OA
PQ 0Q
Sabendo que OA = 1, entao:
tga 1 sena s
= = tga = aFkr+ - ke€Z
sena  cosq cosq 2

2.6 Funcao Cotangente

Dado um ntmero real x,  # k.w, k € Z, seja P sua imagem no circulo trigonomé-

trico. Consideremos a reta OP e seja T sua interse¢do com o eixo das co-tangentes.
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Denominamos cotgz (1é-se cotangente de x) a medida algébrica do segmento AT.

Definig¢ao 2.6.1. Denomina-se Func¢ao Cotangente a funcao f : D — R que associa a
cada real v, x # k.7, k € Z, o real AT = cotgzx, isto é, f(x) = cotgx.

Figura 2.10
A funcao cotangente tem as seguintes propriedades:

e O dominio da fungao cotangente é D = x € R|z # k.7, k € Z;

A imagem da funcao cotangente é R, isto é, para todo y real existe um z real tal

que y = cotgz;
e E uma fun¢do fmpar (serd demonstrado no item 2.9);

e Se = ¢ do primeiro ou terceiro quadrante, entao cotgx é positiva, pois o ponto T

estara a direita do ponto A, portanto na parte positiva de AT

e Se x é do segundo ou quarto quadrante, entao cotgr é negativa, pois o ponto T
estard a esquerda do ponto A, portanto na parte negativa de AT e

e Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes no sentido anti-horario, entao
cotgx serd decrescente.
cosq 1

Proposicao 2.6.2. Para o € R, a # 7w + kn, k € Z, tem-se cotga = = —.
sena  tgo

Demonstracao: Observe a figura abaixo:
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Figura 2.12

Seja @ a projecao de P no eixo y, entdo PQ é perpendicular a OQ.

Seja a reta que passa pelos pontos A e T' tangente a circunferéncia no ponto A, entao
TA é perpendicular a OA.

Pelo exposto, note que os triangulos AOPQ e AOT A sdo semelhantes, pois PQ e TA
sdo paralelas. Note também, que as medidas de PQ e OQ equivalem ao cosseno e seno,

respectivamente, do angulo a. Por semelhanca de triangulos, temos que:

TA OA
PQ  0Q
Sabendo que OA = 1, entao:
t 1 1
oL _ = cotga = cosa =—;aFkmkel.
cosa  sena sena  tga

Teorema 2.6.3. A funcao cotangente € periddica e seu periodo principal é m rad.

Demonstragao: Observe que, a partir da caracterizacao de funcao vista na Definicao

2.0.2, provaremos que a fungao cotangente ¢ uma funcao periédica.

Supondo f uma funcao periodica, entao existe um 7' real maior que zero tal que:
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cotg(x +T) = cotg(x)

Assim, utilizando a férmula da tangente da soma de dois angulos, demonstrada em

10], temos que:
[cot] (2 + T)q 1 1 —tg(x)tg(T) 1—-tg(xz)0 1 cotg(z)
g Ttgla+ 1) tg(z) +tg(T) | tgx)+0  tglz) O

Dessa forma, temos que tg(7T") = 0:
A partir dai, temos que para tg(T) = 0, entdo 1" = 7, 2w, 3w, 47, 5w, 67, ... km; k € Z.

Dessa forma, como o valor do periodo principal é o menor valor positivo, a funcao

cotangente é periddica e seu periodo principal é 7 rad.

Analise agora o grafico da funcao cotangente a fim de observar as caracteristicas su-

pracitadas:

I
3m/2 om

B il iel it

i |
| -2m 32 - E ) o 2

Figura 2.11

Note que a funcao cotangente possui assintotas verticais em m + km, k € Z.

2.7 Funcao Secante

s . . ) .
Dado um numero real x, © # — + k.7, k € Z, seja P sua imagem no circulo trigo-

nométrico. Consideremos a reta s tangente ao circulo trigonométrico em P e seja S sua
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intersecao com o eixo dos cossenos. Denominamos secr (1é-se secante de x) a medida

algébrica do segmento OS.

Definicao 2.7.1. Denomina-se Funcao Secante a funcao f: D — R que associa a cada
real x, x # g + k., k €Z, o real OS = secx, isto é, f(x) = secx.

Figura 2.13
A funcao secante tem as seguintes propriedades:

e O dominio da fun¢ao secante ¢ D = x € R|z # g + k., k €Z;

e A imagem da funcao secante ¢ R—] — 1, 1], isto &, para todo y real, com y > 1 ou

y < —1, existe um x real tal que y = secz;

e E uma funcdo par (serd demonstrado no item 2.9);

Se x é do primeiro ou quarto quadrante, entao secr é positiva;

Se x é do segundo ou terceiro quadrante, entao secr é negativa;

e Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante no sentido anti-horario, entao secx

sera crescente; e

e Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante no sentido anti-horério, entao secx

serd decrescente.
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1

cosa’

Proposicao 2.7.2. Para a € R, a # g + km, k € Z, tem-se seca =

Demonstragao: Observe a figura abaixo:

N\

s o}

Figura 2.15

Note que os triangulos retangulos AOQP e AOPS sao semelhantes. Logo:

oS or
OP QP
Como OP ¢é o raio unitario do circulo trigonométrico e QP ¢ a medida correspondente
a0 cosseno, temos:
seca 1

= = seca = ,a#lm—l—z;kez
1 cosq cosq 2

Teorema 2.7.3. A funcao secante € periddica e seu periodo principal € 27 rad.

Demontracao: Observe que, a partir da caracterizacao de funcao vista na Definicao

2.0.2, provaremos que a fungao secante é uma func¢ao periddica.
Supondo f uma funcao periodica, entao existe um 7 real maior que zero tal que:

sec(x +T) = sec(x)
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Assim, utilizando a formula do cosseno da soma de dois angulos, demonstrada em [10],

temos que:
(4 T)=—— : — = sec(s)
sec(x = = = = sec(x
cos(x+T)  cos(x).cos(T) — sen(T).sen(x)  cosx

1 1
D f : - '
essa forma cos(x).cos(T) — sen(T).sen(x)  cos(x).1 — 0.sen(z)

Concluimos entao que: sen(T) =0 e cos(T) = 1.

A partir dai temos que:
— para sen(T) = 0, entdo T' = 7, 2w, 3w, 47, 5w, 67, ... km; k € Z;
— para cos(T) = 1, entdo T = 27, 47,67, 87,107, ..., 2km; k € Z.

Entao, apenas os valores de T' = 27, 4w, 67,87, 107, ..., 2km; k € Z atendem as duas
situacoes e que, com esses valores, a funcao se repete. Dessa forma, como o valor do
periodo principal ¢ o menor valor positivo, a funcao secante é peridédica e seu periodo

principal é 27 rad.

Analise agora o grafico da funcao secante a fim de observar as caracteristicas supraci-

tadas:

i i i 1
-an Lami2 L2 o 2 13n2 2
T T T

Figura 2.14

T
Note que a funcao secante possui assintotas verticais em 5 + km, k € Z.
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2.8 Funcao Cossecante

Dado um niamero real x, z # k., k € Z, seja P sua imagem no circulo trigonométrico.
Consideremos a reta s tangente ao circulo em P e seja C sua intersecao com o eixo dos

senos. Denominamos cscx (1é-se cossecante de x) a medida algébrica do segmento OC.

Definicao 2.8.1. Denomina-se Funcdo Cossecante a funcao f : D — R que associa a

cada real v, x # k.7, k € Z, o real OC = cscx, isto é, f(x) = csca.

Figura 2.16
A funcao cossecante tem as seguintes propriedades:

e O dominio da fun¢ao cossecante ¢ D = x € R|x # k.m, k € Z;

e A imagem da funcao cossecante é R—] — 1, 1], isto é, para todo y real, com y > 1

ou y < —1, existe um z real tal que y = cscz;
e E uma fungdo fmpar (serd demonstrado no item 2.9);
e Se x é do primeiro ou segundo quadrante, entao cscx é positiva;
e Se x é do terceiro ou quarto quadrante, entao cscx é negativa;

e Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante no sentido anti-horario, entao cscx

sera crescente; e

e Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante no sentido anti-horario, entao cscx

serd decrescente.
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1

sena’

Proposicao 2.8.2. Para a € R, a # 7w+ km, k € Z, tem-se csca =

Demonstragao: Observe a figura abaixo:

A

Figura 2.18

Note que os triangulos retangulos AOQP e AOPC sao semelhantes. Logo:

Il
SIS
SIS

Como OP é o raio do circulo unitario e QP é a medida correspondente ao seno, temos:

csco 1

1
= = csca=——  aF kmkeZ
1 seno seno

Teorema 2.8.3. A funcao cossecante € periddica e seu periodo principal € 21 rad.

Demonstracao: Observe que, a partir da caracterizacao de func¢ao vista na Definicao
2.0.2, provaremos que a funcao cossecante é uma funcao periédica.

Supondo f uma funcao periddica, entao existe um 71" real maior que zero tal que:

csc(x +T) = ese(x)
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Assim, utilizando a formula do seno da soma de dois angulos, demonstrada em [10],

temos que:
(e +T) = —— 1 = ase(o)
ese(x = = = = csc(x).
sen(z+T)  sen(x).cos(T) + sen(T).cos(z)  sen(x)

Dessa forma:
1 1
sen(x).cos(T) + sen(T).cos(z)  sen(x).1 + 0.cos(x)

Concluimos entdo que:
sen(T) =0 e cos(T) = 1.

A partir dai temos que:
— para sen(T) = 0, entdo T' = 7, 2w, 3w, 47, 5w, 67, ... km; k € Z.
— para cos(T) = 1, entdo T' = 2w, 47, 67, 8w, 107, ..., 2km; k € Z.

Entao, apenas os valores de T' = 2m,4n, 67,87, 107, ..., 2km; k € Z atendem as duas
situacoes e, com esses valores, a funcao se repete. Dessa forma, como o valor do periodo
principal é o menor valor positivo, a funcao cossecante é periddica e seu periodo principal

é 27 rad.

Analise agora o grafico da funcao cossecante a fim de observar as caracteristicas supra-

citadas:

3m2 m o w2 o | om

i i
-2 ! ! X
' 32 '

Figura 2.17

Note que a funcao cossecante possui assintotas verticais em 7 + km, k € Z.
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2.9 Demonstracao da Paridade das Funcgoes Trigono-

métricas

[remos agora estudar a paridade das fungoes trigonométricas, isto é, vamos demonstrar
a paridade das funcoes seno e cosseno e, a partir dessas demonstragoes, conheceremos a

paridade das demais fungoes trigonomeétricas.

Proposicao 2.9.1. A funcdo seno € impar e a funcdo cosseno € par.

Demonstragao:
Observe no circulo trigonométrico, convencionado que o raio é unitario e o sentido anti-
horario é o sentido positivo para medigao de angulos, que quando o angulo a estd no

primeiro quadrante, entao —«a esta no quarto quadrante:

Figura 2.19

Nesse caso, como o seno do angulo « corresponde a ordenada do ponto P, entao
—sen(a) = sen(—«a). Analogamente, como o cosseno do adngulo « corresponde a abs-

cissa do ponto P, entao cos(a) = cos(—a).

J& quando o angulo a esta no segundo quadrante, entao o angulo —a estd no terceiro

quadrante, conforme figura abaixo:
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Figura 2.20

Conforme ocorreu anteriormente, —sen(a) = sen(—a) e cos(a) = cos(—a).

Quando o angulo « esta no terceiro quadrante, entdao o angulo —« estard no segundo

quadrante, conforme figura abaixo:

Figura 2.21
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Da mesma forma, —sen(a) = sen(—a) e cos(a) = cos(—a).

E por ultimo, quando o angulo « esta no quarto quadrante, entao o angulo —« estara

no segundo quadrante, conforme figura abaixo:

R

Figura 2.22

Da mesma forma, —sen(a) = sen(—a) e cos(a) = cos(—a).

Portanto, pudemos verificar que sempre teremos as igualdades sen(a) = —sen(—a) e
cos(a) = cos(—a), independente do quadrante que o angulo estiver. Logo, a func¢ao seno

é impar e a funcao cosseno é par.

Proposicao 2.9.2. A funcao secante € par.

= sec(—a) = ! _ sec(a).

Demonstragio: Seja sec(o) = (—a)  cos(a)
cos(—a)  cos(a

cos(a)
Logo, a funcao secante é par.

Proposicao 2.9.3. A funcao cossecante € impar.

1 1
= csc(—a) = sen(—a) = “en(a) = —csc(a).

Demonstragdo: Seja csc(a) =

sen(«)
Logo, a funcao cossecante é impar.

Proposicao 2.9.4. A funcao tangente € impar.
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Demonstragao: Seja tg(a) = sen() = tg(—a) = sen(—a) = —sen() = —tg(a).
cos(a) cos(—a) cos(a)

Logo, a funcao tangente ¢ impar.

Proposicao 2.9.5. A func¢ao cotangente ¢ impar.

Demonstrag¢do: Seja ctg(a) = cos(a) = ctg(—a) = cos(a) = cos(a) = —ctg(a).
sen(a) sen(—a)  —sen(«)

Logo, a funcao cotangente é fmpar.

2.10 Funcoes Circulares Inversas

Como foi visto no item 1.4, para que uma funcao seja inversivel, ela deve ser bijetiva.
Porém, as funcgoes seno, cosseno e tangente nao sao bijetivas, logo nao sao inversiveis.
Dessa forma, toma-se um intervalo da funcao que ela tenha caracteristicas bijetivas e,
consequentemente, calcula-se a funcao inversa respectiva aquele intervalo tomado. Es-
sas funcoes sao denominadas Fungoes Circulares Inversas. A seguir, veremos cada caso

separadamente.

2.10.1 Fungao Arco Seno

A funcdo seno, isto é, sen : R — R, nio é sobrejetiva (Az € R|senx > 1) e tampouco
¢ injetiva (0 # 27 e sen0 = sen2m).
. . —T 7 -
Por isso, toma-se o intervalo [7, 5], de tal forma que tenhamos f : [7, 5} — [-1,1],

conforme figura abaixo:

-m/2 o

2 X

Figura 2.23

Dentro desse intervalo, a funcao f possui as seguintes caracteristicas que a levam a

ser classificada como bijetiva e, consequentemente, a admitir a inversa f~!, denominada
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Funcao Arco Seno:

e f é sobrejetiva, poisVy € [—1,1], 3z € [%ﬁ, g] tal que sen(z) =y; e

=3

Abaixo, pode-se visualizar o grafico da fun¢ao arco seno:

e f é injetiva, pois x1 # 19 = senxy # senxy, T €

LUV i

____________ -T1/2

Figura 2.24
As caracteristicas da funcao arco-seno sao:
e Seu dominio ¢ [—1,1];

Sua imagem é [_—7T z];

L4 9
272
e E bijetiva;
e E crescente em todo o seu dominio;

e Nao é periddica; e
e B uma funcao impar.
—T ™

Demonstrag¢do: Seja sen(a) = x; - <a< 5 T a= arcsen(x) = —a = —arcsen(x).

Recordando a identidade sen(—a) = —sen(a) = sen(—a) = —x = —a = arcsen(—x).

Logo: —arcsen(z) = arcsen(—z).
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2.10.2 Funcao Arco Cosseno

A funcdo cosseno, isto ¢, cos : R — R, ndo é sobrejetiva (Az € R|cosz > 1) e tampouco

¢ injetiva (0 # 27 e cos0 = cos2m).

Dessa forma, toma-se o intervalo [0, 7], de tal forma que f : [0, 7] — [—1, 1], conforme

figura abaixo:

Figura 2.25

Dentro desse intervalo, a fungdo f possui as seguintes caracteristicas que a levam a
ser classificada como bijetiva e, consequentemente, a admitir a inversa f~!, denominada

Funcao Arco Cosseno:
e [ é sobrejetiva, pois V y € [—1,1], 3 x € [0, 7] tal que cos(z) = y; e
e [ & injetiva, pois ¥y # w3 = cosxy # cosze, x € [0, 7.

Abaixo, pode-se visualizar o grafico da funcao arco cosseno:
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Figura 2.26
As caracteristicas da funcao arco cosseno sao:
e Seu dominio é [—1,1];
e Sua imagem ¢ [0, 7];

E bijetiva;

E decrescente em todo o seu dominio;
e Nao é periddica; e
e Nao é uma func¢ao par e nem {mpar.

Demonstragdo: Seja cos(a) =z; 0 < a <7 = o = arccos(z).
Por meio da identidade cos(m — a)) = —cos(a) = cos(m — ) = —x.
Logo: m — o = arccos(—z) = m — arccos(x) = arccos(—x).

2.10.3 Fungao Arco Tangente
A funcdo tangente f(x) = tg(x), isto &, [ : x|z # g + k — R, é sobrejetiva (V y € R,3
reR. x# g + k|tg(z) = y), porém nao é injetiva (0 # 7 e tg0 = tgm).

Dessa forma, toma-se o intervalo ]_TF, g[, de tal forma que f :]_TW, [— R, conforme

b |

figura abaixo:
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-T2 17/2

Figura 2.27

Dentro desse intervalo, a funcdo f possui as seguintes caracteristicas que a levam a
ser classificada como bijetiva e, consequentemente, a admitir a inversa f~!, denominada

Funcao Arco Tangente:
e f ésobrejetiva, poisVyeR, Jzx e Rex # g + k tal que tg(z) = y; e
e f éinjetiva, pois 1 # xo = tgxr # tgxs.

Abaixo, pode-se visualizar o grafico da funcao arco tangente:

Figura 2.28
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As caracteristicas da funcao arco tangente sao:
e Seu dominio é R;

E

e Sua imagem é ]_TW?

SE

e L crescente em todo o seu dominio; e
e E uma fungao impar.
-

Demonstragdo: Seja tg(a) = x; - <ac< g = a =arctg(r) = —a = —arctg(x).

Por meio da identidade tg(—a) = —tg(a) = tg(—a) = —z = —a = arctg(—z).

Logo: —arctg(x) = arctg(—x).

2.11 Estudo de Graficos

Seja f(x) uma func¢ao trigonométrica na sua forma basica. Podemos inserir os para-

metros a, b, ¢, d € R nessa fungao de tal modo que ela fique na forma a.f(b.x + ¢) + d.

Cada parametro colocado na fungao trigonométrica f(x) vai alterar o seu grafico de

maneiras distintas. Vejamos cada uma delas, separadamente:

2.11.1 Parametro a

Este coeficiente é responsavel pela amplitude da funcao trigonométrica, ocasionando

dilatacoes e reflexoes verticais no grafico. Vejamos a seguir im exemplo:

Seja f(x) = sen(x). Sabemos que —1 < f(x) < 1. Se multiplicarmos o parametro a a

fungao, teremos: g(z) = a.f(x) = a.sen(x).Dessa forma, teremos que —a < g(x) < a.

Observe as situagoes a seguir:

Exemplo 2.11.1. Se a > 1, esticamento vertical:
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f(x) = sen(x)

g(x) = 2. sen(x)

Figura 2.29

Exemplo 2.11.2. Se 0 < a < 1, encolhimento vertical:

f(x) = sen(x)

g(x)=0,5. sen(x)

Figura 2.30

Exemplo 2.11.3. Se a < -1, esticamento vertical composto com reflexao em relacao ao

etxzo horizontal:
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f(x) = sen(x)

g(x) =-2. sen(x)

Figura 2.31

Exemplo 2.11.4. Se -1 < a < 0, encolhimento vertical composto com reflexao em relagao

a0 eiro horizontal:

f(x) = sen(x)

g(x)=-0,5. sen(x)

Figura 2.32

2.11.2 Parametro b

Este coeficiente é responsavel pelo periodo 7' da funcao trigonométrica, ocasionando

dilatacoes e reflexoes horizontais no grafico. Vejamos a seguir um exemplo:

Seja f(z) = sen(b.x) e f(x +T) = sen[b(x + T')]. Sabemos que f(x +7T) = f(x)
= sen(bx + bT") = sen(bzx). Como o periodo da funcao seno & igual 2k, k € Z, temos
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2%
que bT = 2kr, k € Z. Togo, T = Tﬂ A

. ... 2
Como o periodo principal é o menor valor positivo de T, temos que T' = m
. ) ) s
Cabe ressaltar que nas funcoes cosseno, secante e cossecante, o periodo é T'= —. Nas

bl

fungoes tangente e cotangente, o periodo é T' = As demonstragoes sao anélogas a

7r
- i b
demonstracao da funcao seno.

Observe as situagoes a seguir:

Exemplo 2.11.5. Se b > 1, encolhimento horizontal (diminuicao do periodo da fungdo):

f(x) = sen(x)

a(x) = sen(2x)

Figura 2.33

Exemplo 2.11.6. Se 0 < b < 1, esticamento horizontal (aumento do periodo da fungdo):
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f(x) = sen(x)
g(x) = sen(x/2)

Figura 2.34

Exemplo 2.11.7. Se -1 < b < 0, esticamento horizontal composto com reflexdo em

relacao ao eixo vertical:

f(x) = sen(x)
g(x) = sen(-x/2)

Figura 2.35

Exemplo 2.11.8. Se b < -1, encolhimento horizontal composto com reflexao em relagao

ao eizo vertical:
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f(x) = sen(x)
g(x) = sen(-2x)

4

Figura 2.36

2.11.3 Parametro c

Este coeficiente é responsavel pela fase da funcao trigonométrica, isto é, o quanto ela
vai se deslocar em relacao ao eixo das abscissas, ocasionando translagoes horizontais no

grafico. Vejamos a seguir o exemplo da fung¢io g(x) = sen(x + ¢):

Exemplo 2.11.9. Se ¢ > 0, o grifico se deslocard no sentido negativo do eizo x (para a

esquerda):

f(x) = sen(x)

g(x) = sen(x+2)

Figura 2.37
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Neste caso, o leitor podera ser induzido ao erro caso aja intuitivamente. Observe que,
mesmo somando um nimero positivo a x, o grafico transladari no sentido negativo do

eixo x. Isso porque:

Se f(z) = sen(z) e g(x) = sen(xz + ¢) = g(z — ¢) = sen(x) = f(x).

Exemplo 2.11.10. Se ¢ < 0, o grdfico se deslocard no sentido positivo do eizo z (para a
direita):

f(x) = sen(x)

g(x) = sen(x-2)

g o\/ 3 i : 5 7 ; 5
i Py

Figura 2.38

A justificativa para que a funcao translade no sentido positivo do eixo das abscissas

quando se subtrai um valor de x é analogo a justificativa anterior.

2.11.4 Parametro d

O parametro d é uma constante que indica o deslocamento vertical do grafico, isto é,
ocasiona translagoes verticais no grafico. Dessa forma, se o grafico de f(xz) passa pela
coordenada (x,y), entdo o grafico de g(x) = f(z) + d passaré pela coordenada (x,d + y),

em todo o seu dominio.

Tomaremos como exemplo a fungdo f(x) = sen(z) e a fungao g(z) = sen(x) +d =
f(z) +d.

Exemplo 2.11.11. Se d > 0, o grdfico se deslocard no sentido positivo do eizo y (para

cima):
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f(x) = sen(x)

g(x) = sen(x)+2

Figura 2.39

Exemplo 2.11.12. Se d < 0, o grdfico se deslocard no sentido negativo do eizo y (para

baizo):

f(x) = sen(x)

g(x) =sen(x)- 2

Figura 2.40
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Capitulo 3

Os Recursos Computacionais no Ensino

das Funcoes Trigonométricas

Atualmente, as tecnologias digitais estao presentes em todos os setores da sociedade,
portanto nao faria sentido deixa-la de fora do ambiente da sala de aula. Porém, ainda
se discute o modo mais apropriado de utilizar essas tecnologias de forma que seus efeitos
sejam benéficos para o aprendizado. Os efeitos dessa ferramenta na aprendizagem estao
mais relacionados com o modo como ela é usada em sala de aula do que com suas carac-

teristicas.

Existem diversos recursos computacionais que possibilitam a exploracao, em sala de
aula, das func¢oes trigonométricas. O seu uso ¢ importante para que o aluno possa visua-
lizar o conhecimento tedrico ministrado em sala de aula e nao deve, em hipo6tese alguma,
substituir os conceitos algébricos e geométricos dessas funcoes, pois sdo esses conceitos
que possibilitarao o aluno a ter senso critico para a interpretacao do resulto obtido, haja

vista que todos os recursos computacionais possuem algum tipo de limitacao.

Os recursos computacionais mais simples sao as calculadoras. Para o estudo das fun-
¢oes trigonométricas, a calculadora basica nao tem muita relevancia, porém a calculadora
cientifica é de suma importancia. Em sala de aula, os alunos aprendem a trigonometria
utilizando os angulos basicos, como 30°, 45° e 60°. Com os conceitos solidificados, os
alunos passam a utilizar angulos que nao nos permitem calcularmos seus senos, por exem-
plo, de forma simples. Trabalhar com as func¢oes inversas das fungoes trigonométricas
também exige, em muitos momentos, o uso de um recurso tecnolégico. Nesses momen-
tos, a calculadora cientifica é importante. Porém, h& de lembrar que as calculadoras tém
suas limitagoes. Observe a figura abaixo e note que nao é possivel afirmar se os niimeros

representados sao racionais ou irracionais.
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Figura 3.1: Representacdo de nimeros reais. Fonte: [§].

As planilhas eletronicas sao ferramentas que foram originalmente concebidas para re-
presentacao de dados estatisticos em graficos de linha. Porém, pode-se adapta-las para
se construir o grafico de fungdes reais, como por exemplo, as func¢oes trigonométricas. Os
graficos feitos em planilhas eletronicas, como o Excel, apresentam a limitacdo de serem
obtidos por interpolacao de pontos por meio de segmentos de reta, dando um aspecto po-
ligonal as curvas. Vejamos um exemplo de grafico confeccionado no Excel, onde a coluna

A possui elementos de x e a coluna B possui elementos de y, tal que y = sen(x):

- o - e S A —
Piginalnicial  Inserir  layoutdaPagina  Fomulas  Dados  Revisio  Exbigio | Design | Layout  Formatar 5@ =@ =
ﬁi EEI g ﬁm g / /‘ / /, ]
Alterar Tipo Salvar como Alternar  Selecionar = s [ |— — | Mover
de Grafico Madelo Linha/Caluna  Dados 5 = Grafico
Tipo Dados Layout de Grafico Estilos de Grafico Local
Grafico 5 - fr I o
A B c D E F G H 1 J K L M N 0 =
1 30 04 M
2 -2,5 -0,60
3 -2,0 -0,91 1
4 -1,5 -1,00
5 -1,0 -0,84
5 0.5 -0,48 4
7 0,0 0,00
8 05 0,48
9 1,0 0,84
10 15 1,00 i
1 2,0 0,91
12 25 0,60 E
13 X 0,14 : : ; i 0 s T ; =il 1
14 4.0 9 -2,0 1,0 o} 10 2,0 30 40
15 \
16 -
17
18
19 5
— 1
20
21
2
23 &
24 =
25 -
M4 v W[ Planl Pan2 Pan3 2 Ml il | [l
Pronto | Média:0,0 Contagem: 26 Soma: 0,0 |[EH|C [ 100% (=) [} (%)

Figura 3.2: Fun¢ao Seno em planilha eletronica.

Existem também softwares mais sofisticados que podem ser empregados nas aulas de

Funcgoes Trigonométricas. Quando o docente for abordar os parametros a,b,c,d € R
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que podem ser incluidos na fungoes trigonométrica f(x) e as alteragoes gréaficas que cada
parametro inserido ocasiona quando essa fun¢ao fica na forma a.f(b.x + ¢) + d, o uso do
software certamente vai proporcionar ao aluno uma melhor forma de visualizagdo, haja
vista que as constantes construgoes de graficos para verificar o comportamento da fungao
pode ser macante e desmotivar o aluno para a aprendizagem. Cabe ressaltar que o recurso
computacional empregado nao deve substituir o conhecimento necessario de construcao
de grafico e comportamento das fungoes. No item 2.11 desse trabalho de conclusao de
curso, quando os parametros foram abordados, o Geogebra foi utilizado para mostrar o

comportamento da func¢ao f(z) = a.sen(b.z + ¢) + d. Segue uma ilustragao para a fungao
seno:

7 Animacio Fungic Seno.ggh

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

b Janela deAJgehra 3 Janelade\.’\snalllﬂgao
= Funcdo az 3
~@ f(x) = sen(x)
L@ g(x) = 3sen(15x—15)—1
= Nimero
J a=3 d=-1
d b=15
4 c=15 a
]

d=1

w/ \/ L9 \/ \/

. [ »

Entrada:

Figura 3.3: Funcao Seno no Geogebra.

Certamente que esse software pode ser empregado para melhor visualizar qualquer

funcao trigonométrica, como podemos ver no exemplo abaixo, com a funcao cosseno:
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7 Animagio Funcie Cossenc.ggh

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

.
» Janelade.f\lgebra @ ¢ Janela de Visualizacgo
= Funcdo

~@ f(x) = cos(x)

b3 g(x) = 3 cos (LEx —1.5) — 1 —
=/ Ndmero

@ a=3 ou:q
@ b=15
@ c=-15 &
2 d=41
4
4
2

@

< . r

Entrada:

Figura 3.4: Funcao Cosseno no Geogebra.

Além disso, o Geogebra nos permite construir um aplicativo para que possamos melhor
visualizar as propriedades das Fungoes Trigonométricas. Com esse aplicativo, pode-se
explorar a relacao entre grau e radiano, comprimento da circunferéncia, intervalo do
conjunto Imagem das funcoes, quadrantes de crescimento e decrescimento das funcoes,

periodo das funcgoes, etc. A seguir, mostraremos o passo-a-passo para a construcao do
aplicativo estd a seguir:

1. 0 = (0,0)

Propriedades desse ponto: na aba "basico", habilitar a opcao Fixar Objetos;
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T3 Geolebra =S R =5

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramenias Janela Ajuda Entrar
R / . (B
= v 5| =3 5| ‘i
» Janela de Aigebra b Janela de Visualizagio
= Ponto
4 0=(0,0)
p
3
2
.
<
00
o 0 o 7 3 3 1) ] I3 7 : ] o T 5
Kl
2
K
4
Entradz: | @i @

Figura 3.5: Ilustracao do passo 1.

2. C = (-1,0)

Propriedades desse ponto: na aba "basico", habilitar a opcao Fixar Objetos;

¥ GeoGebra = e s
Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar
v ‘i
» Janela de Aigebra
= Ponto
0 €-(1,0
4 0=(0,0)
p
3
2
.
<
C  olo
o " o 7 3 3 1) ] I3 7 : ] o T 5
Kl
2
K
4
Entrada: @i @

Figura 3.6: ITlustragao do passo 2.
3. ¢ = Circulo|C,1]

Propriedades desse circulo: na aba "bésico", desabilitar a opcao Exibicao de Rotu-

los; na aba "estilo", mudar o estilo de linha para tracejado;
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T3 Geolebra =S R =5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar

oE

&% ¥

» Janela de Aigebra } Janela de Visualizagio
= Cénica
L0 exe1pey=1
= Ponto
@ €=(1,0 "
L@ 0=(0,0)

Entrada: A

Figura 3.7: Ilustracao do passo 3.

A = (27,0)

Propriedades desse ponto: na aba "basico", habilitar a opcao Fixar Objetos;

2 GeoGebra =& ==]
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Entrar
=
os
v 5| =3 Y
» Janela de Aigebra
= Cénica
L0 exe1pey=1
= Ponto
4 A=(6.28,0) -
9 C=(1,0
L@ 0=(0,0)
3
2
1
/ N 4
h C o0 A
by ] ) T B T 1) T 5 7 ) T e T =
T
2
K
4
Entrada: A

Figura 3.8: Ilustracao do passo 4.

P = Ponto[Segmento|O,A|]
Propriedades desse ponto: na aba "cor", escolher vermelho; na aba "estilo", escolher

espessura de linha 5; movimente esse ponto no eixo horizontal até a abscissa 1;
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T3 Geolebra =S R =5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar

» Janela de Aigebra } Janela de Visualizagio
= Cénica

L0 exe1pey=1
= Ponto

@ A=(6.28,0) -
@ €=(1,0
@ 0=(0,0)
9 P=(1,0)

&% ¥

Entrada: A

Figura 3.9: Ilustracao do passo 5.

radiano = Segmento|O,P|
Propriedades desse segmento: na aba "basico", em Exibir Rétulo escolher Valor; na

aba "cor", escolher verde escuro; na aba "estilo", escolher espessura de linha 9;

€ GeoGebra Lol & sl

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar

INDEE o

.
&+
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Cénica
9 cx+1Pry=1
= Ponto
9 A=(628,0) 2
3 €=(1,0)
5 0=(0,0)
@ P=(1,0)
= Segmento 3
4 radiano =1

ek

Entrada: @i @

Figura 3.10: Ilustracao do passo 6.

Q = Girar|O,radiano,C|

Propriedades desse ponto: na aba "cor", escolher vermelho;
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T3 Geolebra =S R =5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar

» Janela de Aigebra b Janela de Visualizagio
= Cénica

D e FryE=1
= Ponto

@ A=(6.28,0)
@ C={1,0)

@ 0=(0,0)

@ P=(1,0)

9 Q-(046,084) 3
= Segmento
@ radiano=1

&% ¥

Entrada: @i @

Figura 3.11: Ilustracao do passo 7.

8. grau = Angulo[0,C,Q]
Propriedades desse angulo: na aba "basico", em Exibir Rotulo, escolher a opcao
Valor; na aba "estilo"escolher tamanho 50;

€ GeoGebra Lol & sl

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar

o

.
&+

¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Cénica

9 cx+1Pry=1
= Ponto

9 A=(628,0)

3 €=(1,0)

5 0=(0,0)

@ P=(1,0)

@ Q=(0.46,0.84) 3
= Segmento

3 radiano =1
= Angulo

J grau=57.3°

ek

Entrada: )

Figura 3.12: Tlustracao do passo 8.

9. cc = Arco|c,Q,0]
Propriedades desse arco: na aba "bésico", desabilitar Exibir Rétulo; na aba "cor",

escolher verde escuro; na aba "estilo", escolher espessura de linha 9;
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T3 Geolebra =S R =5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar

» Janela de Aigebra b Janela de Visualizagio
= Cénica

O exE1pey=1
-2 ce=528

= Ponto

@ A=(6.28,0)

oE

&% ¥

9 C=(1,0
i@ 0-(0,0)
@ P-(1,0) 3
i@ Q=(-0.46,0.84)
= Segmento

@ radiano=1

= Angulo

L@ grau=57.3°

Entrada: @i @

Figura 3.13: Ilustracao do passo 9.

10. h = Reta|Q,EixoX]
Propriedades dessa reta: na aba "basico", desabilitar a opcao Exibir Rétulo; na aba

"estilo", escolher espessura de linha pontilhado;

€ GeoGebra Lol & sl

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar

os

.
&+
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
= Cénica
9 cx+1pry=1
@ cc=528
= Ponto
9 A=(628,0)
3 €=(1,0)
5 0=(0,0)
@ P=(1,0) 3
@ Q=(0.46,0.84)
~ Reta
9 hy-084
= Segmento
3 radiano =1
= Angulo
@ grau=57.3° 01

ek

Entrada: c)

Figura 3.14: Ilustracao do passo 10.
11. v = Perpendicular|P,EixoX]

Propriedades dessa reta: na aba "basico", desabilitar a opcao Exibir Rotulo; na aba
"estilo"escolher estilo de linha pontilhado;
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Entrada: A

Figura 3.15: Ilustracao do passo 11.

12. seno = Funcao[sin(x), x(0O), x(P)]
Propriedades desse grafico: na aba "cor", escolher vermelho; na aba "estilo", esco-
lher espessura de linha 9.

T2 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda

EllAle-lolo]4N

.
|
e

¥ Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagio
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Entrar

*
L

3

= Cénica
I clxrIFey=1
5 cc=528

= Fungiio o
2 senofx) = sen(x)

@
@

H™S
@ P=(1.0)

@ Q=(046,0.84) 2

= Reta

9 hy=084

@ wx=1

= Segmento

@ radiano=1

= Angule

@ grau=57.3°

Entrada: c)

Figura 3.16: Ilustracao do passo 12.

Seguindo esses passos, conseguimos construir o aplicativo Desenrolando o Seno. Caso
seja de interesse utilizar esse aplicativo para outras funcoes trigonomeétricas, todos os pas-
sos deverao ser seguidos, exceto o passo 12, onde deve-se colocar a funcao e o intervalo

desejados, mantendo a mesma propriedade.

Mostraremos a ilustracao do aplicativo Desenrolando o Seno.
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Figura 3.17: Aplicativo Desenrolando o Seno. Fonte: [8].

Intimeros recursos computacionais podem ser encontrados no mercado, nao apenas para
as fungoes trigonométricas, mas para o ensino da matemética de uma forma geral. Vamos
agora exemplificar uma atividade que pode ser utilizada em sala de aula e que faz uso de

alguns recursos computacionais mencionados.

Exemplo 3.0.13. Supondo os dados climdticos da cidade de Nova Friburgo, na regiio

serrana do estado do Rio de Janeiro, citados na tabela abaizo:
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Municipio:Nova Friburgo - RJ
Latitude: 22,28 S Longitude: 42,53 W Alitude: 2357 m Periodo: 1961-1290

Més T P ETP ARM ETR DEF EXC
{°C) {mm}) {mm) {mm}) {mm) {mm})

Jan 21,2 209 99 100 99 0 110
Fev 214 167 92 100 92 0 75
Mar 20,9 151 93 100 93 0 58
Abr 18,7 72 69 100 69 0 3
Mai 16,2 46 52 94 52 0 0
Jun 14,7 27 40 83 39 2 0
Jul 14,0 20 38 69 359 4 0
Ago 15,2 23 45 56 37 8 0
Set 16,6 41 54 49 48 6 0
Out 18,3 83 71 60 71 0 0
MNov 19,5 169 g2 100 82 0 48
Dez 20,3 239 94 100 94 0 145
TOTAIS 217,0 1.247 829 1.011 809 21 438
MEDIAS 18,1 104 69 84 67 2 37

Fonte:INMET
Figura 3.18: Banco de dados climaticos do Brasil.
A primeira coluna representa a média de temperaturas mensais entre os anos de 1961

e 1990. Utilizaremos entao o recurso da planilha eletronica para tracar esse grafico,

conforme figura abaixo:

; m\

——Seriel

o T T T T T T T T T T T 1

jan fev mar sbr mai jun jul ago set out nov dez

Figura 3.19: Grafico das temperaturas médias mensais em Nova Friburgo-R.J.

Percebe-se que a curva do grafico é semelhante a uma funcao seno. Podemos entao,
a partir de agora, utilizar o software Geogebra para tentarmos modelar essa fungdo, da

seguinte forma:
e Marcar os pontos no grafico;

e Inserir os parametros a,b,c e d, com a variando de 0 a 10, b variando de 0 a 2, ¢

variando de -9 a 1 e d variando de 10 a 25; e
e Construir o grafico da funcao da temperatura 7'(z) = a.sen(bz + ¢) + d.

Os alunos podem tentar modelar a funcao da temperatura média mensal pelos meses
do ano.

60



Observe na figura abaixo que, apds alguns ajustes, chegamos a seguinte funcao:

T(x) = 3,8.sen(0,6x — 5,8) + 17,6

4 5 ] 7 ] § o 1 2 3 14 15

Figura 3.20: Gréfico das temperaturas médias mensais ajustado no Geogebra.

Agora, caberd ao docente ter a criatividade para empregar esses recursos de forma que
a aprendizagem seja otimizada.
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Capitulo 4

Aplicacoes das Funcoes Peridédicas no

Ensino Médio

As funcoes periddicas tém diversas aplicacoes. Tao logo o aluno tenha contato com
esse tema e consiga amadurecer os conceitos obtidos, iniciam-se as aplicagoes. O primeiro
contato ¢ com os movimentos periodicos, tais como oscilacoes de um corpo sobre uma

mola, o movimento pendular e as vibragoes de um instrumento musical de corda.

Exemplo 4.0.14. Hd inumeros outros sistemas que exibem comportamento periodico,
como por exemplo, uma boia em um oceano que oscila de baizo para cima a medida que
as ondas passam. Supondo que ela esteja em seu ponto mais alto no instante t = 0. Além
disso, a boia oscila 80 centimetros a partir do ponto mais alto em 12 sequndos, conforme
representado na figura abaizo:

=

JCEHIC

Figura 4.1: Boia oscilando com as ondas. Fonte: [13].
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A figura mos mostra que a boia oscila conforme o grifico de uma fungao seno ou cos-
seno, em que a altura da boia varia de acordo com o tempo. A origem estd disposta de
tal forma que o conjunto imagem varia no intervalo [—40,40]. Dessa forma, tem-se que o
grifico é simétrico ao eixo x, o que nos leva a crer que nao houve deslocamento vertical.
Ao decidir utilizar a fung¢do cosseno, note que tampouco hd deslocamento horizontal, pois

em t =0 a boia estd na parte mais alta da cossendide.

Sendo assim, conforme vimos anteriormente, a funcdo cosseno € do tipo f(x) =
a.cos(bx + ¢) + d. Pelos fatos expostos no pardgrafo acima, temos que os pardmetros

c e d sao nulos. O parametro a, que é responsdvel pela amplitude, € 1qual a 40. O pard-

2 2
metro b pode ser achado, pois o periodo T equivale a ' = % = 12 = % =0b= %

.t
Assim, temos que a equacao do movimento da boia € y = 40.COS(F>.

4.1 Movimento Harmoénico Simples (MHS)

Definicao 4.1.1. Um tipo especial de movimento periddico ocorre quando uma forca
que age sobre uma particula € proporcional ao seu deslocamento a partir da posicao de
equilibrio e € dirigida sempre para essa posicao. Quando uma forca atua sobre um corpo

dessa forma, entao o corpo realizard o Movimento Harmonico Simples.

Um conceito importante para entender o MHS é o do Movimento Circular Uniforme
(MCU). Um corpo esta em MCU quando sua trajetoria for descrita por uma circunferéncia
de raio R, velocidade angular constante w e sentido positivo do deslocamento angular ¢

convencionado como o sentido anti-horério da circunferéncia, conforme figura abaixo:

Figura 4.2: Movimento Circular Uniforme. Fonte: [5].
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O angulo ¢ é dado, em funcao do tempo, pela equacao ¢ = w.t + g, onde ¢y é o

angulo inicial e w é a velocidade angular.

O MHS é a projecao em um dado eixo do MCU. Sendo assim, a posicao da particula

¢ descrita pelo angulo .

A projecao em um dado eixo, como por exemplo o eixo x, do movimento da particula

¢ dado por x = R.cos(p) = R.cos(w.t + ¢y).

. . . . - s
Como visto no item 2.11.1, o raio R é a amplitude da equacao, o periodo T'= — e ¢q
w

é responsavel pelo deslocamento horizontal do grafico da funcao.

Utilizando o recurso da derivada, que nao ¢, normalmente, abordado no ensino médio,
chegamos a conclusao que a velocidade e aceleracao do movimento sao, respectivamente

v=—w.R.sen(w.t + pg) e a = —w? R.cos(w.t + o).

Um excelente exemplo de MHS é oscilador massa-mola, que consiste em um bloco de
massa m, em repouso em um plano horizontal suposto perfeitamente liso e preso a uma
mola. Quando esse bloco sai do repouso, ele realiza um movimento oscilatorio e periodico,
tendendo a voltar para o seu ponto de equilibrio (centro da trajetoria e elongagao = = 0).

Na figura a seguir, mostraremos um oscilador massa-mola com uma mola nao deformada.

Figura 4.3: Sistema massa-mola. Fonte: [5].

Como a mola nao esta deformada, a forga resultante no bloco é nula, o que o faz estar

na posicao de repouso.

Note que utilizaremos a mesma equacao de movimento da particula em movimento
circular para o oscilador massa-mola, ressaltando que a amplitude da equacao se dara
pela elongacao da mola. No exemplo a seguir, onde podemos visualizar melhor o sistema,

a elongacao é dada por |z,,|.

Neste caso, a equagao do movimento em fun¢ao do tempo serd dada por x = |x,,|.cos(w.t+

©o) e, analogamente, as equacoes da velocidade e aceleragdo do movimento em funcao do
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tempo sao, respectivamente v = —w.|T,,|.sen(w.t + @g) € a = —w?.|T,,|.cos(w.t + ).

Figura 4.4: Elongacdo do sistema massa-mola. Fonte: [5].

4.2 Péndulo Simples

Outro sistema abordado no ensino médio e que também realiza movimentos oscilatoérios

e periodicos, com caracteristicas de MHS, é o péndulo simples.

Definicao 4.2.1. O Péndulo Simples é um sistema ideal constituido por uma particula

suspensa a um fio flexivel, inextensivel e de massa desprezivel.

As forcas que atuam sobre a massa pendular, desprezando as influéncias do ar, sao a
tracao T exercida pelo fio de comprimento [ e o peso P = mg, que pode ser decomposto
segundo as direcoes da tangente e também da normal. Cabe ressaltar que a decomposi¢ao

sobre a reta tangente é a forca restauradora, que tenta fazer com que o sistema volte para
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o equilibrio.

Figura 4.5: Péndulo Simples. Fonte: [5].

Observe que o péndulo simples nao realiza um MHS, pois a forca restauradora atuante

~ . N ~ . . X .
sobre o bloco nao é proporcional a elongacao, e sim proporcional a sen(T). Vejamos:

Figura 4.6: Decomposicao de for¢cas no péndulo simples.

x .
Dessa forma, temos que O = 7 (expresso em radianos). Logo, a for¢a restauradora

sera m.g.sen(%). Por outro lado, para pequenos angulos (6,,,, < 10°), o seno e o valor
do angulo expresso em radiano sao similares. Logo, a for¢a restauradora sera ™=, Por
este motivo, para angulos pequenos (0,,., < 10°), o movimento oscilatério do péndulo é
praticamente harmonico simples. A figura a seguir mostra a analogia entre os sistemas

massa-mola e péndulo simples.
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Figura 4.7: Analogia entre os sistemas massa-mola e péndulo simples. Fonte: [18].

Essa comparacao nos mostra que a equagao do movimento em funcao do tempo de um

sistema de péndulo simples é andloga ao do sistema massa-mola.

Exemplo 4.2.2. Com o intuito de solidificar aquilo que foi abordado, suponha que te-
nhamos quatro representacgoes grificas da elongacao em funcao do tempo para MHS, ex-
pressaremos analiticamente para cada caso a func¢do da elongacio v = f(t).

Vejamos o primeiro grdfico:
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X (m)

Figura 4.8
Podemos extrair do grdfico algumas informacoes:

o A=4dm;
2 2
. T:103:>w:%:£:g rad/s; e
o 'mt =0, aelongacao x € nula. Entao hd duas opgoes para pg, que seriam pg = g
3 . N 3

ou Yy = 5 Mas como x € crescente, entao @y = 5

Logo, a elongacdo em funcdao do tempo é:
3T

T
= 4. —t+ —
x 608(5 + 5 )

Vejamos o sequndo grdfico:

t(s)

130
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Figura 4.9
Podemos extrair do grdfico algumas informacoes:
e A=1lcm;
2T 27 s
T=100s=>w=—=—=— rad/s;
y S W= =150~ 50 Y €
e Emt =0, a elongacio x € igual a amplitude A. Entao so hd uma op¢ao: oy = 0.

Logo, a elongacao em funcao do tempo é:

xr = 1.003(1.75)

50

Vejamos o terceiro grdfico:

Figura 4.10

Podemos extrair do grdfico algumas informacoes:

e A=0,1m;

2T 2m s
o SHW= =55 =15 "0 /s; e
o Emt =0, a elongacao x € igual a amplitude -A. Entao so hd uma opg¢ao: @y = .
Logo, a elongacao em funcao do tempo é:

T
=0,1. —.
x =0, cos(10 t+m)

Vejamos o quarto grdfico:
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X (cm)

Figura 4.11

Podemos extrair do grdfico algumas informagoes:

o A=3cm;
2r 27 0w
e '=8s=w=—=—=—rad/s; ¢
T 8 4 /
T
e Fmt=0, aelongacao x € nula. Entao hd duas opgoes para pg, que seriam pg = 5
3m ) . s
ou Yo = 5 Mas como x é decrescente, entao ¢y = 5

Logo, a elongacdo em funcdao do tempo é:

T oo
= 3. —t4+ =
x 005(4 + 2)

4.3 Modelagem Matematica e a Fung¢ao Periodica

A Modelagem Matematica é uma alternativa pedagogica para abordar, por meio da
matematica, um problema nao necessariamente matematico. Este tema tem sido alvo de
pesquisas de Educadores Mateméticos e é defendido por professores, pois permite consi-

derar diferentes interesses e procedimentos para a resolucao de problemas.

Definicao 4.3.1. Os modelos matemdticos sao representacoes simplificadas da realidade

e sua formulacdao visa solucionar algum problema.

Veremos, a seguir, alguns exemplos de construcao de modelos matematicos, utilizando

as funcoes periddicas, que podem ser utilizados no Ensino Médio.
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Exemplo 4.3.2. O dia mais quente do ano em uma determinada cidade, em média,
¢ o dia 1 de janeiro, quando a temperatura média é de 30°C. O dia mais frio do ano
tem uma temperatura média de 15°C. Utilize uma funcdo trigonométrica para modelar a
temperatura em Buenos Aires (sendo 365 dias a duracdo de um ano) e informe quantos

dias apos 1 de janeiro serd o primeiro dia que atingird a temperatura de 20°C.

Solugao:

Considerando que as temperaturas ao longo das estagoes do ano sao ciclicas, por isso
utiliza-se a fungao trigonométrica para modela-las. Primeiramente, iremos definir que
a fun¢do que se quer achar é a fun¢do T'(d) que expressa a temperatura em fun¢io da

quantidade de dias do ano.

Agora, vamos definir qual a funcao trigonométrica serd usada para modelar essa situ-
acao. Veja que a temperatura média possui valores maximo e minimo ao longo dos dias

do ano, o que nos leva a restringir a funcao a ser usada para as funcoes seno ou cosseno.
Utilizando a origem do eixo das abscissas como o dia primeiro de janeiro, temos que
a temperatura maxima ocorre na origem, o que nos leva a utilizar a fun¢ao cosseno para

elaborar o modelo. Entao, a funcao desejada sera da forma T'(d) = a.cos(f.d) +

Para obtermos deslocamento vertical v e a amplitude «, faremos a média aritmética

entre as temperaturas maxima e minima: % = 22,5. Entao, temos que v = 22,5 ¢
a=7T7,5.
. ~ . , 2m 2m
O periodo da funcao é de 365 dias, que é dado por E = 365. Logo, 8 = 365"

Dessa forma, a funcao que se quer é

2mr.d
T(d) = . 22
(d) 7,5605(365)—|— )

Para achar a quantidade de dias ap6s primeiro de janeiro cuja temperatura é de 20°C,

faremos: 5
20=17,5. : 22,5
) COS( 365 ) + Y
365.arccos(5+) 5 , )
Logo, d = . Entao d ~ 111 e o problema foi concluido.

27

Veja o grafico da funcao obtida:
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T(d)

Figura 4.12

Exemplo 4.3.3. Em um determinado povoado, o dia mais longo do ano ocorre em 19
de junho e dura 1098 minutos. Apds meio ano, ocorre o dia mais curto, que dura 382
minutos. Se o ano tem 365 dias e 19 de junho é o 170° dia do ano, escreva uma func¢ao

trigonomeétrica que modele a duracao T do d-ésimo dia do ano.

Solugao:

Assim como no exemplo anterior, a fungao que se quer é a func¢ao 7'(d), com origem em
primeiro de janeiro e, pelos mesmos motivos, expressaremos por meio da funcao cosseno,

que possui o seu ponto maximo em d = 170.

Inicialmente, iremos achar a func¢ao 7'(d’) com origem em 19 de junho, de tal modo que
d =d—170. Entao, T(d') = a.cos(fm) +

Para obtermos deslocamento vertical v e a amplitude «, faremos a média aritmética

entre as duracoes maxima e minima: % = 740. Entao, temos que v = 740 e o = 358.

2 2
O periodo da funcao é de 365 dias, que é dado por % = 365. Logo, 8 = %
!
Dessa forma, temos que T'(d") = 358.cos( 365 ) + 740.
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2.(d — 170)
365

Substituindo d — 170 em d’, temos que T'(d) = 358.cos(

problema foi modelado.

) + 740. Assim, o

Veja o grafico da funcao obtida:

T(d)

1098

382

170 365 d

Figura 4.13

73



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Como vimos ao longo deste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC), as fungoes perio-
dicas constituem um tema bastante amplo e complexo pois vem sendo utilizadas desde a
antiguidade, tendo ganhado relevancia quando Hiparco de Niceia iniciou seus estudos de
astronomia. Esta relevancia se estende até os dias atuais, pois as funcoes periddicas sao
utilizadas principalmente para ajudar a solucionar problemas que envolvem fendomenos

periodicos.

A confeccao deste TCC levou em consideracao que o trabalho poderé ser lido tanto
pela comunidade cientifica matematica, como por alunos que estejam iniciando seus estu-
dos sobre o tema. Por isso, houve a preocupagao em iniciar a dissertacao abordando os

conceitos basicos sobre funcao, porém de suma importancia para a compreensao do tema.

Apo6s a abordagem dos conceitos basicos de funcao, iniciou-se o estudo sobre as fun-
coOes periodicas, com énfase nas funcoes circulares. As propriedades dessas fungoes foram
citadas, demonstradas e exemplificadas, inclusive com construcao de graficos, de forma

didatica para compreensao de discentes e docentes.

O emprego de recursos computacionais no ensino dessas funcoes ganhou destaque neste
estudo. Alguns recursos foram abordados, com suas vantagens e desvantagens citadas.
Algumas atividades que podem ser usadas pelos docentes em sala de aula, a fim de faci-

litar o processo de ensino-aprendizagem, foram sugeridas.

Por acreditar que as aplicacoes podem despertar o interesse do aluno pelo estudo do
tema, explanamos algumas aplicagoes que podem ser trabalhadas em sala de aula, como

o Movimento Harmonico Simples e a Modelagem Matematica.

Finalmente, ao atingir os objetivos do TCC, esperamos contribuir para uma melhora

do processo de ensino-aprendizagem do tema para alunos do ensino médio, apresentando
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de uma maneira distinta as propriedades e caracteristicas das funcoes periddicas, suge-
rindo formas de utilizacao, em sala de aula, de recursos computacionais para facilitar o

aprendizado e apresentando aplicacoes a fim de despertar o interesse do aluno.
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Apéndice A

JOSEPH FOURIER

Joseph Fourier (1768-1830)

Joseph Fourier nasceu na Franca em 1768 e teve sua educagao dirigida em uma escola
militar, onde iniciou seus estudos e ocupou uma cadeira de matematica. Abdicou do cargo
para acompanhar Napoleao Bonaparte em sua expedicao ao Egito, onde permaneceu de

1798 a 1801, quando retorou a Franca e iniciou suas experiéncias com calor.

A conducao de calor é o processo de propagacao no qual a energia térmica passa de
particula para particula de um determinado corpo. Supondo uma barra de ferro aquecida
em uma de suas extremidades, as particulas dessa barra que estao em contato com a
fonte térmica aumentam seu estado de agitacao, que é transmitido as particulas vizinhas,
de forma sucessiva, fluindo assim ao longo da barra. Esse estado de agitacao de cada

particula consiste em um fendémeno vibratério em torno de seu ponto de equilibrio.
Ao estudar esse fendomeno vibratério, Fourier concluiu, em 1811, que uma funcao qual-
quer, em um intervalo finito, pode ser decomposta nesse intervalo em uma soma de funcoes

Seno e cosseno.

Seja f uma funcgao qualquer em um intervalo finito. Pode-se decompor essa funcao de

forma que:
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50 Z:: ap.cos(nz) + by,.sen(nz)]

onde os coeficientes a,, e b, sao nimeros reais convenientes, conhecidos como Coefici-

entes de Fourier, tais que:

L
= —ffﬂ f(z) dx;
m
L
o a, =—["_f(x).cos(nx) de, n>1; e
m

obn:—f f(x).sen(nx) dz, n > 1.

A série acima ficou conhecida como Série Trigonométrica ou Série de Fourier.

Esta série foi rejeitada inicialmente pela Academia de Ciéncias da Franca, tendo sido
publicada apenas em 1824, quando o préprio Fourier se tornou secretario da Academia.
Em 1830, Joseph Fourier faleceu em Paris.

Atualmente, a Série de Fourier tem grande importancia em campos de estudos de
fendémenos vibratorios, como a termodinamica, Otica, actstica e a eletricidade, além de

papel fundamental em andlise harmonica e equagoes diferenciais.

O estudo matematico da Série de Fourier pode ser encontrado na bibliografia [9].
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