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Resumo

Historicamente, as Teorias da Probabilidade comegaram com os estudos de jogos de
azar, como a roleta e as cartas. Atualmente, a Probabilidade tem aplicagoes em diver-
sas ciéncias, tais como Economia, Fisica e Quimica. Os conceitos e aplicabilidade da
Probabilidade sao ensinados cada vez mais no Ensino Médio. Normalmente, é no ensino
da Andlise Combinatoria que comega a se estabelecer os conceitos e as nogoes basicas
para a compreensao do calculo de probabilidades. Este trabalho apresenta definicoes
bésicas e necessarias para o entendimento do assunto, assim como uma exploragao da
teoria na visao dos autores Barry James e Marcos Nascimento Magalhaes. Para finali-

zar, apresentamos uma sugestao de aula pratica do assunto para o ensino médio.

Palavras-chave: Aleatério, Probabilidade, Equiprovavel.



Abstract

Historically, Probability theories began with studies of gambling such as roulette and
cards. Currently, the Probability has applications in various sciences, such as Econo-
mics, Physics and Chemistry. The concepts and applicability of Probability are taught
increasingly in high school. It’s usually in the teaching of Combinatorics that the con-
cepts and the basics for understanding the calculus of probabilities begin to establish.
This paper presents basic and necessary definitions for understanding the subject, as
well as an exploration of the theory based on the views of the authors Barry James
and Marcos Nascimento Magalhaes. Finally, we present a suggestion for a high school

practical class on the subject.

Keywords: Random, Probability, Equiprobable.
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Introducao

Diariamente acompanhamos a previsao do tempo. Seja na televisao, nos jor-
nais ou na internet (computador, celular, tablet, etc.) buscamos orientagoes de como
sera o tempo para que possamos melhor conduzir nosso dia. Quais roupas e acessorios
usar, qual caminho e o melhor horédrio para trafegar, etc. Mas, a previsao do tempo,
como o proprio nome diz, é uma “previsao”, ou seja, algo que se estima que va aconte-

cer, isso porque as condigoes climaticas nao podem ser estabelecidas com total certeza.

A incerteza esta presente em nossas vidas nas mais diversas formas: nimero
de pessoas que iremos encontrar durante o dia, quanto tempo ficaremos parados em
semaforos, pesquisas eleitorais, crescimento da inflacao, oscilagoes da bolsa de valores
e mais uma grande quantidade de outras situagoes em que nao temos certeza quanto a

ocorréncia ou nao das possiveis alternativas. Essas incertezas nos levam a falar sobre

probabilidade.

O interesse humano em estudar as possibilidades de acontecer ou nao um
fenomeno fez surgir um ramo da matematica aplicada chamado de Probabilidade. A
palavra probabilidade deriva do latim probare (provar ou testar). A teoria da probabi-
lidade tenta quantificar a nocao de provavel. Mesmo hoje em dia, antes de realizar um
jogo ou uma aposta, pensamos nas chances que temos de ganhar, ou seja, na probabili-
dade de vencermos. Quem nao sonha em ganhar na mega sena? Mesmo o jogador que
faz apenas um jogo com seis nimeros tem esperanca de vencer, apesar de sua chance
ser de apenas 1 em 50 milhoes. Essas “chances” estao relacionadas a fenomenos que

nao estao sob nosso controle, fenomenos chamados de aleatorios.

Historiadores afirmam que a Probabilidade teve origem no século XVII,
quando matematicos comegaram a estudar alguns jogos de azar e relacionar as apostas
com os possiveis resultados. Nos séculos seguintes foram publicados trabalhos que ali-

cercaram o assunto, e a Teoria das Probabilidades cresceu muito além das fronteiras dos



jogos de azar, buscando estimar as chances de ocorrer um determinado acontecimento,

elaborando e pesquisando modelos para estudar experimentos ou fendmenos aleatérios.

Segundo Boyer [3] ¢ Cramér [5], as primeiras consideragoes matemadticas
acerca dos jogos e apostas sao atribuidas a Pascal e Fermat (séc. XVII), que alicerca-
ram a teoria do calculo das probabilidades e da andlise combinatéria, relacionando as

apostas no jogo de dados com os possiveis resultados.

Berlinghoff [1] afirma que no final do séc. XVIII, o matematico francés La-
place comecou a trabalhar com probabilidade, escrevendo uma série de artigos sobre o
assunto. Em 1812, publicou a Teoria Analitica das Probabilidades, onde reuniu tudo
que ele e outros tinham estudado sobre o assunto. Mas, apenas aproximadamente no
inicio do séc. XX, Kolmogorov desenvolveu uma teoria matemaética rigorosa, baseada

em axiomas, defini¢oes e teoremas (ver mais em Garding [7]).

Este trabalho sera realizado com a intencao de trazer contribuicoes para
o ensino das teorias da probabilidade no Ensino Médio, direcionado a professores que
queiram entender ou relembrar um pouco mais das formalidades desse assunto e aplica-
las em sala de aula. Buscamos trabalhar os conceitos com exemplos simples e do coti-

diano, trabalhando com experimentos equiprovaveis e nao equiprovaveis.

O tema proposto foi estudado por autores, com diferentes abordagens e
metodologias. O trabalho de César Augusto Vieira Lima [10], intitulado “Probabili-
dade para o Ensino Médio”, aplica os conhecimentos de probabilidades na resolucao
de problemas do cotidiano. Neste trabalho, que tem enfoque nos casos equiprovaveis,
ele resolve, de forma clara e de facil compreensao, problemas envolvendo o conceito de
probabilidade, por exemplo: como ganhar na mega-sena, coincidéncia de aniversarios,
probabilidade do amigo oculto, etc. Nosso trabalho trata, de forma diferencial, dos

casos equiprovaveis e também dos nao equiprovaveis.

Ja o estudo de Cileda de Queiroz e Silva Coutinho [4], intitulado “Introdu-
¢ao ao Conceito de Probabilidade por uma Visao Frequentista”, estuda as concepcoes
espontaneas ou pré-construidas dos alunos a propodsito do acaso e de probabilidades,
a partir da observacao da estabilizacao da frequéncia relativa de um evento apds um
grande nimero de repeticoes da experiéncia aleatéria. Segundo a autora, o objetivo

final da escolha frequentista é estender a nocao de probabilidades as situacoes nao so-



mente de “casos igualmente provaveis”. Como objetivo didatico, busca ligar o ensino
as condigoes de aprendizagem nas quais o aluno estd inserido. E valido ressaltar que a

visao frequentista é nao equiprovavel.

Nosso trabalho é de natureza bibliogréafica, no sentido de aprofundar conhe-
cimentos, e esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo veremos a definicao de
aleatoriedade, assim como de espago amostral, eventos e variaveis aleatérias. Também
vamos estudar as classes de conjuntos sobre as quais aplicaremos a defini¢ao de fungao

de probabilidade chamadas de algebra e o-algebra, baseados nas obras de James [9] e
Magalhaes [11].

No capitulo seguinte vamos nos aprofundar um pouco na defini¢ao da funcao
de probabilidade e suas propriedades, estudando também probabilidade condicional,
independéncia de eventos e funcao de distribui¢ao. Ainda baseados em James [9] e
Magalhaes [11], definiremos a probabilidade como uma funcao que satisfaz os axiomas
de Kolmogorov, em uma o-algebra. Para explorar o assunto, demonstramos algumas

propriedades e exemplos.

Para finalizar, apresentamos uma sugestao de aula pratica de probabilidade
para o ensino médio, abordando os principais conceitos e a funcao de probabilidade

para espagos amostrais equiprovaveis e nao equiprovaveis.



Capitulo 1

Definicoes Basicas

1.1 Aleatoriedade

As palavras “incerto”, “azar”, “sorte”, “risco”, “talvez”, “duvidoso”, “acaso”,
“indeterminado”, “provavel”, “imprevisivel” e “aleatério” figuram diariamente em todos
os meios de comunicagao. Tais palavras estao relacionadas a fendmenos que nao pode-

mos determinar com exatidao seus resultados.

Definicao 1.1 Usamos a palavra aleatoriedade para designar algo que depende de um
acontecimento sujeito as incertezas do acaso. Fenomenos ou experimentos aleatorios
sao aqueles que, mesmo que tenham sido observados ou repetidos sob as mesmas con-

digoes, produzem resultados que nao podem ser previstos com certeza.
Exemplo 1.1

i) £: Lancar uma moeda honesta e observar a face voltada para cima.

ii) Ey: Retirar uma bola ao acaso de uma urna com 10 bolas numeradas de 1 a 10 e

observar o nimero sorteado.
iii) F5: Langar um dado e observar a face superior.

iv) F4: Em uma linha de producao, fabrique pecas em série e conte o nimero de pegas

defeituosas produzidas em um periodo de 1 hora.
v) E5: Em uma linha de producao, escolher uma pega e verificar sua funcionalidade.

vi) Fg: De uma gaveta contendo meias de diversas cores retirar, sem enxergar, um par



de meias e verificar se tém a mesma cor.
vii) E7: Um ntmero natural é escolhido ao acaso.
viil) Fg: Um nimero é escolhido aleatoriamente no intervalo (0, 1).

Cada um desses experimentos tem um conjunto de possiveis resultados. Esse

conjunto é o espaco amostral.

1.2 Espaco Amostral

Definicao 1.2 Denominamos espaco amostral associado a um experimento aleatorio
ao conjunto de todos os resultados possiveis deste experimento. Ele serd representado
pela letra grega Q) (6mega). Seus subconjuntos sao denominados eventos e o conjunto

vazio (conjunto sem elementos) € denotado por (.

O espacgo amostral pode ser finito, infinito enumeravel ou infinito nao enu-
meravel, dependendo do experimento aleatério estudado. Cada resultado possivel do

experimento é denominado ponto ou elemento de €2 e denotado genericamente por w.

Vamos considerar os exemplos anteriores (Exemplo 1.1) e descrever o espago

amostral para cada um deles. O espaco €2; refere-se ao exemplo F;.
Exemplo 1.2

i) Q; = {cara, coroa}.
i) Q= {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10},
i) Q5 = {1,2,3,4,5,6).

iv) Q4 ={0,1,2,...,n}, onde n é o niimero méaximo de pegas que podem ser produzidas

em 1 hora.

v) 5 = {boa, defeituosa}.

vi) Q¢ = {cores iguais, cores diferentes}.
vii) Q7 = {1,2,3,4,...}.

viii) Qs = (0, 1).



Os espacos amostrais observados em Sy, S, S3, 54, S5 € Sg sao finitos, S7
¢ infinito enumeravel e Sy é infinito nao enumeravel, porque é um intervalo da reta
real, logo contém infinitos niimeros e como contém os irracionais, dizemos que é nao

enumeravel.

1.3 Eventos

Definicao 1.3 Os eventos sao os subconjuntos do espaco amostral. Sao representados

pelas letras latinas maiisculas do inicio do alfabeto, como A, B, etc.

A seguir alguns exemplos de eventos. Novamente, vamos nos referir aos

exemplos anteriores (Exemplo 1.1): o evento A; se referird ao exemplo E;.
Exemplo 1.3

i) Ay = {cara}, isto é, ocorre cara.

i) Ay = {2,3,5,7}, isto é, ocorre um nimero primo.

iii) Az = {1,2,3,4}, isto é, ocorre um niimero menor que cinco.

iv) Ay = {1}, isto é, apenas uma peca foi defeituosa.

v) A5 = {boa}, isto é, a peca escolhida é boa.

vi) Ag = {cores iguais}, isto é, o par de meias escolhido tem a mesma cor.

vii) A, ={1,3,5,7,...}, isto é, o numero escolhido é impar.

viii) Ag = (O, %), isto é, o nimero escolhido é maior que zero e menor que um meio.
Segundo James [9], um evento A ao qual atribuimos probabilidade serd cha-

mado evento aleatorio. O autor afirma que nem todo evento tem uma probabilidade,

mas esse fato nao nos causara problemas, pois é possivel restringir a atencao a alguns

eventos.



1.4 Variaveis Aleatorias

Quando realizamos um experimento aleatério buscamos quantidades, va-
lores que exprimam as probabilidades de ocorréncia dos diversos eventos possiveis.
Quando conhecemos o espaco amostral fica mais facil avaliar a probabilidade de cada

evento.

Por exemplo, suponha que sejam dispostas em uma mesa quatro folhas de
papel, cada uma com um nimero desconhecido escrito no lado sob a mesa. Quais as
chances de desvirarmos uma folha e o niimero ser par? Se nao conhecemos os nime-
ros que estao nas folhas (espago amostral), ndo podemos responder a essa pergunta.
Supondo que sabemos que os numeros escritos sdo {1, 2, 3, 4}, entdo a resposta a

pergunta seria 2 chances em 4, ou seja, 1/2.

A grande maioria dos experimentos aleatérios de interesse possuem eventos
aleatorios abstratos: chove ou nao chove, cara ou coroa, meias iguais ou distintas...
Para tornar matematicamente tratavel esses estudos, precisamos associar o “abstrato”
a numeros reais. Faremos isso atribuindo fung¢oes com dominio no espaco amostral e

imagem nos reais e esta funcao pode até ser a identidade.

Por exemplo, se o experimento é lancar um dado, entao podemos associar
a face obtida no lancamento ao nimero que aparece nela. Assim, temos uma funcao

com dominio no espago amostral (faces do dado) e imagem nos reais {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Definicao 1.4 Varidvel aleatoria é uma funcao definida num espago amostral, que as-

sume valores reais. E um caracteristico numérico do resultado de um experimento.

Da defini¢cao anterior, entende-se que variavel aleatoria é uma variavel quan-

titativa, cujo resultado depende de fatores aleatorios.

Exemplo 1.4.1 Dois jogadores A e B langam uma moeda honesta. Se sair cara, o
jogador A ganha 10 reais. Se sair coroa, o jogador B ganha 10 reais. Quando um

jogador ganha, o outro é quem paga.

Temos 2 = {cara, coroa} e podemos definir duas varidveis aleatérias rela-

cionadas a esse experimento:



TA: Q — R
cara + +10
coroa — —10

R
cara +— —10

1

rp - Q

coroa +— +10
Como observamos nesse exemplo, as variaveis aleatérias podem ser conve-

nientemente escolhidas em cada situacao.

Os exemplos a seguir estao relacionados com os anteriores (Exemplo 1.1) e

servem como exemplos de possiveis variaveis aleatorias.
Exemplo 1.4.2

i) Vi: {cara, coroa} — {0, 1}, isto é, se sair cara, associa ao 0, se sair coroa, ao 1.

ii) Vo: {10 bolas numeradas de 1 a 10} — {1,2, ..., 10}, associa cada bola com o nimero

que aparece nela.

iii) V3: {ntmero obtido na face do dado} — {1,2,3,4,5,6}, associa o nimero obtido

na face do dado a ele mesmo.
iv) Vj: Associa o ntiimero de pegas produzidas em 1 hora a ele mesmo.

v) Vi: {boa, defeituosa} — {0, 1}, retira-se uma pega, associa a ela o nimero 1 se for

defeituosa e 0 se for boa.

vi) Vg: {cores iguais, cores diferentes} — {0, 1}, associa ao 0 se o par for de cores iguais

e ao 1 se for de cores diferentes.

vii) V7: Associa o numero escolhido a ele mesmo.

viii) Vg: Idem ao V7.

Mais uma vez, a funcao da varidvel aleatéria é a partir do resultado abs-

trato de um experimento (meias, pegas, face da moeda, ...) associar nimeros reais para



podermos resolver problemas com uma roupagem matemaética.

E importante ressaltar que a Definicao 1.4 nao é a rigor correta, é apenas
intuitiva. A seguir apresentaremos a definicao rigorosa de varidveis aleatérias. Antes,

é preciso entender os conceitos de classes de eventos.

1.5 Classes de Eventos

1.5.1 Algebra

Essa se¢ao tem como base as obras de James [9] e Magalhaes [11]. Poste-
riormente, veremos a relacao entre variaveis aleatérias e probabilidade, e para definir

esta, segundo os autores, é preciso entender as defini¢des que seguem.

Do ponto de vista rigorosamente matematico temos que €2 é um conjunto
abstrato de pontos. Vamos estabelecer uma classe de subconjuntos de {2 com algumas
propriedades convenientes. Essas propriedades serao essenciais para o posterior desen-

volvimento da teoria e do calculo de probabilidades.

Definigao 1.5.1 Seja F uma classe nao vazia de subconjuntos de 2 que satisfaz as
sequintes propriedades

Pl. Qe F,

P,. Se A € F, entao A® € F;

P;. Se Aec FeBeF, entao (AUB) € F.
Entao F € denominada de dlgebra de subconjuntos de €.

Exemplo 1.5.1.1 Dado um espaco amostral Q, seja F = {0}, Q}. E f4cil observar que

F satisfaz as propriedades Py, P5 e Ps, logo F é uma algebra de subconjuntos de €2.

Exemplo 1.5.1.2 Dado um espago amostral Q = {0, 1}, seja F = {0, 2, {0}, {1}}. P
estd satisfeita. Como 0 = Q, Q¢ = 0, {0}° = {1} e {1}° = {0}, P, também estd

satisfeita. Para verificar P; basta observar que {0} {1} = Q € F, pois a unido com
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() é irrelevante e a uniao com € da o préprio , logo Ps estd satisfeita e a classe F de

subconjuntos de €2 é uma algebra de subconjuntos de €2.
Propriedade 1.5.1 Toda &algebra satisfaz

P4.®€.F;

Ps. Se A; € F,i1>1, entao UAiEfemAiGF.
i=1

i=1
Demonstracao: P, é verdade pois, por Py, Q2 € F, e por Py, Q¢ = () € F. Provaremos

Ps por inducdo. Primeiramente, mostraremos que se A; € F, i > 1, entao U A e F.
i=1
2
Vejamos que é verdade para n = 2, pois sejam A, Ay € F, entao U A =
i=1
(Al UA2> € F (pela propriedade P3). Portanto, a propriedade é verdadeira para
n =2

Suponha que a propriedade seja verdadeira para n, vamos verificar para n+
n+1

1. Sejam Ay, As, ., Ay, Api1 € F, entio | J A, = <A1UA2U...UARUAR+1) _
=1

(Al U Ay U U An> U A1 € F (pela propriedade P, pois estamos considerando
que <A1 U Ao U U An> € F). Portanto, a propriedade é verdadeira para n + 1.

Para finalizar, mostraremos a segunda parte, que é se A; € F, i > 1, entao

ﬁAi c F.
i=1

2
Para n = 2, sejam A;, Ay € F, entdo A, AS € F (por P), UAzc =
i=1
(AfUA§> € F (por P3) e (AfUAg)C € F (novamente por P,). Agora, basta
2 ¢ 2
observar que (U A?) = (A§ UAS)C =A1NA = ﬂ A; € F. Portanto, a propri-

i=1 =1
edade é verdadeira para n = 2.
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Suponha que a propriedade seja verdadeira para n, ou seja, Ay () A2()...

N A, € F, vamos verificar para n+1. Sejam Ay, Ay, ..., A,, A1 € F, entdo A, AS, ...,
n+1

AS AY | € F (por P), U AY = ACUACU UAC LJAHJrl € F (pela primeira

= 1

n+1
parte de Ps) (U AC> (AYUASU...UAS Y AS,)¢ € F (novamente por

P5). Agora, temos que (AYJASU .. UACUAn+1> = A NAN--NANAm =

n+1
ﬂ A; € F. Portanto, a propriedade é verdadeira para n + 1.
i=1
As duas partes da propriedade sao verdadeiras para n = 2 e provamos que a
validez de n implica a validez de n+ 1, entao a propriedade é valida para todo niimero

natural n > 2.

Da propriedade Ps, podemos concluir que uma algebra é fechada para um

nimero finito de unides e intersecoes. Agora, considere o exemplo a seguir:

Exemplo 1.5.1.3 Seja Q = {1,3,5,7,...} o conjunto dos nimeros naturais impares e

F o conjunto das partes de §2, ou seja, o conjunto de todos os subconjuntos de (2.

Em alguns casos, como no exemplo anterior, pode ser insuficiente tomar F
como uma algebra de subconjuntos de €2, pois ha eventos que se repetem infinitamente
e precisamos descrevé-los. Pode ser necessario que F seja fechada sob um ntmero
infinito enumeravel de operagoes da teoria dos conjuntos. Precisamos de uma classe de

subconjuntos mais restrita, denominada o-dlgebra.

1.5.2 U—Algebra

Uma o-dlgebra é um caso particular de algebra, entao sao validas as mesmas
propriedades, mas com uma modificacao em Ps, a uniao deve ser verificada de forma a

que todas as possiveis unioes venham a pertencer ao conjunto.

Definicao 1.5.2.1 Seja F uma classe nao vazia de subconjuntos de S que satisfaz as

sequintes propriedades
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P,. Se A € F, entao A® € F;

Pi. Se A, € F paran=1,2,3,..., entao U A, e F.

n=1

Entao F € denominada de o-dlgebra de subconjuntos de §2.

Propriedade 1.5.2 Seja F uma o-algebra de subconjuntos de €2. Se A, € F para
n=1,2,3,.. entio [ | A, € F.

n=1
Demonstracao: Pela Definicao 1.5.2.1, se F é uma o-édlgebra e A, € F paran =

1,2,3,..., entdo AY € F paran = 1,2,3, ..., e, consequentemente U Ag € F. Nova-

n=1

o c
mente, pela propriedade do complementar temos que (U AS ) e F.

n=1

C
o o0
Assim, ﬂ A, = (U AS) € F, concluindo a demonstracao.
n=1

n=1

Uma o-dlgebra de subconjuntos de €2 é fechada para um nimero enumeravel
de operacoes de conjuntos. Toda o-algebra é uma &dlgebra, pois P3 é consequéncia de
Pl ja que AUB=AUBUBUB... € F, se F é o-dlgebra.

A “menor” o-algebra gerada por um subconjunto é chamada de o-algebra
de Borel. Quando definida em R é denotada por B(R) e contém todos os intervalos
abertos dos reais. Seus elementos sdo os conjuntos de Borel ou borelianos (ver

mais em James [9]).

Exemplo 1.5.2.1 Considere 2 = {a,b,c}, onde a,b,c € Z e as seguintes colegoes de

subconjuntos:

fl = {Q)an {a}’ {b7 C}};
JT"Q = {@, Qv {a}’ {b}> {av C}v {b’ C}};
Fs =1{0,9,{a},{b},{c} {a, b} {a, c} {b,c}}.

Quais dessas colegoes sao o-algebras?



13
Vamos verificar se as propriedades P, P, e P; estao satisfeitas.

P. Q € F: Observa-se que 2 € Fi, Fo e F3, logo, P, esta satisfeita para as trés

colegoes.
P,. Se A € F, entao A € F:

Para F; temos: 0 = Q, Q¢ = 0, {a}¢ = {b,c} e {b,c}° = {a}. Logo
J satisfaz a propriedade P,. Analogamente, verificamos que o mesmo ocorre com as

colegoes Fy e F3.

[e.¢]
Pi. Se A, € F paran=1,2,3,..., entao U A, e F:
n=1
Para verificar P; basta verificar se todas as unioes possiveis com os elemen-
tos de cada colecao também pertence a colecao. A uniao com o vazio é irrelevante e
a com o espaco amostral ) da o proprio €2, vamos entao verificar as demais unioes
possiveis. Para Fy temos {a}J{b,c} = Q € Fi, e P; estd satisfeita. Portanto, a
colecao F; ¢ uma o-algebra. Tomando as unioes relevantes em F; é facil observar que
{a} |U{b} = {a, b} ¢ F2, logo, P} nao é satisfeita e a cole¢do de conjuntos F, nao forma
uma o-algebra. Verificando as unides possiveis em Fj verificamos que P estd satisfeita.

Dessa forma, a colecao de conjuntos F3 também é uma o-algebra.

Observe que a colecao de conjuntos F; também nao é uma algebra, pois nao

satisfaz a propriedade P3 da Definicao 1.5.1.

Observacao 1.5.2

(i) A menor algebra de eventos é F = {{), 2}.

(ii) A maior dlgebra de eventos é o conjunto das partes de €.

(iii) Se o espago amostral for finito, toda dlgebra é uma o-algebra, pois sé existem um

numero finito de eventos diferentes. Se o espago amostral for infinito, existem algebras

que nao sao o-algebras, como mostra o exemplo seguinte:
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Exemplo 1.5.2.2 Sera que toda algebra é também o-algebra? O exemplo a seguir
mostra que ndo: Selecionar, ao acaso, um ponto do intervalo [0, 1]. Aqui, Q = [0,1] e
F = todos os subconjuntos cujo comprimento esteja bem definido (por comprimento,

dizemos uma funcao tal como f([a,b]) =b — a).

Inicialmente, vamos considerar unides finitas de intervalos e seja Fo = {A C
[0,1] : A é unido finita de intervalos}. Fy é algebra? Devemos verificar se sao satisfeitas

as propriedades Py, P, e Ps:

Q) € Fy, logo P, é satisfeita. Se A € Fy entdo A® também ¢é unido finita
de intervalos e pertence a Fy, logo P, é satisfeita. Se A e B sao unides finitas de
intervalos e A, B € Fy entao A|JB € Fy, satistazendo P;. O conjunto vazio {) e o
evento elementar {w}, onde w € [0, 1], serao interpretados como intervalos degenerados
de comprimento 0, portando sao elementos de Fy. Podemos concluir que Fy é uma

algebra de eventos.

Mas Fy nao é o-algebra, pois nao contém toda uniao enumeravel de inter-

valos, como teria que conter se fosse g-algebra. Por exemplo, o evento

A= <0%> U (%2) U (%g) Ul (1—2%,1— 2n1+1) U..

é uniao enumeravel de intervalos mas nao é uniao finita.

Em James [9] temos a seguinte defini¢ao de varidvel aleatéria:
Definig¢ao 1.5.2.2 Uma fungao X : Q@ — R € varidvel aleatdria se [X < x| € F Vx € R.

O conjunto [X < z] é um subconjunto de Q, [X < z] ={w € Q: X(w) < x},
isto é, sao os eventos que a imagem pela variavel aleatéria (imagem é um nimero real)

é menor que x.

Exemplo 1.5.2.3 Os exemplos dados anteriormente (Exemplo 1.4.1) satisfazem a De-
finicao 1.5.2.2, como podemos observar:
i) Q = {cara, coroa}, F = {0, 2, {cara}, {coroa}} é o-dlgebra. Vamos definir a varidvel

aleatéria Vi:
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Vi Q —= R
cara +— 0
coroa — 1

Dessa forma, temos:

0, se x < 0;
{weN:Vi(w) € (—oo,z]} =< {cara}, se0 <z <1;
Q, se x > 1.

A leitura é: Quem esta no espaco amostral tal que a imagem pela variavel
¢ menor que 0?7 Ninguém! Quem tem imagem menor que 1/27 Apenas a cara tem

imagem menor que 1/2, pois sua imagem é 0. Quem tem imagem menor ou igual a 27

Veja que a Definicao 1.5.2.2 de variavel aleatoéria é distinta da Definigao 1.4,
mas nao nos preocuparemos com ela, pois ¢ muito dificil encontrar um exemplo que

nao satisfaca a Definicao 1.4.
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Capitulo 2

Probabilidade

2.1 Nocoes Basicas

Normalmente, a probabilidade aparece em livros didéaticos da seguinte forma:

B Numero de elementos em A
~ Numero total de elementos em

P(A)
Como podemos verificar em Santos [13]:

Célculo de probabilidades

Quando num fendmeno (ou experimento) aleatério, com
espago amostral finito, consideramos que fodo evenio ele-
meniar fem a mesma “chance” de ocorrer (o espago & eqiipro-
vavel), a probabilidade de ocorrer um evento A, indicada por
plA), € um nimero que mede essa chance e é dado por:

plA] = ni.::mero c{e elemeniosde A _  nA)
nimero de slemenios de @ ntQ}

ou

plA) = numero de resuliados favoraveis

nimero fofal de resultados possiveis



Em Giovanni[8]:

Considere um experimento aleatério em que para cada um dos n eventos simples, do
espago amostral U, a chance de ocorréncia é a mesma. Nesse caso, dizemos que o espago

amostral é um espago equiprovdvel e que a probabilidade de cada evento simples é %

Para um evento simples A, indicamos:

Podemos ampliar essa definigdo de probabilidade de um evento simples para a proba-
bilidade de um evento qualquer.

n(a)

P(A) = n(0)

Na expressio, n(U) é o nimero de elementos do espago amostral U e n(A), o nimero
de elementos do evento A.

Em Bianchini [2]:

Probabilidade de ocorrer um evento
Em um experimento aleatério, onde § é um espaco equiprovavel, a probabilidade de ocor-
rer um evento qualquer E é o nimero p(E), dado por:
n(E)
n(S)

P(E) =

Em Dante [6]:

. Probabilidade: Definic¢éo

Num experimento aleatério eqiiiprovavel, sendo n(U) o namero de elementos do espaco
amostral U e n(A) o ndmero de elementos do evento A, a probabilidade de que ocorra o evento A &
dada pelo numero real:

n(A)

PQA) = ) ©

Entdo, a probabilidade de um evento é dada pelo quociente da divisio do numero de casos
favoraveis pelo nimero de casos possiveis. Exemplos:

17



18

Ou em Paiva [12]:

6. Probabilidade

Definigado

Seja E um espago amostral finito e ndo-vazio; e seja A um evento desse espago. Chama
n(A)
n(E)’
cam os nimeros de elementos de A e E, respectivamente. Isto €:

se “probabilidade de A”, e indica-se por P(A), 0 nimero onde n(A) e n(E) indi-

n(A)
n(E)

BE

Em geral, a probabilidade é vista como uma funcao que estabelece uma
medida para eventos aleatérios equiprovaveis, ou seja, que tém a mesma chance de

acontecer.

A func@o P(.) atribui valores numéricos aos eventos do espago amostral.

Nesse caso, €2 deve ter um numero de elementos finito e equiprovaveis.

Exemplo 2.1.1 A probabilidade de sair face cara quando se langa uma moeda honesta
ao ar serd 1/2 ja que o espaco amostral é 2 = {cara, coroa} e os resultados elementa-

res sao equiprovaveis. Assim, temos que a cardinalidade de A = {cara} é 1 e a de 2 é 2.

Através dessa definicao muitos problemas sao resolvidos com o uso de téc-

nicas de analise combinatéria e de contagem.

Para casos em que {2 nao for enumeravel e os eventos equiprovaveis, po-
demos aplicar o conceito ao comprimento de intervalos, medida de areas ou similares,

utilizando a probabilidade geométrica:

P(A) Comprimento de A

- Comprimento total de

Ja a probabilidade frequentista ou estatistica considera o limite de frequén-
cias relativas como o valor da probabilidade. Se n4 é o numero de ocorréncias de A

em n repeticoes independentes do experimento, entao,
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P(A) = lim "4,

n—oo M

Exemplo 2.1.2 A seguir as probabilidades dos eventos do Exemplo 1.3.

Utilizando a definigao cléssica:

1

i) P(4) = 3 (ocorrer cara em um langamento de uma moeda);

. 4 2 : . :

ii) P(As) = 0=% (retirar uma bola com um nimero primo, de uma urna com 10
bolas numeradas de 1 a 10);

4 2 . :

iii) P(As) = 6= 3 (ocorrer um ndimero menor que cinco em um lan¢amento de um
dado);

: 1 , :

iv) P(A;) = — (apenas uma peca é defeituosa em n pegas);

n

1
v) P(A5) = 3 (escolher uma pega em uma linha de producao, verificar sua funcionali-

dade, e ela nao ser defeituosa);

1
vi) P(Ag) = = (escolher um par de meias de uma gaveta e elas terem a mesma cor).

Utilizando a defini¢ao frequentista: Para P(A7) considere inicialmente um

espago finito, digamos Q,, = {1,2,3,4,...,n}. Temos:

n .
— se n é par;
27 p )
"ATY n+1 L,
, sen éimpar.
2
Segue que
.. . na 1
vii) P(A;) = 7112210 — =73

Utilizando a defini¢ao geométrica:

Comprimento de A 1

Vlll) ( 8) Comprimento total de Q2 2
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Essas definigoes fazem uso da intuicao e sao utilizadas para resolver diversos
problemas. Entretanto, elas nao sao suficientes para uma definicao mais abrangente e

rigorosa da probabilidade, pois sabemos que ha eventos nao-equiprovaveis.

Por volta de 1930, o russo A. N. Kolmogorov apresentou um conjunto de
axiomas matematicos para definir probabilidade, proporcionando a Teoria da Proba-
bilidade uma base matematica firme, e que incluiu as definigoes anteriores como casos

particulares.

Definicao 2.1.1 Probabilidade é uma fungao P, definida na o-algebra F de subcon-

Juntos de Q0 e com valores entre [0,1], que satisfaz os Aziomas de Kolmogorov:

(i) P() =1;

(ii) Para todo subconjunto A € F, P(A) > 0;

o0
(iii) Para toda sequéncia A;, A,, ... em F, mutuamente exclusivos, temos P (U AZ-) =

ZP(Ai).

Exemplo 2.1.3 Voltemos ao exemplo E7, langar uma moeda honesta e observar a face
voltada para cima. Temos ) = {cara, coroa} e a o-dlgebra F pode ser o conjunto das
partes de €, ou seja, F = {0, {cara}, {coroa}, Q}. P é a probabilidade uniforme em
todos os pontos de €2, isto é, P({w}) = 1/2.

Observe que essa fungao satisfaz a definigdo anterior: P(2) é a ocorréncia

de cara ou coroa, ou seja, P(£2) = 1, logo o primeiro axioma estd satisfeito.

P(0) =0, P({cara}) = 1/2, P({coroa}) = 1/2 e P(Q) = 1, satisfazendo o

segundo axioma.
Pode-se notar facilmente que o terceiro axioma também é satisfeito.
Definigao 2.1.2 Um espago de probabilidade € uma trinca (2, F, P) formada por um

conjunto €2 nao vazio, uma o-dalgebra F de subconjuntos em ) e uma medida positiva
P, definida em F, que satisfaz a Defini¢ao 2.1.1.
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Propriedade 2.1.1 Se A® é o complementar do evento A, entdo P(AY) =1 — P(A)
(e P(A) =1— P(A%)).

Demonstragao: A e A® sao disjuntos e A|JA®Y = Q, entdao P(Q) = P(A|JA®) =
P(A)+ P(A%) = 1. Logo, P(A°) =1— P(A) (e P(A) =1 — P(A%)).

Caso particular importante: P(()) =0, pois P()) =1—-P(0°)=1-P(Q) =1—-1=0.
Propriedade 2.1.2 Se A C B, entao P(A) < P(B).

Demonstragao: Podemos escrever o evento B da seguinte forma:
B=(BNA)UBNA) = AUBNAC) (jé que A C B).

Essa unido ¢ disjunta, entdio P(B) = P(A) + P(B(AY) > P(A), pois
P(BN A% > 0.

Propriedade 2.1.3 Para quaisquer eventos A e B de 2, tem-se que

P(A|B) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Demonstracao: Podemos escrever (A J B) como uma reuniao de dois eventos mutu-
amente exclusivos: AJB = AJ(BN AY). Segue que

P(A| B) = P(A) + P(B()A). (2.1)

Notando que B = (B A)J(BN AY), vem

P(B) = P(B[)A) + P(B(AY). (2.2)

Tirando-se o valor de P(B () A°) de (2.2) e substituindo em (2.1), obtemos

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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2.2 Probabilidade Condicional

Em muitas situacoes praticas, é possivel separar o fenomeno aleatério em
etapas. O que ocorreu em uma etapa pode influenciar nas probabilidades de ocorrén-

cias das etapas seguintes.

Exemplo 2.2.1 Vamos considerar o exemplo de um lote de pecas com a seguinte com-
posicao: 80 pecas nao defeituosas e 20 pecas defeituosas. Suponha que escolhemos duas

pegas desse lote: (a) com reposigao; (b) sem reposigao.
Definamos os eventos:

A = {a primeira pega é defeituosa}; B = {a segunda peca é defeituosa}.

20
100

em cada vez teremos 20 pecas defeituosas em um total de 100. Agora, quando ex-

Quando extraimos com reposigao temos P(A) = P(B) = = %, porque
traimos sem reposigao, os resultados nao sao tao ébvios. O valor de P(A) continua o
mesmo, mas e P(B)? Para encontrar o valor de P(B) devemos conhecer a composi¢ao
do lote no momento de extrair a segunda peca, isto é, devemos saber se A ocorreu ou
nao. Este exemplo mostra a necessidade de se introduzir o conceito de probabilidade

condicional.

Definicao 2.2 Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de B dado que
ocorreu A € representada por
P(BA)

P(B|A) = W,para P(A) > 0. (2.3)

No exemplo acima temos P(B|A) = %, pois, se A tiver ocorrido, entao para

a segunda retirada restarao 99 pecas, das quais 19 sao defeituosas.

Quando calculamos P(B|A) estamos calculando P(B) em relac¢ao ao espago
amostral reduzido A, em lugar de fazé-lo em relacao ao espaco amostral original €.
Vale ressaltar que na férmula (2.3) os valores de P(A) e P(A[) B) estao relacionados
a (2, pois quando falamos no espaco amostral reduzido A pode-se, por engano, pensar
que P(A) = 1.



23

A partir de (2.3) podemos obter as seguintes expressoes:
P(A(B) P(B|A) ou P(A("\B) = P(B)P(A|B). (2.4)

Exemplo 2.2.2 Considere uma urna contendo trés bolas azuis e sete bolas vermelhas.
Retiram-se duas bolas da urna, sem reposicao. Determinar o espaco amostral e as

probabilidades associadas a cada ponto amostral.

O espaco amostral é o conjunto ) = {A; Ay, A1V, V1 Ay, V1Va}, que consiste
nas combinacoes possiveis de retiradas das bolas azuis e vermelhas. O evento A; A,

corresponde a ocorrer bola azul na primeira retirada e azul na segunda retirada.

Para a primeira retirada temos trés bolas azuis em um total de dez bolas,
dessa forma P(A;) = %. Para a segunda retirada, considerando que ja foi retirada uma
bola azul, temos duas bolas azuis em um total de nove bolas, assim, P(A;|A;) = 2.
Utilizando a férmula vista em (2.4) temos:

3
10

Nl )
|

P(AlﬂAz) - P(A1>P(A2|A1) =

Para os outros pontos do espago amostral a interpretacao ¢ a mesma:

P(A1NVa) = P(A1)P(Va| A1) = f_ogzlo
PV 42) = POA)P(AfVA) = - 2 = L
P(Vi(Va) = PV PAIV) = -0 = &

2.3 Independéncia de Eventos

Definicao 2.3 Dois eventos A e B sao independentes se a informac¢ao da ocorréncia

ou nao de B nao altera a probabilidade da ocorréncia de A. Isto é,
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P(A|B) = P(A),para P(B) > 0,
ou ainda
P(ANB) = P(A)P(B).

Se o evento A é independente do evento B, entao B também é independente

de A, como podemos verificar a seguir:

P(BjA) = £ g(Q)B ) _F @(%B )~ pB).

Exemplo 2.3 Considere a mesma urna do Exemplo 2.2.2, contendo trés bolas azuis
e sete bolas vermelhas. Retiram-se duas bolas da urna, agora com reposi¢ao. Vamos
supor que as dez bolas sao numeradas de 1 a 10, as azuis recebem os nimeros de 1 a
3 e as vermelhas de 4 a 10. Podemos considerar o seguinte espaco amostral associado

a esse experimento:

Q={(i,j):i,j€Z1<i<10,1<j<10}.

Partindo da hipoétese de que a probabilidade de qualquer das 10 bolas
ser retirada é a mesma, ja que ha reposicao, podemos associar aos pontos do es-
paco amostral probabilidade ﬁ (lembrando que o espac¢o amostral é o conjunto 2 =
{(1,1),(1,2),...,(1,10),(2,1),(2,2), ..., (2, 10), ..., (10, 1), (10, 2), ..., (10,10) } pois esta-
mos considerando as bolas numeradas de 1 a 10, totalizando 100 elementos no espago

amostral).

Para a probabilidade do evento A; Ay temos trés maneiras de retirar bola
azul na primeira retirada e na segunda retirada também ha trés maneiras, pois a pri-
meira bola é reposta. Assim o evento A; A, pode ocorrer de nove maneiras e o espago
amostral tem 100 pontos. Portanto, P(A;[()As) = 135. Observe que P(4A;) = & e

P(Ay) = %, pois em cada retirada temos trés bolas azuis em um total de dez bolas, logo:

p<A1 mAz) = P(Al)P<A2)
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Para os demais eventos temos os seguintes valores:

21 37

P(Ai(V2) = 155 = 19°70 = PAVP(V2)
21 7 3

P(Vi[1As) = 100~ 10°10 = P(V1)P(A,)
49 77

P(Vlm%)zl_oozﬁ'l_o_P(VI)P(%>

Esse exemplo nos mostra que os eventos A; e As, A1 e Vo, Vie AyeViel,

sao independentes.

2.4 Variaveis Aleatoérias em Espaco de Probabili-
dade

Uma definicao mais formal de varidvel aleatéria, que a define em um espaco

de probabilidade, é a que segue:

Definigao 2.4 Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Denomina-se varidvel ale-
atoria qualquer funcao X : Q0 — R tal que

X M) ={weQ: X(w)el}eF,

para todo intervalo I € B(R), onde B(R) é a o-dlgebra de Borel em R. Em outras

palavras, X é tal que sua imagem inversa de intervalos I C R pertencem a o-algebra

F.

Essa definicao é equivalente a Definicao 1.5.2.2. Podemos ver essa demons-

tracdo em Magalhaes [11].

Portanto, uma variavel aleatoria é uma funcao do espago amostral €2 nos

reais, para a qual é possivel calcular a probabilidade de ocorréncia de seus valores.
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As varidveis aleatérias que assumem valores em um conjunto enumeravel de
valores (finito ou infinito) serdo denominadas discretas e aquelas que assumem valores

em um intervalo da reta real serdo denominadas continuas.

2.5 Funcao de Distribuicao

Quando admitimos valores para uma variavel aleatoria, podemos, frequente-
mente, atribuir probabilidade a cada um desses valores. Se conhecemos todos os valores
de uma variavel aleatéria, juntamente com suas respectivas probabilidades, temos uma

distribuicao de probabilidades.

A funcao de distribuicao associa uma probabilidade a cada resultado nu-
mérico de um experimento, ou seja, da a probabilidade de cada valor de uma variavel
aleatdria. James [9] e Magalhaes [11] citam que alguns autores se referem a ela como
funcao de distribuigao acumulada, pois acumula as probabilidades dos valores inferiores

ou iguais a algum z (z € R).

Definicao 2.5 A funcdo de distribuicao de uma varidvel aleatoria X € uma funcdo

que a cada numero real x associa o valor

A notagao [X < x| é usada para designar o conjunto {w € Q : X (w) < z},

isto é, denota a imagem inversa do intervalo (—oo, z] pela variavel aleatéria X.

O conhecimento da funcao de distribuicao permite obter qualquer informa-
¢ao sobre a variavel. Mesmo que a varidvel s6 assuma valores num subconjunto dos

reais, a funcao de distribuigao é definida em toda a reta.
Propriedade 2.5 Valem as seguintes propriedades para a funcao de distribuicao:

Fi. lim F(z)=0e¢ lim F(x) =1,

T——00 T—00

F5. F é continua a direita em todo ponto de seu dominio;
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F3. F é nao descrescente, isto é, F(x) < F(y) sempre que = < y, Vz,y € R.

Demonstragao: Para verificar F} consideramos uma sequéncia de eventos A, que
cresce para um evento A. Podemos observar que P(A,,) converge para P(A). Se con-
siderarmos uma sequéncia de numeros reais x, que tende a infinito, segue-se que a
sequéncia de eventos [X < z,]| tende ao evento [X < oo] e portanto P([X < z,])
converge para P([X < oc]). Mas esse evento é o espago amostral todo, que tem proba-
bilidade um. Assim, fica demonstrado que lim F(z) = 1. Agora, consideramos uma
sequéncia x,, que tende a —o0o. A sequéncia gccizogventos [X < x,] tende ao () e portanto
F(z,) = P|X < x,] tende a zero.

Agora, para verificar Fy, consideramos uma sequéncia de niimeros reais x,,
que seja decrescente e tenha como limite x, isto é, os x,’s se aproximam de x pela
direita ou, em outras palavras, por valores superiores a x. A sequéncia de eventos
[X < x,] é decrescente e se aproxima de [X < z] e, assim, P(X < z,,) se aproxima de

P(X < x), valendo o resultado para qualquer z, portanto a propriedade estd verificada.

Para F3 note que [X < x| C [X < y] sempre que z < y. Logo as probabili-

dades satisfazem a desigualdade:
F(r) = P(X <) < P(X <y) = F(y).

Como x e y sao arbitrarios, concluimos que F' é nao decrescente.

Exemplo 2.5 Considere dois lancamentos independentes de uma moeda equilibrada.
Seja C' cara e K coroa. O espago amostral deste experimento é Q = {(C,C), (C,K),
(K,C), (K,K)}. Podemos definir a varidvel aleatéria X : “nimero de caras obtidas
nos dois langamentos”. Por exemplo, temos que X ((C,C)) =2e X((K,C)) = 1.

Vamos encontrar a funcao de distribuicao de X. Os valores que X pode

assumir sao 0, 1 e 2. Portanto,

P(X =0) = P((K,K)) =

N | —
>~ =

N | —

P(X=1)=P(C,K))+ P((K,(C)) =

A~ =
A~ =
DO | —
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Assim, temos que a fungao de distribuicao de X é dada por

0, se x < 0;
1/4, se0 <z <1,
3/4, sel<x <2
1, se x > 2.

Graficamente:

F(x)
14 ——
314 4
114
0
0 1 2 X

Podemos verificar facilmente as propriedades de funcao de distribuicao. Fj
¢ imediata. Para F3 observe que, exceto nos pontos 0, 1 e 2, F' é continua nos reais.
O valor de F(x) é zero para todo x < 0. Para 0 < x < 1, F(z) = }1, portanto, o
limite a direita no ponto 0, isto é, por valores de x maiores que zero, é igual a %, que
coincide com o valor de F'(0), ou seja, F'(x) é continua a direita no ponto zero. Para os
outros pontos de descontinuidade, vale uma expressao analoga, como se pode verificar.

Observe que F(x) é nao decrescente para todo x real e, assim, vale Fj.

2.5.1 Funcgao de Probabilidade

Seja X uma variavel aleatoria discreta, isto é, o nimero de valores possiveis
de X é finito ou infinito enumeravel. O contradominio de X sera formado no maximo

por um numero infinito enumeravel de valores x1, zo, ...

Definicao 2.5.1 A funcao de probabilidade de uma varidvel discreta € uma funcdao que
atribut probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pela varidvel, ou seja,
a cada possivel resultado x; associaremos um nimero p(x;) = P(X = x;), denominado

probabilidade de x;.
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Propriedade 2.5.1 Os ntimeros p(x;),i = 1,2, ... devem satisfazer as seguintes condi-

coes:

(b) ZP(%) =1

Observe que os valores da funcao probabilidade estao sempre entre 0 e 1,

logo (a) é verdadeira. Cada valor da varidavel induz a um subconjunto disjunto, cuja
o0

uniao ¢ €2, ouseja, [X = ;] [X = ;] =0,sei # j, ¢ U[X = z;] = Q, o que valida (b).
i=1

Exemplo 2.5.1 Uma moeda viciada tem probabilidade de cara igual a 0,4. Para dois

lancamentos independentes dessa moeda, vamos estudar o comportamento da variavel

numero de caras e fazer o grafico de sua fungao de probabilidade.

Os valores que X pode assumir sao 0, 1 e 2. Como a moeda ¢é viciada entao

P(C)=0,4= % e P(K)=0,6= % Portanto,

P(X = 0) = P((K, K)) = %% - % — 0,36,

P(X = 1) = P((C, K)) + P((K,C)) = % 2 1%% - % 0,48,
P(X = 2) = P((C,C)) = 14—0% - % 0,16

Assim, temos que a funcao de distribuicao de X é dada por:

0; se x < 0
0,36; se0<z<1;
0,84; sel <z <2

1; se x > 2.
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Graficamente:
P(X = x)
14 —
084 4
036
0
0] 1 2 X

2.5.2 Funcgao Densidade
Seja X uma varidvel aleatéria continua, isto é, pode tomar qualquer valor

numérico em um determinado intervalo ou colegao de intervalos.

Definigao 2.5.2 A fungdo que representa a distribuicao de probabilidade de uma varid-
vel aleatoria continua X € uma funcao f ndao negativa chamada de func¢ao densidade.

Utilizamos para esse efeito a integral, sendo a funcao f:

F(z) = / f(w)dw, para todo z € R.

Propriedade 2.5.2 A funcao densidade de X em um espago de probabilidade satisfaz

as seguintes condigoes:

(8) f(z) > 0,Vz € B,

Por defini¢ao a fungao f é nao negativa, logo (a) é verdadeira. Temos que

(b) é verdadeira como consequéncia de que lim F(x) = 1.
T—r00

Exemplo 2.5.2 Uma variavel aleatéria continua X possui a seguinte funcao:

k, para 0 < z < 1;
flx) =14 k(2—12), paral <z <2;

0, para outros valores de x.
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Vamos verificar para quais valores da constante k a fungao f(z) é uma fun-

cao densidade de probabilidade.

Para atender a segunda propriedade devemos ter / f(z)dz =1, logo

0 1 2 o0
/ Odx +/ kdz +/ k(2 — z)dz +/ Odx =1,
0 1 2

—0o0

que resulta em

212

2

do — x 1
=1 k+k=-=1 k= -
— k4 kg — 3

kx| + k
1

Para esse valor a segunda propriedade esta satisfeita e temos a fungao

(2
3 para 0 <z < 1;
fla)=q 122
5 para 1 <z < 2;
\ 0, para outros valores de x.
Graficamente:

1 -
f(x)
23 {

A primeira propriedade também esta satisfeita, portanto a funcao f é uma

funcao densidade de probabilidade.
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Capitulo 3

Sugestao de Aula

3.1 Introducao

Inicialmente, podemos fazer um experimento com a turma. Utilizaremos
uma moeda honesta e pediremos que cada aluno a lance uma vez (para a aula ficar
participativa), anotanto os resultados dos lancamentos. Com os resultados em maos,

perguntamos: “Qual a chance de sair cara?”.

Podemos pedir a um aluno que faga o quociente do nimero de lancamen-
tos que deram cara, pelo total de langamentos e dizer que o valor encontrado é uma
estimativa da chance. Devemos ressaltar que, como o experimento é aleatorio, pode
ocorrer um numero diferente de 0,5 (j4 que é de conhecimento popular que as chances

em um langamento de uma moeda honesta sao de 50% para cada uma das faces).
Em seguida, podemos dar mais um exemplo, como o de um sorteio:

Carlos esta participando do sorteio de uma moto. Podem ser enviadas quan-
tas cartas quiser para esse sorteio, mas sera sorteada apenas uma, dentre todas as cartas

enviadas por todos os participantes.

Sabendo-se que Carlos enviou 100 cartas e que o total de cartas enviadas
para o sorteio foi de 10.000, qual é a chance dele ser sorteado, supondo que todas as

cartas tém a mesma chance de sair?

Carlos enviou 100 cartas, entao dizemos que sua chance de ser sorteado é
100 1

10.000 100

de 100 em 10.000 e indicamos pela razao



33

1
A razao 100 é chamada de probabilidade de Carlos ser sorteado. Podemos
dizer que probabilidade é um valor numérico que mede a possibilidade de um resultado

ocorrer.

Dando continuidade, devemos introduzir conceitos importantes no estudo

de probabilidades (experimento aleatério, espago amostral, eventos equiprovaveis, etc).

3.2 Experimento Aleatério

E qualquer experimento cujo resultado depende exclusivamente do acaso.

Exemplo 3.2
a) O langamento de uma moeda.

b) O lancamento de um dado.

Podemos pedir que cada aluno escreva um experimento aleatério em seu

caderno, diferente dos exemplos dados (isso pode ser feito em duplas ou trios).

3.3 Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio.

Ele serd representado pela letra grega € (6mega).

Vamos considerar os exemplos anteriores (Exemplo 3.2) e descrever o espago

amostral para cada um deles.

Exemplo 3.3
a) Q = {cara, coroa}.
b) Q= {1, 2,3, 4, 5, 6}.

Neste momento, pedir que cada aluno (ou grupo de alunos) escreva o espago

amostral para os experimentos aleatérios escolhidos anteriormente.
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3.4 Evento de um Espaco Amostral

E qualquer subconjunto do espaco amostral.

Exemplo 3.4
a) No langamento de uma moeda, A; = {cara} é um evento de ).
b) No langamento de um dado, A; = {1, 2, 3, 4} é um evento de 5.

Mais uma vez, pedir que os alunos escrevam eventos para os espagos amos-

trais anteriores.

3.5 Espaco Amostral Equiprovavel

Espaco equiprovavel é aquele em que, sob mesmas condigoes, todos os ele-
mentos tém a mesma chance de acontecer. Veja que esta relacionado com o experi-
mento! Analisar em conjunto com a turma se os eventos e seus respectivos espacgos sao

equiprovaveis.

Podemos retomar o exemplo inicial, da moeda honesta. Supor que uma
moeda é langada vérias vezes e os resultados foram os mostrados a seguir (se houver
tempo suficiente, podemos realizar esse experimento em sala e nao utilizar os valores

dados aqui):

i) em dez lancamentos: 6 caras e 4 coroas.
ii) em vinte lancamentos: 8 caras e 12 coroas.

iii) em trinta langamentos: 14 caras e 16 coroas.

Quando aumenta-se indefinidamente o nimero de lancamentos, as frequén-
cias das faces tenderao a um mesmo nimero. Por isso dizemos que o espaco amostral

Q2 = {cara, coroa} é equiprovavel.
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3.6 Probabilidade

Seja €2 um espaco amostral finito, nao-vazio e equiprovavel e seja A um

evento desse espago. Chamamos de probabilidade de A, e indicamos por P(A), o nimero
n(A)
n($2)

Isto é:

, onde n(A) e n(2) indicam os nimeros de elementos de A e ), respectivamente.

PA) = 2

n(

~—

Exemplo 3.6.1

a) P(A) = w2
bV P =) T T s

Pedir que os alunos calculem as probabilidades dos eventos escolhidos, nos

casos em que o espaco amostral for equiprovavel.

Como dito anteriormente, um espago amostral finito {2 é equiprovavel quando
seus eventos elementares tém probabilidades iguais de ocorréncia, ou seja, se 2 =
{e1, €9, ..., €, }, dizemos que os eventos elementares {e;} sdo equiprovéaveis se todos tém

a mesma probabilidade de ocorrer:

P({ed) =

Exemplo 3.6.2
a) No lancamento de uma moeda honesta, os elementos do espago amostral () = {cara,
coroa} sdo equiprovaveis, pois cada elemento do espago amostral tem a mesma chance

de ocorrer, ou seja, a chance de sair cara é a mesma chance de sair coroa. Portanto,
1
P({cara}) = P({coroa}) = 5

b) No langamento de um dado honesto, os elementos do espago amostral 2 = {1, 2,
3, 4, 5, 6} também sdo equiprovaveis, pois cada elemento do espago amostral tem a
mesma chance de ocorrer, ou seja, a chance de sair 1 é a mesma de sair 2, que é a

mesma de sair 3, e assim por diante. Portanto,

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = %,
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3.7 Funcao de Probabilidade

Podemos corresponder a cada evento possivel de uma experiéncia aleatoria
a probabilidade do evento ocorrer. Em outras palavras, podemos definir da seguinte
forma: seja Q = {x1, 9, ..., x,} 0s possiveis resultados do experimento. Escrevemos
P({z;}) para representar a probabilidade do evento z; acontecer. Assim, para simpli-

ficar escrevemos P({x;}) = p(x;) e tem as seguintes propriedades:

(a) 0 < p(x;) < 1,Vi = 1,2,..., onde p(z;) é a probabilidade associada a cada evento

() 3 pa) = 1.

Exemplo 3.7.1 Considere o lancamento de uma moeda honesta. Seja C' cara e K

coroa. O espago amostral deste experimento é Q = {C, K}. Temos que P({C}) =

e P{K}) = 5.

2

1
Vamos verificar se ao definirmos P({C'}) = P{K}) = 3 entdo P({z;}) =

p(z;) satisfaz as duas propriedades da definigao.

A propriedade (a) é satisfeita, pois 0 < p(x;) < 1,7 = 1,2. A propriedade
1

(b) é satisfeita, pois ZP(%) = p(z1) + p(z2) = P({C}) + P{K}) = %—i— 5 = 1.

Portanto, a funcao definida é uma funcao de probabilidade.

Note que, a rigor, para a defini¢ao de funcao de probabilidade, seria necessé-
rio falar em variavel aleatéria, conforme Definicao 2.5.1, mas, para simplificar o assunto

nessa sugestao de aula, nos referimos aos z; como possiveis resultados do experimento.

3.8 Eventos Nao Equiprovaveis

Vai chover amanha? Se formos pensar nas alternativas de respostas para
essa pergunta teriamos apenas duas opgoes: a de chover e a de nao chover. Poderiamos,

entao, dizer que a probabilidade de chover amanha é de 50%?
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A resposta a essa pergunta é nao, pois o universo de possiveis eventos futu-
ros representado pelo espago amostral {chover, nao chover} nao é equiprovavel. Apesar
de o conjunto possuir apenas dois elementos o acontecimento de cada um depende de

uma série de fatores externos, fora do nosso alcance.

Podemos, para exemplicar em sala de aula, elaborar um dado viciado, e
fazer a experiéncia com a turma. Para isso precisariamos confeccionar dois dados, um
honesto e um viciado, para efetuarmos uma mesma quantidade de lancamentos com os

dois e verificar os resultados.

Para viciar o dado, prenderiamos, com fita adesiva, uma moeda de R$ 0,50
(cinquenta centavos) na parte interna de uma das faces, no momento de sua confec¢ao.

Na pagina seguinte segue o modelo para confeccao dos dados.

Repetir o experimento do inicio da aula, utilizando o dado viciado e o dado
honesto. Pedir para que cada aluno jogue os dois dados e anotar os resultados. Os

alunos observarao que as chances de sair os valores mudam.

Calcular as chances do dado viciado por estimativa, isto é, langar 20 vezes
o dado e fazer o quociente do ntimero de vezes em que cada nimero saiu, dividido por

20. Com esses dados definir a fungao de probabilidade.

Supondo que o dado viciado apresente 50% de chance de obter a face 1 vol-
tada para cima em um langamento, e as outras faces tenham chances iguais e somem

50%, a funcao de probabilidade poderia ser representada como:

1/2, sexz=1,;
p(r) =
1/10, se x =2,3,4,5,6.

Vamos verificar se esta fungao satisfaz as duas propriedades da defini¢ao.
A propriedade (a) é satisfeita, pois 0 < p(z;) < 1,7 =1,2,3,4,5,6.

A propriedade (b) também ¢ satisfeita, pois ZP(%) = p(x1) +p(xe) +... +

p(a:G):P({l})+P({2})—|—...+P({6}):%+%+%+%+1_10+1_10:1
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Portanto, a funcao definida é uma funcao de probabilidade.

Curiosidade: B possivel encontrar na internet algumas formas de viciar um dado. Por
exemplo, o site da revista Mundo Estranho afirma que basta aquecer o dado, com o
numero escolhido para cima, por um minuto no microondas. O calor derrete o dado
sem deforma-lo e faz o material interno se acumular na parte de baixo, que fica mais
densa, deixando a face viciada voltada para cima. O site afirma que o dado viciado cai

mais vezes - mas nem sempre - apontando o mesmo nimero’.

Figura 3.1: Modelo para confeccao de dado.

!Disponivel em http://mundoestranho.abril.com.br/materia/e-possivel-viciar-um-dado
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