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RESUMO

ABBEG, Thiago Phelippe. EQUA(;OES ALGEBRICAS NO ENSINO MEDIO: HISTORIA,
RESOLUCAO NUMERICA E TECNOLOGIA EDUCACIONAL. 47 f. Dissertacdo — Pro-
grama de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade
Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2015.

O assunto Equagoes Algébricas € estudado na 3* Série do Ensino Médio. Basicamente, os estu-
dantes aprendem que, se a equacgdo possui solucdo racional entdo esta pertencerd a um conjunto
que pode ser estabelecido. No entanto, caso a equacdo possua alguma raiz irracional, nenhum
método € abordado. Além disso, pelo fato de os exemplos praticados serem todos de equagdes
com raizes racionais, muitos estudantes concluem o ciclo bésico acreditando que se pode re-
solver qualquer equacgdo utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini. Com objetivo de completar
esta lacuna deixada na formacgdo do estudante, o presente trabalho propde um recurso mais am-
plo para o estudo de Equacdes Algébricas, que combina trés ingredientes: visdo histérica do
tema, implementacao de um método numérico simples e eficaz (o da Bissecdo), e utilizacdo da
Tecnologia Educacional proporcionada pelo aplicativo GeoGebra.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Equagdes Algébricas, Método da Bissecao, GeoGebra.



ABSTRACT

ABBEG, Thiago Phelippe. ALGEBRAIC EQUATIONS IN SECONDARY EDUCATION:
HISTORY, NUMERICAL RESOLUTION AND EDUCATIONAL TECHNOLOGY. 47 f. Dis-
sertacdo — Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2015.

The Algebraic Equations subject are studied in the High School. Basically, the students learn
that, if the equation has rational solution then this will belong to a set that can be established.
However, if the equation has some irrational root, no method is approached. Furthermore, be-
cause the examples are all practiced with equation with rational roots, many students complete
the basic cycle believing that we can solve any equation using the algorithm of Briot-Ruffini. In
order to complete this gap left in the student’s formation, this work proposes a broader approach
to the study of Algebraic Equations, which combines three ingredients: historical overview of
the issue, implementing a simple and effective numerical method (of the Bisection) and use of
Educational Technology provided by GeoGebra.

Keywords: Teaching of Mathematics, Algebraic Equations, Method of Bisection, GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Os métodos numéricos ainda ndo conquistaram espaco de destaque na matemadtica
do Ensino Médio. Dos curriculos oficiais a pratica docente em sala de aula, existem varios
caminhos, sobre os quais os métodos se dispersam. O aprego exacerbado a exatidao, a difi-
culdade dos educandos de realizarem as operagdes, a propria cultura escolar desarticulada da
histéria da matematica, vém desagregar ainda mais os conteidos escolares, que por fim acabam
por preencher o espaco do ensino de matemética com contetidos gerais. Quanto ao ensino de
equagoes, atualmente, esse argumento fica enfraquecido, pois temos a disposi¢ao ferramentas
como calculadoras e computadores que facilitam o trabalho dos educadores. As resisténcias
mesmo perenes postas e a urgéncia das necessidades contemporaneas propdem e exigem novas

abordagens, outros métodos, sobre problemas antigos.

Cada docente é responsavel pela qualidade do ensino da Matematica e isto exige uma
preparacdo adequada de cada aula apresentada aos estudantes, com o intuito de acrescentar algo
a sua vida e ndo somente prepara-los para o vestibular. Tendo em vista esta responsabilidade e
trabalhando atualmente com a 3* Série do Ensino Médio, onde o assunto Equagdes Algébricas
¢ estudado, nota-se basicamente que os estudantes aprendem que, se a equacao possui solu¢cdo
racional entdo esta pertencerd a um conjunto que pode ser estabelecido. No entanto, caso a
equagdo possua alguma raiz irracional, nenhum método € abordado. Além disso, pelo fato de os
exemplos praticados serem todos de equacdes com raizes racionais, muitos estudantes concluem
o ciclo bésico acreditando que se pode resolver qualquer equagdo utilizando o algoritmo de
Briot-Ruffini.

Com objetivo de completar esta lacuna deixada na formacgao do estudante, o presente
trabalho propde aos docentes do ensino médio, especialmente aos da 3* Série, um recurso mais
amplo para o estudo de Equacoes Algébricas, que combina trés ingredientes: visao histdrica do
tema, implementacdo de um método numérico simples e eficaz (o da Bisse¢do), e utiliza¢do da

Tecnologia Educacional proporcionada pelo aplicativo GeoGebra.

Como dito em (CARNEIRO, 1999), pode-se utilizar desses preceitos, recursos e tec-
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nologias para desenvolver um ensino de matemdtica, uma nova matemdtica, que esteja mais

proxima da realidade instrumental dos educandos e professores.

Cita-se a calculadora, assim como a planilha eletronica, como ferramentas tecnologicas
ricas na decisdo de problemas, para superar as dificuldades cotidianas que abrangem os concei-
tos e métodos de equagdes. Deste modo, é importante imprimir sobre a educagao as perspectivas
de método para uso dessas ferramentas, aspectos que necessitam ser instigados. Atualmente,
temos a educacgdo bésica desenrolando-se por doze anos, sem que o educando consiga empregar
as funcdes bésicas de uma calculadora, nem aplicar equacdes numa planilha eletronica. Esta
educacao deve ser indagada, passar por um inquérito, tendo visto o avango cotidiano das tecno-

logias, necessitando revisitar e reconstruir maneiras de utilizar essas importantes ferramentas.

Mais que compreender o uso das tecnologias, cumpre indagar os caminhos histéricos
das equag0Oes, sua conjuncao no ensino brasileiro, o papel dos métodos numéricos (neste caso
particular o Método da Bissecdo), para culminar no uso das tecnologias para o ensino. Um
caminho a ser percorrido para compreender novas formas de utilizar as tecnologias no ensino

da matematica.
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2 BREVE VISAO HISTORICA DAS EQUACOES ALGEBRICAS

Ao estudar o campo da resolucao dos problemas matematicos, pode-se langar mao de
inimeros artificios, sendo comumente utilizado um retrocesso histérico, partindo das acepcoes
e descobertas que ora possuem uma origem incerta, uma disputa de criacdo, ou ora um instante

de genialidade semelhante a um duelo entre o possivel e o tangivel.

Partindo dos resquicios na histéria da matematica, passiveis de equivocos e caminhos
tortuosos, dado o estado das fontes historicas e seu preenchimento de lacunas ao longo do
proprio processo historico, podemos situar e compreender toda a problemaética posta na presente
dissertacdo. Incita-se que o uso de métodos e tecnologias para a resolucao de problemas advém
de longa data (VALENTE, 2007; ROQUE, 2008; GARBI, 2007). Neste processo de descoberta,
ha quase quatro mil e quinhentos anos, em uma cidade ao sul da Siria, uma civilizagdao chamada
Ebla principiou os primeiros vestigios de uma equag¢do numa pequena tdbua de barro redonda,
denominada atualmente de TM75G1693 (MARACCHIA, 2007), observada na Figura 1.

Figura 1: Tabua Ebla - Primeira Inscricao de Equacao (MARACCHIA, 2007).



12

Esta tabua torna-se um importante vestigio para elucidar o caminho da dlgebra, pois €
o primeiro registro de um mecanismo para a solu¢ao de problemas deste ramo da matematica.
A evidéncia em TM75 estabelece uma provavel sequéncia de equacdes a serem resolvidas, com
a compreensao de uma dada incognita. Em uma proposta, que supde uma resolu¢ao desconhe-
cida, nota-se a construcdo do conhecimento matemaético. Este que se fez presente e determinante
na histéria da humanidade, participe das revolugdes, mazelas, confrontos e disputas, articulador
e destruidor de sociedades. Utilizado na construcdo e na resolu¢cdo de problemas cada vez mais

complexos, postos a prova de homens de seu tempo.

Os egipcios demonstraram grande afinidade na resolu¢ao de problemas. Segundo
(TOSCANQO, 2012) e (GARBI, 2007), estao presentes entre os documentos historicos parti-
culares da matemadtica papiros egipcios de reconhecida importincia. Sao estes o Papiro de
Moscou (de aproximadamente 1850 a.C.) e o Papiro de Rhind (de aproximadamente 1650 a.C.)
que, além de fornecerem informacdes sobre a produg¢do da matemdtica egipcia, demonstram
de forma minuciosa e retdrica, sem a utilizacdo de simbolos para denominagdo da incognita, a
solucdo de véarios problemas envolvendo as dreas de aritmética, geometria e algebra, podendo

ser considerados os mais reconhecidos documentos matematicos de seu tempo.

Os matematicos egipcios construiram métodos de resolu¢do para esse tipo de equagao,
que veio a ser chamado de método da “falsa posi¢ao”, utilizando-se de conceitos de proporci-
onalidade (GARBI, 2007). Entretanto, nem os papiros egipcios nem as tdbuas Ebla revelam o
uso de simbolos algébricos. Os problemas e as resolugdes estdo descritas como redacdes € as

incdgnitas, como drea, comprimento e largura, sdo chamadas de “coisas”.

Entre diversos povos da antiguidade, os babilonios, os gregos e os proprios egipcios, ja
conheciam a resolucdo de problemas para encontrar dois numeros, conhecidos sua soma e seu

produto, que podem ser escritos como equacdes do segundo grau.

Em uma tdbua babilonica de autoria andnima, de aproximadamente 2.000 a.C., foi
encontrado um problema no qual se pede para determinar o lado de um quadrado, em que,
subtraida da drea a medida do préprio lado, resulta 870 (TOSCANO, 2012, p. 59). A resolutiva
desta tdbua aponta para uma receita, que equivale atualmente a féormula de resolucao de equagdo
do segundo grau ensinada a nossos alunos. Porém, ndao foram encontrados, nem em egipcios
nem nos babildonicos, qualquer mencdo as solucdes negativas, uma vez que nio existia esse
conceito (ROQUE, 2008; TOSCANO, 2012; LIVIO, 2008).

Segundo (ASSIS; OLIVEIRA, 2012), algumas dessas tdbuas ilustram como se resol-
viam equagdes algébricas de grau 2, pelo método de completar quadrados, e também como se

discutiam algumas equagdes algébricas de grau 3 e biquadradas. A existéncia de uma tdbua ba-
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bilonica com uma tabela dos valores dos quadrados e cubos dos niimeros inteiros de 1 a 30, além
dos valores de n* +n>, mostra alguns problemas que levam a equagdes da forma x> +x*> =b , e

que eram resolvidos utilizando a tibua de n* + n>.

Ao se resolver um problema do tipo: “Somei o volume e o dobro de uma superficie do
meu cubo e obtive como resultado 3136, encontre o comprimento do lado” (ASSIS; OLIVEIRA,
2012), a equagio equivalente a esse problema é x> + 2x?> = 3136 e sua resolucio, feita através
da Figura 2, d4 14.

n n? n? n?+n? n3 + 2n?
1 1 1 2 3
2 4 8 12 16
3 g 7 36 45
4 16 64 80 36
5 25 125 150 175
6 36 216 252 288
7 49 343 392 441
8 64 512 576 640
9 Bl 729 810 891
10 100 1000 1100 1200
11 121 1331 1452 1573
12 144 1728 1872 2016
13 169 2197 2366 2535
14 196 2744 2940 3136
15 225 3375 3600 3825
16 256 4096 4352 4608
17 289 4913 5202 5491
18 324 5832 6156 6480
19 361 65859 7220 7581
20 400 8000 8400 8800
2 a1 9261 5702 10143
22 484 10648 11132 11616
23 529 12167 12696 13225

Figura 2: Resolucao da equacao x% 4+ 2x? = 3136 (Adaptado de (ASSIS; OLIVEIRA, 2012)).

Na Grécia tivemos os avancos de Diofanto de Alexandria, que viveu em meados de
250 a.C., muitas vezes chamado pai da dlgebra, autor de uma colecao de 16 livros chamada de
Aritmética (TOSCANO, 2012). Muitos desses livros se perderam, porém os que ficaram trazem
a resolucdo de equagdes algébricas sem um apego geométrico, como muitos pensadores gregos
faziam na época. Diofanto também trabalhava com poténcias superiores a trés, que nao eram
consideradas por outros pensadores gregos, por nao terem aplicacdes geométricas. Diofanto

também utilizou abreviac¢des e simbolos algébricos.

Dentre os estudos persas sobre matemdtica podemos citar os trabalhos de al-Khwa-
rizmi, um dos principais matemdticos persas que viveu entre os séculos VI e VII. Um de seus

trabalhos, que traz um compilado de regras de resolucao clara e precisa de equagdes quadriticas,



14

influenciou durante muitos séculos a matemaética em toda a Pérsia e a Europa (TOSCANO,
2012; GARBI, 2007).

O proximo momento que estabeleceu grande fervor foi a Renascenga, que € um dos
termos empregados para identificar o momento da Historia entre a conclusdo do século XIII e
a metade do século XVII. Empregou-se esse termo em relacdo a semelhanca da descoberta e
valorizacdo da cultura da era Greco-Romana, que orientaram as transformacgdes desta época em

rumo de uma ideia do ser mais humanista e naturalista.

Nessa época, o desenvolvimento da matemadtica decorreu de assumir parte da respon-
sabilidade do progresso de toda ciéncia. No século XV, observa-se um grande acréscimo na
“fabrica¢do” de trabalhos no ramo da matematica. Alguns fatos histdricos foram de extrema
importancia para isso ocorrer: a queda de Constantinopla, que difundiu grande parte do co-
nhecimento até entdo, as grandes navegacodes e a invencao da imprensa, que permitiu que a

publicagdo de livros se tornasse muito mais facil e aumentasse a difusdo das obras.

No entanto, a matematica das faculdades era bem diferente, recheada de abstragdes,
tinha base na refinada geometria de Euclides e buscava a harmonia. Mas havia também a
preocupacdo com a matemadtica utilitdria com serventia ao exercicio das profissdes. Assim,
a proposta pedagogica das cidades italianas da época era dirigir os alunos para duas areas: a
das letras, como literatura e linguas, e a da escola de calculo, destinada a matematica para o
mercado (TOSCANO, 2012).

Naquela época os duelos matematicos eram conhecidos por estarem na moda. Eles
funcionavam da seguinte maneira: um estudioso mandava a outro diversas questdes e este,
desafiado, devia procurar resolvé-las em um certo tempo, mandar as resolucdes e propor suas

proprias questoes.

Estes duelos nao valiam apenas para prestigio, pois os vencedores ganhavam prémios

em dinheiro, novos alunos e aquisi¢ao de cadeiras em faculdades.

Muitos matematicos e também nao matematicos participaram de disputas intelectuais.
Entre eles, o famoso matematico Leonardo Fibonacci descreve em suas obras alguns problemas

enviados a ele por estudiosos de Palermo.

Um de nossos protagonistas que disputou duelos foi Nicolo Tartaglia que nasceu em
Bréscia, cidade ao norte da Itdlia, provavelmente no ano de 1499. Quando Nicolo tinha 13
anos de idade, sua cidade foi invadida por tropas francesas e, para se proteger, abrigou-se na
igreja junto com sua irma e sua mae. Porém, foram encontrados, e Nicolo foi ferido na cabeca.

Sua mae cuidou de suas feridas, que acabaram em cicatrizes. Por conta dos graves ferimentos,
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Nicolo passou a ter problemas na fala (gagueira), de onde provém seu apelido Tartaglia, que ele

acabou adotando como sobrenome.

Com relacao aos estudos, por volta de 5 ou 6 anos de idade foi mandado a uma escola
que o ensinou a ler e, por volta dos 14 anos, aprendeu a escrever. Como autodidata comegou a
se dedicar a estudos da matemadtica a partir dos 15 anos. Como diversos livros que compunham
as referéncias matematicas da época eram escritos em latim, Nicolo se viu obrigado a aprender

também este idioma.

Segundo (TOSCANO, 2012), entre 17 e 19 anos Tartaglia mudou-se para Verona e,
com 20 anos, casou-se com Domenica, uma mulher de 34 anos e com uma filha de 8 anos.
Passado algum tempo, o casal teve uma filha, que se chamou Margherita. Nicolo sustentava sua
familia atuando como professor de calculo, naquela época chamado professor de matematica

pratica.

A fama de Nicolo como professor de matemadtica, e a baixa remuneragao que rece-
bia, fazia com que ele atuasse como consultor de engenheiros, mercadores, arquitetos, que o

procuravam quando lhes faltava solucdo para uma questdo de matematica.

Em 1530, um duelo aguardava Nicolo. Um professor de matematica da Bréscia, Zu-
anne de Tonini da Coi, propds-lhe diversos problemas, como por exemplo: “Ache um niimero
que, multiplicado pela sua raiz mais 3, dé 5”. Nicolo compreendeu que os problemas de Zuanne
resultavam em uma equagao do terceiro grau, que até entdo nao possuia férmula geral para sua
solugdo, salvo em casos particulares, sendo que a possibilidade de sua existéncia havia sido

negada por alguns matemadticos ilustres da época. Nicolo comecou a meditar sobre o assunto.

Aos 35 anos Nicolo se mudou para Veneza e, trés anos depois, lecionava desde a geo-
metria de Euclides até balistica. Suas atividades e fama aumentaram, a ponto de ser desafiado
publicamente por Antonio Maria Fior, professor de matematica também em Veneza, para um

duelo.

Nicolo e Fior se propuseram cada um 30 questdes e, para cada problema nao resolvido,
o perdedor devia pagar a conta de um banquete em uma cantina. Nicolo resolveu todas as
trinta questdes de Fior em algumas horas, enquanto seu adversario niao apresentou solugdo para

nenhuma questao de Tartaglia.

O fato de Nicolo haver conseguido resolver as questdes propostas por Fior se deveu a
que estas levavam a equagdes ctibicas da forma x> + bx = ¢, cuja férmula resolutiva havia sido

deduzida por Nicolo pouco tempo antes.

Outro de nossos protagonistas na descoberta da féormula resolutiva da equacao do ter-
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ceiro grau € Gerolamo Cardano. Seu pai, Fazio, era um jurista e consultor de Leonardo da Vinci
quando este precisava de esclarecimentos sobre matematica. Fazio, quando ainda solteiro, co-
nheceu uma vidva, Chiara Micheri, e teve um filho, Gerolamo, que cresceu entre doengas e
pestes, que levaram seus irmaos e que quase também o levaram. Com muita frequéncia era
maltratado pelos seus pais. Comegou cedo a ter licdes de escrita e aritmética e aos 12 anos ja

estudara 6 livros dos Elementos de Euclides.

Aos 19 anos iniciou o curso de medicina na faculdade de Pavia. Além de ir muito
bem nos estudos, Gerolamo foi convidado a lecionar geometria, dialética e metafisica. Aos
22 anos mudou-se para Veneza e continuou seus estudos na Universidade de Padua e, com 23
anos, obteve o titulo de bacharel em medicina e filosofia. Um ano depois foi eleito decano dos
estudantes da Universidade de Padua, cargo que lhe deu grande influéncia. Todavia lhe faltava
dinheiro e, como ja gastara grande parte da heranca de seu pai, falecido hd um ano, Gerolamo

comecou a ganhar dinheiro com jogos de azar.

Com 30 anos Gerolamo mudou-se para Sacco, perto de Pddua, onde exercia medicina
e vivia uma vida tranquila. L& conheceu Lucia Bandareni, com a qual se casou e teve trés
filhos: Giovanni, Chiara e Aldo. Gerolamo também destinava seu tempo a estudos sobre magia,
horéscopo e adivinhag¢des (TOSCANO, 2012).

Com 31 anos, apds o casamento, Gerolamo mudou-se novamente para Mildo para
conseguir novos empregos. No inicio, teve dificuldades para conseguir trabalho. Comegou a
trabalhar apds encontrar um diplomata milanés, que lhe deu o emprego que era de seu pai, de
professor de Aritmética. Tempos depois obteve novamente emprego como médico, até chegar

a ser reitor do Colégio de Medicina de Milao.

Gerolamo publicava artigos em diversas areas, desde jogos de azar at€ matematica
pratica. Este ultimo tema lhe despertou mais interesse quando, ao receber o visitante Zuanne de
Tonini da Coi, ficou sabendo que em Veneza Nicolo havia descoberto uma férmula geral para a

resolucao de uma equacdo de terceiro grau.

ApOs vasta troca de cartas entre Gerolamo e Nicolo, onde Gerolamo solicitava que
Tartaglia revelasse sua maravilhosa descoberta, Nicolo cedeu aos apelos e, por meio de um

poema, indicou a Cardano como proceder:

“Quando o cubo somado com as coisas
Se iguala a algum nimero discreto
Encontra nele outros dois diferentes.

Depois verds, num procedimento usual,
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Que o produto deles é sempre igual

Ao terceiro cubo das coisas exato,

O residuo, entdo, geral

De suas raizes cubicas subtraidas

Serd o valor da tua coisa principal.

No segundo desses atos

Quando o cubo fica sozinho

Aplicards esses outros contratos,

Do ntimero fards duas partes, de modo

que, multiplicando uma pela outra, surja exato
O terceiro cubo das coisas em conjunto.
Delas, depois, com procedimento usual,
Somards as raizes cubicas

E esse total serd o resultado final.

A terceira dessas nossas contas

Resolve-se por meio da segunda, se olhares bem,
Porque por natureza sdo quase parentes.
Achei esses, e ndo com passos lerdos

Em mil quinhentos, quatro e trinta

Com fundamentos bem sélidos e robustos

Na cidade circundada pelo mar.” (TOSCANO, 2012, p.154)

Porém, mesmo assim, Gerolamo ndo conseguiu decifrar a férmula, precisando de mais
explicagdes. Desta forma, Nicolo lhe mostrou através de carta a resolucao de algumas equagdes
de terceiro grau. Nicolo talvez tenha feito isso pela influéncia politica que Gerolamo tinha com
o governador de Mildo. Entretanto, existia a promessa formal de Cardano de ndo divulgar a

férmula até que Nicolo a publicasse.

Contudo, Nicolo Tartaglia nao foi o primeiro a resolver equacdes do terceiro grau por
meio dos seus coeficientes. O bolonhés Scipione del Ferro ja havia descoberto a férmula al-
guns anos antes, porém a guardou em segredo para ser utilizada como vantagem em duelos,
repassando-a a apenas a seus aprendizes, como foi Fior. Quando descobriu isso, Gerolamo Car-

dano se considerou desligado da promessa feita a Tartaglia sobre a ndo publicacdo da férmula.

Com grande ajuda de seu discipulo Ferrari, Cardano publicou os resultados obtidos no

campo da Algebra em sua obra “Grande Arte”.

Na Figura 3, temos o trecho que Cardano cita a importancia da obra de Tartaglia para
a resolugdo destes problemas. Mesmo com os elogios de Cardano, Nicolo ficou indignado

com a quebra da promessa deste, e publicou, um ano depois, seu livro Quesitos et inventioni
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CarvrT XL
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Figura 3: Trecho de Ars Magna (CARDANO, 1545).

diverse (Figura 4), que pode ser traduzido como Questdes e invengoes diversas. Neste livro,
ao tratar das questdes propostas por Fior, Tartaglia relata a promessa quebrada por Cardano, de
nao publicar antes dele a sua descoberta. Este fato provocou forte reagdo de Ferrari, discipulo
de Cardano.
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Figura 4: Trecho de Quesitos et inventioni diverse (TARTAGLIA, 1554).

Uma vasta troca de folhetos entre Ferrari e Tartaglia continuou com regularidade de ju-
nho a outubro de 1547. Tartaglia tentava demonstrar a desonra de Cardano por nao ter cumprido
o juramento. Por outro lado, Ludovico Ferrari mantinha a sua posi¢ao de que o livro de Tarta-
glia ndo continha os fatos corretos, que estavam distorcidos. Depois de seis folhetos de Ferrari e

outros tantos de Tartaglia, o desfecho desse embate ocorreu em Mildo, na igreja de Santa Maria
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do Jardim. Muitas pessoas foram assistir ao duelo, dentre elas grandes personalidades de Mildo.

Cardano nao compareceu a esse duelo, deixando-o a cargo de seu discipulo Ludovico
Ferrari. Por ndo se ter um registro oficial do encontro, ndo se sabe ao certo o que realmente
ocorreu no duelo. Sabe-se que, no segundo dia, Tartaglia se retirou do evento alegando que o

publico ali presente ndo o deixara falar.

Provavelmente devido as repercussdes do embate, Ferrari recebeu diversas propostas
de emprego, desde uma catedra em Roma até um convite para servir o imperador Carlos V como
professor de seu filho. Oito anos depois, por problemas de saide, mudou-se para Bolonha, onde
foi morar com sua irma. Em 1564 foi chamado para uma catedra do liceu local. Morreu jovem,

aos 40 anos, provavelmente envenenado por sua irma (TOSCANO, 2012, p. 228).

Por sua vez, Nicolo Tartaglia perdeu o emprego de docente na Bréscia e voltou a
seu emprego de professor de cdlculo em Veneza. Em sua vida venceu muitos duelos ma-
temadticos, entretanto o ultimo foi mortal. Tartaglia publicou parte de seu livro o “Tratado
Geral de Numeros e Medidas” em 1556, e morreu em 13 de dezembro de 1557, na solidao e na

miséria, deixando outras quatro partes desta obra para publicacdo pdstuma.

O seu ualtimo livro, o Tratado Geral, é uma grande enciclopédia de matemética, que
teve grande difusdo apds a morte do autor. Nesta obra encontra-se a famosa tabela que na Italia
recebe o nome de “tridngulo de Tartaglia”, e que em quase todo o mundo € conhecida com

“triangulo de Pascal”.

Gerolamo Cardano aproveitou-se de conhecimentos de outros e, gracas a isso, publicou
diversos livros sobre quase todos os assuntos de sua época. Sua competéncia no exercicio da
medicina era reconhecida, pois recebeu até propostas para ser médico de reis e Papas. Apesar
de toda essa gloria, em 1560 teve o infortdnio de ver seu primeiro filho ser condenado a morte
por haver envenenado a esposa. Por causa dos boatos, Cardano se mudou para Bolonha, onde
obteve a cdtedra de medicina local. Passou por mais desgragas, quando denunciou seu filho

mais novo por roubo de dinheiro e joias.

Cardano foi preso por heresia, condenacdo aplicada pela Inquisicao. Nao se tem co-
nhecimento das acusacdes, mas pode-se supor que foi por obras como “o Hordscopo de Jesus”
ou “um Elogio a Nero”. Depois de solto, foi proibido de publicar livros. Dois anos depois
mudou-se para Roma e se aposentou, levando uma vida retirada e dedicando-se a sua autobi-
ografia. A morte o levou em 20 de setembro de 1576, trés anos depois da data que ele havia

previsto para sua propria morte (5 de dezembro de 1573).

Para conseguirmos ir além das equacdes de grau quatro, a busca inicia com Paolo
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Ruffini, também médico e matematico, nascido em Valentano, Italia, no dia 22 de setembro de
1765. Paolo realizou seus estudos de matematica e medicina na Universidade de Modena, onde
recebeu o grau de doutor (LIVIO, 2008).

Com 23 anos, Paolo foi escolhido como professor de andlise. No ano de 1791, chegou
a citedra de matemadtica elementar. Entretanto, ndo deixou de lado a dedicacdo pelo estudo e

pela pratica da medicina.

Em 1802, Ruffini recebeu medalha de ouro por sua dissertacdo, cujo tema era um
método de aproximagdo das raizes de equagdes. ApOs alguns anos, Paolo Ruffini rejeitou a
catedra de matemadtica em Pdvia, pois ndo queria abandonar sua pratica como médico. Porém,
em 1806, aceitou uma cadeira de matematica na escola militar recém criada. Oito anos depois,
Francisco IV de Mddena escolheu Paolo como reitor e também como professor de medicina e

matematica.

Em 1813, Ruffini demonstrou a impossibilidade de resolver algebricamente uma e-
quacgdo de quinto grau completa, sobre a qual escreveu vdrios livros, e também demonstrou a

impossibilidade da quadratura do circulo.

Outro matematico que realizou grande contribui¢do no campo das equagdes algébricas
foi Niels Henrik Abel, noruegués, nascido em 5 de agosto de 1802. Sua contribui¢do de maior
importancia foi a primeira prova rigorosa de que nao € possivel resolver uma equacao de quinto
grau completa em fungdo de seus coeficientes, problema que desde Ferrari ndo havia sido re-

solvido.

O pai de Niels Henrik Abel era pastor e tinha formacao em teologia e filosofia. Abel e
seus irmaos ndo frequentaram a escola regular, porém seu pai passava a eles li¢cdes de letras e

matematica.

Com 13 anos de idade, Abel entrou na Escola Catedral e seu irmao mais velho entrou
um ano apods. Eles repartiam o mesmo dormitério e tiveram algumas aulas juntos. Entretanto, o
professor, Bernt Michael Holmboe, viu a propensdo de Niels Abel para estudos na matemaética e
comegou a incentivar Niels a se dedicar cada vez mais, dando-lhe apoio inclusive em encontros

depois das aulas.

Segundo (LIVIO, 2008), com 19 anos Abel entrou na universidade, ja sendo um
notavel matemdtico e de destaque na Noruega. Seu professor ndo tinha mais nada que sou-
besse ensinar a Niels. Nisso, Abel iniciou um estudo das equacdo do quinto grau. Abel inicial-
mente pensou que havia encontrado a solugdo para a equacao do quinto grau em fungio de seus

coeficientes, porém ele mesmo descobriu um erro em seu desenvolvimento.
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Abel demonstrou que ndo existe uma regra geral para determinar a solu¢do de uma
equacgdo de grau superior a quatro e, para isso, desenvolveu a teoria de grupos de forma inde-

pendente de Galois.

Depois de uma viagem de estudos e visitas a matematicos da Alemanha e da Franca,
Abel publicou seu primeiro trabalho notdvel em 1824, “Memoria sobre equacdes algébricas”,

onde a impossibilidade de resolver a equacdo geral do quinto grau € comprovada.
Abel contraiu tuberculose e faleceu no dia seis de abril de 1829.

O interesse de Evariste Galois pela politica partiu de seu pai, Nicolas Gabriel Galois,
que acabou sendo prefeito de Bourg-la-Reine, uma comunidade ao sul de Paris. Nicolas Gabriel
tinha prestigio por ser erudito e cortés, sendo venerado pela pequena populagdo da comunidade

que era prefeito.

Aos dezesseis anos Galois iniciou estudos em um curso especifico de matematica e,
por sua grande genialidade, seus conhecimentos matematicos imediatamente excederam aos
dos seus professores. Assim, tornou-se autodidata, estudando livros escritos pelos maiores
matematicos daquele periodo, e absorvendo conceitos mais modernos. Com dezessete anos,
escreveu e publicou um pequeno artigo nos Annales de Gergonne, primeira revista de grande

importancia em matematica.

De génio impulsivo e ousado, Galois adquiriu a antipatia dos seus professores e de seus
colegas e, quando tentou admissao para a Ecole Polytechnique, o mais conceituado colégio da
Franca, seus modos grosseiros e a caréncia de esclarecimentos no teste oral fizeram com que

sua admissao fosse negada.

Nao se deixando abater por suas reprovacdes, Galois permaneceu confiando em seu
talento para a matematica. Assim, continuou suas investigacoes com empenho na procura das

raizes de determinadas equacdes, como as equagdes do quarto e do quinto graus.

Cauchy ficou admirado com o trabalho de Galois, e o indicou para participar de uma
competi¢do da Academia. O trabalho de Galois ndo proporcionava a solucdo para as equagoes
de grau cinco, porém dava uma nocao formidavel que até diversos matematicos, inclusive Cau-
chy, avaliavam-no como o possivel vitorioso. No entanto, para surpresa de todos, o trabalho ndo
recebeu o prémio porque ndo havia sido oficialmente inscrito. Fourier, que ficara responsdvel
de receber os trabalhos, morrera algumas semanas antes da deliberagdo dos juizes. O trabalho
jamais foi achado e a injustica foi historiada por um jornalista. O prémio foi concedido a Abel

e a Jacobi.

Evariste Galois considerava que seu trabalho fora extraviado de propésito, por questdes



22

politicas da Academia. No ano seguinte, outro trabalho foi rejeitado, sob alegacdo de que o
desenvolvimento ndo era claro o suficiente para ser avaliado com precisao. Galois concluiu
entio que existia uma conspiragio para ndo inclui-lo na Academia de Matemética. Evariste
passou, entdo, a dar menos importancia aos seus trabalhos matematicos, e a se dedicar mais a
luta pela causa republicana (LIVIO, 2008).

Nessa época, Evariste estudava na Ecole Normale Supérieure, e cada vez se tornava
mais critico politico do que matematico. Na revolugdo de 1830, quando Carlos X escapou da
Franga e revoltas politicas agitavam as ruas de Paris, Evariste foi trancado, como os demais
alunos, em seus quartos, para que eles nao pudessem lutar. Seu fervor aumentou quando a
revolta dos republicanos terminou em derrota. Depois desse evento Evariste foi expulso da

escola, pois escreveu uma carta com tom satirico, fazendo acusacoes ao diretor do colégio.

Segundo (LIVIO, 2008), Evariste se tornou republicano ferrenho, chegando a ser preso
e enviado ao presidio de Sainte-Pélagie por quase um més, sob acusacido de ameaga a vida do
rei. Foi absolvido em seu julgamento, pois a ameaca havia sido feita em um banquete agitado e

ninguém foi capaz de fazer uma acusacgao direta.

Um més depois, Galois foi novamente levado a prisdo com uma sentencga de seis me-
ses. Percebendo um retraimento dos seus amigos e de sua familia, juntamente com a frequente
rejeicdo de seus trabalhos sobre matematica, Evariste entrou em depressao e, unindo-se a be-

bida, chegou a tentar o suicidio.

O que aconteceu nas semanas seguintes esta relacionado a Stéphanie Félice Poterinedu,

uma moga que estava comprometida com Pescheux d’Herbinville e tinha um caso com Evariste.

Apos descobrir que Stéphanie era infiel, Pescheux desafiou Evariste para um duelo
real ao inicio do dia. Como Evariste tinha conhecimento sobre a habilidade com armas de seu

desafiante, resolveu, na noite que antecedeu ao duelo, escrever aos seus amigos:

Eu peco aos patriotas, meus amigos, que ndo me censurem por morrer por outro mo-
tivo que ndo pelo meu pais. Eu morri vitima de uma infame namoradeira e dos dois
idiotas que ela envolveu. Minha vida termina em consequéncia de uma miserdvel
calinia. Ah! Por que tenho que morrer por uma coisa tao insignificante e desprezivel?
Eu peco aos céus que testemunhem que foi apenas pela forga e a coagdo que eu cedi a
provocacio que tentei evitar por todos os meios (LIVIO, 2008).

Evariste trabalhou durante toda sua dltima noite em vida, no teorema que explicaria
a impossibilidade de resolver equagdes de grau cinco. Este trabalho era um apanhado dos

trabalhos enviados a Cauchy e Fourier. Ao final Evariste escreveu uma carta com explicacdes
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a Auguste Chevalier, que era seu amigo, com pedidos que aquele trabalho fosse enviado aos

grandes matematicos da época.

Meu Querido Amigo: Eu fiz algumas novas descobertas em andlise. A primeira se
refere a teoria das equacdes do quinto grau e as outras, a funcdes integrais. Na teoria
das equacgdes eu pesquisei as condicdes para a solucdo de equagdes por radicais. Isto
me deu a oportunidade de aprofundar esta teoria e descrever todas as transformagdes
possiveis em uma equagido, mesmo que ela ndo seja resolvida pelos radicais. Esta tudo
aqui nesses trés artigos... Em minha vida eu frequentemente me atrevi a apresentar
ideias sobre as quais ndo tinha certeza. Mas tudo que escrevi aqui estava claro em
minha mente durante um ano e nao seria do meu interesse deixar suspeitas de que
anunciei um teorema dos quais ndo tenho a demonstragdo completa. Faca um pedido
publico a Carl Gustav Jakob Jacobi ou Gauss para que déem suas opinides, ndo pela
verdade mas devido a importancia desses teoremas. Afinal, eu espero que alguns
homens achem valioso analisar esta confusdo. Um abrago caloroso (LIVIO, 2008).

Nagquela quarta-feira, 30 de maio de 1832, Evariste estava sozinho quando foi baleado
no estdmago. Seu irméo apenas chegou horas depois do ocorrido e, mesmo levando Evariste ao

hospital, j4 era tarde demais. Evariste Galois faleceu no dia seguinte.

As contribuicdes de Galois para a matematica foram publicadas na integra na edig¢ao
de outubro-novembro de 1846 do Jornal de Mathématiques Pures et Appliquées. Seu mais
famoso resultado foi que a equag@o de grau cinco ndo pode ser resolvida por radicais. Ainda
que Abel tenha demonstrado a impossibilidade de solu¢do por radicais em 1824, e Ruffini em
1799 (contendo falhas), os métodos de Galois levaram a pesquisas aprofundadas no que hoje é
chamado de Teoria de Galois (LIVIO, 2008). Recomendamos a referéncia (SILVA, 1984) para

outros interessantes elementos sobre a vida de Galois.
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3 SOLUCOES DE EQUACOES POR MEIO DE SEUS COEFICIENTES

A equagdo geral de grau 1 tem a forma ax+ b = 0 e resolve-se facilmente, com

operagdes algébricas, obtendo-se que x = —b/a.

A equagcio algébrica do segundo grau da forma ax? + bx + ¢ = 0 resolve-se da seguinte

maneira: Multiplicamos cada lado da igualdade por 4a, e obtemos
4a®x* + 4abx +4ac = 0.
Agora, somando b* em cada lado tem-se
4a’x* 4 dabx + b* + 4ac = b.

Fatorando o quadrado perfeito tem-se

(2ax +b)? + 4ac = b*.
Isolando (2ax + b)?, chega-se a

(2ax+b)? = b* — 4ac
e, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, encontra-se

2ax+b = ++/b? —4ac.

Finalmente,
B —b+ Vb2 —4ac
- 2a '

X

Outra maneira de interpretar a equacdo do segundo grau é encontrar dois ndimeros

conhecidos sua soma e seu produto, isto €, encontrar x e y tais que:

x +y =S
x .y =P



25

Esse sistema equivale a x> — Sx+ P = 0, que tem como solugo

S+VS*—4p
X=——
2

 S—/ST—4P

Y 2

Existem diferentes formas de demonstrar a férmula de resolucdo de uma equacgdo de
grau 3 (BASTOS, 1980) (JUNIOR, 2013) (QUEIROZ, 2013) (SANTOS, 2013) (SCHUVAAB,
2013).

Iniciamos a resolu¢@o da equacao do terceiro grau fazendo uma mudanga de varidvel.

A partir da forma geral ax> + bx* + cx+d = 0, fazendo x = m+ n, a nova equagio fica
a(m+n)> +b(m+n)*+c(m+n)+d =0,
3 2 2,3 2 2 _
a(m’+3mn+3mn”+n’)+b(m”+2mn+n°)+c(m+n)+d =0,
am’® + 3am®n + 3amn® + an® + bm® + 2bmn+bn®> + cm+cn+d = 0,
am® +m?(3an+b) +m(3an* + 2bn+c) + (n*a+bn* +cn+d) = 0.
Para eliminar o termo que possui m?, faz-se 3an+b = 0, ou seja, n = —b/3a, chegando

a uma equacio da forma m> + pm + g = 0. Resolvendo esta equacdo em m, encontra-se o valor

dex,que éx=m+n=m—>/3a.

Portanto, basta resolver uma equagio do tipo m> + pm+¢q = 0. Para isto, consideremos

que m é da forma m = A + B. Logo,
m> = (A+B)3 = A3 +3A4B+3AB> + B> = A3+ B> + 3AB(A+B),
m® = A3+ B® + 3ABm,
m> —3ABm — (A>+B%) = 0.

Assim, p = —3AB e g = — (A% + B?) e, portanto,
A+ B = —q
r
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Podemos interpretar estas igualdades como conhecidos a soma e o produto de dois nimeros, A3

AR — _
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e B3, que tem como solucio

oo 0t V@ +4(5)°
N 2
q*+4(%)
2

B3 —q— / 2+4 3

Como m = A+ B, tem-se

3| —q+ /@ +4(5)° 3] —qg— /@ +4(5)

"= 2 + 2 :

Esta féormula, que foi a mais importante descoberta matematica do século XVI, apa-

rentemente apresenta apenas uma raiz. Ocorre que existem trés nimeros complexos cujo cubo
da

=2 @)
2+ 2 + 3

(digamos, A1, As, A3) e outros trés cujo cubo da

—q g\2  [/p\3
B33 +6)
(digamos, By, B, B3). Como o produto de qualquer par A;B; que compde uma solugao € tal que
AiBj=AB = _Tp, deduzimos que a férmula fornece, realmente, as trés raizes da equacao m3 +
pm+q = 0, pois, escolhido i, o j fica automaticamente determinado. Uma vez que a equacao
em m esteja resolvida, as raizes da equagdo original em x sdo obtidas a partir da mudanca
x=m—>b/3a.

Para a equagio de quarto grau que tem forma geral ay* + by’ 4 cy?> +dy+e = 0, Ferrari
descreve o método que deve ser seguido. Primeiro, utiliza-se a mudanca de varidvel y = x — %
para encontrar uma equagio x* + px?> 4+ gx+r = 0, sem o termo x>. Agora, a ideia é reagrupar os
termos de modo a escrever dois quadrados perfeitos, isto, é devemos encontrar & e 3 de forma

que



27

Hp+gx+r = 0,
x4—|—px2+r = —qgx,
4 2 2 _ 2
X+pxtr+ax*+p = —gx+ax”+p,
HH(pra)+(r4+B) = ax’®—gx+B.

Para que cada trindmio seja quadrado perfeito, cada discriminante deve ser igual a zero, isto &,

deve satisfazer o sistema

(p+a)? — 4r+B) = 0
7 — 4aBf = 0.

Isolando B na segunda equag@o e substituindo na primeira, temos

2 7
o) —4 — | =0.
(p+a) (r + 1o )
Reagrupando os termos tem-se a equagao cubica em «,

o +2pa® + (p* —4r)a—¢* = 0.

Como a solucdo desta equagdo cubica ji € conhecida, podemos encontrar o valor de &

e em seguida o valor de 3. Porém, podemos também fazer da seguinte maneira, escrevendo a

(#+25%) = [vab-2)I"

(04
2P wva(y- oL,

forma fatorada

2 200
2 pt+ao q 2 pt+o q
x \/_x—i—( 5 —|—2\/a) e x+\/_x+< 5 2\/5>

Assim sendo, cada uma dessas equagdes fornece duas raizes da equacao de quarto grau
reduzida. Para encontrar a soluciio da equagio ay* + by’ +cy> +dy + e = 0, voltamos para a

varidvel x com x =y — %.

Esse processo nos mostra que € possivel encontrar as solucdes de uma equacao algébrica

de grau 4 utilizando apenas operagdes algébricas.

Agora, retornamos as equacgdes cubicas para mais consideracdes. Primeiro, como

ilustracdo, vamos aplicar a férmula & equacio x> +3x—10=0'. Posto que p =3 e ¢ = —10,

'Em carta enviada a Tartaglia no dia 9 de abril de 1539, Cardano pediu-lhe que resolvesse explicitamente esta
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primeiramente calculamos A = (_710)2 + (%)3 =26. Assim,

x:\3/5—|—\/%+</5—\/%.

Observamos que se A = (%)2 + (%) 3 for um niimero negativo, a aplicacao da férmula
exige conhecimentos de Nimeros Complexos. Retrocedendo a época de sua descoberta, pode-
mos dizer que, realmente, o caso A < 0 foi o embrido dos posteriores estudos que conduziram ao
desenvolvimento dos Numeros Complexos (GARBI, 2007). Portanto, seria natural que, tanto
Cardano quanto Tartaglia ndo soubessem lidar com esta situacdo, o que pode ser evidenciado a
partir de correspondéncias trocadas por eles, e que vale a pena aqui reproduzir. Em carta datada

de 4 de agosto de 1539, Cardano assim escreveu para Tartaglia:

Escrevo para dizer-lhe que estou bem e que lhe escrevi muitas outras cartas, as quais,
porém, o senhor ndo se dignou responder [...] ainda mais que lhe pedi a solucdo
de diversos quesitos que ficaram sem resposta, e um deles € o quesito de cubo igual
a coisas e nimero [x> = px+¢]. E verdade que eu entendi a regra, mas quando o
cubo da terceira parte das coisas [(p/ 3)3] excede o quadrado da metade do niimero
[(g/2)?], entdo nio posso colocar depois deles a equagdo, como aparece. Portanto,
me agradaria muito se o senhor resolvesse essa equacdo: um cubo igual a nove coisas
mais dez [x> = 9x+ 10]. Realmente, o senhor me faria um favor enorme (TOSCANO,
2012, p. 172).

Nao querendo admitir seu desconhecimento sobre a questao, Tartaglia respondeu para

Cardano da seguinte forma:

Senhor Hier6nimo [Gerolamo], recebi a sua carta, na qual me escreve que entendeu
o capitulo de cubo igual a coisas e niimero [x> = px + ¢], mas que o cubo da terceira
parte das coisas [(p/3)?] excede o quadrado da metade do nimero [(g/2)?], e assim,
ndo pode continuar a equagao, e que, por essa razao, me pede que lhe mande resolvido
esse capitulo de um cubo igual a nove coisas mais dez [x> = 9x+ 10]. E, portando,
respondo-lhe e digo que ndo pegou o caminho correto para resolver esse capitulo; ao
contrério, pegou um caminho totalmente errado (TOSCANO, 2012, p. 173 e 174).

Analogamente ao que ocorre com a equacao algébrica do segundo grau, dependendo
do sinal do discriminante A teremos distintas possibilidades para as raizes. De fato, pode-se

mostrar que (LIMA, 1987):

1. Se A > 0, a equagdo tem uma raiz real e duas complexas conjugadas;

equacdo, pois o mesmo ainda ndo havia conseguido decifrar a férmula que Tartaglia lhe havia passado na forma
de versos. Tartaglia respondeu a carta em 23 de abril de 1539, resolvendo também, adicionalmente, a equacio
x* +x—10 =0 (TOSCANO, 2012, p. 158).
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2. Se A =0, a equagdo tem trés raizes reais, sendo uma delas repetida;

3. Se A <0, a equagdo tem trés raizes reais e distintas.

A seguir, ilustraremos os trés casos anteriores, utilizando figuras construidas no (GE-
OGEBRA, 2014). Na Figura 5, movendo os controles para alterar os valores de p e de g,
de tal forma que o discriminante A se mantenha positivo, vemos que a funcido polinomial
flx) = x>+ px+ ¢ (Janela de Algebra) intersecta o eixo x sempre em um Unico ponto (A,
na Janela de Visualizacio), o que significa que a equacio x> 4 px + ¢ = 0 possui apenas uma

raiz real.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

B KR o) =) PN = e

» Janela de Visualizagéo %| | = Janela de Algebra
EE-~
= Fungio
— 2 3 @ f(x) = %+ 0.66 x — 0.6
A_(qlz) +(pl3) 4] = Nimero
. ..... 2 p=0566
=066 .

- | O A=0.10065

=l Ponto

@ A=(0.59305,0)
w2 Bindefinido
) Cindefinido

[Eivav

Figura 5: Caso A > 0.

Na Figura 6, movendo os controles deslizantes de p e de ¢, até conseguir que o discri-
minante A fique nulo, vemos que a funcio polinomial f(x) = x> 4 px + ¢ (Janela de Algebra)
intersecta o eixo x sempre em dois pontos (A e B = C, na Janela de Visualizacao), sendo que em

A existe uma raiz simples e em B = C a raiz é dupla, pois a curva tangencia o eixo x.

Finalmente, na Figura 7, alterando os valores de p e ¢ de tal forma que o discriminante
A se mantenha negativo, vemos que a fungio polinomial f(x) = x> 4 px 4 ¢ (Janela de Algebra)
intersecta o eixo x sempre em trés pontos (A, B e C na Janela de Visualizacdo), o que significa

que a equagio x> + px + ¢ = 0 possui trés raizes reais distintas.
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I

» Janela de Visualizagdo

A=(q/2y+(p/3)?

Av /v ’:;v bv ®v Qv &v Nv ABCV _a:i—

(33

Figura 6: Caso A =0.

» Janela de Algebra
= Fungdo
@ fx) = x*—3x+2
= Nimero
-@ p=-3
-@ g=2
-0 A=0
Fonto
-@ A={(-2,0)
-@ B={1,0)
) Cindefinido
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» Janela de Visualizagdo

A=(q/2y+(p/3)°

54

44

p=-1.25

34

;-0.15 2]

14

A LN <

% 5 & 5 & iy 3

Figura 7: Caso A < 0.

» Janela de Algebra

= Funcio

@ f(x) = x®— L.25x — 0.15
= Nimero

4 q=-015
A=-0.06671

= Ponto

@ A=(-1.05236,0)
9 B=(-0.12143,0)
@ C=(1.17379,0)

30
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4 HISTORIA DO ENSINO DE EQUACOES ALGEBRICAS NO BRASIL

Ap06s abordar os caminhos da adlgebra, dos seus primordios arqueoldgicos até as bases
modernas e contemporaneas, torna-se vital situar o campo do ensino de dlgebra, sendo essencial
nesse capitulo evidenciar, mesmo de modo sucinto e pontual, uma descri¢ao de como transcor-
reu o ensino das equacdes algébricas no Brasil, concluindo pelas veredas de como atualmente
¢ abordado o tema na educacdo bésica. Utiliza-se para isto informagdes pertinentes a manu-
ais didaticos, apostilamentos, paradigmas curriculares, enquanto engrenagens essenciais para

execug¢ao do ensino.

Desta forma, concebe-se que os primeiros livros didaticos de matemadtica do Brasil
datam de 1744. Servem ao ensino militar, sendo obrigatério aos oficiais serem aprovados na
Aula de Artilharia e Fortificagdes. E nesse curso € estruturado um tratado de algebra. Neste livro
o tratamento das equacdes € realizado como, por exemplo, a regra de trés, que era trabalhada da
seguinte forma: “multiplica-se o segundo pelo 3° produto e se divide pelo primeiro; o quociente
€ o quarto termo buscado” (VALENTE, 2007, p. 53).

Assim, o estudo das Equacdes Algébricas no Brasil comegou com o curso da Acade-
mia Real dos Guardas-Marinhas, que veio junto com a corte portuguesa em 1808 (VALENTE,
2007). No segundo ano de estudos iniciavam-se os principios da algebra até as equacdes do se-
gundo grau, incluindo suas aplica¢des, juntamente com no¢des preliminares sobre a passagem

da aritmética para a dlgebra das equagdes.

Cerca de 1830, comecaram a surgir os primeiros livros didaticos no Brasil. Segundo
(VALENTE, 2007, p. 125), o livro de Aritmética de Oliveira, que teve edi¢cdes em 1842 e
em 1863, tinha como objetivo ser utilizado desde o ensino primario até o secundario, tendo o
autor agregado os elementos de dlgebra por assuntos: teoria dos logaritmos, progressdes e suas
propriedades, resolugdes das equacdes de 1° e 2° graus, formulas de juros simples e compostos.
E é durante o século 18 que, pela 1® vez, o estudo de Algebra é introduzido no ensino secunddrio

brasileiro.

Este livro fora utilizado no plano de estudos do antigo Colégio Dom Pedro II, do Rio de



32

Janeiro, que no periodo imperial servia de referéncia para outros ginésios e colégios brasileiros,

sendo normativo para emissao e validacao dos certificados (VALENTE, 2007, p. 132).

Cerca de 1880, varios livros didaticos, de diferentes autores, traziam o programa do
colégio Dom Pedro II, e estes sempre se limitavam ao ensino de equacdes do segundo grau.
Alguns anos depois, cerca de 1910, um livro de dlgebra adotado por exames preparatdrios para
a escola naval era “uma traducdo fiel e completa do original em franc€s e trata dos seguintes
temas: cdlculo algébrico, equagdes do 1° grau, equagdes do 2° grau, progressoes, logaritmos,
juros, ..., representacdo grafica de equagdes do 1° e 2° graus, ..., € no¢des sobre séries” (VA-
LENTE, 2007, p. 187).

O advento da educacg@o nova no Brasil, com inlimeras inovacdes pedagdgicas advindas
das bases cientificas e tecnoldgicas, as alteracdes curriculares das reformas estaduais de ensino
e das reformas nacionais - passando pela Reforma Francisco Campos (1931) e pela Reforma
Capanema (1938-46), que culminaram na promulgacao da primeira Lei de Diretrizes e Bases
da Educacgao Nacional (Lei n® 4.024/1961) - pouco ou quase nada interferiu nos contetidos ensi-
nados tanto na disciplina de matematica quanto nas acepgdes acerca da dlgebra (ROMANELLI,
1982).

A partir da década de 60, inicia-se e intensifica-se o Movimento da Matematica Mo-
derna, enquanto ensino predominantemente mecanico de cardter reprodutivo, sem clareza de
seus processos, urgéncias e utilidades. Esse movimento apostava na introducdo de elementos
unificadores dos campos da Matemética, como a teoria dos conjuntos e as estruturas algébricas
(GIL, 2008).

Ap6s a implantacdo da Matematica Moderna e seu declinio, os educadores movimen-
taram-se para recuperar o ensino da Geometria, e a Algebra acabou perdendo o seu lugar de des-
taque, que havia adquirido com o Movimento da Matematica Moderna, através dos elementos
unificadores, indicando uma tendéncia da Geometria ocupar este lugar. Com estas novas pro-
postas, a Algebra pareceu retornar ao papel exercido anteriormente, conforme o citado abaixo
(GIL, 2008):

Mas se, por um lado, na proposta da CENP (Coordenadoria de Estudos e Normas Pe-
dagdgicas) a Geometria passa a dar sustentagdo a metodologia do ensino da Aritmética
e da Algebra, por outro lado, o préprio ensino de Algebra ndo apenas perde aquelas
caracteristicas que a Matematica Moderna lhe havia atribuido como também parece
retomar - sem, € claro, aquelas regras e aqueles excessos injustificiveis do algebrismo
- o papel que ele desempenhava no curriculo tradicional, qual seja o de um estudo
introdutodrio - descontextualizado e estdtico - necessdrio a resolu¢do de problemas e
equacdes (MIORIM et al., 2003).
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Atualmente o estudo das equagdes € iniciado aos educandos no Ensino Fundamental
I (1° ao 5° anos), quando € proposta atividades do tipo “Qual nimero somado com seis resulta
em nove?”, e geralmente ja é introduzida a ideia de inc6gnita, como proposto na atividade

“Adivinhe a carta escondida” de (MINISTERIO DA EDUCACAO E DO DESPORTO, 2008).

Esta atividade faz uso de cartdes com ndmeros, distribuidos entre dois alunos, A e B.
Em turnos, o aluno A abre um cartdao na mesa e olha a carta seguinte do seu monte, sem mostra-
la a seu colega, o aluno B. Entdo, A anuncia o resultado da adi¢do do valor das duas cartas, a
que esta visivel e a que estd virada para baixo, para seu colega B, que deve, entdo, descobrir o

valor da carta escondida.

Se A enunciar errado o resultado da adicdo que realizou, ele impediu, com seu erro,
que B acertasse qual o nimero do cartdao escondido. Neste caso, ele perde os cartdes para o

colega B, que os guarda em um monte separado.
Se A enunciar corretamente o resultado, podem acontecer duas situacoes:

(a) B errar a resposta. Neste caso, o colega A, que propds a adivinhag@o, ganha os

cartoes, ou

(b) B descobre corretamente o valor do cartdo escondido. Neste caso, ele ganha os dois

cartoes.
Ganha o jogo o aluno que obtiver, ao final, 0 maior nimero de cartdes.

Notoriamente, esta atividade desenvolve a nocao de equacdo ja nas séries iniciais. As-
sim: “Qualquer problema que possa ser solucionado através dos nimeros certamente serd tra-

tado, direta ou indiretamente, por meio de equacdes” (GARBI, 2007).

Ao entrar no Ensino Fundamental II (6° ao 9° ano), o aluno se depara com intimeras
equagoes aplicadas em diversas areas. Por exemplo, explora-se em geometria que a soma do

angulos internos de um triangulo é 180°.

Atualmente, os contetidos relacionados as Equacgdes Algébricas sdo tratados na 3*
Série do Ensino Médio, logo apds o estudo dos Numeros Complexos. Os principais resulta-

dos (IEZZI, 2005) apresentados aos estudantes sdo enunciados a seguir:

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polindbmio P de grau n > 1 admite ao me-

nos uma raiz, real ou complexa.

Teorema das Raizes Complexas: Se uma equagao algébrica de coeficientes reais ad-
mite como raiz o nimero complexo z = o + 3i, com (f # 0), entdo essa equagdo também

admite como raiz o nimero 7 = o — fi.
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Teorema de Bolzano: Sejam P(x) = 0 uma equag@o algébrica com coeficientes reais
e (a,b) um intervalo real aberto. Se P(a).P(b) > 0, entdo a equacdo possui um nimero par
de raizes reais (ou ndo possui raiz) em (a,b). Se P(a).P(b) < 0, entdo a equagdo possui um

nimero impar de raizes reais em (a, b).

Teorema das Raizes Racionais: Se uma equagao algébrica
X+ ap_ 1 XV ap X2+ 4 aix+ayg =0,

com a, # 0, de coeficientes inteiros, admite uma raiz racional p/q, sendo p e ¢ primos entre si,

entdo p é divisor de ag e g € divisor de a,,.

Este resultado permite encontrar um conjunto de possiveis solu¢des de uma equagao,
ou seja, se a equagao possui solucao racional entdo estard dentro do conjunto anteriormente
estabelecido. No entanto, caso a equacdo possua alguma raiz irracional, nenhum método é
abordado no Ensino Médio. Além disso, pelo fato de os exemplos praticados serem todos de
equagdes com raizes racionais, os estudantes concluem o ciclo acreditando que se pode resolver

qualquer equacgdo por este método.

E com base neste tltimo resultado que os estudantes resolvem as equagdes que lhes sdo
propostas. Por exemplo, para a equagio 2x> 4 x> — 18x — 9 = 0, conclui-se que o conjunto das
possiveis raizes racionais é {—1,+1,—-3,43,-9,49,—1/2,4+1/2,-3/2,4+3/2,-9/2,49/2}.
A partir dai, a aplicacdo do dispositivo de Ruffini-Horner (IEZZI, 2005) permite encontrar, neste
conjunto, basicamente por inspe¢do, quem é raiz. Neste caso, {—3,+3,—1/2} é o conjunto
solugdo.

3 —x?> —2x+2 =0, cujo conjunto das possiveis raizes

Outro exemplo € a equagdo x
racionais é {2,1,—2,—1}. Testando a divisdo do polindmio P(x) = x> +x? — 2x + 2 pelos
bindmios (x — 1), (x—2), (x+ 1) e (x+2), encontramos que x = 1 é uma raiz da equagio.

E pela divisio dos polindmios reduzimos o grau da equagio para 2, obtendo x> —2 = 0, de

onde se encontra que as outras raizes sao x = \/§ ex= —\/E. Entretanto, a equagao x4 —|—x3 —

3x? —2x+2 =0 tem o mesmo conjunto de possiveis solugdes, {2,1,—2,—1}, porém ndo possui
. . —1++/5

raizes racionais, uma vez que elas sdo x = T , X = \/2 ex= —\/5.

Atualmente, existem aplicativos gratuitos, ao alcance de todos, que resolvem nume-
ricamente estas equacdes. Por exemplo, no versatil GeoGebra, pode-se digitar a equacdo na
Janela CAS e obter a soluc@o. A Figura 8 mostra as solugdes dos trés exemplos apresentados

anteriormente.

Note-se que o programa funciona exatamente como uma calculadora e ndo mostra o
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

= Il = [ll| « | 2% ol ~allx=|] < =[|ll & LA &
ad

203+ 2-180-9=0

1
ResolverMumericamente: {x ==3,x=- 3 K= 3}

WG 2-2x+2=0

Resolertlumericamente: {x= —1.4142135624, x =1, x = 1.4142135624}

WAt 33022 2=0

Resolertumencamente: {x = —1.6180339888, x = —1.4142135624,x = 0.6180339887.x = 1.4142135624}

Figura 8: Resolucio de Equacoes Algébricas no GeoGebra.

caminho para se chegar ao resultado. Apesar de que conhecer esta ferramenta € de grande
importancia, observa-se que muito mais interessante e pedagdgico que o professor mostre aos
estudantes um caminho matematico que faga com que se chegue a raiz, como por exemplo
no caso da equagio 2x> +x> — 18x — 9 = 0. Afinal, o préprio programa tem um algoritmo

implementado que permite chegar a solucao.
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5 O0METODO DA BISSECAO

Este capitulo tem como proposta descrever um método numérico para a resolugdo de
equacgdes polinomiais. Entretanto, antes de definir fungdes e iteracdes, uma ideia inicial para
motivacao deve ser apresentada. Sendo assim, consideremos o seguinte exemplo: um casal de
criangas brinca de adivinhar niimeros entre 0 e 100. O menino pensa em um nimero € a menina
deve descobri-lo. Primeiro a menina fala que € 50, e o menino responde que ¢ maior que 50.
Depois a menina fala que € 75, e o menino diz que € menor que 75. Entdo a menina pergunta se
€ 67, e o menino responde que € menor que 67 (SATUF, 2004). Seguindo esse procedimento,
a menina conseguird adivinhar o niimero em algumas tentativas. A nossa proposta € utilizar a

mesma ideia para calcular aproximacdes das raizes de equacdes algébricas.

Calcular as raizes de uma equagdo fez parte dos objetivos de matematicos durante
séculos. As resolugdes de Tartaglia, Cardano e Ferrari para equacdes do terceiro e quarto graus
fornecem férmulas muito complicadas, e por esse motivo sdo raramente usadas nos dias de
hoje. E como Abel provou a impossibilidade de resolver as equagdes de graus maiores que 4
por meio de seus coeficientes, iniciou-se a procura por outros métodos para encontrar as raizes

das equagdes, mesmo sendo solugdes aproximadas.

Os métodos numéricos mostram uma aproximacao do resultado, para isto sdo reali-
zadas repetidas operagdes que sao chamadas de iteracdes. E nisso pode-se pensar que esse
resultado ndo € valido ja que o resultado nao é exato, porém conseguido realizar as repetidas
iteragdes, consegue-se um resultado tdo preciso quanto quiser, € em um problema pratico, sem-

pre se espera encontrar um valor o mais perto que se possa utilizar, isto €, uma aproximagao.

Os métodos de aproximacdes consistem em iniciar com uma estimativa inicial, repe-
tir em cada passo um mesmo procedimento diversas vezes, utilizando em cada passo como

estimativa o resultado obtido no passo anterior.

O Método da Bissecao (SATUF, 2004) ¢ um método numérico bastante simples, eficaz
e intuitivo, podendo ser aplicado na busca de zeros de fung¢des continuas, e estd baseado no

Teorema do Valor Intermedidrio (LIMA, 2012), que garante que se f : [a,b] — R é uma fun¢éo
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continua e se f(a).f(b) < 0, entdo f possui pelo menos um zero em (a,b), isto &, existe ¢ €
(a,b) tal que f(¢) = 0. Existe uma variagdo desse método, que muda apenas no tamanho que
se divide o intervalo de procura; ao invés de se dividir exatamente ao meio, divide-se em razao

aurea, e muitas vezes aumenta-se a velocidade do método.

Por se tratar de proposta para o Ensino Médio, deixaremos de lado outro método, o de
Newton, mesmo possuindo mais rapidez de convergéncia, pelo fato de exigir conhecimentos de
derivada. Para nossos propdsitos diddticos, a simplicidade do método utilizado é mais relevante

que a velocidade de convergéncia.

O algoritmo do Método da Bissecdo fornece uma sequéncia de nimeros (c,) que con-

verge para a solu¢do procurada ¢, da seguinte forma:

1. Se f(a).f(b) < 0 entdo existe a0 menos uma raiz da equagio f(x) = 0 no intervalo (a,b).
2. Calcula-se ¢ = (a+b)/2, média aritmética entre a e b.

3. Se f(c) = 0 entdo c € raiz.

4. Se f(a).f(c) < 0 entdo a raiz estard no intervalo (a,c).

5. Se f(a).f(c) > 0 entdo a raiz estard no intervalo (c,b).

6. Repete-se, iterativamente, o procedimento anterior, até que se chegue a aproximacgao de-

sejada.

Chamando o intervalo inicial (a,b), da 1° etapa, de (a;,b;), e seu ponto médio ¢ de ¢y,
os elementos da 2° etapa de (az,b;) e ¢y, e sucessivamente, os elementos da n-ésima etapa de

(an,by) € c,, obtemos trés sequéncias, (a,), (b,) e (cn), tal que

a=a1<axy<az3<...<a,-1<a,<b,
b=by>by>b3>...>2b, 1 >b,>a,
an > cp 2> by
b—a

2n—1

para todo numero natural n. Logo, se n for suficientemente grande, teremos que ¢, estard

préximo de ¢. De fato, temos o seguinte
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Teorema 5.1. Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua e se f(a).f(b) <0, entdo o Método da

Bissegdo gera uma sequéncia (c,) que converge para ¢ € (a,b), onde f(¢) = 0.

Na pritica, tomamos ¢, como aproximagdo de ¢ quando |c, — ¢| < €, para o erro €

estipulado inicialmente.

Pelo fato de estarmos trabalhando exclusivamente com polindmios, podemos utilizar o
Teorema de Bolzano (IEZZI, 2005), nao havendo necessidade de falar aos estudantes do Ensino
Médio sobre o Teorema do Valor Intermedidrio, que € mais geral e se aplica a qualquer fungdo

continua.

Para exemplificar, mostraremos como se pode calcular a raiz da equacio P(x) = x> +
x — 1 =0 no intervalo [0, 1], implementando o Método da Bisse¢iio em uma planilha do Geo-
Gebra, com aproximagdo de 4 casas decimais. Como P(0).P(1) < 0, sabemos que a equagio
admite uma raiz real no intervalo (0, 1). Na utilizacdo da construcao representada na Figura 9,

temos que:

1. A CélulaAl, a ser preenchida pelo usudrio, recebe o valor do extremo inferior do intervalo

[a, D], que aqui é a = 0.

2. A Célula B1, também a ser preenchida pelo usudrio, recebe o valor do extremo superior

do intervalo [a,b], que aqui é b = 1.

3. A Célula C1 sera automaticamente preenchida com a média aritmética entre a e b, isto &,
Cl=(A1+Bl1)/2.

4. As Células D1, E1 e F1 serdo automaticamente preenchidas com os valores P(a), P(b) e
P(c), isto é, D1 = P(A1), E1 = P(B1) e F1 = P(C1).

5. As Celulas A2 e B2 serdo automaticamente preenchidas com os extremos do intervalo da

segunda iteragdo .
6. As Células C2, D2, E2, e F?2 serao preenchidas automaticamente como na Linha 1.

7. A partir da Linha 3, cada Linha n+ 1 serd preenchida como na Linha n, bastando para

isto que o usudrio utilize o recurso de copiar e colar.

8. Quando aparecer zero na Coluna F, a raiz da equacdo estard visivel na Coluna C da
mesma linha. No nosso caso, o zero aparece na Célula F'14 e araiz ¢ = 0,6823 na Célula
Cl4.
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

]

x 4 | -
7
A | B | C D E F

1 0 1 05 I 1 0375

2 0.5 1 075 0.375 1 01718

3 0.5 0.75 0.625 0.375 0.1719 01309

4 0.625 0.75 0.6875 0.1309 0.1719 0.0125

5 0.625 0.6875 0.6563 0.1309 0.0125 0.0611

B 0.6563 0.6875 0.6719 0.0611 0.0125 0.0248

7 0.6719 0.6875 0.6797 0.0248 0.0125 0.0063

8 0.6797 0.6875 0.6836 0.0063 0.0125 0.003

9 0.6797 0.6836 0.6816 0.0063 0.003 0.0016
10 0.6816 0.6836 0.6826 20,0016 0.003 0.0007
1 0.6816 0.6826 0.6821 20,0016 0.0007 0.0005
12 0.6821 0.6826 0.6824 _0.0005 0.0007 0.0001
13 0.6821 0.6824 0.6823 _0.0005 0.0001 0.0002
14 0.6823 0.6824 0.6823 0.0002 0.0001 0
4B

Figura 9: Calculo da raiz de x*> + x — | = 0 em uma planilha do GeoGebra.

No exemplo anterior, foi dado o intervalo onde se buscava a solu¢ado, que é fundamental
para aplicar o Método da Bisse¢do a equacdo P(x) = 0. Assim, serd importante encontrar
numeros a e b, que serdo, respectivamente, cotas inferior e superior das raizes reais da equagao
considerada, isto é, sdo extremos do intervalo fechado [a,b] que contém o conjunto de todas as

raizes reais de P(x) = 0.

Como estamos buscando raizes da equagao (x) = a,x" + A1 X" Y a, x4+
ayx+ ag = 0, podemos considerar, sem perda de generalidade, que a, > 0. Dividindo P(x)
por x — b, e fazendo uso do Teorema do Resto (IEZZI, 2005), podemos escrever P(x) = (x —
b)(anx" ' 4 by X" 2+ b, 3x" 34 ...+bix+bg)+P(b) =0.

Considerando a cota superior b positiva, P(x) serd positivo para todo x maior que

ceey

by, by e P(b) forem positivos. Fazendo uso do algoritmo de Ruffini-Horner (IEZZI, 2005),

b (logo ndo se anulard para todo x maior que b) quando todos os numeros b,_», b,_3,

dividimos P(x) sucessivamente por x— 1,x—2, ..., até conseguir que a linha fique toda formada

por nimeros positivos.

Por outro lado, observando que as equagdes P(x) = 0 e P(—x) = 0 tém suas raizes

diferindo apenas pelo sinal, podemos aplicar o mesmo raciocinio anterior para achar uma cota
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inferior @ menor que zero, buscando uma cota superior —a para P(—x) = Q(x) = a,(—x)" +
an 1 (—x)" 1 +a, 2(—x)""2+...+a;(—x) +ag = 0. Observamos que, como os cdlculos para
se obter uma cota superior consideraram o coeficiente do termo de mais alto grau positivo, caso

n seja impar trabalharemos com —P(—x) = —Q(x) = 0.

Nota-se que o algoritmo limita muito bem o conjunto das solugdes, isto €, fornece o
inteiro imediatamente inferior a menor raiz da equacao e o inteiro imediatamente superior a

maior raiz da equacao.

Para exemplificar, criamos uma figura no GeoGebra para encontrar cotas superior e
inferior para as raizes da equacdo ciibica P(x) = Ax® + Bx> + Cx+ D = 0. Na Janela de
Visualizacdo da Figura 10, os controles deslizantes A, B, C e D definem os coeficientes da
equacao, cujos valores sao transportados dinamicamente para a Linha 1 da planilha. Ao usudrio,
basta digitar valores inteiros positivos nas c€lulas da Coluna A, até que a linha apresente to-
dos os valores positivos, apds cdlculos realizados pelo algoritmo de Ruffini-Horner. Neste
caso, o ultimo valor da Coluna A serd uma cota superior. Para a cota inferior, consideramos
—P(—x) = —Q(x) = Ax> — Bx* +-Cx — D = 0 e repetimos o procedimento. Neste caso, o oposto
do valor que aparece na linha positiva serd uma cota inferior. A Figura 10 traz o acima des-
crito para a equagdo 2x> —3x> — 11x — 6 = 0. Aqui, temos P(x) =2x> —3x* —1lx—6=0e
—P(—x) = —Q(x) = 2x> +3x?> — 11x+ 6 = 0. A cota superior aparece na Célula A5 e 0 oposto

da cota inferior na Célula A9. As cotas sioa = —2e b = 4.

Arquive Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda

[ ]| Al ) QU o) N o 2 ]

b Janela de Algebra %/ | b Janela de Visualizagao ~ Planilha

= Funcio f"" "DDD“:I"D'
D P(x) =2x°—3x*—11x—6 A=2 | |

A
L0 Q) =2 (—x)' =3 (—x) =1L (—x) — 6 *

2

[ o E F

bW N =
NMNNNND
mow o= Ly O
b
=

a 30 Linha Positiva

N
w
@

2 2 7 3 12 Linha Positiva

[=]

n

&
‘w‘m|w|m‘m‘4=|m‘m‘;

Figura 10: Cotas para as raizes da equacio 2x° —3x*> — 11x— 6 = 0.

A seguir, apresentaremos outro exemplo, desta vez utilizando como referéncia (FER-
REIRA, 2013), para determinar o intervalo onde estdo as raizes de uma equacao. O resultado
afirma que se uma fungio polinomial é da forma f(x) = a,x" +a, 1X" ' +a, X" 2+ +

aix+ ap, um limite superior para suas raizes € dado por

IM
L: 1+ n—k —,
an
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onde k € o grau do primeiro termo negativo € M é o modulo do menor coeficiente negativo.
Para se obter um limite inferior, basta considerar a fung¢do g(x) = f(—x) e calcular seu limite

superior.

Neste exemplo de aplicacao do Método da Bisse¢do, utilizaremos apenas uma calcula-

dora. A equagio considerada é 2x> +x?> —x+2 =0.

Primeiro, definimos o intervalo inicial. Para isto, deve-se determinar os limites supe-

rior e inferior de todas as raizes da funcao:

_1+”,"/ _1+*\'/7 1+\/7N1+07—17 2,

e para o limite inferior tomamos g(x) = f(—x) = —2x> +x*> +x+2. Como a, > 0, tem-se

f(—x) =2x> —x*> —x —2, e assim o célculo fica

M /2
_l:1+n—k_:1+3</;:1+l:2,
an

isto €, —2 € um limite inferior.
Agora que temos a = —2 e b = 2, podemos aplicar o Método da Bissec¢ao.

E claro que ¢; = (a+b)/2 = (—2+2)/2=0e f(0) = 2, assim o novo intervalo fica
sendo [—2,0].

Novamente c; = (—2+0)/2=—1e f(—1) =2(=1)3 + (=12 = (=1)+2=2(—1) +

1+ 1+2 =2, assim um novo intervalo é [—2, —1].

Novamente ¢3 = (—2+(—1))/2=-3/2=—-1,5¢ f(—1,5) = —1, e disto temos o
novo intervalo [—1,5; —1].

Mais uma vez, ¢4 = %(_1) =—1,25¢ f(—1,25) = 0,90625, e encontra-se o inter-

valo [—1,5;—1,25].

Com estas quatro iteragdes ja conseguimos determinar que uma das raizes da equacdo
estd entre —1,5 e —1,25, e com mais uma iteracdo obtemos cs = # = —1,375, que

podemos dizer que € a aproximagdo da nossa solucao.

Assim, com poucas iteracoes e utilizando apenas uma calculadora, foi possivel encon-

trar uma boa aproximacao para a raiz de uma equacao de terceiro grau.
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6 UTILIZANDO MAIS RECURSOS DO GEOGEBRA

Apos apresentarmos o Método da Bisse¢do, nenhuma representacio gréfica do pro-
blema de encontrar zeros de polindmios foi ainda proposta. Porém, esta é uma abordagem
muito esclarecedora, que nao podemos deixar de lado. E para isto, continuaremos utilizando
o aplicativo GeoGebra, que possui uma grande variedade de recursos. Lembramos que nosso
objetivo ndo é simplesmente encontrar a resposta, pois, como ja vimos, 0 GeoGebra a produz de
forma imediata. O que realmente queremos € mostrar ao estudante como um método numérico
permite chegar a solucao, que € base do algoritmo que produz a resposta rapida dada pelo apli-

cativo. Afinal, o GeoGebra tem na sua formulacdo ferramentas para métodos numéricos!

Retornando & equagdo P(x) = x>+ x—1=0, onde utilizou-se apenas uma planilha
(Figura 9), agora € encontrada a raiz pelo Método da Bissecdo, com aproximagdo de 4 casas
decimais, fazendo uso da representacdo grafica, podendo, ainda, variar as cotas inferior (a) e
superior (b). Na Figura 11 encontram-se representadas duas janelas e uma planilha. Na Janela
de Algebra, podemos ver a equacdo a ser resolvida, as cotas e a raiz. Na Janela de Visualizacio
encontra-se a representagio grafica de P(x) = x> 4+x — 1 e, na Coluna C da Planilha, os valores
obtidos pelas iteracoes do Método da Bissecdo. Movendo os controles deslizantes de a e de
b na Janela de Visualizacdo, podemos verificar dinamicamente as diferentes sequéncias que

convergem para a solugao.

E provével que um estudante mais atento pergunte ao professor o que ocorre quando
existe mais de uma raiz real no intervalo considerado, e qual delas o Método da Bisse¢do en-
contrard. Para responder a esta questdo, sugerimos ao docente que mostre aos seus alunos uma
situagdo concreta. Por exemplo, encontrar as raizes reais da equagio 2x> —3x%> — 11x— 6 = 0.
Sabendo que as trés raizes reais se situam no intervalo [—2,4], pois estas cotas ja foram ob-
tidas anteriormente (Figura 10), primeiro utilizamos a = —2 e b = 4, obtendo que o Método
da Bissecdo fornece uma sequéncia que converge para a solucdo C = 3,3860, como mostra a

Figura 12.

Em seguida, outras variagdes para o intervalo [a, b] devem ser exploradas. Os controles
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Arquivo  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DS elE RN

» Janelade Algebra x| [ » Janela de Visualizagdo %! | = Planilha
= Funcio ﬁlN J|EBQ|E|'\D-
i _ 3 . a=0
j,P(")”‘“ 1 3 A | B [ ¢ [ o E F

= Numero
@ a=0 1 0 1 05 K 1 -0.375
@ =1 b=1 2 0.5 1 0.75 0.375 1 01719
= Ponto _— 3 05 075 0.625 0375 01719 01300
@ Raiz=(0.6823,0) —

4 | 0625 0.75 06875 01309 01719 0.0125

3 0.625 0.6875 0.6563 -0.1309 0.0125 -0.0611
3} 0.6563 0.6875 06719 -0.0611 0.0125 -0.0248

. 7 0.6719 0.6875 0.6797 -0.0248 0.0125 -0.0063
= Coluna A: extremo esquerdo do intervalo [ab] |

« Coluna B: extremo direito do intervalo [a,b] 8 DN 06875 UEGHSSINEEEE 00125 EIRED

« Coluna C: ponto médio ¢ do intervalo [a,b] 9 | 06797 0.6836  0.6816  0.0063 0.003 -0.0016
« Coluna D: valor de P(a) |10 | 06816 06836 06826 00016 0003  0.0007
© Coluna E: valor de P(h) |11 | 06816 06826 06821 00016 00007  0.0005
Raiz © Coluna F:valor de Pic) |12 | 06821 06826 06824 00005 00007  0.0001
k3 0 E 1 B 3 5 (43| 06821 06824 06823 00005 00001  -0.0002
« A Coluna C mostra as aproximacoes daraiz | 14 | 06823  0.6824 - 00002  0.0001 -

pelo Método da Bissegao. ?

« Quando aparecer zero na ColunaF, ovalorna ———

Coluna C da mesma linha é a raiz da equagdo. i

17

[ 18 |

[ 19 |

| 20 |

Figura 11: Calculo da raiz e visualizacio de P(x) = x* +x — 1 = 0 no GeoGebra.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

BNl PN == B

¢ Janela de Algebra %| | » Janela de Visualizagio X||| * Planilha

= Fungio , ) ﬁlN t‘EEBlD'lD‘

B J{ P(x) =2x"—3x"—11x—6 A | B ‘ c ‘ D E | F |

= Nimera A B o c 1 ) 7 1 2 0 18

@ a=2 k3 1 o 1 3 3 L . .

@ b=4 2 1 4 25 18 30 pra

= Ponte = | Nume

= 3 25 4 325 =21 30 4.7

@ A=(1,0) a=-2 | = |

@ B=(0.886,0) —,— e e 4 325 4 3.625 47813 30 9.9721

@ C=(3.386,0) N 5 | 325 3625 34375 47813 99727 19761
[ 6 325 3.4375 3.3438 -4.7813 1.9761 -1.5526
@ 7 3.3438 3.4375 3.3906 -1.5526 1.9761 01737

8 3.3438 3.3906 3.3672 -1.5526 01737 -0.6989
9 3.3672 3.3906 3.3789 -0.6989 04737 -0.265
10 3.3789 3.3906 3.3848 -0.265 04737 -0.0463
" 3.3848 3.3906 3.3877 -0.0463 04737 0.0635
12 3.3848 3.3877 3.3862 -0.0463 0.0635 0.0086
13 3.3848 3.3862 3.3855 -0.0463 0.0086 -0.0188
-3 14 3.3855 3.3862 3.3859 -0.0188 0.0086 -0.0051
15 3.3859 3.3862 3.386 -0.0051 0.0086 0.0017
16 3.3859 3.386 3.386 -0.0051 0.0017 -0.0017

17 | 3386 3386 | 3386 00017 o007 |0

Figura 12: Calculo da raiz de 2x> — 3x*> — 11x — 6 = 0 no GeoGebra, utilizando a = —2 e b = 4.

deslizantes a e b podem ser movimentados livremente, mostrando dinamicamente os resultados
interligados nas diversas janelas do GeoGebra, com as correspondentes sequéncias convergindo

para cada uma das raizes.

Para a = —0,9 e b = 0,1, a sequéncia converge para a solucdo B = —0,8860, como

mostra a Figura 13.

Paraa = -2 e b = —0,9, a sequéncia converge para a solucio A = —1, como mostra a

Figura 14.

Acreditamos que os diversos resultados encontrados nesta atividade deverao ser sufi-

cientes para mostrar aos estudantes que a convergéncia para cada raiz dependerd das cotas a e
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

NP ECEENEEE

» Janela de Algebra x| [ »_Janela de Visualizagéo [~ Planiha
—=Fum;§n , , ﬁ‘" t‘EEE‘D'lm‘
E }'P(x):Qx —3x'—11x—6 " | 5 ‘ - ‘ o £ =
= Nimero
S ae 08 KR 04 04 0012 a2 2208
3 b=0.1 " . - 2 | as 04 065 0012 2208 06668
H F;”‘;:M o T r 5 T T 3 3| w8 065 0775 0012 06668 02078
-G B=(0.286,0) | 4| @8 075 0835 0012 02078 00666
L@ C=(3.386,0) teos |5 | 08 08375 08688 0012 00665 00193
—_— 6 | 08 08688 08844 0012 00193 00016
1— | 7| 08 08844 08922 0012 00016  0.0057
=01 | s | 08922 08844 0.8883 00057 00016  0.0022
—_— | o | 08883 08844 08863 00022 00016  0.0003
10 | 08363 08844 08854 00003 00016  -0.0006
] |11 | 0863 0854 08858 00003 00006 -0.0002
12 | 0833 08858 -0.8861 00003 00002  0.0001
|13 | 08se1  -0ssse | 0886 oooor  oooz |0

Figura 13: Calculo da raiz de 2x> — 3x> — 11x — 6 = 0 no GeoGebra, utilizando a« = —0,9e b =0, I.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

AL P OO A N

+ Janela de Algebra %/ | » Janela de Visualizagao */| = Planilha
= Fungdo LN EEE o B
: J'P(x):2x373x2711xfﬁ A B | = | 5 = B
= Numero
@ a-.2 P , . 12 09 145 A2 0012 -24548
@ b=-08 r S T T T 2 | 145 09 4475 24548 0012 04613
- F:"::“ o 3| aars 08 10375 04613 0012 00503
@ B=(0886,0) 4 | 10378 09 09688 00503 0012 00225
@ €=(3.386,0) a=2 |5 | 10375 09688 10031 00503 00225  -0.0032
o e | & | 10031 09688 09850 00032 00225  0.0123
| 7 | 10031 09850 09845 00032 00123  0.0052
b=-09 | s | 10031 09945 09988 00032 00052  0.0012
® | o | 10031 09988 1001 00032 00012 0001
10 | 1001 09988 08993 0001 00012  0.0(Nime
1 11| 1001 09999 10004 0001 00001  -0.0004
|12 | 10004 09999 10002 00004  0.0001  -0.0002
13| 0002 -0s0%9 || w0002 oo001 |0

Figura 14: Calculo da raiz de 2x> — 3x?> — 11x — 6 = 0 no GeoGebra, utilizando a = —2 e b = —0,9.

b escolhidas na aplicacao do Método da Bissecao.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O Estudo de Equagdes Algébricas no Ensino Médio, da forma como habitualmente
¢ desenvolvido, € bastante restrito, pois praticamente fornece apenas ferramentas para que se
encontrem raizes racionais. Na proposta de acrescentar um método numérico, o da Bissec¢ao,
ao conteudo classico, permite ampliar consideravelmente a visdo que o estudante pode ter sobre
o tema. Além disso, fazendo uso de aplicativos, como por exemplo o GeoGebra, € possivel
facilmente implementar o método, de forma que a solucdo numérica seja encontrada rapida-
mente. A versatilidade do GeoGebra ao interagir a Janela de Algebra, a de Visualizacio e a
Planilha, dando diversas visdes do mesmo objeto de estudo, a0 mesmo tempo que modifica
dinamicamente as trés opg¢oes, € um poderoso e indispensdvel recurso que deve ser incentivado
como auxiliar no processo de ensino e aprendizagem. Além do método numérico e do uso
da tecnologia educacional, também acreditamos que a inser¢do da historia nas aulas de ma-
tematica pode trazer beneficios nos resultados que se deseja obter, principalmente se tratando
das Equacdes Algébricas que, sem ddvida, teve um bonito e intrigante desenrolar ao longo dos
séculos. A disputa pela autoria da férmula que resolve a equacdo do 3° grau, bem como sua

elegante demonstracdo, ndo podem ser omitidos dos estudantes.

Este trabalho traz um incentivo ao uso de ferramentas de tecnologia no ambiente da
sala de aula, e o recurso utilizado € o GeoGebra. Teve-se a oportunidade de aplicar os recursos
desta dissertacdo em sala de aula, e pode-se dizer que esta proposta dedicou tempo, paciéncia e
esfor¢o para escolher as atividades, elaborar uma metodologia, para que este contetido, Equacoes
Algébricas, pudesse ser estudado com entusiasmo e que os alunos pudessem preencher a la-
cuna que faltava na sua formacgdo, ou seja, saber resolver as equacdes com raizes irracionais.
Percebeu-se que alguns dos estudantes ja possuiam habilidades para manusear os recursos tec-
nolégicos; outros, porém, ndo possuiam tal habilidade ao interagir com os programas utilizados
e, portanto, estes estudantes exigiram maior atencdao. Contudo, conseguimos perceber que a
ideia do que se estava estudando ficou clara para os estudantes. Para um proximo trabalho
deseja-se aprofundar os estudos das Equagdes Algébricas, em especial sua historia, e preparar

uma metodologia para que outros professores possam ler e aplicd-las em sala de aula.
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