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RESUMO

MULHBAUER, Marlon. CARTOGRAFIA: UMA INTRODUCAO AOS CONCEITOS DE
GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA NA EDUCACAO BASICA. 70 f. Dissertagio — Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tec-
noldgica Federal do Parana. Curitiba, 2014.

Este trabalho tem como objetivo propor a introdu¢do a Geometrias nao Euclidianas, principal-
mente Geometria Esférica, no Ensino Médio, para alunos da segunda série, a fim de melhorar
os processos de ensino e aprendizagem dessa disciplina. Conta com um breve histérico da ge-
ometria, com nomes como Euclides, Bolyai, Lobachevsky e Riemann, e a importancia desses
pensadores para o aperfeicoamento deste conteido. Além disso, topicos de cartografia foram
explicitados, para nivelar os conhecimentos e conseguirmos alcangar um resultado importante:
a determinac¢do da distancia entre dois pontos da superficie de uma esfera. As atividades apli-
cadas para os alunos aparecem no apéndice, apds toda a explanacdo das aulas e conteidos
trabalhados.

Palavras-chave: Ensino de matemaética, Geometria Esférica, Cartografia.



ABSTRACT

MULHBAUER, Marlon. CARTOGRAPHY: AN INTRODUCTION TO CONCEPTS NON
EUCLIDEAN GEOMETRY IN BASIC EDUCATION. 70 f. Dissertacao — Programa de Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2014.

This project propose the introduction to non Euclidean geometries, especially Spherical Ge-
ometry in high school for second graders in order to improve the processes of teaching and
learning that discipline. Includes a brief history of geometry, with names like Euclides, Bolyai,
Lobachevsky and Riemann, and its importance to the improvement of this content. Further-
more, cartography topics were explained to level the knowledge and can achieve an important
result: the determination of the distance between two points on the surface of a sphere. The
activities implemented for students appearing in the appendix, after all the explanation of the
classes and worked contents.

Keywords: Teaching math, Spherical Geometry, Cartography
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1 INTRODUCAO

1.I MOTIVACAO

Ensinar Matematica € uma tarefa desafiadora. Aprender entdo, torna-se cada vez mais
dificil, perante as barreiras ligadas a essa disciplina. O professor deve ministrar suas aulas com
o objetivo de mediar para o aluno, propiciando um conhecimento que lhe sirva para ter ndo
sO raciocinio 16gico e espirito critico a respeito do mundo, mas também treind-lo a usar sua

imaginacio e intui¢io para resolver problemas ao seu redor. Segundo Avila (2010),

A intui¢cdo é a faculdade mental que nos permite obter o conhecimento de maneira
direta, sem a interveniéncia do raciocinio. Os matemadticos frequentemente referem-
se a algum fato como “intuitivo”, querendo com isso dizer que se trata de algo cuja
veracidade € facilmente reconhecivel. Mas € bom lembrar que o “intuitivo”’ndo é
sindnimo de “facil”. H4 muitas verdades profunda e dificeis que sdo apreendidas pela
intuicdo. (AVILA, 2010, p.2)

Nao raramente, ouvimos perguntas do tipo: “Onde vou usar isso na minha vida?”.
Infelizmente, nem sempre o professor consegue responder a essa pergunta da maneira que o

educando deseja.

O ensino da Matemadtica na Educacdo Bésica € feito de maneira desvinculada de outras
areas. Assim, pretende-se com esse trabalho contribuir para o ensino da Matematica utilizando

topicos de Geografia.

Segundo as Diretrizes Curriculares Educacionais (GOVERNO DO PARANA, 2008,
p.56), o professor de Matematica do Ensino Médio deve ensinar, dentre outras, no¢des de Ge-
ometrias Nao Euclidianas a seus alunos, visto que alguns problemas do cotidiano e do mundo
cientifico s6 sdo resolvidos através delas. Entretanto, a maioria das diretrizes curriculares, in-
clusive a de Santa Catarina, e livros didaticos ainda ndo incentiva a introdu¢ao destas geometrias

na educacao bdésica.

E visivel a falta de material impresso e disponivel ao professor a respeito de Geome-

trias Nao Euclidianas. Entretanto, o professor nao pode e nao deve ser refém do livro didatico.
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Dessa forma, a proposta de atividades diferenciadas que contemplem esses topicos vem a calhar

no desenvolvimento e no ensino da Matemética com maior qualidade.

Assim, serdo introduzidas nog¢des dessas geometrias, especialmente Geometria Esférica
a alunos da 2° série do Ensino Médio, do Colégio Exceléncia, em Mafra, Santa Catarina, tra-
balhando de maneira interdisciplinar com Geografia, utilizando conceitos de Cartografia e com
o professor de Fisica, com defini¢cdes e cdlculos que envolvem vetores. Busca-se com este
conteudo instigar os educandos a uma aprendizagem critica e significativa e, aos poucos, fazer
com que se aprofundem nos conceitos, inserindo propriedades e caracteristicas dessas geome-
trias e algebra. Quer-se mostrar que a geometria de Euclides é extremamente importante para
todo o desenvolvimento das Geometrias, mas que ndo € uma verdade absoluta, unica e incon-

testavel.

Utilizando topicos de Historia da Matematica, pretende-se mostrar que matematicos
como Gauss, Bolyai, Lobachevsky e Riemann tiveram papel importante para o surgimento des-

sas novas Geometrias.

No capitulo 3, serdo apresentadas as atividades aplicadas com os alunos, em trés etapas,
desde a mais elementar até a mais aprofundada, para entdo poder ser feita uma andlise do que
foi aprendido pelos alunos, elencando os pontos positivos e negativos da aplicacao do projeto,

com propostas de melhorias para utilizacdo posterior.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBIJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo principal introduzir nocdes de Geometrias Nao-Eu-
clidianas para alunos da 2* série do Ensino Médio, em especial Geometria Esférica, utilizando

conceitos de Cartografia.

1.2.2  OBJETIVOS ESPECIFICOS

Os objetivos especificos estdo elencados a seguir:

* Rever conceitos e definicdes de Geometria Euclidiana;

» Apresentar os Postulados de Euclides, enfatizando o quinto, razao pela qual surgem essas

geometrias;

» Estabelecer relagdes entre as geometrias Euclidiana e Nao-Euclidiana;
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» Utilizar conceitos de Cartografia, para contextualizar o estudo da Geometria Esférica;

* Expor as principais propriedades da Geometria Esférica, no que diz respeito a tridngulo

esférico e distancias sobre a superficie esférica.

» Efetuar cilculos de distancias entre pontos distantes do planeta Terra, no plano e na esfera;

estabelecendo diferencas.

O capitulo a seguir tratard do referencial tedrico do trabalho, fundamentando teorica-
mente e contextualizando historicamente a Cartografia, as Geometrias Euclidiana e Nao Eucli-
diana. Além disso, falar-se-4 sobre questdes pedagdgicas contidas nos Parametros Curriculares

Nacionais, Diretrizes Educacionais Estaduais e Livros Didaticos.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 A CARTOGRAFIA

Embora as vezes de maneira despercebida, usamos conceitos de cartografia em nosso
cotidiano. Por exemplo, ao explorar um guia de ruas de uma cidade, ao consultar uma rota de
viagem de um GPS (Global Positioning System), ao analisar a diferenga de horarios em deter-
minadas regides do pais ou do mundo. Entretanto, todo esse acervo faz parte de um complexo
universo de conhecimento técnico, cientifico e até mesmo artistico, desenvolvido ao longo de

muitos séculos.

Cartografia € a ciéncia e a arte de expressar graficamente, por meio de mapas e cartas,
o conhecimento humano da superficie da Terra. Uma ciéncia, porque essa expressao
grafica, para alcangar exatiddo satisfatoria, procura apoio cientifico na coordenacio
de determinacdes astronOmicas e matematicas e nas nocdes topograficas e geodésicas.
E considerada arte, quando se subordina s leis estéticas de simplicidade, clareza e
harmonia, procurando atingir o ideal de beleza. (BAKKER, 1965, p.1)

O mais antigo registro de mapa que se tem noticia data de 2400 a 2200 a.C., na Ba-
bilonia: o Ga-Sur, um pequeno bloco de argila, com cerca de 7 cm x 8 cm, no qual se representa
um vale, presumidamente o vale do rio Eufrates. Na Figura 1, mostra-se, a esquerda, o Ga-Sur

original e, a direita, sua interpretacao.

Ja na Grécia, as primeiras concepcdes cartograficas datam de 1100 a.C. a 750 a.C.,
aproximadamente, para retratar as epopeias de lliada e da Odisseia, que contam a historia da

Guerra de Troia, entre gregos e troianos e do retorno de Ulisses.

As narrativas de Homero sobre as viagens de Ulisses situam-se entre os maiores épicos
da Antiguidade, mas nao sao mera fic¢do. Essas viagens mapeiam os dois mais impor-
tantes mares dos tempos antigos e nos ajudam a compreender como 0s gregos viam o
mundo - inclusive as muitas e surpreendentes dedugdes que foram capazes de fazer a
respeito desse mundo (como a circunferéncia da Terra), a partir de um conhecimento
que hoje parece limitado. (OBREGON, 2002, orelha do livro)
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Figura 1: Ga-Sur original e sua interpretacao.

Fonte: (TAMDJIAN, 2005)

Por volta de 500 a.C., no Egito, o historiador e gedgrafo Hecateu de Mileto deu sua
contribui¢do, criando o primeiro mapa do mundo (Figura 2), no primeiro livro de Geografia da

historia. Para ele, a Terra era um disco achatado cercado por um oceano.

Entre esse periodo, de 2400 a.C. a 500 a.C., nao foi encontrada nenhuma bibliografia

que fornece outros registros a respeito da cartografia.

Mar
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Figura 2: Representacao do primeiro mapa do mundo, feito por Hecateu.

Fonte: (TAMDJIAN, 2005)

Seguindo nesse periodo, através de fildsofos como Parménides, Eratdstenes e Aristo-

teles, comecou-se a conceber a ideia de que a superficie da Terra era esférica.
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Parménides afirmava que a Terra era esférica, ou proxima disto, ao perceber que o Sol
nao nascia no mesmo horario em todos os lugares, além de reparar que, ao caminhar para o

norte, novas estrelas apareciam e outras tornavam-se invisiveis.

Ja Eratéstenes propds uma teoria para provar que a Terra era esférica observando va-
retas de igual tamanho e posicdo que situadas em duas cidades distintas (Siena e Alexandria)
produziam sombras distintas num mesmo hordrio. A Figura 3 ilustra tal situacido. Eratdstenes
utilizou a distancia de cerca de 925 km entre essas cidades e o angulo do raio solar que inci-
diu sobre a vareta em Alexandria foi de 7°12’. Segundo Venturi (2007), esse valor também
corresponde ao angulo central (obtido pelo prolongamento das varetas), ja que os raios solares
se propagam paralelamente. Utilizando-se de proporcionalidade, Eratostenes concluiu que o
comprimento da circunferéncia da Terra era de 46250 km. Hoje sabemos que esse valor, a linha
do Equador, € de aproximadamente 40074 km. Apesar de haver uma diferenca de cerca de 15%
entre o valor encontrado e o real, foi bastante satisfatério perante os intrumentos de medida

daquela época.

Raios Solares

Siena

Alexandria

— sombra

Centro da Terra
- J

Figura 3: Argumento de Eratostenes para mostrar que a Terra era esférica.

Fonte: Autor (2014)

Por fim, Aristételes formulou argumentos para comprovar esta tese, dentre eles a
observacao de eclipses lunares, nos quais a borda era sempre circular e o fato de perceber
estrelas em diferentes posi¢des ao realizar uma viagem, argumento esse semelhante ao de

Parménides.

O desenvolvimento da cartografia ganhou novo animo a partir do século XV, em vir-
tude das grandes navegacdes. Por esse motivo, técnicas de criagdo de projecdes cartograficas

tornaram-se fundamentais, tratadas como segredo de estado pelos portugueses.
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Inicialmente, os estudos relativos a cartografia estavam focados em definir uma ma-
neira de identificar um posicionamento exato na superficie terrestre, em especial quando se
estava em alto mar. Foi o alto investimento das Grandes Navegacdes que resultou na criaciao de

um sistema de coordenadas geogréficas.

O astrolabio, instrumento criado por Hiparco (séc. 1II a.C.) e aperfeicoado no século
XVIII, inicialmente utilizado para observar estrelas, passou a ser empregado para medir a altura

do Sol em rela¢do a linha do horizonte, ao meio dia.

Assim, foram idealizados os principios de utilizacdo de linhas imaginarias ao redor
do mundo, paralelas entre si e a linha do Equador. Essas linhas sdo chamadas de Paralelos e
permitem calcular o que chamamos de Latitude. Esta designa o angulo entre o plano do Equador
e 0 segmento que une o ponto da superficie e o centro O da esfera. Ela varia de 0° a 90° para
Norte e Sul, sendo 0° no Equador e 90° nos polos. Na Figura 4, pode-se verificar o ponto A,

que possui latitude P, para o Norte.

Figura 4: Representacao de como se determina a Latitude de um ponto.

Fonte: Autor (2013)

Além disso, os portugueses precisavam de referenciais para definir o quanto estavam
se afastando da costa africana, em razdo dos ventos empurrarem as embarcacdes para o alto
mar. Entdo, no inicio do séc. XVIII, o inglés John Harrison criou um método para se calcular
distancias e variacdes no sentido leste-oeste. Definida como Longitude, tomou-se as 24 horas
do dia terrestre e o fato da forma da Terra ser praticamente esférica (com seu angulo de 360°
de circulo maximo) para estabelecer que a cada hora corresponde um angulo de 15°. Esse
percurso de 15° passou a ser chamado de fuso horario e cada fuso percorrido no sentido leste-
oeste corresponde ao atraso de uma hora. As linhas imagindrias que delimitam um fuso s@o

chamadas de Meridianos.
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Para padronizar os fusos, tomou-se o Observatorio de Greenwich, na Inglaterra, como
marco inicial da contagem da longitude. Assim, ela € medida pelo menor arco formado entre
o ponto requerido e o Meridiano de Greenwich, com variacdo de 0° a 180°, para leste e para

oeste. A Figura 5 ilustra um ponto B, que possui longitude A.

P
Meridiano de
Greenwich
g
TN
Pl

Figura 5: Representacao de como se determina a Longitude de um ponto.

Fonte: Autor (2013)

Dessa forma, passamos a conhecer dois elementos fundamentais em Cartografia.

Infelizmente, ao se comparar formas e medidas entre o globo terrestre, uma esfera, e o
mapa, um plano; nos deparamos com um problema: a impossibilidade de planificar uma esfera

sem apresentar distor¢oes.

E o que trata o Teorema Egrégio de Gauss, publicado em 1828, que afirma que duas
superficies que possuem curvaturas diferentes ndo podem ser transformadas de uma para ou-
tra sem que haja algum tipo de distor¢do. Por exemplo, o plano e a esfera de raio R, por

possuirem curvaturas 0 e , respectivamente, geram deformacdes quando se pretende fa-

R?
zer transformacdes de um para outro. De maneira pratica, basta imaginarmos que nao € possivel
embrulhar uma bola com uma folha de papel sem amassé-la ou rasgi-la e, de maneira oposta,

ndo se consegue achatar a casca de um ovo sem que este apresente rupturas.

Esse teorema foi fundamental para os estudos relativos a mapas e projegdes, visto que
a impossibilidade de transformacao perfeita fez surgir formas de se minimizar essas distorc¢oes,
dependendo do objetivo e da aplicagdo que esse mapa terd. A Cartografia acaba sendo prejudi-

cada por um problema que € matemaético.

Segundo Oliveira (1988), essa planificacdo so € possivel:

“de maneira imperfeita, infiel, isto €, com algumas alteracdes e imperfei¢des. Por
isso é que o problema das projecdes cartograficas exige ndo s6 de nds, para sua com-
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preensdo, como dos matemadticos, astrdnomos, cartografos, enfim todos os que criam
projecdes, uma grande dose de imaginagdo.” (OLIVEIRA, 1988, p.57)

Dessa forma, na proxima secdo, serdo explanadas algumas projecdes cartogréficas,
as mais utilizadas, sua importancia e suas caracteristicas, inclusive as regioes que apresentam

maiores e menores distor¢oes.

2.1.1 AS PROJECOES CARTOGRAFICAS

As projecdes cartograficas sao representacoes sistematicas dos meridianos e paralelos
do globo terrestre numa superficie plana, servindo como base para construcdo de mapas. Entre-
tanto, como citado na secd@o anterior, a planificacdo de uma esfera nao estd isenta de distorc¢oes.
Assim, os diversos tipos de projecOes cartograficas servem para minimizar essas distorc¢oes,

dependendo de seu uso.

A seguir, serdo elencados os principais tipos de projecOes cartogréficas, suas carac-

teristicas e propriedades, indicando-se também qual sua melhor finalidade.

A construcdo de um sistema de projecdo serd escolhida de maneira que a carta venha
a possuir propriedades que satisfacam as finalidades impostas para a sua utilizacdo.
O ideal seria construir uma carta que reunisse todas as propriedades, representando
uma superficie rigorosamente semelhante a superficie da Terra. Esta carta deveria
possuir as seguintes propriedades: 1- Conformidade: manuten¢do da verdadeira forma
das dreas a serem representadas; 2- Equivaléncia: inalterabilidade das 4reas; e 3-
Equidistancia: Constancia das relagdes entre as distancias dos pontos representados e
as distancias dos seus correspondentes. (IBGE, 1998)

Uma maneira de enxergar as projecdes € utilizando uma fonte de luz no centro de
um globo transparente. Esta luz projeta as sombras dos meridianos, paralelos e outras carac-
teristicas geograficas importantes numa superficie disposta tangencialmente ao globo. entre-

tanto, nem toda projecao pode ser ilustrada dessa forma.

2.1.1.1 PROJECAO CILINDRICA

A superficie terrestre € representada num cilindro circunscrito a esfera, tendo em co-

mum a linha do Equador (Figura 6). Suas principais caracteristicas sao:

* A linha do Equador € a unica que preserva sua dimensao original;

* Os paralelos e meridianos sao todos perpendiculares;
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* As regidoes mais proximas do Equador sdo as que apresentam menor deformacao. Por-

tanto, quanto maior a latitude, maior a distorcao.

« E comumente utilizado para representacio de toda a superficie da Terra, (mapa-miindi).

Figura 6: Processo de obtencio de uma projecao cilindrica.

Fonte: (MENEZES, 2004)

A projecio cilindrica mais utilizada é a de Mercator!. Era do tipo conforme, no qual
ndo se preocupa com dreas e distdncias, mas sim em relacionar os pontos exatamente em suas
latitudes e longitudes. Dessa forma, gera-se deformagao nos paises. Observe na Figura 7 que
ao afastar-se da linha do Equador, as deformagdes aumentam. A Groenlandia, que aparenta ter
area maior que a da Austrdlia, na verdade possui drea cerca de 3,5 vezes menor. (A Groenlandia

tem 4rea de 2.166.086 km? e a Australia cerca de 7.692.024 km?)

2.1.1.2 PROJECAO CONICA

A superficie terrestre fica inscrita em um cone, tendo em comum uma circunferéncia,

nao maxima, da esfera; geralmente um paralelo (Figura 8). Suas principais caracteristicas sao:

* Apenas um hemisfério pode ser cartografado;

* As regides mais proximas ao polo e ao Equador sdo as mais deformadas, sendo nula a

deformacao no circulo tangente ao cone;

* Sua finalidade € para regides temperadas, onde as areas e formas sdo menos distorcidas.

A Figura 9 abaixo exemplifica uma possivel projecao conica, cujo vértice foi colocado

sobre o polo norte.

!'Apelido do holandés Gerhard Kremer (1512-1594), a figura mais influente da cartografia moderna. Sua
projecdo foi publicada em 1569.
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Figura 7: Projecao de Mercator, publicada em 1569, na qual representa o globo terrestre na sua

totalidade.

Fonte: (MENEZES, 2004)

Figura 8: Processo de obten¢ao de uma projecio conica.

Fonte: (MENEZES, 2004)

2.1.1.3 PROJECAO AZIMUTAL

Também chamada de projecdo Plana ou Polar, é feita apoiando-se a esfera em um

plano, possuindo, entdo, apenas um ponto comum, chamado origem da projecdo. Este ponto

pode ser escolhido de acordo com a sua preferéncia e finalidade (Figura 10). Possui como

caracteristicas:

* A partir do ponto de origem (ou ponto de tangéncia), partem os meridianos, representados

por retas;
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Figura 9: Exemplo de uma projecao conica.

Fonte: (MENEZES, 2004)

Os paralelos sao representados por circunferéncias concéntricas;

As dreas proximas a origem sao as que tém menor deformacao;

Amplamente utilizada para navegagdo aérea, permitindo estabelecer rotas mais precisas;

* E comum verificar esse tipo de projecdo em telas de radares.

Figura 10: Processo de obtencao de uma projecao azimutal.

Fonte: (MENEZES, 2004)

A titulo de curiosidade, o logotipo da Organiza¢do das Nacoes Unidas (ONU) repre-
senta uma projecao azimutal. Este logotipo tem a finalidade de retratar sua principal 4rea de
atuacdo, o hemisfério norte. Assim, sua origem é o pdlo norte. Verifique, também, as areas
do hemisfério sul que aparecem, produzem grandes deformag¢des, como a América do Sul e a

Australia, por exemplo. (Figura 11)



21

Figura 11: Logotipo da ONU, retratando uma projecao azimutal.

Fonte: (TAMDJIAN, 2005)

2.2 OS PARAMETROS NACIONAIS, AS DIRETRIZES CURRICULARES E OS LIVROS
DIDATICOS

Nesta secao, serdo apresentadas, em linhas gerais, as orientacdes de como o tema
Geometria Esférica deve ser conduzido de acordo com documentos oficiais e com a legislagao
vigente. Além disso, serd feita a andlise de livros didaticos disponiveis em escola publicas
de Ensino Médio. Estes livros s@o distribuidos gratuitamente aos educandos, pelo Programa
Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLEM), criado em 2004, pelo Governo
Federal.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) s@o diretrizes elaboradas pelo Governo
Federal, em 2000, e tem como objetivo principal uniformizar e sistematizar o ensino no pais,

estabelecendo eixos norteadores da educagdo no ambito tedrico e na relacio escola-cotidiano.

A Matematica ocupa um papel impar nos PCN’s,

No Ensino Médio, quando nas ciéncias torna-se essencial uma construgdo abstrata
mais elaborada, os instrumentos matemadticos sdo essencialmente importantes. Mas
ndo € s6 nesse sentido que a Matematica é fundamental. Possivelmente, ndo existe
nenhuma atividade da vida contemporanea, da musica a informética, do comércio a
meteorologia, da medicina a cartografia, das engenharias as comunicacdes, em que a
Matemadtica ndo compareca de maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quan-
tificar e interpretar compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias
e quantas outras varidveis houver. (MINISTERIO DA EDUCACAO E DO DES-
PORTO, 2000b).

Os Parametros sugerem que a Matemadtica, como cardter instrumental, deve ser vista
pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas a outras dreas de

conhecimento.



22

[...] € preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema de cédigos e regras
que a tornam uma linguagem de comunicag¢ao de ideias e permite modelar a realidade
e interpretd-la. Assim, os nimeros e a dlgebra como sistemas de codigos, a geometria
na leitura e interpretacdo do espago, a estatistica e a probabilidade na compreensdo de
fendmenos em universos finitos sdo subdreas da Matematica especialmente ligadas as
aplicacdes. (MINISTERIO DA EDUCACAO E DO DESPORTO, 2000b)

Os PCN’s de Geografia, entretanto, submetem no Ensino Fundamental uma analise
apenas fisica da Terra, como hidrografia, relevo, clima e vegetacdo. Ja no Ensino Médio, o
aspecto geométrico da Terra passa a ter maior importancia, para auxiliar na compreensao dos

fendmenos sociais, politicos e econdmicos do mundo, estudados na Geopolitica.

Nunca o espaco do homem foi tdo importante para o desenvolvimento da histéria. Por
isso, a Geografia € a ciéncia do presente, ou seja, € inspirada na realidade contem-
poranea. O objetivo principal desses conhecimentos é contribuir para o entendimento
do mundo atual, da apropria¢do dos lugares realizada pelos homens, pois € através
da organizagdo do espaco que eles ddo sentido aos arranjos econdmicos e aos valores
sociais e culturais contruidos historicamente. (MINISTERIO DA EDUCACAO E DO
DESPORTO, 2000c)

Ainda em rela¢do aos Parametros Curriculares de Matematica, as finalidades do estudo

desta disciplina indicam como objetivos levar o aluno a:

* aplicar seus conhecimentos matematicos a situacdes diversas, utilizando-os na
interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

* analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matemadticas para formar uma opinidio prépria que lhe permita ex-
pressar-se criticamente sobre problemas da Matemadtica, das outras dreas de
conhecimento e da atualidade;

* desenvolver as capacidades de raciocinio e resolug¢ao de problemas, de comuni-
cacdo, bem como o espirito critico e criativo;

[...]

* estabelecer relacdes entre diferentes temas mateméticos e entre esses temas € o
conhecimento de outras dreas do curriculo. (MINISTERIO DA EDUCACAO
E DO DESPORTO, 2000a)

Uma das intengdes deste trabalho € interdisciplinarizar contetidos de Matematica e
Geografia. A interdisciplinaridade permite conexdes entre diversos conceitos matematicos e
entre diversas formas de pensamento matemdtico, além de buscar mostrar a relevancia cultural

e historica de certos temas dentro e fora desta area.

As Orientacdes Curriculares do Ensino Médio, um complemento aos Parametros Curri-
culares Nacionais, chamados de PCN+, sugerem uma nova abordagem da geometria tradicional

ministrada, que ainda se baseia apenas em calculos de dreas e volumes.
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[...] é importante destacar que este tema estruturador [Geometria ¢ Medidas] pode
desenvolver no aluno todas as habilidades relativas a medidas e grandezas, mas pode
fazé-lo também avancar na percepcao do processo histdrico de construgdo do conhe-
cimento matemadtico, e é especialmente adequado para mostrar diferentes modelos
explicativos do espago e suas formas numa visdo sistematizada na Geometria, com
linguagens e raciocinios diferentes daqueles aprendidos no Ensino Fundamental com
a geometria cldssica euclidiana. (MINISTERIO DA EDUCACAO E DO DESPOR-
TO, 2006)

Embasado nessa citagao, este trabalho propde atividades diversificadas em relacdo ao
ensino atual, buscando nao apenas transmitir contetidos e passar formulas, mas sim dar signifi-

cado ao aprendizado, uma visao critica sobre os fendmenos que nos cercam.

Esse estudo interdisciplinar ndo deve, ou ndo deveria, ser trabalhado em sala de aula
de maneira eventual, esporadica, com dois ou trés projetos desenvolvidos durante o ano, mas
sim de maneira continua. A interdisciplinaridade é hoje uma palavra-chave para a organizacao
escolar; pretende-se com isso o estabelecimento de uma intercomunicacdo efetiva entre as dis-

ciplinas, em favor de um objetivo comum. E mais,

Partindo-se do pressuposto de que a realidade do mundo é muito mais ampla do
que a possibilidade tedrica de qualquer area do conhecimento para dar conta de sua
explicacdo e compreensdo isoladamente, e de que isso ndo pode ser feito de forma
fragmentada, a pratica didatica e pedagdgica da interdisciplinaridade torna-se um re-
curso para impedir o estudo fragmentado do mundo. (MINISTERIO DA EDUCACAO
E DO DESPORTO, 2000a)

Dessa forma, a interdisciplinaridade corroborard o aprendizado, tornando-o global e

consistente.

Segundo os Pardmetros Curriculares de Santa Catarina, em Geografia, ndo se deve
trabalhar a cartografia de maneira isolada como um conteiido a parte, mas sim de maneira

contextualizada, de forma que o aprendizado seja mais significativo.

Neste nivel de raciocinio, o critério de selecdo/delimitacdo do conteido deve estar
referido a temas, enunciados o mais das vezes por problematicas que vao ser situadas
em um espago e num tempo. Por isso, deve-se ter a referéncia da cartografia. As
nocdes de cartografia devem ser constantemente trabalhadas, ndo como um contetido
em si, mas como um instrumento capaz de permitir que se conheca e represente o
espaco estudado. (SANTA CATARINA, 1998a, p.7)

O estudo da cartografia necessita de uma alfabetizagdo, pois existem definigoes e ele-
mentos especificos desta drea. Além disso, interdisciplinarizar com Matematica requer um cui-
dado ainda maior, deve-se tomar cuidado com a terminologia utilizada, fazendo uma adaptacdo

de conceitos das duas disciplinas a fim de aproxima-las, em prol de um aprendizado efetivo.



24

Os Parametros Curriculares de Santa Catarina, em Matematica, ressaltam, e isso fa-
cilita a aplicacdo deste trabalho, que a organizacido dos temas de uma diretriz curricular ou de
um livro didatico ndo precisa obedecer obrigatoriamente a sequéncia dada. Além disso, salienta

que

[...] o estudo de um determinado tema deve acontecer de forma contextualizada, tanto
no aspecto sécio-histérico de produ¢do do conhecimento, quanto nas relagdes com os
demais conteddos da Matematica, bem como com as outras areas de conhecimento.
(SANTA CATARINA, 1998b, p. 112)

Em se tratando de Geometrias Nao Euclidianas, tanto os Parametros Curriculares Naci-
onais quanto os estaduais de Santa Catarina ndo sugerem este topico, ao contrario da Euclidiana,
que € sempre citado. Entretanto, os PCN’s consideram importantes os topicos relacionados a
Histéria da Matemética e a Resolu¢do de Problemas, e as recomendam. Sendo trabalhada de
maneira adequada, ndo apenas realizando recortes da histdria, este recurso pode levar a uma

consisténcia dos contetidos € uma maior apropriacao destes.

De maneira semelhante aos parametros, os livros didaticos de Matematica ainda ndo
trazem os conteddos referentes a Geometrias Nao Euclidianas para serem trabalhados. Anali-
sando os livros abaixo relacionados, todos disponiveis a qualquer aluno por serem do PNLEM,

apenas alguns deles citam a existéncia de outras geometrias.
* Matematica: Ciéncia e Aplicacoes; de Gelson lezzi, entre outros. Volume 2, 5* edicdo,
Editora Atual, Sao Paulo: 2010.

e Matematica: Uma Ciéncia para a Vida; de Antdnio Carlos Rosso Jr. e Patricia Furtado.
Volume 2, 1* edi¢do, Editora Harbra Sao Paulo: 2011.

* Matematica: Um Novo Olhar; de Joamir Souza. Volume 3, 1* edi¢do, Editora FTD, Sao
Paulo: 2010.

¢ Matematica: Volume fJnico; de Luiz Roberto Dante. 1% edi¢do, Editora Atica, Sdo
Paulo: 2005.

* Matematica: Ensino Médio; de Katia Stocco Smole e Maria Ignes Diniz. Volume 2, 6*

edicao, Editora Saraiva, Sao Paulo: 2010.

* Matematica: Aula por Aula; de Benigno Barreto Filho e Claudio Xavier da Silva. Vo-
lume 2, 2* edi¢cdo, Editora FTD, Sao Paulo: 2005.
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* Matematica: Projeto Eco; de Cintia Bagatin Lapa e Jorge Luiz Farago. Volume 2, 1*

edicao, Editora Positivo, Curitiba: 2010.

* Matematica Fundamental: Uma Nova Abordagem; de José Ruy Giovanni, entre ou-
tros. Volume Unico, 1* edi¢do, Editora FTD, Sao Paulo: 2002.

* Matematica: Ensino Médio; de Manoel Rodrigues Paiva. Volume 2, 2° edi¢do, Editora
Moderna, Sao Paulo: 2010.

Destes, o primeiro, (IEZZI et al., 2010), faz uma breve menc¢ado sobre a contestagao

feita por outros matematicos a obra de Euclides.

[...] de que sua validade [da Geometria] fosse estabelecida por meio de argumentos
l6gicos e utilizando nas demonstracdes apenas propriedades demonstradas anterior-
mente. Isso caracterizou uma ruptura definitiva com a Matemdtica de base expe-
rimental e empirica dos séculos anteriores. E bem verdade que séculos depois, os
matemadticos verificaram que o método criado por Euclides ndo foi usado de maneira
perfeita na sua obra e que Os Elementos tem ainda varios apelos a intuigdo, criando
entdo outras geometrias além da dele. (IEZZI et al., 2010, p. 252)

De maneira ndo tio superficial, mas também apenas a titulo de curiosidade - em um
box chamado “Conheca Mais” - o segundo livro elencado, Rosso e Furtado (2011), menciona

as Geometrias Nao Euclidianas, logo ap0s o livro tratar do quinto postulado de Euclides.

Esse postulado [0 postulado das paralelas] é o mais célebre de todos os postulados
enunciados por Euclides, que em sua obra, Os Elementos, foi o 5° a ser listado e,
por isso, é conhecido como “o quinto postulado de Euclides”. A teoria construida
admitindo esse postulado é chamada de geometria euclidiana.

Esse postulado foi objeto de muita discuss@o entre os matemadticos que, durante varios
séculos, tentaram demonstra-lo através de outros postulados enunciados por Euclides,
pois acreditavam que se tratava de um teorema. Foi somente no século XIX que
alguns matematicos conseguiram demonstrar que o quinto postulado de Euclides se
trata realmente de um postulado independente dos outros e necessario na construcio
da geometria euclidiana.

Eles conseguiram tal feito considerando inicialmente que o postulado de Euclides
ndo era verdadeiro, substituindo-o por outros que deram origem a outras geometrias,
conhecidas como geometrias ndo euclidianas. (ROSSO; FURTADO, 2011, p. 371)

Ja o livro de Dante (2005), d4 uma breve explanacdo sobre a obra de Euclides, em
uma sessao intitulada “Um pouco da Histéria”, citando na sequéncia a existéncia de outras

geometrias.
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[...] Porém, no século XIX, os matematicos comegaram a discutir os axiomas e veri-
ficaram um fato surpreendente: bastava por de lado o postulado das paralelas — viga-
mestra da obra de Euclides — para tornar possivel o desenvolvimento de novos siste-
mas geométricos. Os matematicos Lobachevsky (1792-1856) e Riemann (1826-1866)
foram os primeiros a criar sistemas diferentes. Essas novas concepcdes, que se tor-
naram conhecidas como geometrias ndo euclidianas permitiram as ciéncias exatas do
século XX uma série de avangos, dentre as quais destaca-se a Teoria da Relatividade
de Einstein. (DANTE, 2005, p. 359)

De maneira semelhante, Barreto e Silva (2005) citam a criagdo dessas novas geome-
trias, muito tempo depois da euclidiana, explicando que esta foi documentada em Os Elementos

e que foi muito importante para o desenvolvimento de varios campos da ciéncia.

Embora parte de suas obras [de Euclides] tenha tomado rumo ignorado, algumas estio
documentadas, como € o caso de Os Elementos, composta de 13 livros, sem ddvida
sua maior e mais conhecida obra. Nela, Euclides mostra grande arte, método, rigor e
capacidade de sistematizar. Expde a geometria a partir de axiomas e postulados, ndo
demonstrdveis, mas essenciais para a estrutura desse estudo. [...]

Somente no inicio do século XIX, matematicos como Gauss, Lobachevsky e Riemann
estruturaram a geometria ndo euclidiana, contribuicao fundamental para o mundo ci-
entifico moderno. (BARRETO; SILVA, 2005, p. 301)

Em geral, todos os livros pesquisados ddo certa importincia a geometria desenvolvida
por Euclides, no inicio dos capitulos dedicados a Geometria Espacial. Sdo apresentados os
conceitos primitivos e alguns axiomas. Verifica-se que ndo ha uma ordem exata na transmissao
desses dados, apenas alguns, por exemplo, quando € citado “o Quinto Postulado” apds outros
quatro, que nem sempre sio os quatro primeiros postulados de Euclides. E o caso de (LAPA;
FARAGQO, 2010, p. 197), que cita e enfatiza os postulados de Euclides, entretanto o das parale-

las € chamado de “Postulado 7.

Dentre os nove livros consultados, aquele que d4 mais atencdo as geometrias nao-
euclidianas € o de Smole e Diniz (2010), que exemplifica com a geometria esférica as geome-
trias ndo euclidianas. Elas utilizam uma possivel rota no planeta Terra, que passa pelas cidades
de Havana, Tanger e Cairo, mostrando que no globo terrestre, estdo alinhadas num mesmo
circulo maximo, porém na planificacio de um mapa ndo. Mesmo estando em carater de cu-
riosidade no livro didatico, € uma boa introdugdo prética a esse assunto, gerando interesse e

despertando a criatividade dos educandos.

Outras geometrias surgiram no século XIX, quando alguns matematicos puseram em
ddvida alguns postulados de Euclides e descobriram que, admitindo outros postulados,
chegavam a outra geometrias também validas, as Geometrias Nao Euclidianas.

A Geometria Nao Euclidiana mais facil de se visualizar € a esférica, em que tudo se
passa numa esfera e tem a Terra como modelo. (SMOLE; DINIZ, 2010, p. 210)
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E, principalmente por esse motivo, a falta de material didético para os alunos, que esse
projeto se justifica: mostrar aos educandos a geometria esférica e, mais do que isso, que existem
geometrias diferentes da geometria euclidiana, que lhes proporciona uma melhor compreensao

do mundo em que vivem.

Em seguida, trataremos da Geometria, através de um breve histérico, mostrando a
evolucdo desta area e situando cronologicamente as novas descobertas até, por fim, chegarmos

a Geometria Esférica e suas caracteristicas.
2.3 A GEOMETRIA

Datar a origem da matemaética e da geometria € um tanto quanto arriscado, visto que os
primérdios e registros dessa drea sao mais antigos que a origem da prépria escrita. Entretanto,
os ultimos seis mil anos tém fornecido maiores informacdes, mais eficazes e seguras sobre essa
origem, a partir do momento em que o homem passou a registrar seus feitos. Matemdticos que se
propuseram a estudar os provaveis motivos da origem da geometria sdo Herddoto e Aristoteles,

baseado na origem egipcia.

Segundo (LEONARDO, 2010, p.105), Herddoto (485 - 420 a.C.) possuia uma teoria
que a geometria surgiu em virtude das necessidades cotidianas do povo, geralmente em relacdo
a medicdo de terras a cada ano apos as inundacoes dos rios. Ja Aristoteles (384 - 322 a.C.)
acreditava na existéncia de uma classe sacerdotal, que se dedicava a estudos para construcao de

templos.

Apesar do fato de as teorias seguirem rumos distintos, hd um aspecto comum, os
gedmetras egipcios eram chamados de “esticadores de cordas”*, e esse titulo serve para jus-
tificar qualquer uma das teorias, tanto para medi¢ao de terras, quanto para auxilio na constru¢ao

de seus templos.

Além disso, para Boyer (1974), existiria a possibilidade de surgimento da matemética,
e da geometria, apenas pelo seu prazer, visto que os vestigios matematicos da antiguidade se

preocupavam também com o aspecto estético, buscando padroes e simetrias em desenhos.

A preocupacao do homem pré-histérico com configuracdes e relagdes pode ter origem
em seu sentimento estético e no prazer que lhe dava a beleza das formas, motivos
que geralmente propelem a matematica de hoje. Gostariamos de pensar que ao menos
alguns dos antigos gedmetras trabalharam pela pura satisfacdo de fazer matemadtica,
ndo com auxilio pratico a mensuragdo. (BOYER, 1974, p. 5)

As ideias de Aristételes eram semelhantes as dos gedmetras da India, visto que se
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utilizavam de cordas para auxiliar na construcdo de templos e altares. La eram chamados de
Sulvasutras (Regras de Cordas) e, segundo Boyer (1974, p. 6), tanto os do Egito quanto os da
India provinham de uma fonte comum, “uma protogeometria relacionada com os ritos primiti-
vos mais ou menos do modo como a ciéncia se desenvolveu a partir da mitologia e a filosofia

da teologia.”

Por volta do século VI a.C., Tales de Mileto trouxe uma nova forma de pensar a ge-
ometria, através de métodos dedutivos e sem utilizar a dlgebra. Outro importante nome da
geometria, Pitdgoras de Samos foi um provavel companheiro de estudos de Tales que realizou
estudos referentes a retas paralelas e triangulos, sendo o mais importante o teorema que leva

S€u nome.

Pitdgoras também deu sua contribui¢ao para os fundamentos 16gico dedutivos da geo-

metria, o que mais tarde seria usado por Euclides em sua mais célebre obra.

[...] os significados desses termos devem ser claros para o leitor e, assim, 0s gregos
sentiam que o discurso deveria comecar com uma lista de explanagdes e defini¢des
desses termos técnicos. Depois dessas explanacdes e definicdes terem sido dadas, as
afirmacdes iniciais, chamadas de axiomas ou postulados do discurso, seriam enun-
ciados. Essas afirmacdes iniciais, segundo os gregos, deveriam ser cuidadosamente
escolhidas de maneira que sua veracidade fosse completamente aceitdvel pelo leitor
em vista das explanacdes e defini¢des ja citadas. (EVES, 1992, p.9)

Seguindo o desenvolvimento da geometria na Grécia, trés autores que merecem desta-
ques sdo: Euclides, cujos feitos serdo tratados na proxima sec¢ao; Arquimedes (287-212 a.C.) e
Apolonio (262-194 a.C.).

Arquimedes foi um matemadtico extremamente dedicado a geometria. Foi autor de
compilagdes que tratavam de definicdes em geometria plana, além de alguns topicos na geo-
metria espacial. Descobriu as férmulas para se calcular areas da superficie esférica e da calota
esférica, além do volume da esfera e do segmento esférico. Teve influéncia na origem do célculo
integral e foi o precursor dos métodos para se calcular as aproximacdes de 7, sendo que esta-
beleceu o intervalo ETE << - para seu valor, nos dando a aproximacgdo de 3, 14 usada até
hoje.

Apoldnio foi um astrobnomo que teve papel importante na matematica ao criar a obra
Secoes Conicas, denominando-as de Elipse, Hipérbole e Pardbola, e estabelecendo relacdes e
formulas usadas até hoje. Por tal feito, é conhecido como “o Grande Gedmetra”. Além disso,
seus feitos foram fundamentais para a constru¢do utilizando régua e compasso. “O Problema
de Apoldnio”, por exemplo, é um cldssico e instigante trabalho no qual se contréi um circulo

tangente a outros trés dados.
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Com a morte de Apolonio, a era de ouro da geometria grega chegava ao fim, sem ter

muitas contribui¢des dos matematicos posteriores.

Entre séculos XV e XVII a matematica volta a ter grandes contribui¢des no ramo
geométrico. A geometria projetiva surgiu na época do Renascimento, quando artistas e en-
genheiros procuraram criar leis para projetar objetos sobre uma tela. A mais significativa obra
a respeito das projecdes foi de Gerard Desargues, cuja obra foi publicada em Paris, em 1639.
Mas as ideias de Desargues nao foram muito disseminadas, ndo pela qualidade de sua obra, mas

por um marco matematico que o deixou na sombra das grandes descobertas.

Ha vérias razdes pela qual o pequeno livro de Desargues tenha sido negligenciado. Ele
foi eclipsado pela Geometria Analitica, mais flexivel, introduzida por Rene Descartes
dois anos antes. [...] Além disso, Desargues adotou um estilo e uma terminologia tdo
excéntricos, que obscureciam seu trabalho e desencorajavam os outros que tentaram
apreciar devidamente seus resultados. (EVES, 1992, p.15)

Posterior a esta data, entre os séculos XVII e XIX, surgem grandes nomes da ma-
tematica, que tiveram fundamental papel relacionado aos topicos desse trabalho: Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), Nicolai Ivanovich Lobachevski (1793-1856), Johann Bolyai (1802-1860) e

George Friederich Bernhard Riemann (1826-1866). Suas ideias serdo citadas na sequéncia.

2.3.1 A GEOMETRIA EUCLIDIANA

Segundo Boyer (1974, p.74), pouco se sabe sobre a histoéria de Euclides, inclusive sua
origem, que acredita-se ser de Megara e nao de Alexandria, como sempre aparece nos livros.
Esta cidade, na verdade, € atribuida juntamente com seu nome gragas aos seus estudos (esses

sim muito bem registrados) feitos em sua maioria nesse local.

E fato que ao se mencionar Euclides, automaticamente a obra Os Elementos vem a
memoria. Entretanto, ele foi autor de mais de doze obras, dos mais diversos topicos, como
Optica, astronomia, musica e se¢des cOnicas. Mas desses, apenas cinco sobreviveram até hoje:

Os elementos, Os Dados, Os Fenomenos, Divisdo de Figuras e Optica.

E inegdvel que Os Elementos é a obra mais célebre de Euclides e ha quem diga de toda a
historia da matematica. Traz conceitos de uma matematica elementar, utilizando de aritmética,
geometria sintética e até mesmo algebra (num aspecto geométrico, diferente da dlgebra mo-
derna). E composta de treze volumes, nos quais os seis primeiros tratam da geometria plana
elementar, os trés seguintes sobre a teoria dos nimeros, o décimo sobre incomensurabilidade e
os trés ultimos sobre geometria espacial. Na Figura 12 podemos visualizar uma ilustracdo da

capa de “Os Elementos”.
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Figura 12: Capa da coletanea de livros Os Elementos, de Euclides, traduzido para o inglés.

Fonte: IEZZI1 et al., 2010)

Os livros ndo possuem introducdo e ja partem para uma série definicdes explanadas de
maneira direta, sem nenhuma preparagado para tal. Alguns exemplos dessas defini¢des sdo: um
ponto é o que ndo tem parte; linha é comprimento sem largura e uma superficie é o que tem

apenas comprimento e largura.

ApOs essas definicoes, Euclides forneceu uma lista de axiomas (proposi¢do admitida
como verdade sem necessidade de demonstragdo, cujo cardter é aparente) e postulados (seme-
lhante ao axioma, mas menos 6bvia). Nos livros consultados e listados na Secdo 2.2, os axiomas
e postulados sdo, de maneira errada, considerados sindbnimos. De qualquer forma, Boyer (1974)

cita as dez pressuposicoes, de maneira separada, assim como Euclides, a seguir:

Postulados: Seja postulado o seguinte:

1. Tracar uma reta de qualquer ponto a qualquer ponto.

2. Prolongar uma reta finita continuamente em uma linha reta.

3. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

4. Que todos os angulos retos sdo iguais.

5. Que, se uma reta cortando duas retas faz os angulos interiores de um mesmo lado
menores que dois angulos retos, as duas retas, se prolongadas indefinidamente, se
encontram desse lado em que os angulos sdo menores que dois angulos retos.
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Axiomas (ou nog¢bes comuns):

1. Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa também sao iguais entre si.
2. Se iguais sdo somados a iguais, os totais sdo iguais.

3. Se iguais sdo subtraidos de iguais, os restos sdo iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais uma a outra.

5. O todo € maior que a parte.

Uma representacdo do postulado 5 pode ser visualizada na Figura 13. Se a+ 3 < 1807,

entdo as retas r e s se encontrarao ao prolonga-las para a direita, neste caso.

4 N

- J

Figura 13: Representacio do quinto postulado.

Fonte: (Autor, 2014)

Entretanto, o quinto postulado, que na obra de Euclides € descrito como: “Que, se
uma reta cortando duas retas faz os dangulos interiores de um mesmo lado menores que dois
dngulos retos, as duas retas, se prolongadas indefinidamente, se encontram desse lado em que
os dngulos sdo menores que dois dngulos retos” na maioria dos livros didaticos € substituido
pelo resultado equivalente: “Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tinica reta
paralela a reta dada”. Essa reformulacdo do enunciado se deve ao matemético escoc€s John
Playfair (1748-1829).

Por séculos este postulado foi motivo de criticas. Nomes como Proclus (410-485),
Nasiredin (1201-1274), Wallis (1616-1703), Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-1777), Le-
gendre (1752-1833) e Bertrand (1731-1812) acharam estranho Euclides usar o quinto postulado
apenas a partir da 29 proposic¢ao, tendo usado os outros quatro até entdo. Além disso, Euclides
tratou como teorema a afirmacao de que A soma de dois angulos de um tridngulo é sempre
menor que dois retos. Porém, esta € a reciproca do quinto postulado. Assim, esse também seria

suscetivel de prova.
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2.3.2 AS GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS

No inicio do século XIX, apds todas as tentativas dos matemdticos acima citados de
provar o quinto postulado usando os quatro anteriores, € chama-lo assim de teorema, alguns
célebres matematicos comecaram a expor suas ideias e efetivamente mostrar que ele era inde-
pendente dos outros e que isso seria fundamental para a origem de novas geometrias. O primeiro

foi Carl Friedrich Gauss, no qual é descrito por Barbosa (2009):

Nos anos criticos que antecederam a descoberta da nova Geometria, a figura domi-
nante do mundo matemético era Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que deu uma
grande contribuicio no desenvolvimento de ideias que levaram a sua descoberta. Pou-
cos dos seus resultados, frutos de muitos anos de pesquisa sobre problemas associados
ao quinto postulado, foram tornados publicos durante a sua vida. Algumas cartas a
outros interessados naqueles problemas, criticas de tratados sobre paralelas, e notas
inéditas descobertas entre seus trabalhos, sdo toda a evidéncia disponivel de que foi
ele o primeiro a entender claramente a possibilidade de uma Geometria logicamente
precisa e diferente da de Euclides. Foi ele o primeiro a designar a nova Geometria de
Nao Euclidiana. (BARBOSA, 2009, p. 37)

Janos Bolyai (1802-1860), filho do matematico hungaro Wolfgang Bolyai, teve sua
vida focada na matematica. Aos treze anos ja dominava o cdlculo e comecgou a estudar e tentar
desvendar o postulado das paralelas ao ver que seu pai ndo havia tido sucesso. Ao verificar que
ndo era possivel prova-lo, mas ao substitui-lo pela sua negacdo, de que por um ponto fora de
uma reta nao passa apenas uma reta paralela a reta dada, surgia uma nova geometria, também
vdlida, Janos comunicou seu pai e este remeteu uma carta a Gauss, seu amigo. Carl, ndo se sabe
se desmerecendo o trabalho de Janos, disse que ja havia chegado a estas conclusdes cerca de
30 anos antes, o desencorajou e, a partir dai, ndo publicou mais nada. Mesmo assim, em 1832,

Janos publicou esses resultados no apéndice de uma obra de seu pai.

Paralelamente a Bolyai, Nicolai Lobachevski também chegou aos resultados do htin-

garo, motivo pelo qual ele dividiu os créditos da descoberta desta nova geometria.

Para eles, ao negar o quinto postulado, na analogia de Playfair, poderiamos ter ne-
nhuma ou mais de uma reta paralela a uma dada passando por um ponto. De maneira especial,

eles trabalharam com a ideia de se ter mais de uma paralela. Surgia a Geometria Hiperbdlica.

Anos mais tarde, por volta de 1855, o matemético alemao Bernhard Riemann negou
a outra parte do quinto postulado, que por um ponto fora de uma reta ndo passa nenhuma
paralela a reta dada. Esse foi o principio da Geometria Eliptica. Sendo a esfera um caso
especial de elipsoide, nossos estudos sobre geometria esférica seguirdo as propriedades relativas

a geometria eliptica de Riemann.
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Tanto a Geometria Hiperbodlica como a Eliptica diferem da de Euclides pelo fato de
usarem um plano diferente do convencional. Essa diferenciacdo ocorre de maneira numérica
através do conceito de ‘curvatura’ e, segundo (KASNER; NEWMAN, 1968, p.147), “a Ge-
ometria Euclidiana ou Parabdlica tem curvatura zero; a Geometria Riemanniana, Esférica ou
Eliptica tem curvatura positiva € a Geometria Lobachevskiana ou Hiperbolica tem curvatura

negativa.”

Assim, podemos elencar as trés geometrias através de sua curvatura, além de uma
propriedade relativa a triangulos, de acordo com as ideias de Girolamo Saccheri (1667-1733) e
Johann H. Lambert (1728-1777).

* A geometria euclidiana utiliza superficie de curvatura zero, e seu triangulo possui soma

de angulos internos igual a 1807;

* A eliptica utiliza superficie com curvatura positiva e a soma dos angulos internos de um
triangulo € maior que 180° e menor que 540°, sendo minima quando os vértices estdo
mais proximos e mixima quando estdo proximos de uma circunferéncia mixima (que

definiremos a seguir e intitularemos Geodésica);

* A hiperbdlica possui curvatura negativa e a soma dos angulos internos de um triangulo é

menor que 1807, sendo mais préxima de zero quao mais proximos sao seus vértices.

A Figura 14 simplifica essa ideia.

Dois exemplos que remetem a superficie positiva e negativa sio um Ovo € uma corneta,

respectivamente. Esses exemplos estdo representados pela Figura 15.

A seguir, serd dada énfase na geometria eliptica, em particular a esférica, suas defini¢des,
propriedades, caracteristicas e aplicacdes em situacoes cotidianas, que terd grande importancia

no desenvolvimento das atividades em sala.

2.3.3 A GEOMETRIA ESFERICA

Por razdes agricolas, geogréficas, astrologicas e religiosas, nossos ancestrais procura-
vam entender o comportamento de corpos celestes (Lua, Terra e estrelas). Inicialmente, ten-
tavam usar de seus conhecimentos para se localizar ao realizar grandes viagens. Supondo que
a Terra e os outros astros eram esféricos, necessitavam de conhecimento sobre distdncias so-
bre uma superficie esférica. Dessa forma, acredita-se que a Geometria Esférica seja a primeira

geometria ndo-euclidiana, desenvolvida basicamente nas dreas da Astronomia e Navegacao.
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Figura 14: Representacio simplificada das curvaturas das geometrias euclidiana, eliptica e hi-
perbolica.

Fonte: (SILVA, 2011)

Figura 15: Um ovo e uma corneta, representando curvaturas positiva e negativa, respectivamente.

Fonte: Autor (2014)

Nesta secdo, alcancamos alguns resultados da geometria eliptica, particularmente para
a esférica. Inicialmente, vemos algumas defini¢des na esfera, que serdo requisitos para uma

melhor compreensao do que vem adiante. Em seguida, desenvolvemos algumas ferramentas
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que possibilitardao calculos na superficie esférica e, por fim, determinamos um método para

calcular a distancia entre dois pontos de uma esfera.

Definiciio 2.1. Esfera: Chama-se esfera de raio r, com centro na origem O de R3 o conjunto E

E={VeR}/|V|=r}

Seja V € R3, V = (x,,2), entdo | V| = /2 +y>+2z2. Assim, E é o conjunto das

solucdes da equagio x> +y* +z° = r?.

A Figura 16 representa a esfera descrita acima.

A

Z

S|

Figura 16: A esfera.
Fonte: Autor (2014)

Definicao 2.2. Circulo Mdximo de uma Esfera: Dada uma esfera E, chama-se de circulo

mdximo a intersec¢do da superficie esférica de E com um plano que passa pelo seu centro.

Na Terra, os meridianos e a Linha do Equador sdo exemplos de circulos maximos.

Definicao 2.3. Pontos antipodas da esfera: Dois pontos, P e P’, de uma esfera sao chamados

de antipodas se P for simétrico a P’ em relagcdo ao centro O da esfera.

Dessa forma, segundo Latas (2013, p.23), “dois circulos maximos de uma esfera se
interceptam em dois pontos antipodas” (vide Figura 17). Como os circulos miximos fazem
o papel de retas na superficie esférica (LATAS, 2013, p.23), reafirma-se a ideia de Riemann

(conforme a subsecdo 2.3.2) de que por um ponto fora de uma reta ndo ha nenhuma paralela
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a ela. Na Terra, é f4cil visualizar dois pontos antipodas, basta analisar as intersec¢oes de dois

meridianos, os pdlos Norte e Sul.

Figura 17: Representacio de P e P’, pontos antipodas.

Fonte: Autor (2014)

Definicao 2.4. Geodésica: Chama-se geodésica a curva de menor distdncia entre dois pontos

de uma superficie.

No caso de uma superficie de curvatura zero, o plano euclidiano, a geodésica € o
segmento de reta que une esses pontos. Entretanto, se a superficie for outra, pode nio ser mais
um segmento de reta. No caso especifico da esfera, a geodésica € um arco de circulo maximo

na esfera. A Figura 18 a seguir ilustra uma geodésica AB numa esfera E.

Figura 18: Geodésica que passa por A e B.
Fonte: Autor (2014)
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A seguir, faremos algumas consideracdes sobre as coordenadas esféricas de um ponto.

E habitual utilizarmos a notacio P = (x,y,z) para representar um ponto em R3, onde x

€ a projecao de P no eixo X, y € a projecdo de P no eixo Y e z € a projecao de P no eixo Z.

Entretanto, ao representarmos um ponto P = (x7y, z) pertencente a uma esfera, pode

ser mais conveniente fazé-lo como uma tripla P = (r, @, 6), de modo que:
r: € a distancia de P a origem O da esfera;
a: € o angulo entre a projecao de ﬁ no plano OXY e o eixo X; e
0: é o angulo entre 07 e o plano OXY.

Para utilizacdo futura, denotaremos r de raio, & de longitude e 6 de latitude. Vide

Figura 19.

I
1y

Figura 19: Longitude o e latitude 6 em uma esfera de raio r.

Fonte: Autor (2014)

Vale salientar que, em cursos de graduacao de Matematica e Engenharias, a latitude €
o angulo formado entre o vetor @ e o eixo OZ. Esse fato se deve ao fato de ser mais fécil obter
o angulo entre duas retas do que entre uma reta e um plano. Essa representacdo dada a Figura

19 € utilizada para manter o padrdo representado nos livros de Geografia dos alunos.

As coordenadas esféricas de um ponto P € E, e sua representacao cartesiana sao tais
que

P=(r,a,0)=(x,y,z) = (rcosacos0,rsinccos0,rsinh)

Para mostrar as rela¢des que formam esse ponto P = (rcos acos 0, rsina.cos 6, rsin 6)
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da esfera, basta analisarmos a Figura 20, e utilizarmos relagdes trigonométricas no triangulo

retangulo, que seguem:
No tridngulo OXP', OP' = rcos0, OX = rcosoacos@ e XP' = OY = rsinacos 0 e,
pelo tridngulo OPP’, PP = OZ = rsin 6

Em particular para a Terra, consideraremos as intersecgdes entre os planos OXZ e OXY

e a esfera como sendo o Meridiano de Greenwich e a Linha do Equador, respectivamente.

#

b 4
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X ................ : .-°‘QQ‘"'
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rsend =y

Figura 20: Coordenadas esféricas e cartesianas de um ponto da superficie esférica.

Fonte: Autor (2014)

A seguir, serdo definidos dois importantes elementos da Algebra, que facilitardo a
compreensao e os cdlculos das distancias na esfera: a norma de um vetor e o produto interno.

Antes disso, ainda, precisamos definir o que é uma métrica € um espago métrico.

Definicao 2.5. Métrica e Espaco Métrico: Uma métrica num conjunto A é uma fungdo d :
A x A — R, que associa a cada par ordenado (x,y) € A um niimero real d(x,y), chamado
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as propriedades:

pl)d(x,x)=0

p2) Se x #y, entdo d(x,y) >0

p3)d(x,y) = d(y,x) (simetria)

p4) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular)

Um Espago Métrico é um par (A,d), onde A é um conjunto e d é uma métrica de A.

Dois exemplos de espaco métrico sao:
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* areta, o conjunto R dos nimeros reais juntamente com a métrica definida por d(x,y) =
e =yl

* 0 espaco euclidiano R?, com a distancia entre dois pontos, x € y, no espaco tridimensio-
nal, dada por d(x,y) = \/(d —a)?+ (e —b)2 + (f — )%, onde x = (a,b,c) ey = (d,e, f).

Definicao 2.6. Norma de um vetor: Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma

, chamado norma

fungdo real || || : E — R que associa a cada vetor W € E o niimero real ||l
de . Sendo 7, V €E e real as condicoes abaixo devem ser satisfeitas:
cl)Se W #0, entdo || U|| # 0

c2) [|ec- || = |e| - |||

c3) @ + V(| < [[@]| +[[V]]

Temos como exemplo de espaco vetorial normado o espaco euclidiano R> (exempli-
ficado acima), de modo que: ||% || = Va®> + b2+ 2, para W = (a,b,c), ou seja, num espago
vetorial normado, || 7/ || = d(,0), isto &, a norma de um vetor & a sua distincia até a origem.
De modo geral, a norma induz uma métrica, definindo-se d(x,y) = ||x —y||. Assim, todo espago

vetorial normado torna-se um espago métrico.

Definicao 2.7. Produto interno: Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno é uma
fungdo < , >: E X E — R que associa a cada par ordenado de vetores 7, V € E um niimero
< 7, v >, chamado produto interno de w por V. Sendo 7, VewWecEea real, devem ser

satisfeitas as condigoes abaixo:

c)<U+W,V>s=<U,V>+<W,V >
2)<o- U,V >=o<u,V>
3)<U,V >=<7V,u >

cd)Se W #0, entdo < U, W > >0

A partir do produto interno, define-se a norma de um vetor W € E como
12| =<, d > ||X|P=<T,7d >

O exemplo mais classico de espago vetorial com produto interno, segundo (LIMA,
1977, p.6) é o R?, sendo que, para U = (a,b,c) e V= (d,e, f), temos

<,V >=a-d+b-e+c-f
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Podemos ainda representar o angulo entre os vetores através de seu produto interno.

Observe a Figura 21 a seguir, para os vetores W = (a,b,c) e V = (d, e, f)

Figura 21: Diferenca entre os vetores.

Fonte: Autor (2014)

Pelo Teorema dos Cossenos,

17 V| = H7||2+|!7H2—2-H7M>7II-COSI3 =
1|+ 11V | = [lu = i[>

cosf} =
2|Vl
D+ P+ E+ P [(a—d)P+(b—e)?+(c— f)?]
2[4 |11V]
AP+ P+l +E+ P (D2 + P+ dP+ e+ f2)+2.(ad + be + cf) N
B 2|1l

ad—l—be+cf}

p = areeos | [ ]

@B:“"CC’S[H?\|H?||

Para o caso especifico de dois vetores, UeV pertencentes a uma esfera com raio r,

< >
obtemos: 3 = arccos {’—2}
;

Além disso, como esse angulo obtido € central, tem medida equivalente ao arco de
circulo maximo. Assim, para determinar a distancia entre as cidades, usa-se proporcionalidade
entre o comprimento da circunferéncia maxima, com seu angulo total de 360°, e o comprimento

da geodésica, com o angulo f3, calculado.

Por exemplo, vamos calcular a distancia entre duas cidades: Buenos Aires, na Ar-
gentina e Berlim, na Alemanha, com coordenadas geograficas 34°36'47" S, 58°22/38" O e

52°31'27" N,13°24'37" L, respectivamente. (Fonte: http://www.distanciasentre.com)
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Convertendo os angulos para a forma decimal, supondo o raio da Terra 6371 km e

analisando seu sinal, temos as coordenadas esféricas:
Buenos Aires: (r,a,0) = (6371; —58,376%; —34,613°)

Berlim: (r,a,0) = (6371; 13,419; 52,523%)

ApOs isso, obtém-se as coordenadas cartesianas dessas cidades, representadas pelos

vetores a seguir:
Buenos Aires: i = (x1,y1,21) = (2749,32; —4464,77; —3618,92)
Berlim: V = (x2,¥2,22) = (3770,7; 899,0; 5056,01).
Seguinte a isso, calcula-se o produto interno entre os dois vetores:

<7;7 >= (x1 X Xp +y1 X y2 + X3 ><y3) =

(2749,32 x 3770,7) + (—4464,77 x 899,0) + (—3618,92 x 5056,01) = — 11944263, 02

—11944263,02
63712

Assim, 3 = arccos [ } = —0,294268752 = B = 107,11369°
Mas, se uma circunferéncia maxima da Terra mede 2.7.6371 = 40030, 17 km, entdo o

107,11369°
arco B = 107, 11369 medira 40030, 17.M =11910,5 km
3600

Segundo o site Distance.to (http://br.distance.to), a distancia entre as cidades é de
11911,96 km, ou seja, uma variacdo de cerca de 0,012%. Essa diferenca provém das aproxi-
macoes utilizadas tanto nas transformagdes de coordenadas, quanto no raio do planeta. Vale
lembrar ainda que a Terra ndo € perfeitamente esférica (seria melhor modelada como uma elip-

soide) e, portanto, seu raio vaira de 6357 km (raio polar) e 6378 km (raio equatorial).

A figura 22 a seguir ilustra a tela do site mencionado, mostrando a trajetdria geodésica

entre as cidades, que € diferente do segmento de reta no mapa.

Na sequéncia, serd explicitado o desenvolvimento do projeto, detalhando as ativida-
des realizadas com os alunos, a metodologia empregada, os objetivos a serem alcancados e os
materiais utilizados, ou seja, um roteiro para que outros professores possam utilizar esse ma-

terial com seus alunos. Em seguida, se faz andlise dos resultados obtidos com sua aplicagado e



Distancia: 11.911,06 km Rota:

—em. W R e B S L
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Berlin

Figura 22: Layout do site Distance.to que indica a distancia entre Buenos Aires e Berlin.

Fonte: Distance.to (2014)

sugestoes/correcoes para aplicagdes futuras.
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3 DESENVOLVIMENTO

3.1 ATIVIDADES

As atividades propostas aos alunos da segunda série do Ensino Médio consistiram
em trés listas de exercicios, producdes proprias, enfatizando a regido na qual esta localizada a
escola, e que serdo explicitadas superficialmente a seguir. Uma explanag@o mais detalhada sera

dada na secdo Desenvolvimento das Aulas e Andlise dos Resultados.

A atividade 1 consistiu em partes num diagnostico do conhecimento dos alunos, con-
tendo perguntas referentes a geometria euclidiana e conceitos mais bdsicos, como escala. A
outra parte foi experimental, pretendendo estimular a curiosidade dos alunos ao trabalhar com
uma questao atipica até entdo, utilizando uma bola de isopor, mostrando que a soma dos angulos

internos de um triangulo (esférico) é maior de 180°.

Para essa atividade, os alunos foram dispostos individualmente em suas carteiras, per-
mitindo para a questdo 2 que disutissem em grupos de até quatro pessoas. O objetivo desse
primeiro trabalho foi retomar conceitos ja estudados pelos educandos e analisar sua capacidade
de gerar conjecturas no exercicio da bola de isopor, defendendo suas respostas e posicionamen-

tos ao se comparar com os demais alunos.

Os materiais necessdarios para sua execu¢ao foram: as folhas com as atividades, bolas
de isopor (com diametro 6 cm j4 sdo suficientes), lapis, borracha, transferidor de graus e régua

(daquelas flexiveis, que facilitam o tragado dos triangulos esféricos).

ApOs esse desenvolvimento, foram iniciados os trabalhos com geometrias diferentes
da de Euclides. Na Atividade 2, questionou-se definicdes num primeiro momento bdsicas e
diretas da geometria (plana), mas no ambito esférico. Foram solicitadas, também, atividades
relacionadas a conceitos geograficos, como latitude e longitude, além dos primeiros calculos

que envolvem distancias na esfera.

Para essa atividade, os topicos foram trabalhados de maneira expositiva, utilizando o

quadro de giz e o projetor de slides, ilustrando os conceitos de cartografia: latitude, longitude,
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meridianos e paralelos. Os objetivos da aplicacdo dessa segunda folha de exercicios eram fa-
zer com que os alunos tenha uma leitura correta do significado das coordenadas geograficas de
qualquer lugar na Terra, compreender a diferenca entre conceitos primitivos da geometria, plana
e eliptica, e saber os conceitos de angulo central e comprimento de circunferéncia, a fim de cal-
cular distancias entre cidades pertencentes a um mesmo circulo méximo da Terra, considerada

esférica e, assim, um caso particular na geometria eliptica.

Além do quadro de giz e do projetor de slides, acima citados, necessitou-se para a
execucdo dessa etapa de um microcomputador, lapis, borracha, régua e calculadora simples
(mesmo a maioria dos alunos ja estarem com suas calculadoras cientificas em maos, estas que

seriam usadas na atividade 3, seguinte).

Ja na Atividade 3, os cdlculos relacionados com o produto interno, demonstrado nas
aulas foram aplicados. Inicialmente de maneira mais direta, apenas para exercitar o que foi
aprendido. Em seguida, estes conceitos foram sendo aprofundados, necessitando fazer a con-
versao das coordenadas geograficas de pontos especificos do planeta em coordenadas esféricas
e cartesianas. Seguindo esse raciocinio, usou-se novamente o produto interno, ai sim, para obter

a distancia entre dois pontos quaisquer da Terra.

Essa atividade final também foi desenvolvida, inicialmente, de maneira expositiva, no-
vamente com o auxilio do quadro de giz e do projetor de slides. Foram explicitadas as defini¢oes
que envolvem vetores, o produto interno e a determinacdo do angulo entre os vetores, que de
maneira especial foi aplicado para determinar o comprimento da geodésica que une duas ci-
dades. Ja os alunos, para resolver a folha 3 de atividades, foram dispostos em duplas ou trios
e, ao serem entregues tais folhas, o acompanhamento das resolugdes foi feito mais de perto.
Pequenos erros em relagdo a sinais, arredondamentos e manejo da calculadora cientifica foram

ajustados para otimizar as respostas a serem dadas.

Objetivava-se com essa atividade, de maneira primordial, que os alunos usassem o0s
conceitos vetoriais para descobrir a distancia entre dois pontos na esfera. Os materiais utilizados
foram exatamente os mesmos para a atividade 2, claro que agora com a obrigatoriedade de se

usar a calculadora cientifica.

Fica a cargo do professor que por ventura venha a utilizar esse material modificar
essa metodologia. Talvez enfatizar a resolucio de exercicios de aprofundamento e deixar as

atividades 1, 2 e 3 como instrumento avaliativo seja uma alternativa.

Na sec¢do seguinte, serda dada uma énfase maior nas atividades aplicadas e nos resulta-

dos obtidos. Recortes das questdes serdo posicionados no decorrer do texto, para situar melhor
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o leitor sobre o que foi pedido. As atividades completas, disponiveis para professores poderem
aplicar a seus alunos, ou extrair as ideias centrais para produzirem suas proprias atividades,

serdo dispostas no apéndice desse trabalho.

3.2 DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES E ANALISE DOS RESULTADOS

As atividades do projeto aconteceram nas quintas feiras, no periodo vespertino, con-
traturno das aulas normais, para um grupo de 21 alunos da segunda série do Ensino Médio
do Colégio Exceléncia, de Mafra-SC, que se dispuseram a participar, de maneira voluntéria e
desvinculada de acréscimo de nota em suas médias, das 13h30min as 16h. Em virtude de se
tratar de uma escola particular, com material de uma franquia e com calendério e cronograma

de provas preestabelecidos, nao foi possivel trabalhar com toda a turma no periodo matutino.

A Tabela 1 a seguir representa o cronograma das atividades realizadas, num total de 12

quintas-feiras.

Tabela 1: Cronograma das atividades realizadas

| Semana | Data | Atividade Realizada |
1 12/set Introdugdo e objetivos do trabalho; aplicacdo da Atividade 1.
2 19/set Entrega da Atividade 1; comentérios.
3 26/set Revisdo de trigonometria.
4 03/out Conceitos de cartografia.
5 10/out Aplicacdo da Atividade 2.
6 17/out Entrega da Atividade 2; comentérios.
7 24/out Vetores: Conceitos iniciais, operagdes.
8 31/out Coordenadas esféricas e cartesianas.
9 07/nov Demonstracao da férmula do angulo entre dois vetores
10 14/nov | Determinagdo da distancia entre dois pontos na esfera; exercicios.
11 21/nov Aplicagdo da Atividade 3.
12 28/mov Entrega da Atividade 3; comentdarios e consideragdes finais

3.2.1 ETAPAI-SEMANAS1A4

Num primeiro momento, nao foi explicitado aos alunos quais eram os objetivos finais

das aulas, apenas foi-lhes dito que era um trabalho relacionado a Geometria.

Seguido a isso foram entregues as folhas relativas a Atividade 1 (vide Apéndice A) e
as bolas de isopor necessdrias para realizar um dos exercicios. Essa atividade consistiu num
diagndstico sobre o conhecimento prévio desses alunos a respeito de topicos de geometria eu-

clidiana.



46

Para a questdo 1, era esperado um acerto total dos trés itens: a, b e c. Entretanto, ao
se perguntar sobre a menor distancia entre dois pontos, 8 alunos responderam apenas uma reta,
ao invés de o segmento de reta que une os dois pontos ou outra resposta semelhante. J4 para os
itens a e c, sobre a soma dos angulos internos de um tridngulo e definicdes de reta e segmento

de reta, ndo houveram problemas.

1) De acordo com seus conhecimentos de Geometria até hoje, responda:
a) Qual a soma dos angulos internos de um tridngulo?

b) Qual a menor distancia entre dois pontos?

¢) Qual a defini¢éo de reta e segmento de reta? A reta & infinita? E ilimitada?

Figura 23: Questao 1, atividade 1.
Fonte: Autor (2014)

A questao 2 consistiu de uma atividade pratica com a bola de isopor que lhes foi en-
tregue: marcar trés pontos, uni-los, utilizando as réguas flexiveis, medir os angulos formados e
determinar sua soma. Como esperado, essa primeira parte procedeu de maneira correta, para os
itens a, b e c. Para responder os dois ultimos itens, d e e, foi pedido para que ele interagissem
uns com os outros e fizessem comparacdes com as respostas das somas obtidas. Nesse momento
comegou a despertar nos alunos a curiosidade em razéo da diversidade de respostas: 2/3 dos
alunos obtiveram respostas entre 240° e 360; 4 obtiveram valores entre 180 e 220° e os outros
3 entre 360° e 480°.

Para o item e que correspondia ao intervalo de variagdo dessa soma, esperava-se que
os alunos respondessem valores compreendidos entre 180° e 540°. Porém, as respostas nao
foram satisfatdrias. O grupo todo respondeu de maneira incompleta, mas nao totalmente errada.
Respostas como maior que 180° e menor que 360° apareceram em 16 das 21 atividades. Além
disso, as outras respostas foram distintas, mas nunca com limite inferior e superior. Vide Figura
24

A Tabela 2 indica a distribui¢c@o das respostas dadas na questao 2, item e, enquanto que

a figura 25 ilustra algumas das bolas de isopor entregues pelos alunos com a atividade proposta.

Foi verificado que, para essa atividade pratica, poderia ter sido oferecido elasticos aos
alunos, além das bolas de isopor, que teria facilitado na construcao dos tridngulos esféricos e na

medi¢do dos angulos.
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2) Na bola de isopor que Ihe foi fornecida, marque trés pontos quaisquer. Unindo esses
pontos formamos o que chamamos de tridngulo esférico. Com o auxilio de um transferidor
de graus, determine o valor de cada angulo interno desse tridingulo e, em seguida, sua
soma.

a) CQual o valor da soma obtida?

b) O que vocé pode observar em relacdo a resposta dada no item ‘a’ da questdo 1 com o
item ‘a’ da questao 27

c) Vocé consegue explicar o fato da resposta do item ‘a’ néo ser a tradicional?

d) Compare as respostas obtidas em relacdo ao item ‘a’ da questdo 2 com seus colegas.
Sao iguais?

e) Vocé consegue determinar o intervalo de variagéo das respostas obtidas?

Figura 24: Questao 2, atividade 1.
Fonte: Autor (2014)

Tabela 2: Tabela de distribuicao dos intervalos encontrados para a soma dos angulos internos de
um triangulo esférico

Variagdo | Quantidade de Respostas
[1807;240°| 4
[2407;300°| 9
[3007;360°| 5
[3607;420°| 2
[420°;480°| 1
[4807;540°] 0

Figura 25: Algumas das representacdes do tridngulos esféricos entregues pelos alunos.

Fonte: Autor (2014)

A questdo 3 referia-se a escalas de um mapa. Por se tratar de um tépico trabalhado
com os educandos no ano anterior, no conteido Razdes e Proporcdes e ter um baixo grau de

dificuldade, ndo houveram grandes divergéncias nas respostas obtidas em relagdo aos valores
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corretos. Essas divergéncias surgem naturalmente em virtude das aproximacgdes utilizadas no

momento da medi¢do da distancia entre as cidades no mapa.

3) Dado o mapa abaixo, que esta na escala 1 : 30.000.000, determine a distancia linear entre
as cidades de:

BRASILIA-—. o™~ =7~

ik

a) Brasilia e Rio de Janeiro:

b) Brasilia e Florianépolis:

Figura 26: Questao 3, atividade 1.
Fonte: Autor (2014)

Na semana seguinte foram entregues as atividades aos alunos e feitos alguns comen-
tarios sobre as respostas dadas. Assim como se esperava, a questdo 2 ‘e’ prendeu a atengdo
dos educandos quando foi dito que a variacdo da soma dos angulos internos de um tridngulo

esférico esta entre 1807 e 540°.

Dessa forma, foram levados para essa aula uma bola de isopor maior e eldsticos para
tentar explicar o por qué desses valores. Construimos entdo, dois tridangulos, um com os vértices
muito proximos, que o deixou quase plano, e outro com os trés vértices o mais afastados
possivel, mas muito proximos de uma circunferéncia maxima, supondo entdo, que se fosse
possivel colocar os vértices sobre esse mesmo circulo, teriamos trés angulos rasos, totalizando
540°. A Figura 27 a seguir mostra a bola de isopor e os dois tridngulos utilizados na explicacao
anterior. Entretanto, pela imagem o tridngulo com soma préxima a 540 ndo fica totalmente

visivel.

As duas semanas que seguiram foram dedicadas a retomadas de contetidos ja conhe-
cidos pelos alunos. Dentre eles, revimos topicos de trigonometria no tridngulo retangulo e em
triangulos quaisquer (especialmente o teorema dos cossenos) e angulos (submultiplos do grau

e operacOes). Além disso, foram trabalhados conceitos de cartografia, como latitude e longi-
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Figura 27: Representacio dos triangulos com somas préximas dos valores minimo e maximo.

Fonte: Autor (2014)

tude, meridianos e paralelos da Terra, procedendo de maneira natural, visto que o professor da

disciplina de Geografia ja os havia ensinado, cerca de dois meses antes.

Aproveitando a explicacdo de cartografia, foi definido com os alunos os conceitos de
reta e segmento de reta na esfera, associando as linhas imagindrias da Terra. Diferentemente
do que se esperava, ndao houve indagacdo dos educandos quando dito que todos os meridianos
representavam retas, mas que dos paralelos apenas a Linha do Equador era uma reta. E isso
acabou nao sendo prejudicial, visto que seria retirada essa divida na prética, na Atividade 3,

que serd comentada a seguir.

Com esses assuntos tratados, estavam aptos a realizar a Atividade 2 (vide Apéndice

B), na quinta feira seguinte.

3.2.2 ETAPAII- SEMANAS 5 A 10

A questdo numero 1 desta atividade foi bastante trivial, retomando a questdo 1 da
atividade anterior e comparando as geometrias. Visto que esses assuntos foram abordados e en-
fatizados em semanas anteriores — defini¢des de reta e segmento de reta no plano e na esfera,
nao houveram erros nas respostas dadas. As respostas do item b, subitem ii, apareceram dife-
rentes, mas representavam a mesma ideia: 15 responderam “arco de circunferéncia mdxima”;
4 responderam apenas “Geodésica”; um aluno respondeu de maneira mais detalhada “um arco
de circunferéncia mdxima da Terra, chamada Geodésica” e um dltimo de maneira mais infor-
mal respondeu “uma fragcdo de uma circunferéncia da Terra, mas ndo qualquer circunferéncia,

a maior possivel”. Essa questdo estd ilustrada a seguir, na Figura 28.
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1) Agora, com o0s conhecimentos que vocé tem sobre Geometria M&o Euclidiana,
especialmente na Geometria Esférica, responda:
a) Qual a soma dos angulos internos de um trigngulo:
i) No plano?

iy Ma esfera?

b) CQual a menor distancia entre dois pontos:
i) Mo plano?

i) MNa esfera?
¢) Qual a definicdo de reta e segmento de reta na esfera? A reta é infinita? E ilimitada?

Figura 28: Questao 1, atividade 2.
Fonte: Autor (2014)

A questdo 2 possuia um aspecto geogrifico importante, a interpretacdo das coorde-
nadas geograficas de uma cidade na Terra. Foi-lhes pedido para escrever o que significa a
sentenga: As coordenadas geogrdficas da cidade de Mafra-SC sdao: 26°10°21” S e 49°55°51”
0. E claro que com termos diferentes, mas todos conseguiram se expressar de maneira correta.
Além disso, essa questdo pediu para que representassem aproximadamente a cidade de Mafra-
SC num globo ilustrado na sequéncia. Nessa etapa também todos obtiveram éxito. Entretanto,
em uma das atividades, a representacdo ficou mais detalhada. O aluno, ao invés de apenas
marcar o ponto para identificar a cidade, tracou um meridiano e um paralelo correspondentes a
cidade, e enfatizou: “Mafra se localiza na intersecgdo entre o paralelo 26°10° S e o meridiano
49°55° 0.

2) Explique o que significa dizer que as coordenadas da cidade de Mafra-SC sao: 26710217 S

e 49°55'51" O ? Represente aproximadamente a cidade de Mafra-SC no globo terrestre
abaixo.

Figura 29: Questao 2, atividade 2.
Fonte: Autor (2014)
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A Figura 30 mostra duas respostas representadas pelos alunos, uma mais elaborada (i),

descrita acima e a outra trivial (ii).

(@)
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(ii)

Figura 30: Representacoes aproximadas da cidade de Mafra-SC, realizadas por dois alunos.

Fonte: Autor (2014)

As questdes 3 e 4 eram semelhantes, pois pediam a distancia entre duas cidades que
se localizavam em um mesmo circulo maximo: Mafra-SC e Chaves-PA com mesma longitude
(cerca de 49°55° O) e Macapa-AP e Pontianak-Indonésia sobre a Linha do Equador. Essas
questdes deveriam ser resolvidas através do cdlculo do comprimento de um arco de circun-
feréncia, utilizando a soma ou a subtracdo das coordenadas geogréficas (latitudes na questao 3

e longitudes na questdo 4)

Dezoito alunos acertaram ambas as questdes, diferindo as respostas em cerca de um
quilometro. Essas discrepancias surgem em razdo dos arredondamentos utilizados na conversao

dos angulos para suas representacdes decimais. Os outros 3 alunos erraram uma das duas



52

3) Considerando que as cidades de Mafra-SC e Chaves-PA localizam-se praticamente na
mesma longitude (cerca de 49°55" O) e que a Terra seja perfeitamente esférica com raio
6400 quildmetros, determine a menor distdncia entre as cidades. Dados: Latitude de
Mafra-SC. 26°10°21"S e de Chaves-PA: 0°9'37"S.

Figura 31: Questao 3, atividade 2.
Fonte: Autor (2014)

4) Considerando que as cidades de Macapa-AP e Pontianak-Indonésia localizam-se
praticamente sobre a linha do Equador (Latitude zero) e que a Terra seja perfeitamente
esférica com raio 6400 quildmetros, determine a menor distancia entre as cidades. Dados:
Longitude de Macapa-AP: 5°04° O e de Pontianak-Indonésia: 109°20° L.

Figura 32: Questao 4, atividade 2.
Fonte: Autor (2014)

questdes: um acertou a questdao 3 e errou a 4, e os outros dois fizeram o oposto. Todavia, o
erro cometido foi semelhante. A questdo 3 pedia para calcular a distancia de duas cidades que
se situavam numa mesma longitude e, por estarem ambas no hemisfério sul, suas latitudes de-
veriam ser subtraidas, ao invés de somadas, como fez o aluno. Analogamente, a questdo 4 pedia
a distancia entre duas cidades de mesma latitude, mas que situavam em lados opostos ao me-
ridiano de Greenwich, portanto suas longitudes deveriam ser somadas, diferentemente do que

aconteceu.

Na quinta feira seguinte, as atividades foram devolvidas e os exercicios comentados,
enaltecendo a brilhante resolucdo da questdo 2 feita por um dos alunos ao enfatizar a posi¢ao
da cidade de Mafra-SC numa representacdo no globo e, principalmente, explicando aos alunos
quando se somam e quando se subtraem os angulos das coordenadas. Para isso, fez-se uma
associacdo com a distancia entre pontos pertencentes a reta real. Se estdo em lados iguais a

origem, subtrai-se, caso contrdrio, soma-se.

A partir deste momento, os assuntos referentes a geometria esférica, de maneira mais
especifica e aprofundada, comecaram a ser desenvolvidas. Conceitos iniciais sobre vetores
(definicdo, representacdo e operacdes) foram revisadas, visto que ja haviam tido este conteido
com o professor de Fisica. Primeiramente, estudou-se vetores no plano. Relembramos pro-
priedades do paralelogramo para definir equipoléncia, o Teorema de Pitdgoras para determinar
a distancia entre dois pontos no plano e, consequentemente, definimos norma de um vetor.
Posterior a isso, utilizamos o Teorema dos Cossenos, revisto na semana 3, para desenvolver
uma expressao que determina o angulo entre dois vetores com origem comum. Exercicios para

fixacdo foram passados e, concluindo este encontro, as relagdes obtidas foram generalizadas
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para vetores no espago.

Na semana posterior, os trabalhos se basearam nos vetores diretamente ligados a esfera.
Construimos, no quadro de giz, uma esfera centrada na origem de um sistema tridimensional de
coordenadas. Através da defini¢do de esfera, desenvolvemos sua equagdo cartesiana, lembrando

que cada ponto de sua superficie, aplicado a esta equacdo, torna-a uma sentenca verdadeira.

Na sequéncia, utilizamos os conceitos de latitude e longitude da cartografia para re-
presentar um ponto da superficie esférica ndo mais como uma terna (x,y,z) relativa as projecoes
nos eixos, mas sim por meio destes termos cartograficos e de seu raio. Assim, definimos coor-
denadas esféricas e cartesianas de um ponto e as definimos, utilizando relagdes elementares de
trigonometria no triangulo retangulo. Visto que, nas aulas, esses significado geograficos ficaram

bem explicitados, ndo se tiveram problemas para a realiza¢ao desse exercicio.

Foi fixado com os alunos que o plano OXZ seria aquele utilizado como a origem da
contagem da longitude e o plano OXY para a latitude. Nesse momento, um dos alunos indagou
se outro plano poderia ser utilizado para tal e, respondendo afirmativamente, pode ser dado a
eles nocdes de rotagdo e translacdo dos eixos, que podem ser realizadas, desde que os referen-
ciais das coordenadas sejam alterados. Para o planeta Terra, fixamos o plano OXZ como aquele

que contém o Meridiano de Greenwich e o plano OXY a Linha do Equador.

Os trabalhos dessa semana foram encerrados transformando as coordenadas geogréficas
da cidade de Mafra-SC (26°10’ S; 49°55° O) em coordenadas esféricas e cartesianas, conside-
rando a Terra perfeitamente esférica, com raio 6400 km. Desenvolvido junto com os alunos,
convertemos a latitude e a longitude para graus decimais e analisamos seus sinais. Na sequéncia,

substituimos na expressao genérica das coordenadas cartesianas e encerramos este encontro.

Seguindo com os tépicos de coordenadas esféricas e cartesianas, a semana seguinte
se baseou em determinar a distancia entre dois pontos da esfera. Particularmente, a menor

distancia entre duas cidades distintas da Terra, através da geodésica que as contém.

Inicialmente, foi mostrado que unindo o centro da Terra a cada ponto de sua superficie,
obtemos um vetor (com norma 6400 km, a medida considerada como raio do planeta). Poste-
rior a isso, escolhemos duas cidades: Buenos Aires e Berlim, com coordenadas 34°36'47" S,
58°22/38" O e 52°31'27" N, 13°24'37" L, respectivamente. Convertemos essas coordenadas
geograficas para esféricas e cartesianas e calculamos o angulo entre os vetores, sobre os quais
as cidades sdo extremos, com origem comum no centro da Terra. Esse angulo foi calculado

através do produto interno (Defini¢do 2.8).

Como o angulo central corresponde ao arco do circulo que ele delimita, foi possivel
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determinar a distancia entre as cidades através de proporcionalidade com o comprimento to-
tal de uma circunferéncia maxima. Em seguida, foi proposto aos alunos que pesquisassem e

elegessem duas cidades para que se calculasse sua menor distancia.

Acompanhando as resolugdes, pode-se observar que a maior dificuldade foi a deter-
minacdo do produto interno, ndo por ser uma relacdo complexa, mas por utilizar valores com
varias casas decimais numa sequéncia de somas e produtos. Sendo assim, foram passadas
algumas dicas para melhor utilizagdo da calculadora cientifica, como as teclas de memodria
e de parénteses; que facilitam a resolu¢do de uma expressdo matemdtica. Nesse quesito, a
utilizacdo de uma planilha eletronica facilitaria e agilizaria as resolucdes, otimizando o tempo

para discussoes e retirada de outras duvidas.

Ap6s concluida essa atividade, foram retiradas as dividas e encerramos a aula, infor-

mando-lhes sobre a aplicacdo da ultima atividade, na semana seguinte.

3.2.3 ETAPAIIl - SEMANAS 11 E 12

A Atividade 3 (vide Apéndice C) iniciou com uma questdao puramente mecanica: deter-
minar o produto interno e o angulo entre dois vetores em R> dados. Todos os alunos resolveram
de maneira correta, mas o item b foi apresentado de maneiras distintas. Por ser permitida a

utilizagdo da calculadora, 5 alunos nao deixaram a resposta da forma prevista inicialmente,

o = arccos 35 mas sim descobrindo seu valor aproximado em graus, @ ~ 84,816°, com

—1»

a tecla "cos™ . Foi comentado na entrega da atividade que, ja que a aproximacdo foi feita,

poderiam ter utilizado os submiltiplos do grau, deixando a resposta na forma o = 84°48'58" .

1) Considere os vetores no espaco definidos por ¥ = (3.21) g w=(1,—3.5) petermine:
—
aj (v, w)

b) O angulo entre os vetores.

Figura 33: Questao 1, atividade 3.
Fonte: Autor (2014)

A questdo 2 pediu para que os alunos transformassem as coordenadas geogréficas da
cidade de Paris em coordenadas esféricas. Nenhum problema ocorreu, visto que os valores eram
inteiros e, além disso, como a cidade estd localizada nos hemisférios Norte e Leste, possui sinais
positivos nas suas coordenadas cartesianas. Essa questio poderia ter sido subdividida em dois
itens, a e b, afim de aumentar seu grau de complexidade, pedindo para converter as coordenadas

de outra cidade, com valores ndo inteiros € ndao positivos, para analisar o comportamento dos
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alunos em sua resolucao.

2) Considere a cidade de Paris, na Franga, com coordenadas 48° N e 9° L. Supondo a Terra
perfeitamente esferica com raic 6400 km, centrada na origem de um sistema de
coordenadas e o meridiano de Greenwich situado no plano OYZ; transforme suas
coordenadas geograficas em coordenadas cartesianas.

Figura 34: Questao 2, atividade 3.
Fonte: Autor (2014)

As questdes 3, 4 e 5 se basearam numa mesma situagdo problema: determinar a
distancia entre duas cidades sobre um mesmo paralelo, nesse caso, sobre o Tropico de Ca-
pricornio. Primeiramente, foi pedido para que se calculasse a distdncia percorrida sobre o
Trépico, com uso de trigonometria no tridngulo retangulo. Seguido a isso, foi pedido para
calcular pela geodésica e, por fim, fazer um comparativo entre as respostas encontradas.

3) As cidades de Maringa-PR e Sorocaba-SP s&o ‘cortadas’ pelo Trépico de Capricornio,
paralelo que divide as Zonas Tropical Sul e Temperada Sul da Terra. Sua latitude &
23°268'16™ 5. Determine a distancia entre essas cidades, se for percorrido um trajeto sobre
o Tropico e se a Terra for uma esfera perfeita de raio 6400 km. Dados: cos(23°26'16") =
0,8954; longitude de Maringa-PR: 5§7°56" O e de Sorocaba-SP:47°45° 0.

Figura 35: Questao 3, atividade 3.
Fonte: Autor (2014)

4) Agora, transforme as coordenadas geograficas da questdo anterior em coordenadas
cartesianas, com o centro da Terra na origem de um sistema tridimensional de
coordenadas e o meridiano de Greenwich situado no plano OYZ. A seguir, calcule através
de produtos internos a distancia entre as cidades de Maringa e Sorocaba.

Figura 36: Questao 1, atividade 4.
Fonte: Autor (2014)

5) Qual distancia foi a menor? O que vocé consegue concluir a respeito de distancias entre
cidades num mesmo paralelo? E entre duas cidades quaisquer?

Figura 37: Questao 5, atividade 3.
Fonte: Autor (2014)

Infelizmente o resultado nao foi satisfatério, por dois motivos principais: as cidades de
Maringa-PR e Sorocaba-SP sdo bastante proximas (a geodésica que as une representa cerca de

1,13% de uma circunferéncia méxima) e, como consequéncia disso e o fato dos alunos usarem
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poucas casas decimais, o resultado foi o oposto ao esperado. Isso fez com que a resposta da
questdo 5 contrariasse tudo o que havia sido trabalhado nas aulas, ou seja, os cdlculos mostra-

vam que o arco de circulo mdximo ndo é o menor caminho entre dois pontos da esfera.

Para reparar esse erro, na semana seguinte essa questao foi refeita, utilizando a cal-
culadora cientifica do computador, com todas as casa decimais fornecidas (cerca de 30, contra
as 8 ou 10 casas decimais das calculadoras cientificas dos alunos). Dessa vez a resposta foi a
esperada e reforgou-se a definicdo de geodésica. Mesmo assim, a diferenca entre as respostas
foi pequena: a distancia percorrida pela geodésica foi cerca de 4 % menor que a percorrida pelo
paralelo. A Figura 38 a seguir ilustrou essa situacdo, com outras duas cidades: Nova lorque e
Madri.

Figura 38: Representacao das distancias entre Nova Iorque e Madri, pelo paralelo e pela geodésica.

Fonte: (MLODINOW, 2010, Adaptado)

Outro aspecto que ficou falho nas questdes 3, 4 e 6 foi o pequeno espaco para a
resolucdo das questdes, fato esse comentado pelos proprios alunos. Por conter uma quantidade
de célculos consideravelmente grande, as informacdes acabaram se acumulando, comprome-

tendo a organizacgdo das respostas.

Para finalizar a Atividade 3, a questdo 6 pedia novamente a menor distancia, agora
entre Lisboa e Rio de Janeiro. Como as cidades estdo mais distantes (a geodésica entre Rio de
Janeiro e Lisboa mede cerca de 19,5% de uma circunferéncia maxima), os diferentes arredonda-
mentos ndo interferiram tanto nas respostas obtidas em relacao ao valor real, diferentemente do

problema da distancia entre Maringd e Sorocaba. Dos 21 alunos que realizaram essa atividade,
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dois deles ainda apresentavam dificuldade com os sinais, na transformacao para coordenadas
esféricas. Contudo, foi-lhes auxiliado ainda durante a execugdo da atividade e puderam con-
clui-la de maneira suficiente. A questdo 6 estd ilustrada na Figura 39.

6) Calcule a menor distédncia entre as cidades de Lisboa (38°25'12" N e 9°6'36" O) e Rio de
Janeiro (22°54'10" 5 e 43°12°27" Q)

Figura 39: Questao 6, atividade 3.
Fonte: Autor (2014)

Como atividade futura, essa questdo poderia ser desmembrada em varios itens, para
facilitar a organizacdo dos alunos. Por exemplo, iniciar com a transformacao das coordenadas,
seguindo com a aplicacdo do produto notavel e determinacao do angulo e, por fim, determinar

a distancia entre as cidades.

Ap6s a entrega dessa atividade, em 28 de novembro, realizamos comentarios finais
sobre as questoes, foi agradecido aos alunos pela colaboragdo e pela oportunidade de aplicar
esse projeto, reforcando o seu principal objetivo que € enriquecer os conteidos e o ensino da

Matematica na Educacdo Basica.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Refletir sobre o que, como, para que e para quem ensinar € uma tarefa que deveria estar
no cotidiano de todo professor. Especialmente para o professor de Matemética que encontra
varias barreiras diante de seus alunos. Perguntas como: “Onde vou usar isso na minha vida?”
nao devem ser entendidas apenas como uma reclamacao por parte dos alunos, mas como um

propulsor para que se busque atualizac¢do de seus conceitos e melhoria na metodologia das aulas.

Com esse intuito, esse projeto vem nao s para ensinar topicos de Geometrias Nao
Euclidianas para os alunos, mas também para servir de material para o professor de Matematica
se atualizar, enriquecer suas habilidades e competéncias e fazer em sala algo além do que faz

tradicionalmente.

A interdisciplinaridade e a contextualizacdo, tantas vezes enfatizadas nesse trabalho,
reforcam a ideia de que o aprendizado se faz de maneira mais eficaz quando ha significado para
a vida do educando. Assim, estudar de maneira conjunta Matematica, Geografia e Fisica, torna

o conhecimento relativo as geometrias ndo euclidianas algo com maior sentido em suas vidas.

As atividades presentes nos apéndices podem ser utilizadas pelos professores que de-
cidirem abordar os topicos de geometrias ndo euclidianas com seus alunos. E livre para esses
profissionais usa-las na integra ou adaptar — o que acho mais conveniente — para a regiao na

qual se encontram, para tornar o aprendizado mais atrativo.

Através de topicos da Histéria da Matematica mostrou-se o trabalho drduo em torno
do quinto postulado de Euclides, sua criacdo, sua posterior negacdo e a consequente criagdao
de outras geometrias. Acredita-se que a Histéria da Matematica pode despertar no professor o
desejo de melhorar o ensino dessa disciplina, pois pode gerar discussdes entre os alunos sobre

as reais necessidades da época e do dia a dia.

Vale salientar a importancia da disciplina de Geografia para o desenvolvimento da
Geometria Esférica. Os estudos da esfericidade da Terra e as grandes navegacdes foram o

estopim para o aperfeicoamento da Cartografia e subsequentemente dessa geometria.
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Estudos de trigonometria e geometria plana tiveram papel importantissimo nesse tra-
balho, juntamente com os vetores. Dessa forma, conseguimos determinar o angulo entre dois
vetores e, com isso, atingir um de nossos objetivos, determinar a distancia minima entre dois

pontos da superficie de uma esfera.

No desenvolvimento das atividades, tivemos pequenas divergéncias nas respostas dos
alunos, mas isso estava dentro de um desvio aceitdvel, dentro dos objetivos iniciais de cada
uma dessas atividades, visto que a heterogeneidade entre eles existe. Entretanto, nem todos os
resultados obtidos foram os esperados. Alguns dos exercicios deveriam ter sido mais claros,
melhor elaborados pois, por exemplo nas questdes 3 e 4 da Atividade 3, as aproximagdes uti-
lizadas inverteram todas as defini¢Oes trabalhadas anteriormente, principalmente a defini¢ao de
geodésica. Porém, pode-se reparar esse erro e aprender com ele, ja que novas explicagdes fo-
ram dadas, novos cdlculos efetuados (com a maior quantidade de casas decimais possivel) e as
respostas corretas foram obtidas. Dessa forma, ainda se tinha espago para novas discussdes nas

aulas com os alunos: a importancia e o cuidado com os arredonadamentos e as aproximacoes.

Além disso, outra metodologia que poderia ser aplicada a esse projeto seria o uso de
tecnologias diferentes da calculadora cientifica, como planilhas eletronicas, que agilizariam os
calculos e otimizariam o tempo das aulas para discussao, softwares de geometria dindmica au-
xiliariam na visualizacdo das propriedades na esfera, entre outras. Essa forma de aplicacdo esté
nos planos futuros, para novas aplicacdes em novas turmas e, dessa vez, caso possivel, que seja

aplicada a toda turma, concomitantemente aos outros contetdos tradicionalmente ministrados.

Por fim, deseja-se que este trabalho sirva como fonte de inspiragdo e estudos, tanto para
docentes quanto para discentes, a fim de que a Educacido Basica da Matemética seja fortalecida
e aprofundada, que o senso critico dos alunos seja despertado e que se criem cidaddos mais
ativos e reflexivos. Foi visivel a satisfacdo dos alunos com o contato com uma nova forma de
pensar a geometria, as geometrias ndao euclidianas. O despertar para um sentido diferenciado
do aprendizado deve ser um dos primeiros objetivos de um profissional da educagdo, quando

prepara suas aulas.
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PROFESSOR(A):
e ATIVIDADE 1 - MATEMATICA MARLON MULHBAUER

INSTRUGOES GERAIS:

01. Respostas claras e com letra legivel;
02. Esta atividade contém 03 questoes.

1)

2)

De acordo com seus conhecimentos de Geometria até hoje, responda:
a) Qual a soma dos angulos internos de um triangulo?

b) Qual a menor distancia entre dois pontos?

c) Qual a definicdo de reta e segmento de reta? A reta € infinita? E ilimitada?

Na bola de isopor que lhe foi fornecida, marque trés pontos quaisquer. Unindo esses
pontos formamos o que chamamos de tridngulo esférico. Com o auxilio de um transferidor
de graus, determine o valor de cada angulo interno desse triangulo e, em seguida, sua
soma.

a) Qual o valor da soma obtida?

b) O que vocé pode observar em relagéo a resposta dada no item ‘a’ da questao 1 com o
item ‘a’ da questao 27

c) Vocé consegue explicar o fato da resposta do item ‘a’ ndo ser a tradicional?




d) Compare as respostas obtidas em relacao ao item ‘a’ da questao 2 com seus colegas.
S&o iguais?

e) Vocé consegue determinar o intervalo de variacdo das respostas obtidas?

3) Dado o mapa abaixo, que esta na escala 1 : 30.000.000, determine a distancia linear entre
as cidades de:

BRASILA--.. /™" ™7~

ESCALA

1 30 000 000

a) Brasilia e Rio de Janeiro:

b) Brasilia e Florianépolis:
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PROFESSOR(A):
e ATIVIDADE 2 - MATEMATICA MARLON MULHBAUER

INSTRUGOES GERAIS:

01. Respostas claras e com letra legivel;
02. Esta atividade contém 04 questoes.

1) Agora, com o0s conhecimentos que vocé tem sobre Geometria N&o Euclidiana,
especialmente na Geometria Esférica, responda:
a) Qual a soma dos angulos internos de um tridngulo:
i) No plano?

i) Na esfera?

b) Qual a menor distancia entre dois pontos:
i) No plano?

i) Na esfera?

c) Qual a definicdo de reta e segmento de reta na esfera? A reta € infinita? E ilimitada?

|
|
|

2) Explique o que significa dizer que as coordenadas da cidade de Mafra-SC sdo: 26°10°'21” S
e 49°55'51” O ? Represente aproximadamente a cidade de Mafra-SC no globo terrestre

abaixo.




3) Considerando que as cidades de Mafra-SC e Chaves-PA localizam-se praticamente na
mesma longitude (cerca de 49°55’ O) e que a Terra seja perfeitamente esférica com raio
6400 quildmetros, determine a menor distancia entre as cidades. Dados: Latitude de
Mafra-SC: 26°10°21”S e de Chaves-PA: 0°9°37”S.

a4 A

. /

4) Considerando que as cidades de Macapa-AP e Pontianak-Indonésia localizam-se
praticamente sobre a linha do Equador (Latitude zero) e que a Terra seja perfeitamente
esférica com raio 6400 quildbmetros, determine a menor distancia entre as cidades. Dados:
Longitude de Macapa-AP: 5°04’ O e de Pontianak-Indonésia: 109°20’ L.

4 N
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PROFESSOR(A):
e ATIVIDADE 3 - MATEMATICA MARLON MULHBAUER

INSTRUGOES GERAIS:

01. Respostas claras e com letra legivel;
02. Esta atividade contém 06 questoes.

1) Considere os vetores no espaco definidos por ¥ = (3:2:1) ¢ W = (L, =3,5) petermine:

a) (E :ﬁ}

b) O angulo entre os vetores.

2) Considere a cidade de Paris, na Franca, com coordenadas 48° N e 9° L. Supondo a Terra
perfeitamente esférica com raio 6400 km, centrada na origem de um sistema de
coordenadas e o meridiano de Greenwich situado no plano OYZ; transforme suas

coordenadas geograficas em coordenadas cartesianas.

-

-

~

j

3) As cidades de Maringa-PR e Sorocaba-SP sao ‘cortadas’ pelo Tropico de Capricornio,
paralelo que divide as Zonas Tropical Sul e Temperada Sul da Terra. Sua latitude é
23°26’16” S. Determine a distancia entre essas cidades, se for percorrido um trajeto sobre
o Tropico e se a Terra for uma esfera perfeita de raio 6400 km. Dados: cos(23°26’16”) =

0,8954; longitude de Maringa-PR: 51°56° O e de Sorocaba-SP:47°45’ O.

-

~




4) Agora, transforme as coordenadas geograficas da questdo anterior em coordenadas
cartesianas, com o centro da Terra na origem de um sistema tridimensional de
coordenadas e o meridiano de Greenwich situado no plano OYZ. A seguir, calcule através
de produtos internos a distancia entre as cidades de Maringa e Sorocaba.

4 N

\_ /

5) Qual distancia foi a menor? O que vocé consegue concluir a respeito de distancias entre
cidades num mesmo paralelo? E entre duas cidades quaisquer?

4 N

- /

6) Calcule a menor distancia entre as cidades de Lisboa (38°25’12” N e 9°6’36” O) e Rio de
Janeiro (22°54°'10” S e 43°12°27” O)

4 N




