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“Ja podeis, da Patria filhos,
Ver contente a mée gentil;
Ja raiou a liberdade

No horizonte do Brasil.

Brava gente brasileiral
Longe va... temor servil:
Ou ficar a patria livre
Ou morrer pelo Brasil.

Os grilhdes que nos forjava
Da perfidia astuto ardil...
Houve mao mais poderosa:
Zombou deles o Brasil.

Brava gente brasileiral
Longe va... temor servil:
Ou ficar a patria livre
Ou morrer pelo Brasil.

N&o temais impias falanges,
Que apresentam face hostil;
V0ss0s peitos, vossos bragos

Sao muralhas do Brasil.

Brava gente brasileiral
Longe Va... temor servil:
Ou ficar a patria livre
Ou morrer pelo Brasil.

Parabeéns, ¢ brasileiro,

Ja, com garbo varonil,

Do universo entre as nagoes
Resplandece a do Brasil.

Brava gente brasileira!l
Longe va... temor servil:
Ou ficar a patria livre
Ou morrer pelo Brasil. ”

Evaristo da Veiga



RESUMO

O conteudo de matrizes atrai pouco interesse aos alunos do ensino medio, devido a extensao
dos célculos como, por exemplo, multiplicacdo de matrizes, determinantes de ordem maior do
que trés, calculo da inversa de uma matriz, equaces matriciais e sistemas lineares. Pensando
numa alternativa para ensinar esse contetido de uma forma mais pratica e interessante, esse
trabalho propbe a utilizacdo de alguns recursos do software Maxima para diminuir a
quantidade de trabalho manual, cansativo e muitas vezes desestimulador, proporcionando o
desenvolvimento intelectual de uma forma mais atrativa e dindmica. Desta forma, este
trabalho relaciona algumas operagdes matriciais com a translacéo, escala e rotacdo de figuras
geomeétricas, possibilitando assim, realizar animacgdes com figuras formadas por pontos.

Palavras-chave: matrizes, mudancas geométricas, animacéo.



ABSTRACT

High school students have showed very little interest in the matrix content due to the
extension of calculations such as matrix multiplication, higher than three determiners, inverse
calculation of a matrix, matrix equations and linear systems. Upon thinking about an
alternative to teach that content in a more practical and interesting way, this work proposes
the use of some Maxima software features to reduce the amount of manual work, tiring and
often deterrent, while providing the intellectual development of a more attractive and
dynamical way. Thus, this paper relates some matrix operations with translation, scaling and
rotation of geometric figures, enabling animations with figures formed by dots.

Keywords: matrices, geometric changes, animation.
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1 INTRODUCAO

As matrizes podem ser usadas para representar pontos no sistema de eixos
coordenados X, y e z e, ap0s serem realizadas algumas operacfes entre essas matrizes, as
figuras compostas por esses pontos podem ser novamente representadas graficamente. No
trabalho sdo associadas as operacOes matriciais: adicdo, multiplicacdo por escalar e
multiplicacdo de matrizes com as transformacbes geométricas translagdo, escala (ampliacéo
ou reducdo) e a rotacdo de figuras, respectivamente.

Os conteudos matrizes, determinantes e sistemas lineares geralmente ndo possuem boa
aceitacdo por parte dos alunos do ensino medio. Em geral os alunos reclamam sobre a
extensdo dos célculos como, por exemplo, calcular a inversa de uma matriz, calcular
determinantes de ordem maior ou igual a quatro usando o teorema de Laplace, resolver
sistemas de equac0es lineares utilizando a regra de Cramer ou o0 escalonamento e até mesmo
multiplicar matrizes.

Por outro lado os mesmos alunos tém interesse em tecnologia e redes sociais, onde
buscam principalmente contetdos extremamente visuais, como fotos, videos, charges, enfim,
imagens em geral. Isto péde ser verificado pelo entusiasmo de desenvolverem trabalhos no
laboratorio.

Para incentivar o estudo das matrizes pelos alunos do ensino médio, esse trabalho
propde a associagdo de matrizes a figuras formadas por pontos no plano cartesiano.
Objetivando visualizar de maneira mais rapida essas figuras associadas as matrizes, esse
trabalho também propGe o uso de alguns recursos computacionais, para realizar animagoes.

Os principais recursos computacionais usados no trabalho foram do software Maxima,
derivado do sistema Macsyma, desenvolvido no MIT nos anos de 1968 a 1982. O software
Maxima permite resolver célculos matematicos em diferentes areas como, por exemplo,
equacdes, sistemas, matrizes, derivadas, integrais, estatistica, funcGes, trigonometria, analise
combinatéria, etc. E sua versdo atual, pode ser baixada gratuitamente através do link
http://maxima.sourceforge.net/download.html.

O comando with_slider do software Maxima, que muito contribuiu para a qualidade
visual deste trabalho, foi utilizado anteriormente no trabalho: Uma introduc@o do calculo
variacional no ensino da fisica. (MARCIO, Magno 2013). Neste o autor ndo o usa para
representar graficamente figuras associadas as matrizes, e sim para aproximar a area total de

uma figura abaixo de uma curva descrita por uma fungdo num intervalo. Processo conhecido
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como a soma de Riemann.

Para propor a associagdo de figuras & matrizes através do Maxima, esse trabalho seré
desenvolvido em seis capitulos distribuidos da seguinte maneira. O primeiro capitulo é
dedicado a introducdo. No segundo capitulo sdo apresentados alguns fatos histéricos e
avancos no estudo das matrizes. No terceiro capitulo serdo abordados a definigdo de matrizes,
algumas operacOes envolvendo matrizes e algumas aplicagdes como: resolucdo de sistemas
lineares, translacdo, escala e rotacao de figuras. No capitulo quatro usaremos 0s recursos do
Maxima para essas aplicacGes e também para a animacdo de figuras. No quinto capitulo seréo
feitas as consideracGes finais a respeito dos objetivos do trabalho. No sexto capitulo as
referéncias.

Espera-se com esse trabalho que, os professores que ministram aulas no ensino médio,
realmente possam usar o software Maxima para enriquecer ainda mais suas aulas, através de
animacdes associando figuras as matrizes, pois acredita-se que isso fard com que os alunos
passem a ter mais interesse em aprender as operacdes matriciais. Apds esse interesse por parte
dos alunos, o professor pode sugerir atividades cujo foco central seria a criacdo, onde 0s
alunos criem suas proprias animacgdes com figuras produzidas por eles mesmos.

Para isso os alunos teriam que aprender as operagfes matriciais, e fazendo as
animacdes cada vez mais complexas, estes estariam praticando esse conteddo importante que
é matrizes, de maneira séria e a0 mesmo tempo prazerosa.

Acredita-se que o professor que conseguir tornar, na visdo do aluno, algo arduo e
desinteressante em algo prazeroso e interessante, sem deixar de mostrar e definir
rigorosamente as propriedades e os teoremas de um contetdo qualquer, esse pode se dar por
satisfeito, pois conseguiu cumprir um dos objetivos do educador.

Espera-se que os educadores que conseguirem realizar tal feito, ouvirdo de seus alunos
menos frases do tipo: “... ah ndo, aula de matematica de novo...” e “... chega de exercicios
professor” e ouvirdo mais frases do tipo: “... que legal professor(a)!”, “... agora eu entendi.” e

“... passa mais.”.
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2 HISTORIA DAS MATRIZES

No trabalho é feito um levantamento histérico do surgimento das matrizes através dos
sistemas de equacdes lineares e dos determinantes, apontando algumas intervencdes e
descobertas de alguns matematicos desde o inicio do uso desses conteudos até chegarem a
forma como os estudamos hoje.

O estudo e as pesquisas feitas sobre o surgimento das matrizes levaram a concluséo de
que o mesmo seria encontrado num livro chinés intitulado “Nove Capitulos”. Este livro tras
varios ensinamentos e comandos que podem ser encaixados em ramos da matematica como a
Algebra e a Geometria. N&o se sabe ao certo quem foi o autor desse livro, acredita-se que sua
escrita foi possivel gracas a colaboracéo de varios autores, sendo um deles Liu Hui. O livro €
sem davida, de muita importancia para o desenvolvimento da matematica chinesa, inclusive
foi usado por séculos em escolas da China, e é composto por nove capitulos. E no penaltimo
deles, chamado Fangsheng, contém problemas associados com sistemas lineares.

Fangsheng: Apresenta a solugdo de sistemas lineares utilizando os
nimeros dispostos em linhas e colunas (algo semelhante a matrizes),
inclusive admitindo ndmeros negativos durante os calculos. Uma das
solucGes apontadas é o Método de Gauss, que apesar de apresentado em um
caso particular, é dito ser geral. (BERTOLINI, M. V. 2012, p. 2)

O livro Nove Capitulos propde um problema, dentre outros, que dizia o seguinte:

Existem 3 tipos de milho, dos quais trés feixes é do primeiro, dois do
segundo e um do terceiro fazem trinta e nove medidas. Dois do primeiro, trés
do segundo e um do terceiro fazem trinta e quatro medidas. E um do
primeiro, dois do segundo e trés do terceiro fazem vinte e seis medidas.

Quantas medidas de milho estdo contidas em um feixe de cada tipo?

No mesmo livro o autor propde uma representacdo para essas equacdes. Onde os
coeficientes de cada equacdo sdo organizados em colunas e o termo independente é colocado

logo abaixo dessas colunas. Observe:
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Figura 1 — Prévia de um sistema linear

123
232
311
26 34 39

Fonte: Disponivel em <http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2011/10/uma-breve-historia-das-

matrizes-e.html> Acesso em outubro 2014

Esta representacdo se assemelha a usada atualmente. Sejam x, y e z as quantidades de
milho contidas nos feixes do primeiro, segundo e terceiro tipo, respectivamente. Sendo assim

pode-se equacionar o problema da seguinte forma:

3x+2y+2z=39
2x+3y+z =34
x+2y+3z=126

Esse sistema pode ser representado por meio de trés matrizes, onde uma é chamada de

matriz dos coeficientes, a outra de matriz das varidveis e a do lado direito da igualdade é
chamada de matriz dos termos independentes.

3 2 1] x 39
2 3 1 IYl =134
1 2 311z 26

A proposta de solucdo do(s) autor(es), dada logo apds o problema, é realizar

multiplicacBes em uma coluna e subtrai-la quantas vezes for possivel uma outra coluna até um

dos coeficientes das outras colunas zerar. O que resultaria em:

Figura 2 — Processo de escalonamento

003
452
811
39 24 39

Fonte: Disponivel em <http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2011/10/uma-breve-historia-das-

matrizes-e.html> Acesso em outubro 2014

Depois repetindo o processo até zerar outro coeficiente em uma das duas colunas que

tiveram um numero zerado. Chegando a:
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Figura 3 — Processo de escalonamento 2

003
052
3611
99 24 39

Fonte: Disponivel em <http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2011/10/uma-breve-historia-das-

matrizes-e.html> Acesso em outubro 2014

Esse método é semelhante ao usado atualmente, conhecido como eliminacdo de
Jordan-Gauss. Em linguagem atual uma possivel solucdo, usando o processo de eliminagéo

seria;

2x+3y+z=34 => 0 5 1 24 0 5 1 24

3x+2y+z=39 [3 2 1 39] [3 2 1 39] [3 2 1 39]
x+2y+3z=26 0 4 8 39 0 0 36 99

1 2 3 26

O método proposto pelo (s) autor (es) sugere a organizacao dos dados das equacles
(coeficientes) em colunas, mas 0 mesmo pode ser feito em linhas como é feito atualmente.

Apenas no seculo XVI é que Gerolamo Cardano (1501 — 1576) propde uma regra para
solugédo de um sistema linear com duas equacdes. Esta recebe o nome de regulamentacédo de
Modo, que seria 0 mesmo, atualmente, que aplicar a regra de Cramer num sistema linear de
segunda ordem.

As matrizes como se estuda atualmente surgiram posteriormente aos determinantes.
Esses surgiram em 1683 no Japdo com Seki Kowa (1642 — 1708) e na Alemanha com Leibniz
(1649 — 1716). Sucedendo Kowa e Leibniz, um matematico escocés chamado Maclaurin
(1698 — 1746) escreveu em 1730 o livro Treatise of Algebra que fora publicado apenas em
1748, apresentado um método geral para eliminar incognitas de sistemas lineares.
Demonstrando esse método para matrizes de segunda e terceira ordem e explicando como
proceder para uma matriz de ordem 4. Esse método é conhecido atualmente como regra de
Cramer, por ter sido ele a provar a validade do teorema para matrizes de ordem superior a
guatro. (Seduc-PE, Matematica, 2° Ano do Ensino Médio)

Gauss foi o0 primeiro matematico a usar o termo determinante em 1801. Antes usava-se
0 termo resultante, como nos trabalhos de Leibniz e Laplace (1749 — 1827). E finalmente
Cauchy (1789 — 1857) em 1812 que simplificou e melhorou a notagdo dos determinantes

como conhecemos até os dias atuais.
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3 MATRIZES

Matrizes € um conteudo que faz parte da algebra e € ensinado no segundo ano do
ensino médio. A definicdo de matriz € bem complexa e de dificil compreensao para os alunos,
pois em geral os alunos ao serem perguntados sobre o que é uma matriz, ddo diferentes
respostas: a maioria da exemplos, falam o conceito que tém, dizem que s&o numeros dispostos
em tabelas organizados por linhas e colunas e outras respostas bem vagas sobre o que é

realmente uma matriz.

3.1 DEFINICAO

Neste trabalho foi adotada a seguinte definicao:

Dados dois nUmeros m e n naturais e ndo nulos, chama-se matriz m
por n (indica-se m x n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos
em m linhas e n colunas.

Em uma matriz qualquer M, cada elemento é indicado por a;. O
indice i indica a linha e o indice j a coluna as quais o elemento pertence.
Com a convengdo de que as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de
1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1 até n), uma matriz m x

n € representada por:

all a12 e aln all alz en aln
M=| T2 T22fm oum = 21 Q22 f2n - ou
Am1 Az - Gmn Am1i A - G

Am1 Am2 - Amn
(IEZZI, 2012, p.44)

As matrizes podem ser definidas de uma maneira mais formal, como uma funcdo.
Segundo Hoffman (1971, p. 6), “Uma matriz m x n com elementos em R é uma funcdo A dos
pares de ndmeros naturais (i, j), 1 <i <m, 1 < j < n,em Rtal que A(i,j) = a;;”.

De acordo com o numero de linhas e colunas podemos definir a ordem ou o tipo da
matriz. Por exemplo, uma matriz que possua duas linhas e trés colunas sera do tipo dois por

trés (indica-se 2 x 3) e pode ser representada da seguinte maneira:
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[a11 ai» a13]
a1 Az dps

M= (aij)2x3 -

Uma matriz cujo numero de linhas é igual ao nimero de colunas é denominada matriz
quadrada. Como o numero de linhas e colunas é o mesmo, ou seja, m = n, para facilitar a
representacdo dessas matrizes dizemos que elas sdo matrizes quadradas de ordem n e podem

ser representadas por:

all a12 es aln
= (q.. = | Q21 Qp2...42p
M= (au)nxn =

Apn1 Qp2 ... Aun

Os elementos de uma matriz quadrada podem ser subdivididos em trés partes. Uma
delas é a diagonal principal, que é composta pelos elementos onde i = j, as outras duas sdo
compostas pelos elementos que estdo abaixo e acima da diagonal principal. Em resumo a

posicdo dos elementos a;; de uma matriz quadrada pode ser definida como:

e Diagonal principal; parai =]
e Abaixo da diagonal principal; para i > j

e Acima da diagonal principal; parai<]j

Uma matriz que possua duas linhas e duas colunas sera do tipo dois por dois (indica-se
2 X 2) ou simplesmente matriz quadrada de ordem 2 e pode ser representada da seguinte

maneira:

A= (a--) _ [a11 a12]
- ) 2x2 - a21 a22

Uma matriz quadrada onde os elementos a;; = 0 para todo i # j € definida como

matriz diagonal. As matrizes A e B abaixo sdo exemplos de matriz diagonal.

SRR
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Uma matriz quadrada de ordem n onde

a;;=0sei#]
{” J paratodo1<i<nel<j<n

a;=1sei=j

é definida como matriz identidade. Observe que as matrizes identidades sdo também

diagonais.
1 0 O
Izz[é 2 13=[0 1 0]

Uma matriz que possui apenas uma linha é denominada matriz linha, assim como a
matriz que possui apenas uma coluna é denominada matriz coluna. Abaixo a matriz L € um

exemplo de matriz linha e a matriz C de matriz coluna.

a1
a
L= (aij)1x3 =[A11 Q12 Q3] e C = (aij)4x1 = a;

A1

Uma matriz que possui todos os elementos iguais a zero é denominada matriz nula. A

matriz A = (a;;)__ sera considerada nula se, e somente se a;; =0 paratodo 1 <i<me
) mxn 7
1<j<n
Duas matrizes, A e B, sdo iguais se, e somente se, ttm 0 mesmo tipo
e seus elementos correspondentes (elementos com indices iguais) sdo iguais.

Dadas as matrizes A = (a;;) _ eB = (b;;)_,temos simbolicamente:

A=B & q;j=bjcoml<i<mel<j<n

(DANTE, 2014, p. 80)

3.2 OPERACOES ENTRE MATRIZES

Conhecido o0 que € uma matriz e como representa-la de forma geral, veja como sao

definidas algumas operacdes envolvendo matrizes.
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3.2.1 ADICAO DE MATRIZES

Dadas duas matrizes, A e B, do mesmo tipo, m x n, denomina-se
soma da matriz A com a matriz B, que representamos por A + B, a matriz C
do tipo m x n na qual cada elemento é obtido adicionando-se o0s elementos

correspondentes de A e B.
Se A = (a;;) e B = (b;;) sdo matrizes do tipo m x n, asoma A + B é

amatriz C = (c;;) do tipo m x n tal que:

Cl'j:al’j+bijC0m1£iSm91SjSﬂ.

(DANTE, 2014, p. 82)

Quanto a operacdo da adicdo, o conjunto das matrizes possui as mesmas propriedades
do conjunto dos numeros reais. Essas sdo associativa, comutativa, elemento neutro e elemento
oposto. Onde o elemento neutro serd dado pela matriz nula (matriz com todos os elementos

iguais a zero) e o elemento oposto pela matriz oposta.

Denomina-se a matriz oposta de uma matriz A (representa - se por
—A) a matriz que somada com A resulta em uma matriz nula.
(DANTE, 2014, p. 82)

1 -5
Por exemplo, a matriz oposta da matriz A = |[—2 4] sera dada por —A =
0 3
-1 5
[ 2 -4 ] e a adicdo entre elas sera dada por:
0 —V3
1 -51 -1 5 1+(-1)  —=5+5 0 0
A+ (A =|-2 4|+]2 —4]: —-2+2 44+ (-4) =[o o]
o v3l Lo -3 0+0 V3+(—V3)] 0 0

3.2.2 MULTIPLICACAO DE MATRIZ POR ESCALAR

Dado um nimero k e uma matriz A = (a;;) _, chama-se produto

KA a matriz B = (bij)mxn tal que b;; = k.a;; para todo i e todo j. Isto
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significa que multiplicar uma matriz A por um numero k é construir uma
matriz B formada pelos elementos de A todos multiplicados por k.
(IEZZI, 2012, p. 47)

Por exemplo, seja a matriz A = (aij)3x2 tal que a;; =i*—3j com 1<i<3e
1 <j <2 eonumero real k = 3. O produto k.A sera dado pela matriz B = (bi}-)gx2 tal que
bij = k. aij

Veja como calcular esse produto 3.A = B:

Primeiramente deve-se saber quais sdo 0s elementos da matriz A que precisam ser

calculados. Para isso observa-se o tipo da matriz, que é 3 x 2, assim:

a1 Qg2
A=|0zx1 Qp
as; dsp

Ao calcular esses elementos segundo a lei de formagéo a;; = i* — 3/ obtem-se:

a11 = 12 - 31 = _2 a12 = 12 - 32 == _5
a21 = 22 - 31 = 1 azz = 22 - 32 = _2
a31:32_3.1:6 a32:32_3.2:3

E a matriz A sera dada por:

-2 =5
1 -2

6 3

O produto 3.A sera dado por:

—2 =51 [3.(=2) 3.(=5)] [-6 -15
|| -z -

3.A=3.[1 —2 3.1 3.(-2) —6
6 3 3.6 3.3 18 9

Observe que pode-se calcular esse produto de maneira mais préatica, calculando os

elementos da matriz B usando a lei de formagéo b;; = k.a;; = 3. (i* — 3j)
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bll = 3 (12 - 31) = _6 blZ = 3 (12 - 32) = _15
b21 = 3. (22 - 3.1) = 3 b22 = 3. (22 - 3.2) = _6
b;; =3.(32—-3.1) =18 b;; =3.(32-32)=9
-6 —15
Obtendo assimamatrizB =3.4A=1 3 —6
18 9

3.2.3 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Para multiplicar duas matrizes é preciso obedecer uma ordem, pois o produto de
matrizes ndo € comutativo. Onde o nimero de colunas da matriz a esquerda deve ser igual ao
namero de linhas da matriz que se encontra a direita. Observe que, na definicdo a seguir, o

produto AB s0 existe, pois a matriz A possui n colunas e a matriz B n linhas:

Das duas matrizes A = (a;;) eB = (bjk)nxp chama-se produto

AB a matriz C = (i )map tal que

n

Cij = @1-big + @iz bai + @iz by + -+ A by = Z a;j. b
j=1
Paratodo1 <i<metodo1<j<p

(IEZZI, 2012, p. 51)

Por exemplo, sejam as matrizes A = (al-j)ZX3 tal que a;; =i+2jcoml<i<2e
1SjSBeB=(bjk)3x4talquebjk=j2—3kcom1SjS3e1SkS4.

Veja como calcular esse produto A.B:

Primeiramente deve-se saber quais sdo os elementos das matrizes A e B que precisam

ser calculados. Para isso observa-se o tipo da matriz A, que é 2 X 3, e 0 tipo da matriz B, que é

3 x4, assim:

_[‘111 aiz a13]

b b,, b b
Ayy Gyy Qo3 21 D22 D23 D24

bi1 b1z b1z big
e B =
b3y b3z bzz bay

Ao calcular esses elementos segundo a lei de formagdo a;; = i + 2j e bj, = j* — 3k

obtem-se:
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a11:1+2.1:3 a12:1+2.2:5 a13:1+2.3:7

a21:2+2.1:4 a22:2+2.2:6 a23:2+2.3:8
. @35 7

Oqueresultanamatrle—[4 ¢ 8

byy=1>+31=4 by =22+31=7 byy =32 431 =12

byy=12+32=7 by, =2%+32=10 by, = 3% +3.2 =15

b13:12+33:10 b23:22+33:13 b33:32+33:18

b14=12+34‘=13 b24=22+34‘=16 b34=32+34‘=21

4 7 10 13
OqueresultanamatrizB=|7 10 13 16
12 15 18 21

O produto A.B sera dado pela matriz C:

34+57+712 3.7+510+7.15 3.10+5.13+7.18 3.13+5.16 +7.21
44+67+812 47+610+8.15 4.10+6.13+8.18 4.13+6.16 + 8.21

_[12+35+84 21+50+105 30+65+126 39+80+147]
16 +424+96 28+60+ 120 40+ 78+ 144 52+96 + 168

31 176 221 266
54 208 262 316

-
C
c=;

3.2.4 INVERSA DE UMA MATRIZES
A inversa de uma matriz ndo é uma operacao tdo simples como a operagdo com
nameros reais, pois ndo existe a divisdo de matrizes. Sabe-se também que nem todas as

matrizes possuem inversa.

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se X é uma matriz tal que
AX =1, e XA = I, entdo X é denominada matriz inversa de A e é indicada

por A~L. (DANTE, 2014, p. 96)

Quando uma matriz quadrada de ordem n admite inversa, dizemos que ela é invertivel.
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_ 0o 1
A matrizA = B 01] admite inversa e esta é dada por A7 = [ 1 2], pois:
-1 /2

1
A.A—l_[1 -1 [0 /2]
2 0 -1 1/2

0+0 14+0

3.3 ASSOCIANDO PONTOS COORDENADOS A MATRIZES

Nesse topico o objetivo € mostrar que toda figura geométrica, de qualquer dimensao,
por ser composta por pontos, 0s quais podem ser associados a uma matriz, onde o(s)

elemento(s) dessa sera(ao) dado(s) pela(s) coordenada(s) do(s) ponto(s).

3.3.1 PONTOS SOBRE O EIXO REAL E MATRIZES

O eixo real tem origem no numero zero, é formado pelos nimeros reais onde cada
namero é representado por um ponto. Esses pontos sdo igualmente espacados obedecendo ao
sentido de crescimento, que é para direita, ou seja, quanto mais a direita 0 nimero estiver,
maior ele serd. Os nimeros negativos localizam-se a esquerda e 0s nimeros positivos a direita

do nimero zero.

Figura 4 — eixo real

A > > " 1 . . A
4 -3 22 | 0 _ S

Fonte: Disponivel em <http://n.i.uol.com.br/licaodecasa/ensmedio/matematica/mod-val-

absoluto001.gif> Acesso em setembro 2014

No eixo real os pontos sdo representados por um Unico nimero que indica duas
informagdes, ambas em relacdo a origem. Uma é o valor absoluto, que é a distancia que o
ponto se encontra, tomando como unidade de medida o espaco entre dois ndmeros

consecutivos quaisquer. A outra € a posi¢cao em que esse se encontra (direita ou esquerda).
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O numero real 5 é representado por um ponto que esta a 5 unidades de distancia, e a
direita da origem (nimero zero). Enquanto o namero real — 3 é representado por um ponto que
estd a 3 unidades de distancia e a esquerda da origem (nmero zero).

Esses nimeros no eixo real podem ser associados a matrizes de ordem 1 x 1, com uma
linha e uma coluna. O namero real 5 é associado a matriz P; = [5]. Enquanto o nimero — 3 é

associado a matriz P, = [—3].
3.3.2 PONTOS SOBRE O PLANO CARTESIANO E MATRIZES
O plano cartesiano sera representado por R? com origem no ponto (0, 0). Esse plano é
formado por dois eixos que se interceptam perpendicularmente na origem (um é denominado

eixo das abscissas ou eixo OX e outro denominado eixo das ordenadas ou eixo OY).

Figura 5 — plano cartesiano

Nesse plano cada ponto é representado por um par ordenado, composto por dois
nameros reais. O primeiro ndmero indica a distancia e a posicdo da origem no eixo das
abscissas. E o segundo indica a distancia e a posi¢cdo da origem no eixo das ordenadas,

tomando como unidade de medida o espago entre dois numeros consecutivos quaisquer. O par
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ordenado P (figura 6) indica que o ponto esta posicionado duas unidades de medida a direita e
cinco unidades de medida acima da origem. O par ordenado Q (figura 7) indica que o ponto
estd posicionado trés unidades de medida a esquerda e quatro unidades de medida acima da

origem.

Figura 6 — ponto P(2, 5) Figura 7 — ponto Q(- 3, 4)
24 B
7 .

Q
[} ?_ S N _b_ — — A
b o |
- — — — — -* : 3]
| |
4 | a : 2
| |
34 [
a : | "
| |
4 | & 0
| -|4 :‘,3 2 .|1 o q
N |
| 1
|
o &
1 0 7 2 3 5 5
=24
-1

Esses pontos do plano cartesiano podem ser associados a matrizes de ordem 2 x 1,

com duas linhas e uma coluna. O ponto de coordenadas P(2, 5) é associado a matriz P, =

[ é ] Enquanto o ponto de coordenadas Q(— 3, 4) ¢é associado a matriz Q, = [ _43 ]

3.3.3 PONTOS SOBRE O ESPACO TRIDIMENSIONAL E MATRIZES

O espaco tridimensional sera representado por R3com origem no ponto (0, 0, 0). Esse
espaco é formado por trés eixos, eixo OX, eixo OY e eixo OZ, que se interceptam

perpendicularmente.
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Figura 8 — Espaco tridimensional

Fonte: PROFMAT, MA23 geometria analitica, unidade 13

No espaco tridimensional cada ponto é representado por uma terna ordenada,
composto por trés numeros reais. O primeiro nimero indica a distancia e a posicao da origem
no eixo OX. O segundo indica a distancia e a posi¢do da origem no eixo QY. O terceiro indica
a distancia e a posigéo da origem no eixo OZ. Todos estes tomando como unidade de medida
0 espaco entre dois nimeros consecutivos quaisquer em qualquer um dos eixos. A terna
ordenada Q(— 5, — 5, 7) indica que o ponto esta posicionado cinco unidades de medida em
relacdo a origem no sentido do eixo OX, cinco unidades de medida em relacdo a origem no

sentido do eixo QY e 7 unidades de medida em relacdo a origem no sentido do eixo OZ.

Figura 9 — Pontos no espago

A z-axis
10 +
Q=5 =5.7) . 1. PB.05) y-ais
D 10 ‘
D 1 I-QLis
1 - c D, i ~
T RELEN - T T >
—10:7 55 [ 5 10
S b (0,00
—10 =T origin
10 4+

Fonte: Disponivel em <http://wikipedia/commons/thumb/1/15/Cartesian_coordinates_3D.svg/800px-
Cartesian_coordinates_3D.svg.png> Acesso agosto 2014
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Esses pontos do espaco tridimensional podem ser associados a matrizes de ordem 3 x
1, com trés linhas e uma coluna. O ponto de coordenadas Q(- 5, — 5, 7) pode ser associado a

-5
matriz Q; = [—5 ]
7

3.3.4 PONTOS SOBRE O ESPACO DE N DIMENSOES E MATRIZES

Observa-se nas subsecdes 3.3.1, 3.3.2 e em 3.3.3 que 0s pontos com uma, duas ou trés
coordenadas representadas por nimeros reais podem ser associados a matrizes colunas, onde
0 ndmero de linhas é dado pelo nimero de coordenadas do pontos. De maneira analoga,
podemos generalizar tal associacdo a um espaco com n dimensdes. Dessa forma a matriz
associada ao ponto com n coordenadas reais seria uma matriz com n linhas e uma coluna.

Seja 0 ponto P representado num espaco de n dimensdes. Desta forma o mesmo tera n

coordenadas e sera dado por:
P(xq, x5, o, xp)COMx; ER; ViineENel<i<n

a1
. N . a .
Esse ponto P pode ser associado a matriz coluna M,,,; = :21 comaj ER; Vi,ne
An1

Ne1l <i<ndetal formaquex; = a;;.
3.3.5 POLIGONOS NO R2 E MATRIZES

Como € possivel associar pontos coordenados & matrizes, torna-se imediata a
possibilidade de associar figuras compostas por pontos a matrizes.
Seja um triangulo de vértices A, B e C. O ponto de coordenadas A(Xa, Ya) é associado

X X
amatriz A = [yﬂ’ 0 ponto de coordenadas B(Xg, Yg) € associado a matriz B = [yi] e 0 ponto

. . X
C(XC, yc) a matFIZ C = I:yi], va, xB,xc,yA,yB,yC € ]:R

Para associar esse triangulo a uma Unica matriz, pode-se usar a matriz:

Xag Xp xc]

Paxs = [J’A Y Yc
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Como o tridngulo possui trés vertices, a matriz associada a ele foi do tipo 2 x 3. Um

poligono de n vértices no R?, serd associado a uma matriz do tipo2xn,vVn € N; n > 3.

xA xB eee xN]
Ya Y ° YN

Poyn = [
Onde, o numero de linhas é dois, pois cada veértice possui duas coordenadas, e 0

namero de colunas sera dado pelo nimero de vértices (n) do poligono.

34 TRANSLACAO, ROTACAO E ESCALA DE FIGURAS USANDO
OPERACOES ENTRE MATRIZES

A sociedade atual cada vez mais valoriza o tratamento e a qualidade de imagens de
diversas formas com diferentes meios de saidas (recursos multimidias) como, fotografias
digitais, imagens em aparelhos televisores, telas de computadores, em aparelhos de celular e
outros. Sabe-se que um ponto pode ser associado a uma matriz coluna, e que toda e qualquer
figura é composta por pontos.

Podem-se mudar essas figuras usando operagdes entre matrizes. As possibilidades de
mudanca de uma figura qualquer sdo diversas. Algumas dessas mudancas Sd0 possiveis
aplicando operacdes entre matrizes como multiplicacdo por escalar, adicdo e multiplicacdo
entre matrizes. As mudancas que serdo tratadas nesse trabalho s&o: translacdo, escala

(ampliacdo e reducéo) e rotacao.
341A TRANSLAQAO DE UM PONTO NA RETA REAL

A translacdo de um ponto sobre a reta real € uma mudanca bem simples e de facil
compreensdo. Porém deve-se observar como se procede para generalizar tal mudanga em um
espaco de n dimensdes. Como a reta real é unidimensional e um ponto qualquer sobre ela é
representado por um Gnico numero, entdo para transladar um ponto basta fazer uma adicéao
simples. Tem-se nesse caso duas possiveis mudancgas, onde deve-se adicionar um numero real
positivo, se o objetivo for transladar o ponto para a direita de sua posicao inicial ou somar um
numero real negativo se o objetivo for transladar o mesmo para a esquerda de sua posicéo
inicial. 1sso se deve ao fato de que nesse eixo tém-se duas possibilidades de deslocamento

(sentido positivo ou negativo).
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Seja um ponto P de coordenada x sobre a reta real, ou seja, 0 ponto P é denotado por:

P=(X)Vx€eR

A matriz associada ao ponto P sera dada por:

Seja T a matriz de translacdo de um ponto qualquer sobre a reta real. Essa matriz T,

sera do tipo 1 x 1 e denotada por:

Ti=[k]:Vk € R},

Para transladar o ponto P, sobre a reta real, k unidades para a direita, a partir da

posicao inicialmente ocupada, deve-se adicionar a matriz Py, a matriz Ty, obtendo:

P,+T, =[x]+[k]=[x+k]=P

Para transladar o ponto P, sobre a reta real, k unidades para a esquerda, a partir da
posicdo inicialmente ocupada, deve-se adicionar a matriz P;, a matriz oposta de Tj,

representada por — T, obtendo:

P+ (-T) =[x]+ [kl =[x+ (k)] =[x —k] = P,”

Onde as matrizes P," e P;”" representam as novas posi¢cBes do ponto apds as

translagdes.

3.4.2 A TRANSLACAO DE UM PONTO NO PLANO CARTESIANO

Para transladar um ponto sobre o plano cartesiano, deve-se proceder de maneira
analoga ao eixo real. Um ponto P qualquer pode ser transladado de quatro maneiras distintas,
pois o plano cartesiano por ser bidimensional é subdividido em quatro quadrantes. Isso se
deve ao fato de que sdo dois eixos e sobre cada um deles temos duas possibilidades de

deslocamento (sentido positivo ou negativo).
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Seja um ponto P de coordenadas reais x e y sobre o plano cartesiano, ou seja, 0 ponto

P é denotado por:
P=(X,y)Vx,y ER

A matriz associada ao ponto P sera dada por:

P,

Seja T, a matriz de translagdo de um ponto qualquer sobre o plano cartesiano. Essa

matriz T, sera do tipo 2 x 1 e denotada por:
T, = [I;], Vk,p e R"

Onde k indica o translado/deslocamento no sentido do eixo das abscissas (eixo OX) e
p indica o translado/deslocamento no sentido do eixo das ordenadas (eixo OY). Se k > 0 o
deslocamento serd para a direita e se k < 0 o deslocamento sera para a esquerda. Se p >0 0
deslocamento serd para cima e se p < 0 o deslocamento sera para baixo.

Para transladar o ponto P, sobre o plano cartesiano, k unidades no sentido do eixo das
abscissas (eixo OX) para a direita, e p unidades no sentido do eixo das ordenadas (eixo QY)
para cima, ambos a partir da posi¢do inicialmente ocupada, deve-se adicionar a matriz P,, a

matriz T,, tomando k e p reais positivos, obtendo:

X k x+ k ,
P2+T2_[y]+[p]_[y+p]_Pz

Onde a matriz P,” representa a nova posicdo (primeiro quadrante) do ponto apos a

translacdo. Para obter um deslocamento na direcdo de outro quadrante, basta efetuar o calculo

de maneira andloga ao exposto acima, tomando k <0 e/ou p < 0.
3.4.3 A TRANSLACAO DE UM PONTO NO R3

Um ponto P qualquer no R3 pode ser transladado de oito maneiras distintas, pois o



32

espaco tridimensional é subdividido em oito octantes. Isso se deve ao fato de que sdo trés
eixos e sobre cada um deles temos duas possibilidades de deslocamento (sentido positivo ou
negativo).

Seja um ponto P de coordenadas reais X, y e z sobre 0 espaco, ou seja, o ponto P é
denotado por:

P=(XVy,2)Vx,y,z€R

A matriz associada ao ponto P sera dada por:

Seja T3 a matriz de translacdo de um ponto qualquer sobre o espago. Essa matriz Ts
seré do tipo 3 x 1 e denotada por:

k

p
T

Ts=|p|;VkpreR"

Onde k indica o translado/deslocamento no sentido do eixo OX, p indica o
translado/deslocamento no sentido do eixo OY e r indica o translado/deslocamento no sentido
do eixo OZ.

Para transladar o ponto P, sobre o espaco, k unidades no sentido do eixo OX, p
unidades no sentido do eixo OY e r unidades no sentido do eixo OZ, ambos a partir da
posicdo inicialmente ocupada, deve-se adicionar a matriz P, a matriz T3, tomando k, p e r

reais, obtendo:

X k x+k
P3+T3=lJ’l+P=y+P =P
zZ T Z+Tr

Onde a matriz P3" representa a nova posi¢ao do ponto apos a translacao.
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3.4.4 A TRANSLACAO DE UM POLIGONO NO PLANO CARTESIANO

Para transladar um poligono no R?, sem alterar a forma original, é necessario que as
matrizes associadas aos vértices sejam adicionadas a matriz T, = » para 0S Mesmos

k,p e R".

Seja P o poligono de n vertices A, B, ..., N. O ponto de coordenadas A(Xa, Ya) é

associado a matriz A = [yﬂ’ 0 ponto B(xg, Ys) € associado a matriz B = [y';], ... € 0 ponto

X
N(Xn, Yn) @ matriz N = [yx]; Y X4, Xg, ) XN, Yar VB - Yy € R. ESSe poligono pode ser

transladado de duas maneiras distintas:

e Transladar cada ponto separadamente somando as n matrizes a matriz T:

_ X4 k _ XA+k]_ ,
A+T2_[yA]+[p]_[yA+p =4

_xB k_xB+k]_ ,
B+T2_[ys]+[p]_[y3+p =5

_ xN k _ xN+k]_ ,
N+T2_[)’N]+[p]_[yzv+p =N

Onde as matrizes A", B, ..., C” representam as novas posicdes dos vértices A, B, ..., N

apos a translacdo e o poligono formado por esses pontos a nova posicéo do poligono P.

. . _[*¥a XB * XN
e Transladar todo o poligono somando a matriz P,,, = [yA - YN]
. . « k k - k]
associada a ele com a matriz de translagédo T,,,, = p p o pf
_[Xa X -t Xy k k - k]
P2xn+T2xn_ Ya Y yN] p p D
_xA‘l‘k xB‘l‘k b xN+k_
Fon + Ton = [yA+p ye+p - yntpl P

Onde a matrizes Poy,~ representa a nova posi¢do do poligono P apds a translacao.



34

Xa Xp
Ya VB
transladar o triangulo ABC, sobre o plano cartesiano, k unidades no sentido do eixo das

- -A 7 - - Y - x
Seja um tridngulo de vértices A, B e C associado a matriz P,,; = [ yi] Para

abscissas (eixo OX), e p unidades no sentido do eixo das ordenadas (eixo OY), deve-se

adicionar a matriz P,ys, @ matriz T3, tomando k e p reais, obtendo:

] = Pyy3’

_ xA xB xC k k k]_[xA+k xB+k xc+k
Poxs + Tz = | yc]+[p b o] =

Ya VB Yatp Ypt+DP YctPp

Onde a matriz P,y3” representa a nova posicao do triangulo apés a translacao.

Por exemplo, seja o triangulo ABC cujos Vértices serdo dados pelos pontos A(1, 2),

B(3, 4) e C(4, 3) conforme mostra a figura 10 abaixo:

Figura 10 — Triangulo ABC

1 3 4
2 4 3F

Para transladar esse triangulo duas unidades no sentido positivo do eixo OX e trés

A matriz associada ao triangulo ABC sera dada por P,,; = [

unidades no sentido positivo do eixo OY, deve-se adicionar a matriz associada ao triangulo a

matriz de translagéo dada por:
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2 2 2
T2x3:[3 3 3

obtendo:

P2x3+T2x3=[; 2 ;L]-I_[g g g

42 3+2 442
P2x3+T2x3‘[2+3 443 343

35 6op,,

P2x3+T2x3=[5 7 6

Onde a matriz P,y3™ representa a nova posic¢do do triangulo apds a translacdo. Sendo

seus Veértices representados pelos pontos D, E e F conforme a figura 5.2

Figura 11 — Tridngulo ABC transladado

-
L
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3.45 A ESCALA (AMPLIACAO E REDUCAO) DE UM POLIGONO NO PLANO
CARTESIANO

Ao se realizar uma ampliacdo ou uma reducao de um poligono qualquer em um plano
cartesiano, deve-se aumentar ou reduzir os lados desse poligono na mesma propor¢do. Desta
forma o novo poligono sera considerado semelhante ao poligono original. E importante
lembrar que poligonos semelhantes possuem 0s mesmos angulos internos e as medidas dos
lados proporcionais ao poligono inicial. Se dobrar a medida de um lado, deve-se também
dobrar todas as medidas dos outros lados. Se reduzir a terca parte a medida de um lado, deve-
se também reduzir a terca parte todos os outros lados desse poligono.

Para obter uma escala de um poligono qualquer no plano cartesiano, deve-se

Xag Xp

multiplicar a matriz P,,,, = [yA Vs

XN . N
y ] associada a ele pelo escalar k € R,
N

. xA xB e xN

k' Pan - k [yA yB yN]
_[kxa k.oxg - koxyl ,
k.Pan_ kyA kyB kyN _Pan

De tal forma que:

e para uma ampliacdo, deve-se tomar k > 1;

e para uma reducdo deve-se ter 0 <k < 1.

Onde a matrizes P,y representa o poligono apos a ampliacao ou reducao.

Seja um triangulo de vertices sobre os pontos A(4, — 1), B(2, 5) e C(3, — 2) ilustrado na

figura 12 abaixo:



37

Figura 12 — Triangulo ABC

th-

Para ampliar o tridngulo ABC em 100%, ou seja, dobrar todas as medidas de seus
lados, deve-se inicialmente analisar a matriz associada a esse triangulo. A mesma sera dada
por:

Pz = [_41 é _32]

Para dobrar as medidas dos lados do tridngulo ABC deve-se tomar k = 2 e em seguida

multiplica-lo pela matriz associada Poys.

—2] [2( 1) 25 2%32)

8
-2 10 —4] Paxs’

2Py = 2. [_4

2. P2x3

Onde Py3” representa a matriz associada ao triangulo ap6s a ampliacéo de 100%

O novo tridngulo sera constituido pelos vértices D(8, — 2), E(4, 10) e F(6, — 4)

conforme a figura 13 a sequir:
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Figura 13 — Triangulo ABC ampliado

104

No triangulo DEF pode-se observar que DE = 2.AB, EF = 2BC e DF = 2. AC e
consequentemente o triangulo DEF representa uma ampliacéo do tridngulo ABC em 100%.

Para reduzir um poligono, deve-se reduzir todas as medidas dos lados desse poligono
na mesma proporcao, multiplicando a matriz associada a este poligono por um ndmero
keR 0<k<1.

Seja o quadrilatero limitado pelos vértices A(- 1, 3), B(3, 0), C(2, 4) e D(5, 2)

conforme mostra a figura 14 abaixo:
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Figura 14 — Quadrilatero ABCD

-

Para reduzir o quadrilatero ABCD em 75%, ou seja, reduzir todas as medidas de seus

lados a quarta parte, deve-se inicialmente analisar a matriz associada a esse quadrilatero. A
mesma sera dada por:

3 2 5

-1
P2x4_[3 0 4 2

Para reduzir as medidas dos lados do quadrilatero ABCD deve-se tomar k = 1/4 e em
seguida multiplica-lo pela matriz P,.

. 1 1312 15
1, 1[—1325121()2' 4"
247413 0 4 2 13 1014 12
4° 4°" 4 4°
-1 3 1 5
" 2 - 2
_P2x4=§ 4 2 41_P2x4
- 0 1 =
4 2

Onde Pyy4” representa a matriz associada ao quadrilatero apds a reducdo de 75%

@) novo quadrilatero sera constituido pelos vertices
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E (_—1,5),F (3, 0) ,G (1, 1) eH G%) conforme a figura 15 a seguir:

Figura 15 — Quadrilatero ABCD reduzido

farl

3.4.6 ROTACAO DE UM PONTO NO PLANO CARTESIANO

Um ponto A(Xa, Ya) No plano cartesiano encontra-se a uma distancia da origem

0(0,0) dada pelo segmento OA, esse forma com o eixo horizontal (eixo das abscissas) um

angulo de medida 8 conforme a figura:

Figura 16 — Segmento 04 de inclinagio ©
N

v

Onde:

04 = \/(xA —x0)>+ (a—Y0)? = \/xA2 + Va?
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Das relacBes trigonométricas no triangulo retangulo de hipotenusa 04, obtém-se:

— xA — — 2 2
cosf = Ny => x4 =c0S0.\/x0% + Yy, e

senf = D => y, =senb.\x,% + y,?
V4% + y,°

Ao realizar a rotagdo no sentido anti-horario do segmento 0A sob um angulo de

medida a em relacdo a origem, esse passa a ocupar a posicdo A" (X' a, ¥ a), de tal forma que o

segmento OA’ forma um angulo de medida 6 + a com o eixo horizontal (figura 17).

A distancia do ponto A" a origem é dada por:

0A" = \/(X,A —x0)2+ (Va—y0)* = Q/X'AZ + y'AZ

Mesmo que as coordenadas dos pontos A e A" sejam diferentes, tem-se que suas

distancias & origem sdo iguais, ou seja, 0s segmentos OA e OA’ sdo congruentes:
0A = 04

Ou ainda;

’,z .2
Vxa? +ya® = [Xa" + ¥4

Figura 17 — Ponto A rotacionado um Angulo a

N
Yap------- A
;
1
Yap-----f-- O A
I |
1 1
1 1
1
a 1 1
1 1
9 : | S
P -~




Das relacdes trigonométricas no triangulo retangulo de hipotenusa 0A’, obtém-se:

o
cos(6 + a) = —2—
x,A2+y,A2
X4
cosB.cosa — senf. senqg = ——
;s 2 s 2
,/x A tTYa
Xa Ya X 4
.COS@ — ————.sena =
X

VX2 + y42 VXa? + ya? r 24 2
Xa TYa

X4.COSQA — Y,.SENA

4
X4% + Ya? ’x'AZ n y,Az
1)

X'y = X4.C080 — Y,.5ena

’

sen(0 + a) = S

’X/AZ + yrAZ

’

Ya
’x'AZ n y,Az
Ya Xa Ya

.cosa + sena. =

VXa? + Y42 \/XA2 +Ya® \/x'Az -i-}"A2

Ya-COSQ + Xy4.5€na

Ya
X2+ y,2 ., 2 , 2
A Ya X2 +y,

Y4 = X4.5ena + y,.cosa 2

senf.cosa + sena.cosf =

De (1) e (2) temos que as coordenadas do ponto A" (X a, Y a) serdo dadas por:

A’ (x4.cosa — y,.5ena , x4.5ena + y,.cosa)
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E possivel obter a nova posi¢o de um ponto A no plano cartesiano, apos a rotacio de

um angulo de medida a, usando a multiplicacdo de matrizes.
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Seja a matriz associada ao ponto A dada por:

A1 = ;ﬂ

Seja a matriz associada ao ponto A" apds a rotacdo de um angulo de medida a, dada

por:

, X
Ao = [yﬂ

A matriz de rotacdo (R) que deve ser multiplicada a esquerda pela matriz Ay, para

obter a matriz A",y deve ser quadrada de ordem 2, pois:
Ryxz-Azx1 = A'zx1
Seja a matriz de rotagdo de um angulo « definida por:
R2x2 = (al-j)ZxZVal-j eERondel<i<2el S] <2
Para encontrar os elementos da matriz de rotacdo em funcdo de «, deve-se ter:
R A=A
[a11 a12] [xA] _ [X,A]
Az1 Q217 1Ya Y a

[all.xA + alz.yA] [XA. cosa — yA.Sena]
ay1.X4 + A3.V4 Xy.Sena + y,.cosa

Da igualdade de matrizes, pode-se concluir que:

{all.xA + A12.Y4 = X4.COSA — Yy.5€NA
ar1-Xy + Ayp.Y4 = Xy.SENA + Ya-COSQ

{((JL11 —cosa).x, + (a5 + sena).y, =0
(ay; —sena).x4 + (ay; — cosa).y, =0
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Supondo que x, # 0 ou y, # 0, deve-se ter:

a;,—cosa=0 => a1 = cosa
ayp; +sena =0 => a,, = —sena
a,; —sena =0 => a,; = sena

ay, —cosa =0 => a,, = cosa

Donde se conclui que a matriz de rotagcdo de um ponto A no plano cartesiano sob um

angulo de medida «a, € definida por:

cosa —sena]

R,., = [
2x2 sena  cosa

Para realizar a rotacdo de g rad no sentido anti-horéario do ponto A(6, 2), deve-se

tomar a = g Obtendo:

cos("/3) —sen("/3)| 16 _[*s
Len(n-/S) COS(T[/S) [2] - [YB]

LI
V3 1 '[z]z[yi]
a2

3—3]_[*s
3\/§+1]_[yB]

A figura a seguir mostra a posi¢do do ponto A(6, 2) e do ponto B(3 —+/3, 3v3 + 1),

obtido ap6s a rotagdo, num mesmo plano cartesiano. Observe que o angulo AOB = g
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Figura 18 — Ponto A rotacionado 60°

3.4.7 ROTACAO DE UM POLIGONO NO PLANO CARTESIANO

Para realizar a rotacdo de um angulo de medida a no sentido anti-horario de um

poligono no R? deve-se multiplicar a matriz de rotagdo R,,, = [;:ZZ —Cf)ir;a] pela matriz
X4 Xg v Xy
Poxn = [yA ZRE yN]'
Roxo- Poxn = Poxn”
cosa —senay [Xa Xp v Xn] _ [x4" xg" - xN
[sena cosa ] Va4 Y yN] o [yA Vg YN~

Onde P,,,,” representa a nova posicao do poligono apds a rotacao.

Seja o triangulo limitado pelos vértices A(— 2, 1), B(— 4, 3) e C(5, 2), representado na

figura 19 a segquir:
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Figura 19 — Tridngulo ABC

Para realizar a rotacdo de g rad no sentido anti-horario do tridngulo ABC deve-se

tomar a = % Obtendo:

lcos(ﬂ/z) —sen(ﬂ/z)l [1 _4 5] [D Xg xF]

sen(”/z) cos(”/z) Yo YE JYr
Y B ] B R

[_ _3 _2] [}’D yi )’F]
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Figura 20 — Tridangulo ABC rotacionado 90°

1]
-

3.5 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES E MATRIZES

Um sistema de equacdes lineares € composto por um numero finito de equacdes

lineares. O que é uma equagcdo linear?

De modo geral, denomina-se equacao linear toda equacgao que pode

ser escrita na forma geral:
a1x1 +azx, +azxz + -+ apx, =b
na qual:

®  X1,Xy, X3, ..., Xy S0 iNCOQNItas;

e a,,a,4as,..,a, S40 nimeros reais chamados coeficientes das
incognitas;

e b éotermo independente. (DANTE, 2014, p. 109)
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No ensino médio geralmente as incdgnitas xq, xz, X3, ... sdo substituidas por x, vy, z, ...
Toda equacdo linear de n incognitas, com n € N; n > 2, possui infinitas solu¢bes em R.
Essas sdo formadas por uma sequéncia de n niameros reais, (a4, a,, a3, ..., a,), de tal forma
que ao serem substituidos pelas incognitas x,, x5, x3, ..., x,, obtém-se o valor b, ou seja,
satisfazem a igualdade proposta pela equagéo.

Uma equacdo linear composta apenas por duas incognitas terd solugdes do tipo
(aq, @), assim como uma equacédo linear composta por trés incdgnitas tera solucbes do tipo

(a1, @y, a3) € assim sucessivamente.

Generalizando, dada a equacéo linear:

a;xq1 +azx, +azxz +--+apx, =b

dizemos que a énupla ordenada de nimeros reais (aq, @, as, ..., Ay)

é solucdo da equacao se, e somente se:

a,aq + aya, + azaz + -+ a,a, = b (DANTE, 2014, p. 110)

Duas equacdes serdo consideradas equivalentes quando tiverem a mesma solucgéo, ou
ainda uma for obtida ao multiplicar a outra por um namero real k # 0.

Sejam as equacdes

a,x, + a,x, +azxs + -+ ax, =b @

C1X1 + Xy +C3x3 + -+ cpxy, =d (2

(1) e (2) serdo equivalentes se, e somentese c; = k.a; ed=kb; V1 <i<n.

Como todas as equacOes lineares sdo do primeiro grau, podem ser representadas por
retas e suas solugBes por pontos coordenados. Uma equagdo linear de duas incognitas por
exemplo, pode ser representada por uma reta no plano cartesiano enquanto suas solugoes
serdo associadas a pares ordenados. Sabendo que uma reta contém infinitos pontos, é facil
compreender que a equacao linear possui infinitas solucdes.

Seja a equacao linear de duas incdgnitas dada por 2x — 3y = 6. Uma de suas solugdes é

dada pelo par ordenado A(6, 2), pois para x = 6 e y = 2 tem-se:
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2x—3y=2.6-3.2=12-6=6

Na figura abaixo a reta associada a equacdo passa pelos pontos A(6, 2) e B(3, 0),

ambas sdo solucdes da equacao.

Figura 21 — Equacdao linear no plano

A solucdo comum entre duas ou mais equacdes lineares € dada pelo ponto de
interseccdo das retas associadas a elas. Como por um Unico ponto passam infinitas retas, um

ponto pode ser a solucéo de infinitas equacdes lineares. Sejam as equacdes lineares:

3x+y=9 e —4x + 5y =7

As duas podem ser representadas por retas concorrentes no plano cartesiano. Onde o

ponto de intersec¢do P(2, 3) denota a solugdo comum das duas equacdes. Observe a figura 22:
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Figura 22 — Interseccéo de duas retas

G a

T T T
-3 // -1 o 1 2 5\ 4 ]

A solugdo comum entre duas ou mais equacdes lineares é a solucdo de um sistema de

equacdes lineares. O que é um sistema de equacg0es lineares?

Denomina-se sistema linear m x n o conjunto de m equacdes

lineares em n incognitas, que pode ser representado assim:

allxl + a12x2 + a13X3 + -+ alnxn = bl
Az1X1 + A%y + Ap3X3 + - + AgpXy = by

Am1X1 + QX + Apaxs + -+ ApnXy = by
Dizemos que (ay,asy,as,...,a,) € solucdo de um sistema linear
quando (a4, @y, as, ..., a,) € solugdo de cada uma das equagdes do sistema,

ou seja, satisfaz simultaneamente todas as equacbes do sistema. (DANTE,
2014, p. 111)
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3.5.1 SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES

Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando possuem 0 mesmo
conjunto solucdo. (DANTE, 2014, p. 117)

O sistema linear

4x — 2y = —6
{—x -3y =-16 (1)
possui solucdo (1, 5), pois:
41-25=4-10=6 e -1-35=-1-15=-16
Enquanto o sistema linear
7x + 5y = 32
{ x+9y =46 2)

também possui solucdo (1, 5), observe:

7.1+55=7+25=32 e 1+95=1+45=46

Assim pode-se concluir que os sistemas lineares (1) e (2) séo equivalentes, pois ambos

possuem o0 mesmo conjunto solugédo dado por (1, 5).

3.5.2 CLASSIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES

Para classificar um sistema linear € preciso saber o0 numero de solu¢des. Se um sistema
linear tiver uma Unica solucdo, 0 mesmo sera classificado como possivel e determinado
(SPD), caso o numero de solugbes seja infinito, 0 mesmo serd classificado como possivel e
indeterminado (SPI) e caso o sistema nao possuir solugdo alguma, 0 mesmo sera classificado
como impossivel (SI).

Para determinar a quantidade de solucdes é possivel escalonar um sistema linear.

Porém o objetivo desse trabalho ndo é mostrar as diferentes maneiras de se resolver um
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sistema linear. Por isso observe uma maneira pratica de classificar um sistema linear
observando as retas associadas as equagdes do sistema num mesmo grafico. Essa proposta é
possivel para sistemas lineares com qualquer quantidade de incdgnitas, mas para simplificar
os exemplos e a representacdo grafica, veja como seria para sistemas de duas incognitas no
plano cartesiano.

O sistema linear

2x+y=0 (D
{5x+y=—3 (2)

é classificado como SPD, pois as retas associadas as equacdes (1) e (2) se interceptam

num dnico ponto, conforme a figura 23, mostrando que a solugéo é Unica.

Figura 23 — Interseccéo de duas retas

O sistema linear

3x—-2y=1 (D)
{9x —6y =3 (2)

é classificado como SPI, pois as retas associadas as equacdes (1) e (2) sdo
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coincidentes, conforme as figuras 24 e 25. Observe que a equacgéo (2) pode ser obtida fazendo
3.(1), mostrando que essas equagdes sdo equivalentes.

Figura 24 — Equacdo 3x -2y =1 Figura 25 — Equacéo 9x — 6y = 3

L]

O sistema linear

—5x+4y=7 (D
{—Sx +4y=-3 (2)

é classificado como Sl, pois as retas associadas as equacdes (1) e (2) sdo paralelas,

conforme a figura 26, mostrando que ndo existe solugdo para esse sistema.

Figura 26 — Retas paralelas

q h
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3.5.3 SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS

Um sistema de equac0es lineares onde os termos independentes de todas as equagdes

lineares sdo iguais a zero, é classificado como um sistema homogéneo, representado por:
aq1X1 + a12%y + aq3x3 + -+ aypx, =0
alel + azzxz + a23x3 + e+ aann = 0
Am1X1 + ApaXy + QpzX3z + -+ QppXxy = 0
Todo sistema linear homogéneo € classificado como possivel, pois este sempre tera no
minimo uma solucdo, dada por (0,0,0,...,0) chamada solucédo trivial. Se essa for a Unica

solucdo, o sistema sera possivel determinado e caso exista outra solucdo diferente da trivial o

sistema sera classificado como possivel indeterminado.
3.5.4 ASSOCIANDO SISTEMAS LINEARES A MATRIZES

As teorias e 0s teoremas usados para resolver sistemas lineares estdo diretamente
ligados as teorias e aos teoremas das matrizes. De fato o estudo desses dois conteudos nédo

pode ser visto separadamente um do outro.

Qualquer sistema linear n x n pode ser escrito como um produto de
matrizes. (DANTE, 2014, p. 114)

O sistema linear
a11x1 + alzxz + -+ alnxn = bl
alel + azzxz + -+ aann = bz
An1X1 + ApaXy + -+ AppXy = by
pode ser escrito na forma A.X = B, onde:
a1 A1z - Qip

a a e a , . ..
A=|"21 722 2n | & a matriz dos coeficientes,

An1 Qnz - Qpn
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X1

X . - . , .
X = |77 | é amatriz das incognitas e

Xn
by
B = b? € a matriz dos termos independentes.
by,
a1 Az - Qqp X1 b;
Az1 Gz - Qo | |X2|_ b,
an1 QApz - Qpp Xn b,

Quando se escreve um sistema linear do tipo n X n como um produto de matrizes,

pode-se resolver esse sistema linear usando a inversa de A.

AX=B (1)

Multiplicando os dois lados de (1) por A~! pela esquerda, obtém-se:

A1 (AX)=A"1B

Usando a propriedade associativa do produto de matrizes, segue:
(AL A).X=A"1B

Sabe-se que o produto de uma matriz A por sua inversa resulta na identidade, logo

substituindo o produto A~. A por I,,, tem-se:

I,X=A1B

Como a matriz identidade € o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes, segue:

X=A"1B

Onde a matriz X representa a solugdo do sistema linear.

Seja o sistema linear de trés incognitas dado por:
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x+2y+3z=1
4x —y —z =3 onde:

xX+y—z=6
1 2 3 x 1
A=14 -1 -1f, leyl e B =3
1 1 -1 z 6

Para calcular a inversa de A e o produto X = A1.B pode-se usar o recurso

computacional dado pelo software Maxima, que sera definido no capitulo seguinte.

Figura 27 — Comando do Maxima

($i8) Ammatrix([1,2,31,[4,-1,-11,[1,1,-11)¢
Bimatrix([1,3,€]);
I:invert (A) ;
S:invert (&) .B;

1 2 3

(%c8) (¢ -1 -1
1 1 -1

(209) [1 3 ¢
2 3 1
23 23 23

s 1 13
2010} |— -— —
23 23 23

5 1 k]

23 23 23

2011} | 3
-2

= = 1
|23 23 23|
. . , _ 3 -4 13 _ )
A inversa da matriz A é dada por A7 = = 35 .| €0 produto X = A 1B sera
5 1
23 23 23

1
dado por X =| 3 | que é a solugdo do sistema linear.
-2
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4 ALGUNS RECURSOS E COMANDOS DO SOFTWARE MAXIMA

Maxima €& um sistema de d&lgebra computacional,
implementado em Lisp.

Méxima é derivado do sistema Macsyma, desenvolvido no
MIT nos anos de 1968 a 1982 como parte do Projeto MAC. MIT
remanejou uma copia do codigo fonte do Macsyma para o
Departamento de Energia em 1982; aquela versdo € agora conhecida
como Macsyma DOE. Uma cépia do Macsyma DOE foi mantida pelo
Professor William F. Chelter da Universidade do Texas de 1982 até
sua morte em 2001. Em 1998, Schelter obteve permissdo do
Departamento de Energia para liberar o cddigo fonte do Macsyma
DOE sob Licenca Pablica GNU, e em 2000 ele iniciou o projeto
Maxima no SourceForge (Repositorio de codigo fonte baseado em
Web. Atua como um centro para desenvolvedores gerenciarem
projetos livres e de cddigo aberto colaborativamente) para manter e

desenvolver o Macsyma DOE, agora chamado Maxima. (Manual do

Maxima, introducéo)

O software é de imensa importancia e contribui para o desenvolvimento do
conhecimento em diferentes areas e beneficia o aperfeicoamento de académicos na area de
exatas como ciéncia da computacdo, fisica e principalmente a matematica.

Cada trabalho que é realizado no Maxima, seja ele do mais simples, com um Unico
comando, ou do mais complexo, composto por varios comandos é chamado de sessdo. Para
comecar uma sessao basta digitar no campo de entrada 0 comando que deseja. Caso queira 0
resultado em um formato especifico, como o Tex por exemplo, pode-se iniciar a sessao
digitando o comando que determina o tipo de saida que tera os comandos seguintes daquela
sessdo. Toda sessdao do software deve terminar com a expressao “quit ()” e cada comando
(linha) deve terminar com ponto e virgula. Caso ndo queira que o resultado de um comando
apareca logo em seguida, basta termina-lo com o simbolo $. Esse recurso € usado quando se
deseja, posteriormente, o resultado num outro comando.

Através da ferramenta describe, abreviada por ?, que mostra quais 0s comandos e
variaveis que possuem alguma relacdo com o texto, ou uma parte dele, que vocé digita, é

possivel pesquisar quais comandos, na versdo que vocé estiver usando do Maxima, estdo
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disponiveis. Essa € a maneira mais pratica para se comegar uma sessao.

Por exemplo, se o objetivo é realizar um trabalho, e para isso deve-se usar o contetido
MATRIZES, deve-se comecar o trabalho com o comando describe , em seguida escrevendo
MATRIZ. Assim o software listard uma sequéncias com 31 tdpicos e comandos que contém a

palavra MATRIZ, ou parte dela, em sua escrita.

Figura 28 — Comando describe

L]
Arquive Editar Célula Maxima EquagBes Algebra Célculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
IS8 e {00 RO>O ®
) (%$11) describe (matri,inexact);
0: Fungdes e Variaveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear
1: Introdugdoc a Matrizes e Algebra Linear
2: addmatrices (Fungdes e Variaveis Definidas para linearalgebra)
3: augcoefmatrix (Fungdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
4: blockmatrixp (Fungfes e Varidveis Definidas para linearalgebra)
5: coefmatrix (Fungdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
6: copymatrix (Fungdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
7: diagmatrix (Fungdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
8: diagmatrixp (Fun¢des e Variiveis Definidas para ctensor)
9: diag_matrix (Fun¢Ses e Varidveis Definidas para linearalgebra)
10: ematrix (Fungdes e Variaveis Definidas para Matrizes e ilgebra Linear)
11: entermatrix (Funges e Variaveis Definidas para Matrizes e ilgebra Linear)
12: genmatrixz (Fungdes e Variidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
13: hilbert_matrix (Fungdes e Varidveis Definidas para linearalgebra)
14: locate matrix entry (FungdSes e Varidveis Definidas para linearalgebra)
15: matrix (Fungdes e Variaveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
16: matrixmap (Fungdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
17: matrixp (Funcdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
18: matrixp <1> (Fungdes e Varidveis Definidas para linearalgebra)
19: matrix_element_add (Fungdes e Variiveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
20: matrix_element mult (Fungdes e Variiveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
21: matrix_element transpose (Fungdes e Variiveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
22: matrix size (Fungdes e Varidveis Definidas para linearalgebra)
23: ModeMatrix (Fungdes e Varidveis Definidas para diag)
24: Multiplicagldo n&o comutativa matricial (Operadores Geral)
25: read matrix (Fungées e Varidveis Definidas para numericalio)
26: scalarmatrixp (Fungées e Variidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
27: submatrix (Funcdes e Varidveis Definidas para Matrizes e Algebra Linear)
28: tracematrix (Funcdes e Varidveis Definidas para simolification)

4.1 REPRESENTANDO PONTOS COORDENADOS NO MAXIMA

Para representar uma lista de pontos ou uma lista de grupos de pontos coordenados no
software Maxima pode-se digitar a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) dentro de colchetes
separando-as por virgula(s). Para somar duas ou mais listas de pontos € necessario que essas
tenham o mesmo ndmero de pontos e esses tenham 0 mesmo ndmero de coordenadas.

Sejam as listas A e B representadas por trés pontos de duas coordenadas cada um.
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Figura 29 — Adicao de listas no Maxima

Arquive Editar Célula Maxima Eguages f\lgebra Caleulo  Simplificar Grafice  Mumérico Ajuda

IEd o L«00|kO>O @

(%110) A:[[2,3],[-4,51,[6,011%
B:[[-8.3,1],([0,2/5],[2,-7115%

EA+B;

27
(¥012) [[-®.300000000000001,417, [—4,?] 8,711

Para multiplicar uma lista por um nimero escalar deve-se usar o comando / simbolo *
e esse sera multiplicado por todos os elementos da lista.

Figura 30 — Multiplicacéo de lista por escalar

Arquivoe Editar Célula Maxima Eguagdes ﬂlgebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

IE¥d e d00|d Q@ > o @

($112) Z:[[2,3],[-4,5]1,[6,0115

SRR
{%014) [[10,15]1,[-20,251, 030,071

F— |

Para realizar a multiplicacdo de listas também usa-se o comando *, e é feita de
maneira que o primeiro elemento de uma lista € multiplicado pelo primeiro elemento da outra,

0 segundo é multiplicado pelo segundo e assim sucessivamente.

Figura 31 — Multiplicacdo de listas no Maxima

Arquive Editar Célula Maxima Eguagdes ﬁlgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico

(&3 ox D0k > @

($11) A:[[2,31,[-4,31,[6,011%
B:[[-8.3,1],[0,2/5],[2,-7]1%

Ajuda

L¥B;
(303) [[-16.6,31,[0,2]1,0[12,01]

g
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Uma lista formada por dois pontos pode ser associada a um segmento, onde cada
ponto representa uma de suas extremidades. Se uma lista tiver mais de dois pontos essa

podera ser associada a uma poligonal. O comando plot2d pode ser usado para representar esse
segmento ou poligonal no plano cartesiano.

Figura 32 — Comando plot2d
T wxMaxima 13.04.2 [ na

ﬁ\lgehra Célcule  Simplificar  Grafico Numérico  Ajuda
(@3 exXD0ee>o @

[

Arquive Editar Célula Maxima Egquagtes

(¥11) &:[[2,31,[-4,511%
B:[[-3,11,[0,2/5]1,1[2,-711§

plot2d([[discrete,r], [discrete,B]]);

THeaAQly?

T
discretel
discrete2

0.611456, 6.49465

O comando discrete “faz a leitura” dos pontos na ordem em que eles aparecem. Se 0
objetivo for representar um poligono (poligonal fechada) basta repetir ao final as coordenadas
do primeiro ponto da lista.

Para representar um quadrilatero de vértices (1,2), (3,4), (5,3) e (4,1) pode-se usar 0s
seguintes comandos:
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Figura 33 — Poligono no Maxima

i wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* |

Arquivo  Editar Célula Maxima Eguagdes i\lgebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
I&dex{0B|&Q>O @

——>» qguadrilatero:[[1,2],[3,41,05,31,04,11,0[1,211%

plot2d([discrete,quadrilaterc])$

wxplot2d([$], [x,-5,5]1)%

1
1

4.97883, 3.81410

4.2 TRANSLADANDO UM POLIGONO NO PLANO CARTESIANO USANDO O
MAXIMA

Seja um poligono de n lados, onde seus vértices no plano cartesiano sdo dados por
(x1,y1), (x2,¥2), ooy (X, V). ESse mesmo poligono representado no Maxima sera denotado
por nome do poligono: [[x;, y1], [x2,¥2], -, [xn ¥u]].  Para transladar esse poligono k
unidades no sentido horizontal (eixo das abscissas) e p unidades no sentido vertical (eixo das
ordenadas) deve-se adicionar a lista de coordenadas desse poligono pela lista de coordenadas
com n pontos, cada um deles com as coordenadas (k,p) paratodo k,p € R e n € N. Obtendo
assim uma nova lista com as coordenadas dos vértices que representam a nova posicao

ocupada pelo poligono apos a translagéo:

[[xll yl]' [x2' y2]' R [xn' yn]] + [[k: p]: [k, p]: ] [k: p]] =
[[xl + k'yl + p]' [xZ + k'yZ + p]! ] [xn + k!YTl + p]]
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Para transladar um quadrilatero de vertices (1,2), (3,4), (5,3) e (4,1) trés unidades para
a direita e duas unidades para baixo. Observe 0s comandos, passo a passo, necessarios para a

translacédo desse quadrilatero usando o software Maxima:

1°: Informar as coordenadas dos Vvértices através de uma lista.

Figura 34 — Poligono no Maxima

it wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* ]

Arquivo  Editar Célula Maxima Eguagdes ,'f\lgebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= &
(@3 sex|L0D0|RIO >O @

--» guadrilatero:[[1,2]1,03,41,05,31,04,11,[1,211§

plot2d([discrete,quadrilaterc])$

wxplot2d ([%], [%,-5,51)5%

4.97883, 3.81410

2% Somar a lista de coordenadas do quadrilatero com a lista de translacéo.
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Figura 35 — Poligono transladado

o0 wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* ]
Arquive Editar Célula Maxima Eguagdes i\lgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

(&3 ex 00| &/ >O K2

71

(#i24) guadrilatero:[[1,2]1,([3,4],[5,31,[4,11,[1,2]11%
transl:[[3,-2],[3,-21,103,-21,03,-2],[3,-211%

plot2d([[discrete,guadrilatero], [discrete,quadrilaterot+transl]])$

wxplot2d([%], [x%,-10,10])%5

Lleg@aaly?

4 T

T
discretel
discrete2

-1

8.00060, 3.83947

Rarannda am .

4.3 AMPLIANDO E REDUZINDO UM POLIGONO USANDO O MAXIMA

Seja um poligono de n lados, onde seus vértices no plano cartesiano sdo dados por
(x1,y1), (x2,¥2), ooy (X, V). ESse mesmo poligono representado no Maxima sera denotado
por nome do poligono: [[xy, 11, [x2, ¥2], -, [%n, ¥,]]. Para ampliar ou reduzir esse poligono,
deve-se multiplicar a lista de coordenadas do poligono por um nimero k € R%. Onde deve-se
tomarum k > 1 ou 0 < k < 1 para ampliar ou reduzir, respectivamente. Obtendo assim uma
nova lista com as coordenadas dos vértices que representam o novo poligono apds a
ampliacéo ou reducéo:

k * [[xljyl]; [x2, V2], o) [xn,yn]] =
[[kxy, ky 1, Tkxa, kyal, o, R, ey ]
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Para ampliar um tridngulo de vértices (2,3), (6,3) e (4,4) em 300% (k = 3). Observe 0s
comandos, passo a passo, necessarios para a ampliacdo desse tridngulo usando o software

Maxima;

1°: Informar as coordenadas dos vértices através de uma lista.

Figura 36 — Poligono no Maxima

it wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* ]

Arquive Editar Célula Maxima Eguagdes ,'f\lgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= &
CEdexlXBO0&e>o @

(%131) triangulo:[[2,3]1,[6,31,[3,41,[2,311%

plot2d([discrete,triangulo])}$

wxplot2d ([%], [x,-10,101)%

Hf#e@aQln?

4 T

155874, 2.84144
Bem-vindo ao wixMaxirftd

2% Multiplicar a lista de coordenadas do triangulo pelo namero real 3.
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Figura 37 — Poligono ampliado

i wxMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* ]
Arquive Editar Célula Maxima Eguagoes Algebra Caleulo  Simplificar  Grafico  Numeénce  Ajuda

OEd ox {00 > o | @

(#134) triangule:[[2,3]1,[6,31,[3,41,[2,3]11¢%
ampli:3%[[2,3]1,[6,31,03,41,[2,3115

|

plot2d([[discrete,triangulc], [discrete,ampli]])$

wxplot2d ([%$], [x%,-10,10])5

Llex@aala?

12 T T T T T T

T
discretel
discrete2

11

10 - B

8.21587, 12.3180

| R S P

Para reduzir um hexagono de vértices (1,2), (3,4), (5,4), (7,2), (5,0) e (3,0) em 50% (k
= 0,5). Observe os comandos, passo a passo, necessarios para a redugdo desse hexagono

usando o software Maxima:

1% Informar as coordenadas dos vértices através de uma lista.
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Figura 38 — Poligono no Maxima

wxMaxima 13.04.2 [ He:

Arquive  Editar Célula Maxima Eguagfies Ngehra Célculo  Simplificar  Grafico  Numérico Ajuda

D@3 o000 R > K2

[~

(¥127) hexagono:[[1,2],[3,4]1,105,41,07,21,[5,01,[3,01,[1,2115%
plot2d([discrete, hexagonol)$

plot2d([hexagono], [%,-5,5]1)5

1.88843, 4.14971

2°: Multiplicar a lista de coordenadas do hexagono pelo namero real 0,5.

ag:

Figura 39 — Poligono reduzido

wxMaxima 13.04.2 [ He:

Arquivo  Editar Célula Maxima Eguacfies ﬂlgehra LCalcule  Simplificar  Grafico MNumérico  Ajuda

OI®¥d osxldE0|0 O >0O K2

[

(#138) hewxagono:[[1,2]1,[3,4]1,([5,41,[7,2]1,[5,01,[3,0],[1,2]1]%
reduz:0.5%[[1,2]1,[3,4],[5,4],[7,2]1,[5,01,[3,0],[1,2]]1%
plotZ2d([[discrete,hexagono], [discrete,reduz]]) 5

plot2d([%], [x,-5,51}%

T
discretel

discrete2

3.5

3+
25 [

2
1.5

1
0.5

0 1 1 1

] 1 2 3 4 3 o 7

0.811753, 4.15306

66
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4.4 ROTACIONANDO UM POLIGONO USANDO O MAXIMA

A rotacdo e a mais complexa das mudancas a realizar-se com um poligono através do
software Maxima.
Primeiramente deve-se lembrar qual é a matriz de rotacdo que deve ser multiplicada a

matriz associada ao poligono que se queira rotacionar. Esta é dada por:

cosa —sena]
sena cosa

Roxz = [
Seja A = (x4,y,) um ponto qualquer no plano cartesiano. Para encontrar a nova
posicao desse ponto, denotada por A’, apds a rotagdo de um angulo o, deve-se multiplicar a

matriz R,,, pela esquerda. Observe:

cosa —senay [Xa
sena  cosa '[yA]

X4.COSQ — V4. 5€N0A
Roxz-Azz1 = [xA.sena + y,. cosa]

Ryxz- A1 = [

X4 i
Ry Azxr = [Yil] =A

No software Maxima a multiplicacdo entre duas listas s6 é possivel se as mesmas
tiverem o mesmo ndmero de coordenadas. Sejam as listas a:[aq,a,,...,a,] €

b: [by, b,, ..., b,] 0 produto entre a e b, denotado por a * b é definido por:

axb= [ay,ay ...,an] * [by, by, ..., by]

a*b = [a,.by,a,.b,, ...,a,.b,]

. , X, , ~ ,
Seja A" = [yA,] 0 novo ponto apds a rotagdo, onde x, = x4.cosa — y,.sena €
A

ya~ = x4.5ena + y,. cosa. No software Maxima o mesmo é representado por A" = [x,4", ¥4 '],

logo:

A =[x, 541
A" = [x,.cosa — y,.5ena , X,. Sena + yu. cosal

A’ = [x4.co5a — y,.5ena,y,. cosa + x4. senal
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A" = [x4.cosa,y,.cosal + [—y4. Sena , x4. sena]

A" =[xy, y4] * [cosa, cosa] + [ya, x4] * [—sena, sena]
Para rotacionar % rad o tridngulo de vértices (2,-1), (0,4) e (-2,3).

1°: Informar as coordenadas dos Vvértices através de uma lista.

Figura 40 — Poligono no Maxima

i wxMaxima 13.04.2 [ grafico matrizwxm* ]
Arquive  Editar Célula Maxima Eguagdes Algebra Calcule  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

IEBd e XBA|&>o @

=

(¢i1) triangulo:[[2,-11,10,41,[-2,31,[2,-111%

plot2d([discrete,triangulo])$§

-—> wxplot2d([%], [x,-5,51)%

Heneaaldy?

4 T T

0187577, 4.21820

2°: Multiplicar a lista de coordenadas do triangulo pela lista de rotagdo usando a = % .
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Figura 41 — Poligono rotacionado

T wxMaxima 13.04.2 [ grafico matrizwxm* ]

Arquive  Editar Célula Maxima Eguagdes ﬁ\lgebra Calcule  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
I@8¥ s 00| RQ[> O K2

($14) t:%pi/3%
trianguleo:[[2,-1]1,[0,41,[-2,31,1[2,-1]11%
inverso:[[-1,2],[4,01,[3,-21,0-1,2711%
costri:[[cos(t),cos(t)], [cos(t),cos(t)], [cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]s
seninv: [[-sin(t),sin(t) ], [-sin(t),sin(t) ], [-sin(t),sin(t)], [-sin(t),sin(t)]1]1%

plot2d([[discrete,triangulo], [discrete,triangulo*costri+inverso*seninv]]) )5

wxplot2d ([%], [x,-5,51)%

Hlesxeaala?

4 T T

T
discretel
discrete?

. ; ;

Bem-vindo ao wxMaxim DU, I (TS

45 ROTACIONANDO UMA FIGURA QUALQUER FORMADA POR PONTOS
USANDO O MAXIMA

A rotacdo € sem davida para os alunos do ensino médio, a mudanga mais interessante.
Porém os objetos que se rotacionam, ndo sdo nada atrativos aos alunos. Pensando nisso, com
0 objetivo de tornar mais interessante ao aluno do ensino médio, esse capitulo se dedica a
rotacdo de figuras mais complexas formada por pontos.

Veja um exemplo de uma figura que se assemelha a um molequinho:



Figura 42 — Molequinho formado por pontos
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Para criar esse molequinho utilizando o software foram necessarios os seguintes

comandos:

xy_cabeca:[[3,11],[4,12],[5,12],[6,11],[6,101,[5,9],[4,9],[3,10],[3,11]]$
xy_pescoco:[[9/2,9],[9/2,8]]$
xy_tronco:[[4,8],[3,71,[3,41,[6,:41,[6,7],[5,81.[4,8]]$
xy_bracoesq:[[3,7],[1,5]]$

xy_bracodir:[[6,7],[8,5]]$

xy_pernaesq:[[4,4],[4,0]]$

xy_pernadir:[[5,4],[5,0]]$

xy_peesq:[[4,1],[4,0],[3,0],[4,1]]$

xy_pedir:[[5,1],[5,0],[6,0],[5,1]]$

plot2d([[discrete,xy_cabeca],[discrete,xy_pescoco],[discrete,xy_tronco],[discrete,xy_bracoesq],[dis

crete,xy_bracodir],[discrete,xy_pernaesq],[discrete,xy_pernadir],[discrete,xy_peesq],[discrete,xy_pedir]])$

Veja a nova posicdo ocupada por essa figura, molequinho, apds uma rotacdo de

2T _ 120°:
3
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Figura 43 — Molequinho rotacionado

12 T T
: cretel ——
digcrete2 ——
10 - iscreted —— 7
discreted ———
g - discretes ——— |
discreted
6 I —_—
4+ ff P f -
~ 1 discrete12
/ _ <\
5 Jl,-' L : discretel3 —— |
: discreteld ——
: j discretels ——
,."1 H‘hﬁ. : discrete18
2 \ : .
T
-4 ] l ] ]
-15 10 -3 0 3 10

Para rotacionar esse molequinho utilizando o software Maxima foram necessarios o0s

seguintes comandos:

t:%pi/(3/2)$
xy_cabeca:[[3,11],[4,12],[5,12],[6,111,[6,10],[5,9],[4,9],[3,10],[3,11]]$
xy_pescoco:[[9/2,9],[9/2,8]]$
xy_tronco:[[4,8],[3,71,[3,41,[6,:41,[6,7],[5,81,[4,8]]$
xy_bracoesq:[[3,7],[1,5]]$

xy_bracodir:[[6,7],[8,5]]$

xy_pernaesq:[[4,4],[4,0]]$

xy_pernadir:[[5,4],[5,0]]$

xy_peesq:[[4,1],[4,0],[3,0],[4,1]]$

xy_pedir:[[5,1],[5,0],[6,0],[5,1]]$

yx_cabeca:[[11,3],[12,4],[12,5],[11,6],[10,6],[9,5],[9,4],[10,3],[11,3]]$
yx_pescoco:[[9,9/2],[8,9/2]]%
yx_tronco:[[8,4],[7,3],[4,3],[4,6],[7,6],[8,5],[8,4]]$
yx_bracoesq:[[7,3],[5,1]]$

yx_bracodir:[[7,6],[5,8]]$

yx_pernaesq:[[4,4],[0,4]]$

yx_pernadir:[[4,5],[0,5]]$

yx_peesq:[[1,4],[0,4],[0,3],[1,4]]$
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yx_pedir:[[1,5],[0,5],[0,6],[1,5]]$

cosxy_cabeca:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(
t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$

sinyx_cabeca:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-
sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_pes_bra_per:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_pes_bra_per:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_tronco:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(
t)],[cos(t),cos(t)]]$

sinyx_tronco:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-
sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_peesq:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_peesq:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_pedir:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_pedir:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

plot2d([[discrete,xy_cabeca],[discrete,xy_pescoco],[discrete,xy_tronco],[discrete,xy_bracoesq],[dis
crete,xy_bracodir],[discrete,xy_pernaesq],[discrete,xy_pernadir],[discrete,xy_peesq],[discrete xy_pedir],[di
screte,xy_cabeca*cosxy_cabeca+yx_cabeca*sinyx_cabeca],[discrete,xy_pescoco*cosxy_pes_bra_per+yx_pesc
oco*sinyx_pes_bra_per],[discrete,xy_tronco*cosxy_tronco+yx_tronco*sinyx_tronco],[discrete,xy_bracoesq*
cosxy_pes_bra_per+yx_bracoesq*sinyx_pes_bra_per],[discrete,xy_bracodir*cosxy_pes_bra_per+yx_bracodir
*sinyx_pes_bra_per],[discrete,xy_pernaesq*cosxy_pes_bra_per+yx_pernaesq*sinyx_pes_bra_per],[discrete,
xy_pernadir*cosxy_pes_bra_per+yx_pernadir*sinyx_pes_bra_per],[discrete,xy_peesq*cosxy_peesq+yx_pees

q*sinyx_peesq],[discrete,xy_pedir*cosxy_pedir+yx_pedir*sinyx_pedir]])$

Veja mais um exemplo de rotagdo agora com outra figura, um barquinho, também

feito por pontos. O angulo de rotacdo nesse caso foi de g = 60’
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Figura 44 — Barquinho rotacionado
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t:%pi/3$

xy_casco:[[2,3],[4,1],[10,1],[12,3],[2,3]]$
xy_mastro:[[7,3],[7,9]]1$
xy_vela:[[7,9],[10,6],[7,4]1,[7,91]$

yx_casco:[[3,2],[1,4],[1,10],[3,12],[3,2]1$
yx_mastro:[[3,7],[9,7]]$
yx_vela:[[9,7],[6,10],[4,71,[9,711$

cosxy_casco:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_casco:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_mastro:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_mastro:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

cosxy_vela:[[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)],[cos(t),cos(t)]]$
sinyx_vela:[[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)],[-sin(t),sin(t)]]$

plot2d([[discrete,xy_casco],[discrete,xy_mastro],[discrete,xy_vela],[discrete,xy_casco*cosxy_casco
+yx_casco*sinyx_casco],[discrete,xy_mastro*cosxy_mastro+yx_mastro*sinyx_mastro],[discrete,xy_vela*cos

xy_vela+yx_vela*sinyx_vela]])$
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4.6 ANIMACOES DE FIGURAS PLANAS USANDO O MAXIMA

Para motivar os alunos do ensino médio a estudarem o conteddo de matrizes esse
trabalho propde a animacdo de figuras formadas por pontos. Objetivando também estimular a
criacdo e a criatividade do aluno, o professor pode sugerir atividades para que 0s proprios
alunos criem suas figuras, realizem as mudancas desejadas sobre essas e até criem historias
utilizando uma composicéo de varias figuras num mesmo plano.

Antes de realizar a translacdo de uma figura, foi feito um esbo¢o com as coordenadas

dos Vvértices que limitam a figura através do software Geogebra.

Figura 45 — Esboco do barquinho

F
a4 L.

o

Em seguida foi feito a construcdo do barquinho associando suas coordenadas a uma
matriz e em seguida a translacdo animada através do recurso / comando with_slider.
Os comandos abaixo fazem com que o barquinho representado na figura 45 se

desloque para a direita.

with_slider(t,makelist(i,i,0,20),

[discrete,[[2,3],[4,1],[10,1],[12,3],[2,3],[7,3],[7,9],[10,6],[7,4],[7,91]+[[t,0],[t,0],[t,0],[t,0],[t,0],[t,0],
t,01,[t,01,[t,0.[t,0]]],

[%,0,35],[y,0,10]

);
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Figura 46 — Barquinho na posicéo inicial
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Figura 47 — Barquinho na posi¢éo intermediaria
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Figura 48 — Barquinho na posicéo final

_/




76

Para simular 0 voo de um péssaro, também foi feito antes um esbo¢o com as

coordenadas dos vertices no Geogebra.

Figura 49 — Esboco da rotacao e translacdo de um passaro

Para essa animacdo foram necessarios mais comandos, pois o quadrilatero ABCD que
simula um passaro de asas abertas precisava ser rotacionado e transladado ao mesmo tempo.
Apos o esboco feito no Geogebra pode-se observar que o quadrilatero EFGH pode ser obtido
apos uma rota¢do de 180° ou m radianos e em seguida transladar-se duas unidades para a
direita e duas unidades para cima do quadrilatero ABCD.

Os comandos a seguir fazem com que o “passaro” se desloque na diagonal ou na

bissetriz dos quadrantes impares.

with_slider(t,makelist(i,i,0,50),
[discrete,[[1,4],[0,2],[2,0],[1,2],[1,4]]*[[cos(%pi*t),cos(%pi*t)],[cos(%pi*t),cos(%pi*t)],[cos(%pi*t
),cos(%pi*t)],[cos(%pi*t),cos(%pi*t)],[cos(%pi*t),cos(%pi*t)]]+[[4,1],[2,0],[0,2],[2,1],[4, 111*[[-
sin(%pi*t),sin(%pi*t)],[-sin(%pi*t),sin(%pi*t)],[-sin(%pi*t),sin(%pi*t)],[-sin(%opi*t),sin(%pi*t)],[-
sin(%pi*t),sin(%pi*t)]]+[[t+0.2,t+0.2],[t+0.2,t+0.2],[t+0.2,t+0.2],[t+0.2,t+0.2],[t+0.2,t+0.2]]],
[x,0,50],[y,0,50]);
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Figura 50 — Passaro na posicao inicial

Figura 52 — P4ssaro na posicao final
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Quando se associa uma figura qualquer a uma matriz é possivel fazer a translago
dessa figura sobre qualquer linha reta ou curva. Estas podem ser representadas por fungdes de
diferentes tipos. Com a translacdo sobre funcgdes é possivel que o professor faca um link com
a representacdo grafica de funcdes, possibilitando que o aluno revise assuntos abordados na
primeira série do Ensino Médio importantes em processos seletivos como o ENEM.

Para essa figura também foi feita uma animagdo sobre uma pardbola com a

concavidade para baixo de vértice V(25, 50).

with_slider(t,makelist(i,i,0,50),

[discrete,makelist((matrix([1,4],[0,2],[2,0],[1,2],[1,4]).matrix([cos(%pi*t),sin(%pi*t)],[-
sin(%pi*t),cos(%pi*t)]))[k].k,5)

+makelist((matrix([t,-2/25%t"2+4*t],[t,-2/25%t" 2+4*],[t,-2 /25%t 2+4%t],[t,-2 / 25%t" 2+4*¢], [t,-
2/25%"2+4*])*(1))[k],k5) ],

[x,0,50],[y,0,50] );

Figura 53 — Passaro na posicao inicial
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Figura 54 — P4ssaro na posicao intermediaria
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Figura 55 — Passaro na posicao final
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A figura a seguir representa as posi¢cdes de um molequinho caminhando em linha reta,
onde 0 corpo e a cabeca estdo sempre fixos, cada uma das pernas possui duas partes que se
movimentam diferentemente uma da outra e cada um dos bragos também possui duas partes
gue se movimentam diferentemente. As nove figuras todas diferentes entre si, onde cada uma,
a partir da segunda, representam a nova posicao apds o movimento das pernas, e bragos da
figura anterior. Se repetir esse ciclo de nove figuras, ou seja, ap6s a nona figura retornar a

primeira, obtém-se uma caminhada digamos harmonica.

Figura 56 — Molequinho caminhando

Para descrever os movimentos dessas partes, primeiramente foram encontrados nove
pares ordenados para cada extremidade. Por exemplo o antebrago direito € composto por um
segmento onde cada uma de suas extremidades tem um comportamento diferente. Logo para

analisar o movimento do mesmo foram necessarios dois conjuntos de nove pontos cada um,
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quando x variavade 1 a 9.
Para reproduzir o movimento de cada extremidade dessa, era necessario obter uma

funcdo polinomial de grau oito do tipo:
F(x) =ax®+bx” +cx® +dx>+ex* + fx3 + gx? + hx +i

Para encontrar os coeficientes a, b, c, ..., i dessa funcéo foi usado os pares ordenados
(L), (2,£(2),(3,f3)),..,(9,f(9)) e para cada um deles foi obtido uma equacio
linear com as incognitas a, b, c, ..., I.

O problemas agora se resumia a resolver um sistema linear de 9 equages com 9
incognitas cada uma, para cada extremidade das partes que se movimentavam. Isso sO se

tornou possivel ao recurso do software Maxima a seguir:

funcao:matrix([{1"8,1°7,1"6,1"5,1"4,173,1*2,1"1,1],[2"8,2"7,2"6,2"5,2"4,2"3,2"2,2"1,1],[3"8,
377,3"6,325,3"4,323,3*2,3"1,1],[4"8,4"7,4"6,4"5,4"4,4"3,4"2,4"1,1],[5"8,5*7,526,5"5,5"4,573,52,5"
1,1],[6"8,6"7,6"6,6"5,6"4,6"3,6"2,6"1,1],[7*8,7*7,7"6,7"5,7"4,7"3,7"2,7"1,1],[8"8,8"7,8"6,8"5,8"4,8
~3,872,8"1,1],[978,9"7,9"6,9"5,9"4,9"3,9"2,9"1,1]);

B1x:matrix([0.4],[1.4],[2.2],[4.2],[6],[6.8],[6.8],[7.81,[8.8]);

S:invert(funcao).B1x;

B2x:matrix([1.2],[2.41,[3.6],[4.8],[5.6],[6.4],[71,[81,[91);

S:invert(funcao).B2x;

B3x:matrix([1.2],[1.41,[2],[2.6],[3.1],[4.5],[5.31,[6.21,[7.2]);

S:invert(funcao).B3x;

B4x:matrix([1],[1.6],[2.41,[3.2],[4.1],[5.3],[6.4],[7.51,[8.6]);

S:invert(funcao).B4x;

B5x:matrix([1.1],[3.2],[4.3],[5.8],[7.2],[7.81,[8.31,[8.81,[9.3]);

S:invert(funcao).B5x;

B6x:matrix([0.7],[2.3],[3.6],[4.9],[6.11,[6.91,[7.61,[8.31,[9.1]);

S:invert(funcao).B6x;

B7x:matrix([0.7],[1.3],[2.1],[2.6],[3.2],[4.61,[6.11,[7.41,[8.7]);
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S:invert(funcao).B7x;

B8x:matrix([0.5],[1.4],[2.3],[3.2],[4],[5.2],[6.4],[7.61,[8.7]);

S:invert(funcao).B8x;

Onde as solucBes obtidas dessa lista de comandos eram matrizes do tipo 9 x 1, de tal

maneira que:

(all, a21, a31, . a91) = (a, b, C, ..., l)

A figura a seguir mostra uma dessas solucgdes, onde (%03) representa os coeficientes.

Figura 57 — Coeficientes de uma das fung¢des

1 1 1 1 1 1 1 11
256 128 64 32 16 8 4 2 1
6561 2187 729 243 81 27 8 3 1

65536 16384 40846 1024 256 64 16 4 1

($0l) 380625 78125 15625 3125 625 125 25 5 1
1679616 279936 46656 7776 1296 216 36 6 1
5764801 823543 117643 16807 2401 343 43 7 1

16777216 2097152 262144 32768 4096 512 64

8-
[y

43046721 4782969 531441 59049 e56l1 T25 81 9 1

0.4 - -
1.4 —-2.083333333333337 1074
2.2 0.0081349206349206
4.2
—0.13569444444444
(%02) 6
- 1.2652777T7777777
6.8 (%03) —7.192152777777741
7.8 25.18611111111106
8.800000000000001
] —51.67194444444431

-2.083333333333337 10_4—‘
55.94047619047601

<
-23.0

Bem-vindo ao wxMaxima

Ap0s o calculo de todas essas funcdes foi possivel movimentar o Molequinho atraveés
da sequéncia de comandos:
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with_slider(t,makelist(i,i,1,9),

[-sqrt(3/4-(x-(t+1))"2)+7,sqrt(3/4-(x-
(t+1))"2)+7,[discrete,makelist(matrix([0.4,0],[1.2,1.5])[K] k,2)+makelist(matrix([-
0.0002083333333333337*t"8+0.0081349206349206*t"7-
0.13569444444444*t"6+1.265277777777773*t"5-7.192152777777741*t"4+25.18611111111106*t" 3-
51.67194444444431*t"2+55.94047619047601*t-23,0],[-0.00028273809523809772*t"8+0.01125*t"7-
0.18798611111111*t"6+1.713333333333333*t"5-9.245798611111088*t"4+29.94708333333362*t"3-
56.1659325396829*t"2+56.12833333333353*t-21,0])[k] ,k,2)],

[discrete,makelist(matrix([1,6],[0.8,5],[0.8,3],[1.2,1.5])[k],k,4)+makelist(matrix([t,0],[t,0],[t,0],[-
0.00028273809523809713*t"8+0.01125*t"7-0.18798611111111*t"6+1.713333333333335%t"5-
9.245798611111141*t"4+29.94708333333349*t"3-56.16593253968273*t"2+56.12833333333363*t-
21,0kl k.4)],

[discrete,makelist(matrix([1.2,0],[1,1.5],[0.8,3])[Kk] k,3)+makelist(matrix([-
0.00070932539682539786*t"8+0.028055555555556*t"7-
0.46395833333333*t"6+4.163888888888886*t"5-22.01947916666666*t"4+69.64972222222224*t"3-
127.2658531746031*t"2+121.5083333333333*t-44.4,0],[-
0.00014384920634920718*t"8+0.0056349206349207*t"7-
0.09201388888889*t"6+0.81236111111111*t"5-4.207743055555583*t"4+12.97819444444461*t"3-
23.00009920634928*t"2+21.80380952380959*t-7.3,0],[t,0]) [k].k,3)],

[discrete,makelist(matrix([1.1,3],[0.7,4.5],[1,6])[Kk] k,3)+makelist(matrix([0.000238095238095
23791*t78-0.0092658730158731*t"7+0.14930555555556%t" 6-
1.286527777777806*t"5+6.390138888888958*t"4-18.3894444444444*t"3+29.16031746031772*t"2-
20.91476190476228*t+6,0],[0.00011904761904761655*t" 8-
0.0047222222222221*"7+0.078055555555555*t"6-
0.69638888888888*t"5+3.632222222222218*t"4-11.2188888888885*t"3+19.73960317460323*t"2-
16.32999999999969*t+5.5,0],[t,0])[k] ,k,3)],

[discrete,makelist(matrix([0.7,3],[0.5,4.5],[1,6]) [Kk] k,3) +makelist(matrix([-
0.00024305555555555568*t"8+0.0096626984126984*t"7-
0.15979166666667*t"6+1.423472222222217*t"5-7.400104166666647*t"4+22.77138888888888*t" 3-
40.13986111111105*t"2+37.39547619047604*t-13.2,0],[-
0.00023809523809523915*t"8+0.009563492063492*t"7-
0.16083333333333*t"6+1.469444444444441*t"5-7.915833333333342*t"4+25.51861111111128*t"3-
47.57309523809524*t"2+47.1523809523808*t-18,0],[t,0])[k],k,3)1],

[x,-5,12],[y,0,10]);

E assim o0 molequinho caminhou harmoniosamente:
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Figura 58 — Molequinho na posicéo inicial
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5 CONCLUSAO

Ap0s anos lecionando a disciplina de Matematica para turmas de nivel médio pude
constatar que a maioria desses alunos ndo consegue sequer citar uma aplicacdo do conteido
de matrizes em qualquer area de conhecimento. Alguns alunos acham que as matrizes néo
servem pra nada. Mas isso ndo é uma peculiaridade do conteudo de matrizes. Teoremas
fascinantes e métodos praticos de solugdo de problemas em diversas areas da matematica séo
vistos por alguns alunos sem interesse e motivacao, pois esses alunos ndo veem utilidade para
aquilo que estdo tendo de aprender “na marra”.

Essa realidade vista em vérias escolas pode ser por falta de interesse e motivagao por
parte dos alunos, por incapacidade de gerar questionamentos de professores ou até pela
complexidade do préprio contetdo. Sdo varidveis que podem gerar um estudo a parte para
mapear os Ultimos desempenhos em matematica dos alunos de nivel médio.

Acredita — se que qualquer contetdo, por mais complexidade envolvendo suas teorias,
pode se tornar atrativo quando se conhece a motivacdo do autor e o trabalho arduo que este
teve, apOs inumeras pesquisas, para concluir seu projeto / idéia. Partindo desse principio e por
acreditar que um dos papéis do professor mais importante, sendo o0 mais, € gerar o prazer da
descoberta no aluno, motivando — o para se aprofundar ainda mais num contetdo, trazendo —
0 para o mundo cientifico ou levando o mundo cientifico até ele. Assim, esse trabalho propde
aproximar esses mundos, relacionando o conteddo de matrizes a animacoes.

Espera-se que este trabalho ap6s a associa¢do dos pontos coordenados a matrizes para
realizar animacgOes através do software Maxima com diferentes figuras, motive o estudo do
contetdo de matrizes e sistemas lineares pelos alunos do segundo ano do ensino médio. E
ainda possa ser mais explorado para animacdes de novas figuras construidas pelos proprios
alunos.

Esperamos também que os comandos do software Maxima, utilizados nesse trabalho,
possa ser usado em diferentes areas da matematica, com seus recursos que podem ser

explorados e respondendo uma velha pergunta dos discentes em diferentes escolas do Brasil:
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