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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fornecer ferramentas que facilitam a visualizacéo da
elipse, da hipérbole e da parabola, auxiliando o professor no ensino dessas curvas.
Para isso, usamos o0 software de geometria dinamica, chamado Geogebra, e
dobraduras para apresentar atividades que utilizando o computador e materiais
concretos, auxiliam no estudo das conicas e de suas aplicacdes. O objetivo principal
dessas atividades é despertar o interesse dos alunos do Ensino Médio para a
importancia dessa parte da matematica. Apresentamos ainda, um breve historico
dessas conicas, e também conceitos fundamentais para o estudo desses objetos,
como por exemplo, suas definicbes e equacdes. Um dos principais motivos da
escolha do tema acima citado, € que apesar das cbnicas apresentarem um amplo
campo de utilizagdo, como por exemplo, em astronomia, arquitetura, engenharia,
fisica, etc., observa-se que as vezes esse conteludo acaba ndo sendo trabalhado no
Ensino Médio. Apresentamos também, algumas aplicacGes da elipse, da hipérbole e

da parabola, para mostrar a importancia das coénicas.

Palavras chaves: Conicas, Elipse, Hipérbole, Parabola, Geogebra.
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ABSTRACT

This work aims to provide tools that facilitate the visualization of the ellipse,
hyperbole and parable, assisting the teacher in the teaching of these curves. For this
we use the dynamic geometry software, called Geogebra, and folds to present
activities that using the computer and concrete materials, assist in the study of conic
and its applications. The main objective of these activities is to arouse the interest of
high school students to the importance of this part of mathematics. We also present a
brief history of these conical, and also fundamental concepts for the study of these
objects, such as their definitions and equations. One of the main reasons for the
choice of the theme mentioned above, is that despite the conical present a wide field
of use, such as in astronomy, architecture, engineering, physics, etc., it is observed
that sometimes this ends up not being content worked in high school. We also
present some applications of the ellipse, hyperbole and parable to show the

importance of conic.

Keywords: Conical, Ellipse, Hyperbola, Parabola, Geogebra.
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INTRODUCAO

Atualmente, os professores tém um grande desafio, que € o de ensinar a
matematica em um mundo completamente dominado pela tecnologia. Sendo assim,
tornou-se necessario modificar as acdes e técnicas adotadas, possibilitando que o
ensino de matematica se torne mais interessante para os alunos. Com esse
trabalho, pretendemos despertar ainda mais o gosto pela matemética, por meio de
atividades que a torna mais atrativa e mais simples para os alunos. Desta forma, o
principal objetivo deste trabalho é apresentar atividades que, por facilitar a
visualizacdo, auxiliam o professor no ensino das conicas, elipse, hipérbole e
parabola. Queremos com isso, explorar as conicas e suas aplicacdes utilizando o
computador e também partindo de materiais concretos para chegar as suas

equacoes.

Algumas das atividades aqui propostas foram feitas no GeoGebra por se tratar
de um software livre que pode ser utilizado no ensino fundamental, médio e também
no ensino superior. Esse programa € uma ferramenta de grande auxilio para o
ensino de geometria, principalmente em geometria analitica. O GeoGebra € uma
aplicacdo que permite trabalhar a geometria, e também a algebra e o calculo. A
grande diferenca entre esta aplicacdo e outros softwares de geometria dindmica € a

possibilidade de introduzir varios comandos de um modo répido e eficaz.

Além de atividades utilizando o GeoGebra, propomos oficinas que podem ser
aplicadas em sala de aula de forma pratica, através de dobraduras no papel vegetal
para obter a elipse, a hipérbole e a parabola como uma envolvente de retas
tangentes. Desta forma, utilizando materiais concretos e de interesse dos alunos,

pode-se obter uma maior percepc¢ao do significado dos conceitos estudados.

Nesse trabalho, apresentamos também os passos para a construcdo de um
fogao solar, atividade esta, que pode ser desenvolvida na escola por meio de um

projeto, cujo objetivo € mostrar aos alunos uma aplicacdo da propriedade da
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parabola. O resultado final desse projeto pode ser apresentado em feiras cientificas

Ou outros eventos do género.

As cbnicas sao curvas especiais obtidas a partir de cortes em um cone, dentre
elas podemos destacar a elipse, a hipérbole e a pardbola, que sdo apresentadas
nesse trabalho. Elas foram estudadas a fundo no século Ill pelo matematico grego
Apolbnio. Atualmente sdo aplicadas na engenharia e arquitetura, na construcdo de
pontes entre outros, na astronomia, por meio dos movimentos elipticos dos planetas,
na fisica, na éptica, por meio de telescépios espaciais, nas telecomunicagdes, por
meio de antenas parabdlicas ou hiperbdlicas, entre outras que veremos mais a

frente.

No ensino béasico, as conicas aparecem no referencial curricular como
contetido a ser trabalhado pelo professor de matematica, somente no terceiro ano
do Ensino Médio, e as vezes nem é trabalhada devido a quantidade de aulas
durante o ano. No ensino superior elas voltam a ser estudadas em geometria
analitica com enfoque nas equacfes analiticas, e em calculo na construcdo de

superficies no espaco.

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos. O primeiro capitulo trata
do aspecto histérico das cbnicas e o0s principais matematicos que contribuiram para
o desenvolvimento deste conceito que iremos abordar. No segundo capitulo
trazemos as noc¢les basicas para o estudo das cOnicas e destacamos 0s principais
elementos da elipse, da hipérbole e da parabola. Além disso, apresentamos suas
equacles reduzidas a partir de um sistema de eixos coordenados. O terceiro
capitulo traz as propostas de atividades utilizando o Geogebra a serem aplicadas no
laboratorio de informatica, a atividades com dobraduras a serem desenvolvidas em
sala de aula, e também o projeto de construcdo do fogdo solar utilizando uma
antena de TV a cabo. O quarto capitulo trata de aplicacdes e curiosidades sobre as

conicas. No quinto e ultimo capitulo apresentamos as conclusdes do trabalho.



CAPITULO 1

BREVE HISTORICO DAS CONICAS

Apresentamos nesta secdo um breve historico das cbnicas permeando séculos
em busca de evidenciar o estudo das mesmas. Para isso utilizaremos parcialmente

dados apresentadas pelos textos [1], [2], [3] e [4].

Segundo RODRIGUES FILHO, ver [1], tem-se evidéncias de que a geometria
foi utilizada por Egipcios e Babilénios ha mais de 3.000 anos. As principais fontes de
informacdo concreta a propoésito da matematica egipcia sdo dois papiros, o de
Rhind, ou de Ahmés, e o de Golenishtchev, ambos datados aproximadamente do
século XVI a.C.. Acredita-se que as exigéncias da vida cotidiana impulsionaram o
estudo da geometria no Egito, muito especialmente em razdo da necessidade de
restaurar marcos divisorios de terra destruidos pelas periédicas inundagdes do rio
Nilo e também na demarcacéo das terras afim de organizar o plantio e facilitar a
cobranca de impostos. Parte do conhecimento geométrico desta época foi
produzido em Alexandria, um centro urbano que deu origem ao reino egipcio dos
Ptolomeus. Fundada em 332 a.C. pelo macedonio Alexandre Magno, em pouco
tempo Alexandria se tornou uma das maiores cidades do mundo grego. Além das
divisbes de terras, a geometria era utilizada também na arquitetura. Podemos citar
como, por exemplo, o Farol de Alexandria, construido no quebra-mar do Mar
Mediterraneo, com 135 metros de altura, divididos em trés partes onde a primeira
era quadrada, a do meio era de oito faces e a superior era cilindrica. Era rodeado
por uma rampa em forma de caracol que chegava ao topo onde havia a estatua do

deus Hélio, o deus Sol. O farol é considerado uma das maravilhas do mundo antigo.



Figura 1: Alexandria. Fonte em: [5]

Depois da morte de Alexandre o império se dividiu em trés impérios. Ptolomeu
ficou com o governo do Egito e escolheu Alexandria como sua capital e |4 construiu

a Universidade de Alexandria.

De acordo com CAJORI [2], Apolbnio foi um dos maiores estudiosos das
cOnicas. Ele nasceu em Perga, no reinado de Ptolomeu Euergetes e morreu no de
Ptolomeu Filopator, cerca de 222 a 205 a.C. Estudou em Alexandria onde ficou por
um bom tempo. Embora menos famoso que Euclides e Arquimedes, ele realizou
diversas contribuicbes a matematica ficando conhecido como um grande matematico
do século Il a.C. Em Alexandria, estudou com os sucessores de Euclides, j& em
Pérgamo fez amizade com Eudemo, a quem dedicou os trés primeiros livros de seu
trabalho sobre Secbes Cobnicas. Este foi tdo brilhante que lhe rendeu o titulo de
“‘Grande Gebmetra”. Segundo [4] além de matematico, Apolénio, foi grande
astronomo e seus conhecimentos valeram-lhe o atributo de fundador da Astronomia,
seus trabalhos abrangem assuntos matematicos como estudos sobre numeros
irracionais e o desenvolvimento de um método para expressar grandes numeros,
porém a parte mais importante de sua obra é a que se relaciona com as sec¢fes
conicas. Ele foi autor do famoso Tratado das Sec¢bes Conicas, uma das principais

obras cientificas da Antiguidade.



Figura 2: Apolbénio de Perga. Fonte em: [2]

Na realidade, Apolbnio ndo inventou as secgbes conicas. Muito antes dele,
Menaecmus, discipulo e sucessor do matematico Eudoxo na dire¢cdo da Escola de
Cizico (Asia Menor), também j& estudara as conicas obtidas através de cones retos,
agudos e obtusos. Atribui-se a Menaecmus, por volta de 350 a.C., a invencéo das
curvas elipse, parabola e hipérbole, por ele construidas mecanicamente e utilizadas
na resolucéo do classico problema da duplicacdo do cubo (problema de Delos). Mas
foi Apolbénio (Il séc. a.C.) quem extraiu essas curvas de uma superficie cénica
mediante sec¢des planas, dai a denomina¢cdo comum de sec¢fes conicas. Além dos
estudos feitos por Menaecmus, existem alguns relatos de utilizacdo das conicas, por
exemplo, no século V a.C., a elipse ja era usada nas pinturas em vasos. Além disso,
por volta do inicio do século Ill a.C. ja existiam tratados relacionados com esse
assunto, tais como Tesouro de andlise de Pappus de Alexandria, Lugares soélidos de

Aristeu e outro de Euclides, citado por Arquimedes. Para mais detalhes, ver [2].

Apolbnio ndo s6 reproduziu os conhecimentos de seus predecessores, Como
também acrescentou uma infinidade de novos teoremas com um exaustivo estudo
dessas curvas, todos deduzidos com Geometria. Seu trabalho superou todos os
anteriores e passou a ser uma referéncia sobre o assunto. Segundo BOYER [3], foi
Apolbnio que introduziu os nomes elipse e hipérbole para essas curvas, talvez

seguindo sugestao de Arquimedes. As palavras “elipse”, “parabola” e “hipérbole” ndo

foram simplesmente inventadas, foram herdadas de estudos anteriores,
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provavelmente dos pitagoricos, na solucdo de equacdes quadraticas por aplicagdo
de areas. Os pitagéricos faziam a base de um retangulo ficar sobre um segmento
retilineo de modo que uma extremidade dessa base coincidisse com uma das
extremidades do segmento. Eles diziam que tinham um caso de elipse, parabola ou
hipérbole conforme a referida base fosse menor do que o segmento, com ele
coincidisse ou o0 excedesse. E observamos que a razdo dessas designacdes esta na
propria significacdo dos termos, pois elipse quer dizer falta, paradbola corresponde a
igual e hipérbole exprime excesso.

Menaecmus foi um discipulo de Eudoxo e associado de Platdo, que realizou
estudos detalhados sobre alguns soélidos tais como prisma, piramide, cilindro e o
cone, ver [2]. Ele definiu as secbes cobnicas, as quais, no decorrer de um unico
século, elevou a geometria a alturas imensas que esta ciéncia estava destinada a
alcancar durante a Antiguidade. Para tal feito Menaecmus cortou trés tipos de cones,
um de “angulo reto”, um de “angulo agudo” e um de “angulo obtuso”, por planos
formando angulos retos com os lados deles, assim encontrando as trés secdes que
agora chamamos de parabola, elipse e hipérbole. Para BOYER, Apolénio foi o
primeiro a mostrar sistematicamente que ndo era necessario tomar secdes
perpendiculares a um elemento do cone e que a partir de um Unico cone poderia ser
obtidos todas as trés espécies de secbes cOnicas, simplesmente variando o angulo
de inclinacdo do plano de secédo, sendo assim um passo importante para relacionar
os trés tipos de curvas. Uma segunda generalizacdo de muita importancia foi
efetuada quando Apolénio provou que 0 cone ndo precisava ser reto (isto €, um
cone cujo eixo é perpendicular a base circular), ou seja, poderia ser também obliquo

ou escaleno.

Figura 3: Cortes no cone que geram a Elipse, a Hipérbole e a Parabola. Fonte em: [38]



Como j& comentamos anteriormente, se¢Bes cbnicas sdo as curvas que tém
origem na interseccdo de um cone com um plano. Tais curvas sdo a parébola, a
hipérbole e a elipse, e esta Ultima mais tarde tornou-se uma curva fundamental para
matematicos como Kepler e Newton, ao trabalharem com assuntos relacionados as
orbitas dos planetas. De acordo com [2], Johannes Kepler (1571 — 1630) contribuiu
para a matematica pura e para a astronomia e suas publicacdes sdo volumosas. Em
1596, quando tentou pela primeira vez explicar o sistema solar, havia pensado ter
encontrado uma curiosa relacdo dos cinco solidos regulares para 0 numero e a
distancia dos planetas, com essa publicacdo se tornou famoso na época. Seu
interesse pela matematica ndo € estranho, pois esta ciéncia Ihe auxiliou bastante. Da
necessidade de aplicacdes a astronomia especialmente em relacdo as suas Orbitas
elipticas de 1609, Johann Kepler aprofundou seus estudos sobre sec¢des conicas
quando se deparou com essas curvas em seus trabalhos sobre optica e as
propriedades dos espelhos parabdlicos, desde 1604. Ao passo que Apolbnio se
inclinara a pensar nas conicas como sendo apenas trés diferentes tipos de curvas
(elipses, parabolas e hipérboles), Kepler preferiu pensar em cinco espécies de
cOnicas, todas pertencentes a uma soO familia. Usando de sua forte imaginacao e
uma pitada de sentimento pitagérico da harmonia da matematica, em 1604, Kepler
acrescentou para as cbnicas o que chamamos de principio da continuidade. Da
secdo cbOnica que consiste de duas retas que se cortam, em que os dois focos
coincidem no ponto de interseccdo, passamos gradualmente por uma infinidade de
hipérboles a medida que um dos focos se afasta cada vez mais do outro. Quando
um dos focos esta infinitamente longe do outro, ja ndo se tem a hipérbole de dois
ramos e sim uma parabola. Se o foco que esta se movendo passar além do infinito e
retornando pelo outro lado passaremos entdo por uma infinidade de elipses até que,
quando os focos coincidirem novamente formando assim o circulo. Foi Kepler quem
teve a ideia de que a parabola tem dois focos, um deles no infinito, e também definiu

a palavra “focus” que em latim significa lareira.

Percebemos a partir desse capitulo, que as conicas sdo estudadas ha muito
tempo. Além disso, sabemos que essas curvas e 0s conceitos a elas relacionados,
ainda sao utilizados em diversas situacdes. Veremos no capitulo 4 alguns exemplos

dessas aplicagoes.



CAPITULO 2

AS CONICAS

O objetivo deste capitulo € definir as cnicas, ou seja, a elipse, a hipérbole e a
pardbola. Além da definicdo, apresentamos as demonstracdes das equacdes
reduzidas de cada uma dessas curvas. Para uma melhor compreensédo de alguns
fatos que utilizados nas demonstragfes, iniciamos o capitulo com alguns conceitos

basicos.

2.1 NOCOES BASICAS PARA O ESTUDO DAS
CONICAS

2.1.1 COORDENADAS NO PLANO E PLANO CARTESIANO

Para o estudo das conicas, suas propriedades, aplicacbes e equacdes sera
necessario adotarmos um sistema de coordenadas no plano. Neste trabalho
adotaremos 0 sistema de coordenadas cartesianas, que no Ensino Médio é
abordado usando a notacdo (x,y) que indica o par ordenado de numeros reais
x e y, no qual o nUmero x € a primeira coordenada e o0 numero y € a segunda
coordenada.

Um sistema de eixos ortogonais € constituido por dois eixos perpendiculares,
Ox e Oy, que tém a mesma origem 0. Recebe o nome de plano cartesiano, um
plano munido de um sistema de eixos ortogonais. Dado um ponto P desse plano,
dizemos que 0s nimeros x e y sdo as coordenadas cartesianas do ponto P, em que

x é a abscissa e y a ordenada: Assim denotaremos por P(x,y) tal ponto.



A
(eixe vertical ou eixo
das ordenadas)
S § PO Y)
[
I
[
I
[
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[
I
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0 I -
forigem) X feixe horizontal ou
eixo das abscissas)

Figura 4. Ponto no plano cartesiano.

2.1.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Dados dois pontos A(x4,y4) © B(xg yg), para obtermos a expressao da

distancia d(A4, B) em termos das coordenadas de A e B, introduziremos um novo

ponto C(xg,¥4)-

Figura 5: Distancia entre dois pontos.



Observe que o triangulo ABC é retangulo em C e o segmento de reta AB é sua
hipotenusa, logo seus catetos medem (xgp — x4) € (¥yg — ¥Ya), tomados em valores

absolutos. Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC temos:
[d(A,B)]? = (xg — x2)*> + (g — Ya)®
= d(A,B) =/(xp — x2)? + (V5 — ¥a)?

2.1.3 A RETA MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO

Dado um segmento AB. O conjunto dos pontos P do plano tais que AP = BP é
a reta mediatriz do segmento AB, ou seja, ela é o lugar geométrico dos pontos
equidistantes de A e de B. A reta mediatriz € a perpendicular ao segmento AB e

passa pelo ponto médio de AB.

Figura 6: Mediatriz de um segmento.

2.2 ELIPSE

2.2.1 INTRODUCAO

De acordo com [6] no antigo Egito, ano apos ano o Nilo transbordava do seu
leito natural, espalhando um rico limo sobre os campos ribeirinhos, o que constituia

uma béncdo. Essa era a base da existéncia do pais dos Farads, que na época se
10



circunscrevia a uma estreita faixa de terra as margens do rio divino e vivificador. O
l6do trazido pelo Nilo era veiculo de fertilidade; mas também de confusdo e
incerteza, porque a inundacao fazia desaparecer os marcos de delimitacdo entre 0s
campos. Quando a agua retrocedia, os “puxadores de corda” vinham para
demarcarem novamente os limites. Estes agrimensores baseavam toda sua arte
essencialmente num unico conhecimento, a no¢do que tinham do teorema de

Pitagoras.

Para os “puxadores de corda” construirem uma circunferéncia, primeiramente
fixavam no chdo uma estaca que lhe serviria de centro, em seguida dobravam a
corda e faziam um n6 de modo a facilitar seu deslizamento nesta estaca, depois
esticavam a corda e pronto, ao girar a corda esticada em torno da estaca, a
extremidade da corda descrevia uma circunferéncia. Se desejassem construir uma
elipse, poderiam seguir a mesma ideia, s6 que no lugar de uma estaca, deveriam
usar duas. Estes dois pontos sdo chamados focos da elipse, e segundo [7] esse

nome foi dado por Kepler.

Figura 7: Elipse feita pelo Jardineiro. Fonte em: [8]

Vimos acima, que para construirmos uma circunferéncia é necessario ter um
centro, ja para a elipse precisamos de dois pontos fixos. Assim a elipse tera dois
raios ry e r,, e a partir da corda esticada, encontramos sua primeira propriedade:

como a corda ndo muda seu tamanho, a soma ry + r, é constante.

11



DEFINICAO: Elipse é o lugar geométrico dos pontos P de um plano, cuja soma das
distdncias de P a dois pontos fixos F; e F, (focos) € igual a uma constante
estritamente positiva, denotada por 2a, com 0 < 2¢ < 2a.
Assim temos:
d(P,F,) +d(P,F;) = 2a

Figura 8: Soma constante dos raios r; e .

OBSERVACAO: Na figura acima a medida indicada por 2c é chamada de distancia

focal, ou seja, 2c¢ representa a distancia entre os focos da elipse.

2.2.2 ELEMENTOS DA ELIPSE

Nessa secdo apresentamos o0s elementos que compdem a elipse e algumas
relacdes existentes entre eles.

Chamamos de corda da elipse qualquer segmento de reta cujos extremos séo
pontos da elipse. A corda que contém os focos F, e F, é chamada de eixo maior da

elipse e denotamos seus extremos por A; e A,, conforme figura a seguir.

P

Figura 9: Eixo maior da elipse.
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Vamos mostrar que a medida da corda 4,4, € igual a 2a.

Observando a Figura 9 percebemos que o ponto A; pertence a elipse, entédo
temos que A,F, + A1F, = 2a. Logo,

A1F1+A1F1+F1F2:2a. (I)
A1F;

Como o ponto A, também pertence a elipse, temos que A,F; + A,F, = 2a. Logo,

A2F2+F2F1+A2F2:2a. (”)
A Fq

Subtraindo a equacéo (l) da equacao (I1), membro a membro, obtemos:
AyFy + F,F + AyF, — AjF, — A{F; — F,F, = 2a — 2a =
— 2-A,F,—2-AF; =0 =
= 2-AF, =2-AF, =
— A,F, = A,F,. (n

Substituimos a equacao (Ill) na equacéo (1) e obtemos:
AyF,
A2F2+F2F1+A1F1:2a = A1A2:2a.
A1A;

Logo, o segmento A;4, tem medida igual a constante 2a.

Na figura a seguir, denotamos por € o ponto médio do eixo maior A;A4,. Os
segmentos A;C e A,C séo chamados de semieixos maiores da elipse e o ponto C

recebe o nome de centro da elipse.

Vamos mostrar que € também é ponto médio do segmento F{F,.

13



Figura 10: Centro da elipse.

Note que A;C = A,C. Entdo temos a seguinte relagéo:
A1F1+F1C=CF2+F2A2 (lV)

J& provamos anteriormente, na equacao (lll), que A,F, = A;F4. Assim, substituindo
(111 em (1V) temos:

A
1F1
A2F2+F16=CF2+F2A2 f— F1C=CF2

Portanto, € é ponto médio do segmento FF,.
|
A partir do centro da elipse, podemos definir seu eixo menor, que é a corda
que perpendicular ao eixo maior que passa pelo ponto médio €. As extremidades
dessa corda sao indicadas na figura a seguir pelos pontos B; e B,. Os segmentos

B;C e B,C sdo chamados semieixos menores.

B4

B,

Figura 11: Eixo menor e eixo menor.
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Vamos mostrar que esses semieixos tém medidas iguais a uma constante que

chamaremos de b, ou seja, B;C = B,C = b.

Primeiramente iremos mostrar que os segmentos B,F,, B;F,, B,F,; € B,F,

tem mesma medida igual a constante a, ou seja,

BlFl = BIFZ = BZFI :szz = a.

Observando os triangulos B{F;C e B{F,C da Figura 11, temos que:
1. osegmento B;C € lado comum aos dois triangulos;
2. os angulos F,CB, e F,CB, s&o congruentes pois ambos s&o retos; e

3. F,C = F,C, pois C é ponto médio do segmento F,F,.

Assim, pelo caso L.A.L., concluimos que os triangulos B;F,C € B{F,C sé&o
congruentes. Dai tiramos a seguinte relacao:
B,F, = B4F;. (V)

Note ainda que o ponto B, pertence a elipse, logo
BlF1+B1F2 = 2a. (Vl)

Fazendo a substituicdo de (V) em (VI), obtemos
B1Fq
BIFI + BIFZ =2a = BIFI +BlF1 =2a = 2- (BlFl) = 2a.

Logo, temos que B,;F; = a. Agora, a partir de (V) obtemos B;F, = a. Portanto,
concluimos que
BlFl = Ble =da.

A demonstracdo que B,F; = B,F, = a é analoga. Assim concluimos que

B1F1 = B1F2 = B2F1 = BZFZ =a.

Agora mostraremos que € é ponto médio do eixo menor B;B,, ou seja, que
B,C = B,C = b.
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Observemos a figura a sequir.

A1 F1 C Fz A2

Figura 12: Quadrilatero F;B,F,B,.

Como B,F,=B,F,=B,F,=B,F, e 0o o0s segmentos B;B, e F;F, s&o
perpendiculares, temos que o quadrilatero F{B{F,B, € um losango. No losango as
diagonais se interceptam no ponto médio de cada uma. Logo, concluimos que C é
ponto médio do segmento B,B,. Portanto, temos que B;C = B,C =b, como

gueriamos demonstrar.

Observemos a figura a seguir para obtermos mais uma relagcdo entre os

elementos da elipse.

B,

Figura 13: Triangulo retangulo.
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo B{CF, da Figura 13,

temos:
[d(By, F3)]? = [d(By, O)]* + [d(C, F2)]?

Assim, obtemos a equacgéo a® = b? + c?, a qual relaciona as constantes a, b e c.

Na figura a seguir, apresentamos todos os elementos da elipse ja citados

anteriormente;:

g mmm e ——————
= ——————
o
N

[\
Lo
*————--=

Figura 14: Elementos da elipse.
» Os pontos A4, 4,, By € B, S&0 0s Vvértices.
» Os pontos F, e F, sao os focos.
» O centro da elipse é o ponto C.
> O segmento 4,4, é o eixo maior e o segmento B, B, € 0 eixo menor.

> No triangulo retdngulo B;CF,, a equagdo a? = b? + c? relaciona

constantes a, b e c.

as
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2.2.3 EXCENTRICIDADE

DEFINICAO: A excentricidade da elipse, denotada por e, € o nimero real positivo
definido pela raz&o entre ¢ e a, onde c representa a metade da distancia entre os

focos e a representa a metade da medida do eixo maior da elipse.

Assim, e=£ e como na elipse sempre teremos 0 < ¢ < a, 0 quociente

representado por e sempre serd um numero compreendido entre 0 e 1, ou seja,

0<<e<1.

OBSERVACAOQ: A excentricidade e indica se a elipse é mais, ou menos, “achatada”,

Ou seja, quanto mais e se aproxima de zero, mais a elipse se aproxima de uma
circunferéncia e, quanto mais e se aproxima de um, mais “achatada” sera a elipse,

como podemos observar na figura a seguir.

oF,
F, F,
{ ]
F F, IF
=0 =04 =06 =028 e=1
(CIRCUNFERENCIA)

Figura 15: Excentricidades da elipse.

2.2.4 DEDUCAO DA EQUACAO REDUZIDA DA ELIPSE COM
CENTRO NA ORIGEM

O objetivo principal desta secdo € demonstrar a equacdo reduzida da elipse.
Para tal, associaremos um sistema de eixos cartesianos ao plano de uma elipse,
ressaltamos que primeiramente demonstraremos a equagao reduzida de uma elipse
com centro na origem e na proxima secao generalizaremos para uma elipse com
centro qualquer de tal forma que os eixos sejam paralelos aos eixos Ox e Oy do

plano cartesiano.
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Consideremos, de acordo com a figura a seguir, a elipse de centro €(0,0) na
origem do sistema cartesiano e 0s eix0os maior e menor sobre 0s eixos Ox e 0y,

respectivamente.

B,(0,b)

P(x,y)

X
Fy(c,0)/A2(a,0)

B,(0,—b)

Figura 16: Elipse de centro na origem e focos no eixo Ox.

Denotamos as extremidades do eixo maior por A;(—a,0) e A,(a,0), e do eixo
menor por B1(0,b) e B,(0,—b) e os focos da elipse denotamos por F{(—c,0) e
F,(c,0). Seja P(x,y) um ponto pertencente a curva que representa a elipse. Da
definicdo de elipse, sabemos que

PF,+PF,=2"-a,

ou seja,
d(P,Fl) +d(P,F2) =2-a

Assim, pela definicdo de distancia entre dois pontos, teremos:

\/(xh - xP)z + (J’Fl - J’P)z + \/(sz - xp)z + (ypz - yp)z =2a =

= J(—c— )2+ (0— y)2+./(c— )2+ (0— y)2 =2a =

= (- D?+ P+ (- 0P+ (-y)P=2a =

= (- 02+ Y +(c- 0 +y* =2a =

= J(—c— )2+ y2 =2a—./(c— x)%+y?
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Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade acima e desenvolvendo os

produtos notaveis, temos:
2 2
(\/(—c— x)% + yz) =(2a—\/(c— x)2+y2) —

= (—c— )%+ y?=4a’>-4a/(c— x)2+y2+(c— )’ +y? =

= 2+ 2cx+x*+y?=4a® —4a\/(c— x)2+y2+c* - 2cx+x* +y: =

:>/+2cx+/+/—/+2cx—/—/3/=4az—4a\/(c— x)?2 +y2 =

= 4cx = 4a* — 4a/(c — x)% +y2.

Dividindo por 4 ambos os membros da igualdade acima, temos:

4cx  4a?  4a/(c- x)%2+y?
e

4 4 4

=cax=a*—-a/(c- )2 +y? =

= cx—a*=—-a/(c— x)%+y%

Novamente, elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade acima e

desenvolvendo os produtos notaveis, temos:

(cx —a*)? = (—a\/(c - x)2+ yz)2 =
= c?x? - 2a’cx+a*=a? [(c- x)?+y*] =
= c*x? —2a’cx+a*=a? [¢? - 2cx + x* +y?] =
= c?x? — 2a*cx + a* = a’c? - 2a%cx + a*x* + a’y* =
= —2a2cx + a* — a’c? + 2a&%cx = a*x? — ¢*x? + a*y? =
= a* - a*c? = a’x* — *x* + a’y? =

= a?(a? — c?) = (a®? — c®)x?* + a?y?.

Vimos na secdo 3.1.2, que na elipse vale a relacdo a? = b% + ¢?, a qual também
pode ser representada por a® — ¢* = b%. Facamos entfo a substituicdo de (a? — c¢?)
por b? na igualdade acima. Obteremos assim:

a’(a?—-c?) =(a®> - c*) x* + a*y* =
b2 b2

= a’b? = b*x? + a’y* =

= b%x? + a%y? = a%b’.
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Como a- b # 0, dividimos ambos os membros da igualdade por a?b? e teremos:

Assim,

|
A equacéao acima é chamada de equacéao reduzida da elipse de focos no eixo

Ox e centro na origem.

OBSERVACAOQ: Se considerarmos a elipse cujo centro esta na origem e os focos

estdo sobre o eixo 0y, conforme Figura 17, a equacéao reduzida da elipse ficara da

seguinte forma:

A demonstracdo deste fato € analoga a que foi demostrada para elipse de

centro na origem e focos no eixo Ox.

By(0,-D) B(0,b)

Ay (—a,0)

Figura 17: Elipse de centro na origem e focos no eixo Oy.
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OBSERVACAOQ: Cabe ressaltar que na equacao reduzida da elipse a constante a é

a medida do semieixo maior, logo a? representara o maior dos denominadores.
Assim, quando o nimero a? for denominador de x* a elipse terd os focos sobre o
eixo 0x, ja quando a? for denominador de y? os focos da elipse estardo sobre o eixo
Oy.

Vimos até esse momento, que dada uma elipse e fixado um sistema de eixos

7

cartesianos cuja origem € o centro desta elipse, se P(x,y) € um ponto sobre a

2 2
elipse, entdo x e y satisfazem uma equacao da forma % + i—z = 1. A partir de agora,

2 2
vamos mostrar que os pontos P(x,y) que satisfazem equacdes da forma % + Z—Z =1

representam uma elipse.

Seja P(x,y) um ponto satisfazendo a equacao

2 2

Xy
§+b—2=1. (l)

Suponha, sem perda de generalidade, que b? < a?. Entdo b%* = a? —d, sendo

d > 0. Denotando por ¢ = vd, temos que b? = a? — ¢%. Substituindo b? por (a? — c?)

na equacao (I) temos:

Determinando o minimo multiplo comum dos denominadores temos:

XZ(aZ—CZ) yZaZ _ aZ(aZ_CZ)
a?(a’?-c2)  a%(a%-c%?) a?%(a’-c%)’

Multiplicando ambos os membros por a?(a? — c¢?), temos:
= x2(a® — c?) + y?a? = a*(a? - ¢*) =
= x?a® - x*c®* + y*a* = a* - d’c* =

= x2a’ + a’c?® + y*a® = a* + x*c2.

Subtraimos 2a?cx de ambos os membros da equac&o anterior e obtemos:

x%a? — 2a%cx + a*c* + y*a? = a* — 2a%cx + x*c* =
=a?(x? — 2cx + ¢ + y?) = a* — 2a%cx + x*c?.
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Em ambos os membros da equagéo anterior temos quadrados perfeitos, assim
podemos reescrevé-la da seguinte forma:

a’[(x — ¢)® + y*] = (a® — cx)>.

Agora, como os dois membros da equacdo sdo positivos, podemos extrair a raiz

quadrada de ambos:

Ja[(x —c)2 + y2] = /(a® — cx)2 =

=a,/(x — )% +y% =a® —cx.

Multiplicando ambos os membros por 4, temos:

4a./(x — )2 + y2 = 4a® — 4cx.

Adicionando a ambos os membros (x? + y? + ¢?), temos:
4a/(x— )2 +y2+ x> +y*+c?=4a’ - 4ex+ x> +y* + 2 =

=x*+2cx+c?+y*=4a* - 4a/(x — )2 + y% + x® — 2cx + ¢* + y2.

Observe que em ambos os membros da equacdo anterior temos quadrados

perfeitos, assim podemos reescrevé-las da seguinte forma:

x+0)?+y*=4a*—-4a/(x— )2 +y2+(x—c)* +y* =

= (x+c)?+y%*= [Za— (x — ¢)? +y2]2.

Como os dois membros da equacédo sao positivos, podemos extrair a raiz quadrada

de ambos:

U

JGF 77 = [[2a-JG=07 57
=Jx+c)+y?2=2a—/(x—c)2+y?=

=Jx+0)2+y2+,/(x— )2 +y%=2a
PF, PF,

Portanto, concluimos que o ponto P(x,y) pertence a elipse cuja corda tem medida

2a e os focos séo F1(—c,0) e F5(c,0).
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225 EQUACAO DA ELIPSE DE CENTRO C(xoYo) E EIXOS
PARALELOS AOS EIXOS COORDENADOS

A seguir apresentamos a equacao reduzida de uma elipse com centro
qualquer C(xg,yo) de tal forma que os eixos sejam paralelos aos eixos Ox e Oy do
plano cartesiano. Consideremos uma elipse de centro C(xg, y,), cuja medida do eixo

maior € igual a 2a e a do eixo menor € 2b, assim teremos:

EQUACAO REDUZIDA FORMA GRAFICA
y
Eixo maior !
_ 2 _ 2 ’
paralelo ao (x :0) + & =Yo)” _ 1 :
a b2 i
eixo Ox !
0 7‘50 X
y
Eixo maior
_ 2 _ 2
paralelo ao (x = %o) + & =Yo)” _ 1 Yo
b? a?
eixo Oy
0 X

Tabela 1: Equagfes reduzidas da elipse.
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2.3 HIPERBOLE
2.3.1 INTRODUCAO

DEFINICAO: Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P de um plano para os
quais 0 médulo da diferenca das distancias de P a dois pontos fixos F4 e F, é igual a

uma constante que chamaremos de 2a, com 0 < 2a < 2c, onde d(F4,F,) = 2c.

Assim temos:
Id(P;Fl) - d(PIFZ)l =2 a.

OBSERVACAO: Podemos desprezar o valor absoluto desde que adotemos a

diferenca entre a maior e a menor distancia do ponto P aos pontos F; e F,.

Figura 18: Hipérbole.

OBSERVACAO: Na figura acima, perceba que a hipérbole é uma curva constituida

por dois ramos.
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2.3.2 ELEMENTOS DA HIPERBOLE

Nessa secdo, apresentamos 0s principais elementos para o estudo da

hipérbole, os quais estado destacados na figura a seguir.

Figura 19: Focos e vértices da hipérbole.

Os pontos F4 e F, sédo os focos da hipérbole, a medida do segmento F,F, é

igual a 2¢ e é chamado de distancia focal.

O segmento F,F, intercepta a hipérbole em dois pontos. Para verificar essa
afirmacdo, consideremos no segmento F{F, o ponto X tal que F;X = 2ae seja Po
ponto médio de XF,. Temos que d(P,F,) =d(P,X)+d(X,F,) =d(P,F;)+2-a.
Logo, d(P,F,) — d(P,F;) = 2-a. Portanto P € um ponto da hipérbole que esta
sobre o segmento F,F, e que estd mais distante de F, do que de F,. Analogamente,
podemos localizar o ponto da hipérbole que esta sobre o segmento F{F, e que esta
mais distante de F, do que de F4. Na Figura 19, denotamos tais pontos por 4; e A,,
os quais sdo chamados de vértices da hipérbole. O segmento 4,4, é chamado de

eixo real.
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Vamos provar que o eixo real A;4, tem medida igual a 2a. Para isso,
consideremos novamente a Figura 19. Mostramos acima, que o ponto 4; pertence a
hipérbole. Suponhamos, sem perda de generalidade, que A;F, > A;F;. Assim,

temos que A,F, — A;F{ = 2a. Logo,

AIAZ + AZFZ - A1F1 = 2a. (I)
A1F,

O ponto A, também pertence a hipérbole, e como ja assumimos que A;F, > A, F4,

temos que A,F; > A,F,. Assim, temos que A,F; — A,F, = 2a. Logo,

A2A1 + A1F1 - Aze = 2a. (”)
A Fq

Subtraindo a equacéo (ll) da equacéao (1), membro a membro, obtemos:
A1A2 +A2F2 —A1F1 — (AZAI +A1F1 —Aze) =2a—-2a >
— A7A; + AyF, — AiFy A58, — A1F1 + A,F, = 0 =
= 2'A2F2—2'A1F1 =0 =

- Aze =A1F1. (I”)

Substituindo a equacao (I1l) na equacéo (l) obtemos:

A1Fq
A1A2 + A2F2 — A2F2 =2a = A1A2 = 2a.

Aq1F;

Logo, o segmento A;4, tem medida igual a constante 2a.
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Na figura a seguir, denotamos por € o ponto meédio do eixo real A{A4,. Os
segmentos A;C e A,C sdo chamados de semieixos reais da hipérbole e o ponto €

recebe o nome de centro da hipérbole.

A4 Ay

mne
-

Oe

ne
a2

Figura 20: Centro da Hipérbole.

Note que € também é ponto médio do segmento F,F,. De fato, como € é ponto
meédio de A;4,, temos que A;C = A,C. Entdo vale a seguinte relacéo:

I71C'—-F]}41 =:I?ZC'—'FEA42 jr—
A{C A, C

= 171C'4-I72112 = 172‘: +'I71111. U\/)

J& provamos anteriormente, na equacao (lll), que A,F, = A;F,. Assim, substituindo

(1) em (V) temos
ArFy
—_—
171C:4'141171 = 172‘: +'I71141 - 171(7== 172(1

Portanto, € é ponto médio do segmento FF,.
|
A partir do centro da hipérbole, podemos definir seu eixo imaginario, que € o
segmento B;B,, contido na reta mediatriz do eixo real, tal que B;A; = B;A4, =
B,A, = B,A, = ¢, onde ¢ é a metade da distancia entre os focos. As extremidades
desse segmento sdo indicadas na figura a seguir pelos pontos B; e B,. Os

segmentos B;C e B,C sao chamados semieixos imaginarios.

28



B2

Figura 21: Eixo imaginario.

Vamos mostrar que esses semieixos tém medidas iguais a uma constante que

chamaremos de b, ou seja, B;C = B,C = b.

Na Figura 21, note que o quadrilatero A;B{A,B, possui 0s quatro lados com
mesma medida igual a c. Desta forma, A;B{A4,B, € um losango. Assim sendo, as
diagonais do mesmo se interceptam no ponto médio, logo, B;C tem a mesma
medida de B,C, a qual denotamos por b, ou seja,

B,C = B,C = b.
Portanto, os semieixos imaginarios ttm mesma medida e € é ponto médio do eixo
imaginario B,B,.
|
Observemos a figura a seguir para obtermos mais uma relagdo entre os

elementos da hipérbole.
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Figura 22: Relacdo entre os elementos da hipérbole.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo B;CA, da Figura 22, temos
[d(B1, 42)]% = [d(By, O)]* + [d(C, A2)]*.

Assim, obtemos a equacio c? = a? + b?, a qual relaciona as constantes a, b e c.

Utilizando a figura a seguir, apresentamos mais alguns elementos da hipérbole.

Figura 23: Retangulo referéncia da hipérbole.
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Na Figura 23 nomeia-se retangulo referéncia da hipérbole o retangulo MNPQ
cujos pontos médios dos lados séo 44, B4, 4, € B,. Quando o retangulo referéncia &
um quadrado, ou seja, quando 2a = 2b, a hipérbole recebe o0 nome de equilatera.
As retas MP e NQ, gue contém as diagonais do retangulo referéncia, sdo chamadas

de assintotas da hipérbole.

OBSERVACAQ: Como podemos observar na Figura 23, a hipérbole ndo tem ponto

em comum com nenhuma das assintotas. Além disso, a distancia entre a hipérbole e

cada assintota se aproxima indefinidamente de zero.

Na figura a seguir, apresentamos todos os elementos da elipse ja citados

anteriormente:

>-2b

o

2a E

--------.—rl
o
enshesssssasne=

Vo -

= = = ==

Y
2c

Figura 24: Elementos da hipérbole.

» Os pontos F, e F, sao os focos da hipérbole.

» Os pontos A; e A, sao os vértices.

» O centro da hipérbole € o ponto C.
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» O segmento A4, € 0 eixo real e 0o segmento BB, € 0 eixo imaginario.

> No triangulo retangulo B,CA,, a equacdo c* = a? + b? relaciona as

constantes a, b e c.

2.3.3 EXCENTRICIDADE

DEFINICAO: A excentricidade da hipérbole, denotada por e, é o nimero real
positivo definido pela razdo entre ¢ e a, onde c representa a metade da distancia

entre os focos e a representa a metade da medida do eixo real da hipérbole.

Assim, ezi e, como na hipérbole sempre vale 0 < a < ¢, 0 quociente

representado por e sempre sera um nadmero maior que um, ou seja, e > 1.

OBSERVACAO: Quanto mais a excentricidade e se aproximar de 1, mais a

hipérbole se aproximara de duas retas paralelas, perpendiculares ao eixo real. Por
outro lado, quanto maior for o valor da excentricidade, tendendo ao infinito, mais a

hipérbole ir4 se aproximara de duas semi-retas opostas de origem em A; e A,.

2.3.4 DEDUCAO DA EQUACAO REDUZIDA DA HIPERBOLE COM
CENTRO NA ORIGEM

Nesta secdo, o objetivo € demonstrar a equacéo reduzida da hipérbole. Para
isso, associamos um sistema de eixos cartesianos ao plano da hipérbole.
Ressaltamos que a demonstracdo da equacado reduzida foi feita considerando a

hipérbole com centro na origem.
Na figura a seguir, vamos considerar a hipérbole de centro €(0,0) na origem do

sistema cartesiano e 0s eixos maior e menor sobre o0s eixos Ox e Oy,

respectivamente.
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Fi(—c,0) |Ai(=a0) ¢ Al(a, 0)  Fu(c,0)

Figura 25: Hipérbole de centro na origem e focos no eixo Ox.

Os pontos A1(—a,0) e A,(a,0) séo extremidades do eixo real, e os focos da
hipérbole sao os pontos F{(—c,0) e F,(c,0). Seja P(x,y) um ponto pertencente a
curva que representa a hipérbole. Da definicdo de hipérbole, sabemos que

|d(P,F,) —d(P,F,)| =2"a.

Assim, pela definicdo de distancia entre dois pontos, temos:

‘\/(xpl - xP)Z + (¥r, — }’P)Z - J(xpz - xP)Z + (yr, — yp)2 =2a =

= J(=c= 0)?+ (0= y)* —J(c = 0)?+ (0 - y)* = +2a =

= J(e= 0+ (-9 -V - 0*+(-y)? = t2a =

= J(—c— 02+ y2—/(c— x)? +y* = +2a =

= JCe— 07+ yP=\/(c- 02ty +2a.

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade acima e desenvolvendo os

produtos notaveis, temos:

(\/(—c— x)? + yz)z = (\/(c— x)2+y2+ Za)2 =

= (—c— )2+ y?=(c— 0)*+y*+4a/(c— x)2+y? +4a®> =

= +2cx+/+/=/—2cx-l%-|7yéi4a\/(c—x)2+y2+4a2:>

= 2cx + 2¢cx — 4a* = +4a,/(c — x)2+y? =

= 4cx — 4a? = +4a./(c — x)? + y2.
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Dividindo por 4 ambos os membros da igualdade anterior, temos:

4cx  4a? +4a\/(c— x)2+y2
—_—— _—

4 4 - 4

= cx—a? = ta|/(c — x)% +y2.

Novamente, elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade anterior e

desenvolvendo os produtos notaveis, temos:

(cx — a?)? = (ia\/(c - x)2+ yz)z =
= c2x? - 2a’cx+a*=a’® [(c- x)? +y}] =
= c*x? —2a’cx+a*=a? [¢? - 2cx + x* +y*] =
= c?x? — 2a*cx + a* = a’c? - 2a*cx + a*x* + a’y?* =
— c%x? — 2a*Cx + 2a*Cx — a’x? — a’y? = a%c? —at =
= c*x? —a*x* - a’y?* = d*c¢?* - at=

= (c? — a®)x* — a’y? = a?(c* — a?).

Vimos na sec¢do 3.2.2, que na hipérbole vale a relagédo ¢? = a? + b?, a qual também
pode ser representada por ¢ — a? = b%. Facamos ent&o a substituicdo de (c? — a?)

por b? na igualdade anterior. Obtemos assim:

(CZ _ aZ) x2 _ aZyZ — a2 (CZ _ aZ) —
b2 b2
= b%x? — a*y? = a®’b>.
Como a - b # 0, dividimos ambos os membros da igualdade por a?b? e obtemos:
b2x2 a2y2 a2b2
a2b?  a?b? _ a’b?’

Assim, temos a equacao

|
A equacado acima é chamada de equacéo reduzida da hipérbole de focos no

eixo Ox e centro na origem.
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OBSERVACAOQ: Se considerarmos a hipérbole cujo centro estd na origem e 0s

focos estdo sobre o eixo 0y, conforme Figura 24, a equacdao reduzida da hipérbole

ficar4 da seguinte forma:

x2 y2
oz L
A demonstracdo deste fato € analoga a que foi demostrada para hipérbole de centro

na origem e focos no eixo Ox.

yi

A»(07a)

~__
el

Fz(o._l‘.')

Figura 26: Elipse de centro na origem e focos no eixo Oy.

OBSERVACAOQ: Vale ressaltar que na equacao reduzida da elipse sempre teremos

a > b. Ja na hipérbole podemos ter a < b,a=boua > b.

Vimos até esse momento, que dada uma hipérbole e fixado um sistema de

eixos cartesianos cuja origem € o centro desta hipérbole, se P(x,y) € um ponto

2 2
sobre a hipérbole, entdo x e y satisfazem uma equacédo da forma %—% =1 A

partir de agora, vamos mostrar que os pontos P(x,y) que satisfazem equacdes da
_”
2

forma % —z= 1,coma>0e b > 0, representam uma hipérbole.
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Seja P(x,y) um ponto satisfazendo a equacao

x2 yz .
a2 bz
Multiplicando ambos os membros por b?%, temos:
b2x2 beZ
5 — = b*—
a b?
bzxz 2 2
= Y = b* =
2 _ b4 2
= y? = - b~ (1)

Denotando por ¢ = Va? + bZ, temos que c¢? = a?® + b?. A partir dai, consideremos os
pontos F4(—c, 0) e F,(c,0). Vamos mostrar que o ponto P(x,y) pertence a hipérbole

de focos F e F,.

Fl(—c.[)) “Ay(=a0) C

Figura 27: Triangulos retangulos PP'F; e PP'F,.

Seja P’ a projecdo de P sobre o eixo Ox. No triangulo retangulo PP'F,, indicado na
Figura 25, temos:
[d(P,F1)]? = [d(F4, P)]* + [d(P,P)]* =
[d(P,F)I? = (xp, — x5,)" + (yp, = )2 =
[d(P,F))? =[x — (—0))*+ (y — 0)*=
[d(P,F))]?=(x+¢)? +y?*=
[d(P,F{)]? = x* + 2¢cx + ¢? + y>2. (I
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Substituindo a equacao (I) em (ll) teremos:

2,2
[d(P,F1)]?> = x* + 2cx + ¢® + T b2 —
a’x? b2 x2
[d(P,F)]? = —5+2cx + ¢+ —7 — b* =
(a? + b?)x?

[d(P,F))]* = + 2¢cx + ¢? — b?.

az

Substituindo (a? + b?) por ¢? e também (c? — b?) por a* na equagio anterior,

temos:

2,2

c
[d(P,F))]* = + 2¢cx + a®.

a?

Do lado direito da equacao anterior temos um quadrado perfeito, assim podemos

reescrevé-la da seguinte forma:
2
2 _ (&
[d(P,Fy)]* = (a +a) =

C.

=d(P,Fy) = (;x+ a)2:>

— d(P,Fy) = %+a|. (1)
De modo anéalogo para d(P, F,), temos:
d(P,F,) = % —al. (IV)

Da hipotese Z—;—Z—z = 1 decorre também que z—zz 1 e, portanto, x* > a%. Logo, ha
duas possibilidades: x < —a ou x = a. Vamos analisar cada uma, multiplicando pela
raz&o positiva =. Como a > 0 temos —a < a, 0 que resulta em = —a < =+ a. Temos
que x < —a = % < —c. Como ¢ > a, temos que —c < —a e assim, % < —a. Logo,
%+a < 0, e consequentemente , %—a < 0. Das relagdes (lll) e (IV) concluimos
que:

cx cxX

d(P,F,) —d(P,F,) = —%—a—(—%—i—a) =-——-at+—-a=-2a
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Agora, se x > a, entdo — > ¢ > a. Segue que ——a >0 e =+ a > 0. Das relagdes
(111) e (V) decorre que:

d(P,Fl)—d(P,FZ)=%+a—(%—a) =%+a—%+a=2a.

Assim, d(P,F,) — d(P,F,) = +2a. Logo, em ambos os casos, vale a igualdade

2 2
Portanto, concluimos que os pontos P(x,y) que satisfazem a equacao z—z—z—z =1,

com a > 0 e b>0, pertencem a hipérbole de focos F1(—c,0) e F,(c,0) cuja distancia

entre os vertices 4;(—a, 0) e 4,(a,0) é igual a 2a.

Fy(—c,0) [Ai(—a,0) ¢ Azl(a,0) P' Fyc,0)

2.3.5 EQUACAO DA HIPERBOLE DE CENTRO C(XoYo) E EIXOS
PARALELOS AOS EIXOS COORDENADOS

Nessa secdo, apresentamos a equacédo reduzida de uma hipérbole com centro
qualquer e eixos paralelos aos eixos Ox e Oy do plano cartesiano. Para isso,
consideremos uma hipérbole de centro C(x,,y,), cuja medida do eixo real é igual a

2a e a do eixo imaginario € 2b. Desta forma temos:
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EQUACAO REDUZIDA FORMA GRAFICA

Eixo real

— 2 _ 2
paralelo ao (x—x0)" (¥—Yo) _ 1 L S—

a? b?

eixo Ox

)2 )2
paralelo ao & =y0)" (= *o) =1 Yo

a? b2

eixo Oy

VL
N

/TN

Eixo real \y\/
. \

Tabela 2: Equagbes reduzidas da hipérbole.

2.4 PARABOLA

2.4.1 INTRODUCAO

DEFINICAO: Sejam d uma reta do plano e F um ponto do plano ndo pertencente a
d. Pardbola é o lugar geométrico dos pontos P do plano, cuja distancia de P a F é

igual a distancia de P a d.
Assim, conforme indicado na figura abaixo, se P’ é a projecdo ortogonal do

ponto P sobre a reta d, entdo
d(P,F)=d(P,P")
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P|

Figura 28: Parabola e diretriz.

2.4.2 ELEMENTOS DA PARABOLA

Nessa secao apresentamos 0s elementos que compdem a parabola e algumas

relacdes existentes entre eles.

Na figura a seguir chamamos o ponto F de foco e a reta d de diretriz da
pardbola. A reta s recebe o nome de eixo de simetria e é perpendicular a diretriz
passando por F. O ponto V, interseccdo da parabola com o eixo s, é chamado de

vértice da parabola.

Figura 29: Foco, vértice e eixo de simetria.
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A distancia do foco a diretriz, indicado na figura a seguir, recebe o nome de

parametro da parabola. Utilizamos a constante p para representa-lo.

P=

Figura 30: Parametro da parabola.

Vamos mostrar que a distancia entre o vértice V e o foco F é igual a metade
do parametro. Para tal, consideremos o ponto ¥V’ que € a intersecdo do eixo de
simetria com a diretriz. Como V é equidistante da reta d e do ponto F, e V' é a
projecdo de V sobre d, temos:

dlV,F)=dV,V") 0]

Como a distancia entre o foco e a diretriz € o parametro, temos:
dV,F)+dWV,Vv)=p ()

Substituindo a equacao (1) em (ll) temos:

dV,F)+ d(V,F)=p = 2-d(V,F) =p =d(V,F) =§_
IUALD)

Portanto, a distancia entre o vértice V e o foco F € igual a metade do parametro p.
|
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Figura 31: Foco, vértice e parametro.

2.4.3 EXCENTRICIDADE

DEFINICAO: Seja P um ponto da pardbola. A excentricidade da parabola é o
namero real positivo e definido pela razdo entre a distancia de P ao foco e a

distancia de P a diretriz.

OBSERVACAOQ: Dado que essas distancias sdo sempre iguais independente do

ponto P, podemos concluir que a excentricidade da parabola é sempre igual a 1, ou

seja, e = 1.

2.4.4 DEDUCAO DA EQUACAO REDUZIDA DA PARABOLA COM
VERTICE NA ORIGEM

Nessa secdo vamos demonstrar a equacgao reduzida da parabola, e para isso,
associamos um sistema de eixos cartesianos ao plano da parabola. Ressaltamos
que a demonstracdo da equacéo reduzida é feita para uma pardbola com vértice na

origem e o foco sobre o eixo 0y.
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Consideremos, de acordo com a figura a seguir, a parabola de vértice V(0,0)

p

na origem do sistema cartesiano e o foco F(O,E) sobre o eixo Oy. Como o

p

parametro p € positivo, a diretriz tem equacdo y = —3» ou seja, qualquer ponto

pertencente a diretriz é do tipo P’ (x,—g), jd& um ponto pertencente a parabola

denotamos por P(x,y).

P(x, »)

>

Pl

_P
2

Figura 32: Parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo Ox

Seja P’ a projecdo de P sobre d. Pela definicao de parabola temos que
d(P,F) =d(P,P).

Da definicado de distancia entre pontos segue que

VO — xp)2 + (¥p — yp)2 =/ (xp, — xp)2 + (¥p, — ¥p)2 =

Jo- w2+ (E-y) = Jo- 24 (-2-2) =
J(— 07+ (= y) =J<0)2 +(-2-y)

Desenvolvendo os produtos notaveis, temos:

2 . P:_20 o _ (PP 20y o
\/x+4 2+y—\/4+2+y.
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Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade acima, temos:

2 2
2, P2 _ 2py 2| _( [P® 2py 2
(\/x +4 Z+y> <\/4+2+y):>

x? +fz2/—py+/=%py+/f{:>

x=py+py =
x* = 2py.

A equacao acima € chamada de equacao reduzida da parabola de vértice na

origem do sistema cartesiano e diretriz paralela ao eixo Ox.

OBSERVACAOQ: Se considerarmos a parabola de parametro p > 0, cujo vértice esta

na origem e a diretriz é paralela ao eixo 0y, conforme Figura 33, a equacao
reduzida da parabola ficard da seguinte forma:

y? = 2px

A demonstracdo deste fato é analoga a que foi feita para a parabola de vértice

na origem e diretriz paralela ao eixo Ox.

YA
P 7 ; P, y)
i \F x
B2 R
2 2

Figura 33: Parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo Oy
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A partir de agora, vamos mostrar que os pontos P(x,y) que satisfazem
equacdes da forma y? = 2px, representam uma parabola de diretriz paralela ao eixo

Oy.

Seja P(x,y) um ponto satisfazendo a equacao

y? =2px

2
Adicionamos (x2 + pT) a ambos os membros da equacao anterior e obtemos:

2 2
p p
2 2,5 _o 2 P
y+x+4 px+x+4
2 2

=y +ai+ S =prtpr+ i+

2 2
=y +ai—px+ =2t +px+;

Em ambos os membros da equacédo anterior temos quadrados perfeitos, assim

podemos reescrevé-la da seguinte forma:

y2+(x—§)2:(x+g)

Agora, como os dois membros da equacdo sdo positivos, podemos extrair a raiz

guadrada de ambos:

Py = )
= Jor-02+ (e = e+

= -9l = {2 v om0 0

Consideremos a reta d dada pela equacdo x = —2, e 0 ponto F(g,o). Temos que

d(P,d) =d(P,P"), onde P’ (—;—’,y) € a projecao ortogonal de P sobre areta d.
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Assim,

— d(P,P') = (— b x)Z

= d(P,P) = [(x +§)2

= d(P,P") = |x+5 ()

De (1) e (Il) temos que

d(P,P") =j(x—§)2 + y? =J(x—§)2 +(y — 0)% = d(F, P)

— d(P,P") = d(F, P)

Logo, concluimos que o ponto P(x,y) pertence a pardbola de foco F (g 0) e diretriz

d.

2.4.5 EQUACAO DA PARABOLA CUJO VERTICE E V(xv, yv) E RETA
DIRETRIZ PARALELA AOS EIXOS COORDENADOS

Agora generalizaremos as equacoes reduzidas de uma parabola de um vértice
qualquer de tal forma que a diretriz seja paralela ao eixo Ox ou Oy do plano
cartesiano. Consideremos uma parabola de vértice V(xy, yy), cujo parametro é igual

a medida p, assim teremos:
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» Quando a diretriz for paralela ao eixo Ox

EQUACAO REDUZIDA FORMA GRAFICA
Ry
concavidade )
. (x —xp)° =2p(y —yy)
para Cima T e
M ! d
5 x
0 Xy i
}!
Xv X
0| i
concavidade -] .

. (x —xp)? = —=2p(y — yv)
para baixo

Tabela 3: Equacdes reduzidas da parabola de diretriz paralela ao eixo Ox.
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» Quando a diretriz for paralela ao eixo Oy

EQUACAO REDUZIDA

FORMA GRAFICA

concavidade
para direita

(¥ —yv)?* =2p(x —xy)

concavidade

para esquerda

-y =-2p(x—xy)

Tabela 4: Equacdes reduzidas da parabola de diretriz paralela ao eixo 0y.
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CAPITULO 3

ATIVIDADES ABORDANDO AS
CONICAS

A partir de agora utilizaremos o software livre Geogebra e em seguida
algumas atividades com dobraduras, para tornar mais facil a compreensdo das

curvas gue estamos explorando.

3.1 ATIVIDADES UTILIZANDO O GEOGEBRA

Com a tecnologia existente hoje, a exploracdo de softwares de Geometria
Dinamica permite realizar investigacbes de propriedades geométricas que antes
dificilmente seriam observadas sem esse recurso. Como a maioria das escolas
publicas possuem um laboratério de informatica, essa ferramenta gratuita pode ser
utilizada por professores de matematica para enriquecer suas aulas, facilitando o
entendimento de alguns conceitos por parte dos estudantes. O GeoGebra reline em
um Gnico programa as areas de Algebra, Céalculo e Geometria. Ele foi criado pelo
professor Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo, na Austria.

Nas atividades a seguir o professor ir4 propor a seus alunos a construcéo das
Conicas: Elipse, Hipérbole e Parabola utilizando o software Geogebra. Procuramos
mostrar ao final de algumas atividades, que a curva obtida é realmente a indicada no

inicio de cada uma delas.
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Para realizar essas atividades utilizamos o Software Livre GeoGebra na
versdo 4.2.51.0 que pode ser obtido download em [9] para a instalacdo caso

necessario.
Caso o professor ndo seja familiarizado com o GeoGebra, em [10] existe
algumas video-aulas para auxilia-lo. Para aprender sobre “As Cénicas no Geogebra”

basta acessar [11], para fazer um “Curso de Geogebra” acesse [12].

OBSERVACAO: Para iniciar cada atividade é necessario abrir uma nova tela no

GeoGebra e seguir o passo-a-passo descrito. Em cada atividade sempre que pedir
para clicar em um icone do GeoGebra procure sempre o simbolo que se encontra na

parte inferior direita do icone como na figura abaixo.

3.1.1 CONSTRUCAO DE UMA ELIPSE

Introducéo: Esta construcao sera realizada seguindo orientacdes do professor.
A atividade podera ser feita individualmente ou em dupla.

Conteudo: Elipse.

Objetivo: O objetivo desta aula é construir uma elipse.
Duragéo: Duas aulas.

Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Para realizar esta atividade é necessario alguns pré-requisitos
tais como conhecimentos basicos de informatica, o conceito e as propriedades da

elipse.
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ATIVIDADE 1

Nesta atividade construiremos a Elipse dada pela figura a seguir utilizando o
GeoGebra.

Figura 34: Elipse interior ao circulo.

Abra uma tela no GeoGebra:

A
. , L] . .
1° passo: Clique no icone 7 e selecione Novo Ponto. Clicando sobre a Zona

Grafica e crie dois pontos distintos A e B.

2° passo: Na Zona Gréfica clique com o botéo direito do mouse em cima do ponto A
selecione Renomear. Substitua A por F_{1} e clique em OK. Faca o0 mesmo para o
ponto B, colocando F_{2} no lugar de B.

3° passo: Clique no icone u e selecione Semirreta Definida por Dois Pontos.

Na Zona Gréfica, trace a semirreta de origem F; passando por F».

4° passo: Clique no icone 7 e selecione Circulo dado Centro e Um de seus

Pontos. Na Zona Grafica selecione como centro o ponto F; e 0 outro ponto de tal
forma que F, esteja no interior do circulo.

Observacéao: O outro ponto criado sera chamado de A automaticamente.
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A
. , L] . T
5° passo: Clique no icone \—-[ e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica, escolha

um ponto no circulo de tal forma que o mesmo néo pertenca a semirreta F;F, e seja
distinto de A.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de B automaticamente.

.
. ] - . i .
6° passo: Clique no icone e selecione Segmento Definido por Dois Pontos.

Na Zona Gréfica, trace os segmentos BF; e BF..

[ ]
7° passo: Clique no icone \i[ e selecione Mediatriz. Na Zona Grafica, clique no

segmento BF,. Sera tracada automaticamente a mediatriz do mesmo.

A
8° passo: Clique no icone \L‘ e selecione Intersecdo de Dois Objetos. Na Zona

Grafica, e cligue no ponto de intersecdo da mediatriz do segmento BF, com o
segmento BF;.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de C automaticamente.

9° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botédo direito do mouse sobre o ponto C e

selecione a opcao Habilitar Rastro.

10° passo: Clique no icone \J e selecione Mover. Na Zona Gréfica, cliqgue sobre

o ponto B, movendo-o ao longo do circulo para desenhar a Elipse.

Vamos mostrar que o ponto C pertence a Elipse de focos F; e F,. Para tal fato
devemos mostrar que a soma dos raios I'; e I, representados pelos segmentos F,C

e F,C respectivamente, é sempre constante independente da posicédo do ponto B no

circulo.
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Consideremos os segmentos FiC = I, e F,C = r,. Como o ponto C pertence a
mediatriz do segmento BF,, temos que:

d(C,B)=d(C,Fy) =r>.

Note que na figura, temos:
d(F1, B) =d(F1, C) +d(C, B).

Substituindo d(C, B) por d(C, F,) obtemos:
d(F1, B) =d(F1, C) +d(C, Fy)

Além disso, como F; € o0 centro de uma circunferéncia que passa pelo ponto B,

temos que d(F;, B) é constante a.

Portanto, a = d(F1, C) + d(C, F,) =1 + I';, 0 que conclui a demonstracao.

Figura 35: Reta tangente a elipse.
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A partir da figura obtida na atividade anterior, podemos dar continuidade a atividade
construindo uma elipse envolvente de um conjunto de retas tangentes, seguindo os

passos a seguir.

1° passo: A partir da figura obtida no 10° passo, Na Zona Grafica, clique com o
botédo direito do mouse sobre o ponto C e selecione a op¢éo Habilitar Rastro.

Observacédo: Como a opcéo ja havia sido marcada, esse passo € para desmarcar

essa opcéo do ponto C.

2° passo: Na Zona Grafica, clique com o botédo direito do mouse sobre a reta que é

mediatriz do segmento BF; e selecione a op¢édo Habilitar Rastro.

3° passo: Clique no icone \J e selecione Mover. Na Zona Grafica, clique sobre o
ponto B, movendo-o ao longo do circulo para desenhar a Elipse envolvente de um
conjunto de retas tangentes.

Observacédo: O 3° passo pode ser feito de outra forma, clique com o botdo direito
sobre o ponto B e seleciona a opcdo Animar, o ponto B percorrera sobre o circulo

em velocidade constante formando assim a elipse envolvente.
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Figura 36: Retas tangentes a elipse.
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ATIVIDADE 2

Nesta atividade construiremos uma Elipse na qual o eixo maior coincide com
o diametro do circulo maior e o eixo menor com o diametro do circulo menor. Sendo

estes dois circulos concéntricos.

Abra uma tela no GeoGebra:

. , L] . e .
1° passo: Clique no icone v e selecione Novo Ponto. Na Zona Grafica, crie

dois pontos distintos A e B.

2° passo: Clique no icone u e selecione Reta definida por Dois Pontos. Na

Zona Gréfica, trace a reta que passa pelos pontos A e B, para isso, clique no ponto

A e em seguida, no ponto B.

L]
3° passo: Cliqgue no icone \J e selecione Circulo dado Centro e Um de seus

Pontos. Na Zona Grafica, trace dois circulos distintos concéntricos de centro A.
Observacdao: Para criar tais circulos, basta clicar no ponto A e afastar o ponteiro do
mouse para determinar a posi¢cao do outro ponto por onde passa o circulo. Para criar
0 segundo circulo, repita a operacao.

Observacéao: Os pontos criados serdo chamados de C e D automaticamente.

4° passo: Na Zona Gréfica, cligue com o botédo direito do mouse sobre o ponto C e

selecione a opcao Exibir Objeto. Faca 0 mesmo processo com o ponto D.

Observacéao: Os pontos C e D serdo ocultados.

A
. . L . g .
5° passo: Cligue no icone \_—‘ e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica, crie um
ponto no circulo exterior.

Observacéao: O ponto criado sera chamado de E automaticamente.
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6° passo: Na Zona Gréfica, cliqgue com o botdo direito do mouse em cima do ponto
E e selecione Renomear. Substitua E por C e clique em OK.

7° passo: Clique no icone u e selecione Segmento Definido por Dois Pontos.

Na Zona Grafica, trace o segmento AC clicando no ponto A e em seguida no ponto
C.

A
8° passo: Clique no icone \L‘ e selecione Intersecdo de Dois Objetos. Na Zona

Grafica, clique na intersecdo do segmento AC com o circulo interior.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de E automaticamente.

9° passo: Na Zona Grafica clique com o botdo direito do mouse em cima do ponto E

e selecione Renomear. Substitua E por D e clique em OK.

10° passo: Clique no icone 7 e selecione Reta Paralela. Na Zona Gréfica trace

uma reta paralela a reta AB que passa por D, para tal, clique sobre um ponto da reta
gue passa por A e B e afaste o ponteiro do mouse até o ponto D, clicando no ponto

D para fixar a reta criada.

11° passo: Clique no icone 4 e selecione Reta Perpendicular. Na Zona Gréfica,

trace uma reta perpendicular a reta AB que passa por C, para tal, cligue sobre um
ponto da reta que passa por A e B e afaste o ponteiro do mouse até o ponto C,

clicando no ponto C para fixar a reta criada.

11° passo: Clique no icone \i‘ e selecione Intersecdo de Dois Objetos. Na Zona

Grafica, cligue na intersecéo da reta paralela a reta AB com a perpendicular da reta
AB.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de E automaticamente.
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12° passo: Na Zona Gréfica cligue com o botdo direito do mouse em cima do ponto
E e selecione Renomear. Substitua E por P e clique em OK.

13° passo: Na Zona Grafica, clique com o botéo direito do mouse sobre o ponto P e

selecione a opcédo Habilitar Rastro.

14° passo: Clique no icone e selecione Mover. Na Zona Gréfica, cliqgue sobre
o ponto C, mantendo-se clicado, mova o ponto C ao longo do circulo para desenhar

a Elipse.

Figura 37: Elipse exterior a um circulo e interior a outro

bY

Note que o ponto P pertence a Elipse de centro A, cujos semieixos tem

comprimentos iguais aos raios dos circulos dados.
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3.1.2 CONSTRUCAO DE UMA HIPERBOLE

Introducdo: Esta construcdo seréa realizada seguindo orientacdes do professor.

A atividade podera ser feita individualmente ou em dupla.
Conteudo: Hipérbole.
Objetivo: O objetivo desta aula € construir uma hipérbole.
Duracéo: Duas aulas.
Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Para realizar esta atividade é necessario alguns pré-requisitos
tais como conhecimentos basicos de informatica, o conceito e as propriedades da
hipérbole.

ATIVIDADE 1

Nesta atividade construiremos a Hipérbole dada pela figura a seguir utilizando

0 GeoGebra.
- [ ]
L
‘s
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A F2
N

Figura 38: Reta tangente a Hipérbole.
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Abra uma tela no GeoGebra:

A
. , L] . e .
1° passo: Clique no icone v e selecione Novo Ponto. Na Zona Grafica, crie

dois pontos distintos A e B.

2° passo: Na Zona Gréfica clique com o botéo direito do mouse em cima do ponto A
selecione Renomear. Substitua A por F_{1} e clique em OK. Faca o mesmo para o

ponto B, colocando F_{2} no lugar de B.

3° passo: Cligue no icone u e selecione Semirreta Definida por Dois Pontos.

Na Zona Gréfica, trace a semirreta de origem F; passando por F,. Para tracar tal

semirreta cliqgue sobre o ponto F; e depois em F».

A
. , L ] . e
4° passo: Cligue no icone \—Je selecione Novo Ponto. Na Zona Grafica, escolha
um ponto na semirreta de tal forma que o mesmo esteja entre os pontos F; e F».

Observacdo: O ponto criado sera chamado de A automaticamente.

]
-
5° passo: Clique no icone 7 e selecione Circulo dado Centro e Um de seus

Pontos. Na Zona Gréfica, trace um circulo de centro F; que passa por A. Para tracar

tal circulo, clique sobre o ponto F; e em seguida sobre o ponto A.

A
. , L] . ;g
6° passo: Clique no icone \_—[ e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica, escolha
um ponto no circulo de tal forma que o0 mesmo seja distinto de A.

Observacéao: O ponto criado sera chamado de B automaticamente.

e
. ] . . . .
7° passo: Clique no icone e selecione Reta definido por Dois Pontos. Na

Zona Grafica, trace a reta que passa por F; e B. Para tracar tal reta, cligue sobre o

ponto F; e depois sobre B.
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8° passo: Clique no icone ‘—“ e selecione Segmento Definido por Dois Pontos.

Na Zona Gréfica, trace o segmento BF,, para tracar o segmento, clique no ponto B e
em seguida no ponto F.

9° passo: Clique no icone e selecione Mediatriz. Na Zona Grafica, trace a
mediatriz do segmento BF,. Para tracar a mediatriz, clique sobre o segmento BF; e

sera tracada automaticamente a mediatriz do mesmo.

A
10° passo: Clique no icone ® 3 e selecione Interseciio de Dois Objetos. Na

Zona Gréfica, clique na intersecdo da mediatriz do segmento BF, com a reta BF;.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de C automaticamente.

11° passo: Na Zona Grafica, clique com o bot&o direito do mouse sobre o ponto C e

selecione a opcado Habilitar Rastro.

12° passo: Clique no icone \—‘[ e selecione Mover. Na Zona Gréfica e clique
sobre o ponto B, mantendo-se clicado, mova o ponto B ao longo do circulo para

desenhar a Hipérbole.

Mostraremos mais adiante que o ponto C pertence a Hipérbole de focos F; e
Fs.

A partir da figura obtida na atividade anterior, podemos dar continuidade a
atividade construindo uma hipérbole envolvente de um conjunto de retas tangentes,

seguindo 0s passos a sequlir.

1° passo: A partir da figura obtida no 12° passo, ha Zona Gréfica, cligue com o

botédo direito do mouse sobre o ponto C e selecione a opcéo Habilitar Rastro.

Observacao: Como a opcéo ja havia sido marcada, esse passo € para desmarcar

essa opg¢ao do ponto C.
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2° passo: Na Zona Grafica, clique com o botéo direito do mouse sobre a reta que é
mediatriz do segmento BF, e selecione a op¢édo Habilitar Rastro.

3° passo: Clique no icone \—‘[ e selecione Mover. Na Zona Grafica, clique sobre o
ponto B, movendo-o ao longo do circulo para desenhar a Hipérbole envolvente de
um conjunto de retas tangentes.

Observacao: O 3° passo pode ser feito de outra forma, clique com o botao direito

sobre o ponto B e seleciona a opcdo Animar, o ponto B percorrera sobre o circulo

em velocidade constante formando assim a Hipérbole.

/|

| Figura 39: Retas tangentes a Hipérbole.

Para mostrar que a que a mediatriz do segmento BF, € tangente a hipérbole no

ponto €, vamos usar a definicdo geométrica da hipérbole.
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Figura 40: Retas tangentes a Hipérbole.

Para mostrar que a curva tracada é de fato uma hipérbole, precisamos mostrar

que a diferenca CF; — CF, € sempre constante independente da posicéo do ponto C.

Seja D o ponto médio do segmento BF,. Por construcdo a reta que passa por CD
€ a mediatriz do segmento BF,. Observando os triangulos F,DC e BDC da
Figura 40, temos que:

1. o segmento CD é lado comum aos dois tridngulos;

2. os angulos F,DC e BDC sdo congruentes pois ambos S&o retos; e

3. DB = DF,, pois D é ponto médio do segmento BF,.

Assim, pelo caso L.A.L., concluimos que os triangulos F,DC e BDC séao
congruentes. Logo, temos BC = F,C, assim:
BC = CF, (1)
Note na Figura 40 que:
CF, — BF, = BC (1

Substituindo (1) em (1) temos:

CF, — BF, = CF,

CF, — CF, = BF,
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Ja que B sempre esta sobre a circunferéncia, temos que BF; é constante, pois &
raio da circunferéncia. Assim, concluimos que o ponto C esta sobre uma curva que

representa uma hipérbole de focos F; e F,.

Além disso, para um ponto X qualquer sobre a reta que passa por €D, pela
desigualdade triangular temos que a medida de um lado do tridangulo € sempre
menor que a soma da medidas dos outros dois lados, logo

XB < XF, + BF, (1)

Como a reta que passa por €D € mediatriz do segmento BF, por construcao, temos
que:
XB = XF, (IV)

Substituindo (IV) em (lIl) temos:
XF, — XF, < BF,

O que mostra que o ponto X ndo pertence a hipérbole, isto €, o Unico ponto da reta
que pertence a hipérbole é o ponto C. Este fato prova também que a reta que passa
por AB é realmente tangente a hipérbole de focos F; e F,, e isso explica porque as

retas envolvem a hipérbole.

ATIVIDADE 2

Nesta atividade construiremos uma Hipérbole a partir de trés circulos

concéntricos seguindo as instru¢des a seguir:

Abra uma tela no GeoGebra:

A
. . L . L g .
1° passo: Clique no icone \_—[ e selecione Novo Ponto. Na Zona Grafica, crie

dois pontos distintos A e B.

<

2° passo: Clique no icone u e selecione Reta definida por Dois Pontos. Na

Zona Gréfica, trace a reta que passa por A e B. Para tracar tal reta clique sobre o

ponto A e depois em B.
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3° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botdo direito do mouse sobre a reta e
selecione a op¢éo Exibir Rotulo.

4° passo: Na Zona Grafica, clique com o botdo direito do mouse sobre a reta e

selecione a opcdo Renomear e renomeie parar.

A
5° passo: Clique no icone \L‘e selecione Novo Ponto. Na Zona Grafica, escolha
um ponto da reta de tal forma que o mesmo esteja entre os pontos A e B.

Observacéao: O ponto criado sera chamado de C automaticamente.

©

6° passo: Cliqgue no icone 7 e selecione Circulo dado Centro e Um de seus

Pontos. Na Zona Grafica, trace dois circulos, um de centro A passando por B e
outro de centro A passando por C. Para tracar o primeiro circulo clique sobre o
ponto A e em seguida sobre o ponto B, ja para o segundo circulo clique sobre o

ponto A e em seguida sobre o ponto C.

7° passo: Na Zona Grafica, clique com o botédo direito do mouse sobre cada circulo,

selecione a opcao Exibir Rétulo.

8° passo: Na Zona Gréfica, cligue com o botédo direito do mouse sobre o circulo de
centro A passando por B e selecione a opcdo Renomear. Renomeie para C_{B}.

Observacdo: Na Zona Grafica aparecera Cg.

9° passo: Na Zona Gréfica, cliqgue com o botédo direito do mouse sobre o circulo de
centro A passando por C e selecione a opcdo Renomear. Renomeie para C_{C}.

Observacdo: Na Zona Grafica aparecera Cc.

A
. , L] . Y
10° passo: Clique no icone 7 e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica,

escolha um ponto sobre o circulo Cg de tal forma que o mesmo nao pertenca a reta
r.
Observacdo: O ponto criado sera chamado de D automaticamente.

64



11° passo: Clique no icone ‘—“ e selecione Semirreta Definida por Dois Pontos.

Na Zona Grafica, trace a semirreta de origem A passando por D. Para tracar a
semirreta, cliqgue sobre o ponto A e em seguida no ponto D.

12° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botédo direito do mouse sobre a semirreta

e selecione a opcédo Exibir Rotulo.

13° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botédo direito do mouse sobre a semirreta

e selecione a opcdo Renomear e renomeie para s.

14° passo: Clique no icone 4 e selecione Reta Perpendicular. Na Zona Grafica

e trace as perpendiculares da reta r passando por B e C. Para tragar tais
perpendiculares, clique sobre a reta r e em seguida sobre o ponto B e faca 0 mesmo

para criar a perpendicular passando por C.

15° passo: Clique Na Zona Gréfica, cligue com o botdo direito do mouse sobre cada

perpendiculares da reta r, selecione a op¢éo Exibir Rotulo.

16° passo: Na Zona Grafica, cligue com o botdo direito do mouse sobre a
perpendicular de r que passa por B, selecione a op¢cdo Renomear e renomeie para
t {1}. Agora cliqgue com o botdo direito do mouse sobre a perpendicular de r que
passa por C, selecione a opcdo Renomear e renomeie parat_{2}.

Observacdo: Na Zona Gréfica aparecera t; e t,.

A
. , L] . ~ . .
17° passo: Clique no icone 7 e selecione Intersecdo de Dois Objetos. Na

Zona Gréfica, determine a intersecdo da semirreta s com as retas t; e t,. Para
determinar os pontos de intersecéo, clique na intersec¢ao de s com t;, em seguida
na interseccao de s com t,,

Observacéao: Os pontos criados serdo chamados de E e F automaticamente.
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18° passo: Na Zona Grafica, cligue com o botéo direito do mouse sobre o ponto E e
selecione a opcdo Renomear. Renomeie para E_{B}. Agora clique com o bot&o
direito do mouse sobre o ponto F, selecione a opcdo Renomear, renomeie para
E_{C}.

Observacdo: Na Zona Gréfica aparecera Eg e Ec.

“w
L]
19° passo: Clique no icone \J e selecione Circulo dado Centro e Um de seus

Pontos. Na Zona Grafica, trace o circulo C de centro A que passa por Eg. Para

tracar o circulo C, clique sobre o ponto A e em seguida sobre o ponto Eg.

20° passo: Clique no icone \E e selecione Intersecédo de Dois Objetos. Na Zona

Gréfica, determine as intersec¢des do circulo de centro A que passa por Eg com a
reta r. Para determinar os pontos de interseccado, clique sobre os dois pontos de
intersecao do circulo com aretar.

Observacéao: Os pontos criados serdo chamados de E e F automaticamente.

21° passo: Na Zona Grafica, cligue com o botéo direito do mouse sobre o ponto E,
selecione a opcdo Renomear e renomeie para P_{1}. Agora cligue com o botéo
direito do mouse sobre o ponto F, selecione a opcdo Renomear e renomeie para
P_{2}.

Observacao: Na Zona Grafica aparecera P e P..

22° passo: Clique no icone "4 e selecione Reta Perpendicular. Na Zona Gréfica,

trace as perpendiculares da reta r passando por P; e P,. Para tracar as
perpendiculares, clique sobre a reta r e em seguida sobre o ponto P;. Faca o mesmo

para criar a perpendicular passando por P.

23° passo: Na Zona Gréfica, sobre cada reta perpendicular a r, que passam por P;
e P,, clique com o botéo direito do mouse e selecione a opcéo Exibir Rotulo.

Observacdao: As retas serdo chamadas de a e b automaticamente.
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24° passo: Na Zona Grafica, cliqgue com o botdo direito do mouse sobre a reta
perpendicular a r que passa por P, selecione a opcao Renomear e renomeie para
r_{1}. Agora cligue com o botdo direito do mouse sobre a reta perpendicular a r que
passa por P,, selecione a opcdo Renomear e renomeie para r_{2}.

Observacdo: Na Zona Gréfica aparecera ry e r».

25° passo: Clique no icone e selecione Reta Paralela. Na Zona Gréfica, trace

a reta paralela a r que passa por Ec. Para tracar a reta paralela, clique sobre areta r

e em seguida sobre o ponto Ec.

26° passo: Na Zona Gréfica, sobre a reta paralela a r que passa por Ec, clique com

o botéo direito do mouse e selecione a op¢ao Exibir Rétulo.

Observacdo: A reta sera chamada de a automaticamente.

27° passo: Na Zona Grafica, cliqgue com o botdo direito do mouse sobre a reta
paralela a r que passa por Ec, selecione a opcdo Renomear e renomeie para r_{3}.

Observacéao: Na Zona Grafica aparecera rs.

28° passo: Clique no icone \i‘ e selecione Intersecédo de Dois Objetos. Na Zona

Gréfica, determine as intersecdes da reta rz com as retas ry e r,. Para determinar 0os
pontos de intersecc¢ao, clique na intersecao da reta rz3 com r; e em seguida clique na
interseccdo da reta rz com ra.

Observacéao: Os pontos criados serdo chamados de E e F automaticamente.

29° passo: Na Zona Grafica, cligue com o botéo direito do mouse sobre o ponto E,
selecione a opcdo Renomear e renomeie para Q_{1}. Agora clique com o botéo
direito do mouse sobre o ponto F, selecione a opcdo Renomear e renomeie para
Q_{2}.

Observacédo: Na Zona Gréfica aparecera Qi e Q..

30° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botédo direito do mouse sobre o ponto Q;,
selecione a opcao Habilitar Rastro. Faca o0 mesmo com o ponto Q..
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31° passo: Clique no icone e selecione Mover. Na Zona Gréfica, cliqgue sobre

o ponto D, mantendo-se clicado, mova o ponto D ao longo do circulo Cg.

] t t B

1 Ty .'

L] I5

Figura 41: Hipérbole tangente a um dos circulo

Note que os pontos Q; e Q. descrevem os ramos de uma Hipérbole de centro no

ponto A, cujos vértices sdo os pontos de intersecdo de r com o circulo Cg.

3.1.3 CONSTRUCAO DE UMA PARABOLA

Introducdo: Esta construcdo sera realizada seguindo orientac6es do professor.

A atividade podera ser feita individualmente ou em dupla.
Conteudo: Parabola.
Objetivo: O objetivo desta aula € construir uma parabola.
Duragao: Uma aula.

Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.
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Pré-requisitos: Para realizar esta atividade é necessario alguns pré-requisitos
tais como conhecimentos basicos de informatica, o conceito e as propriedades da
parabola.

ATIVIDADE

Nesta atividade construiremos a Parabola dada pela figura a seguir utilizando
0 GeoGebra.

Figura 42: Reta tangente & Parabola.

Abra uma tela no GeoGebra:

A
. , ] . , g .
1° passo: Clique no icone 7 e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica, crie

dois pontos distintos A e B.
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2° passo: Clique no icone ‘—“ e selecione Reta definida por Dois Pontos. Na

Zona Gréfica, trace a reta que passa por A e B. Para tracar tal reta clique sobre o
ponto A e depois em B.

3° passo: Na Zona Grafica, clique com o botdo direito do mouse sobre a reta e

selecione a op¢éo Exibir Rotulo.

4° passo: Na Zona Gréfica, clique com o botdo direito do mouse sobre a reta,
selecione a opcdo Renomear e renomeie para d.

Observacdo: Essa reta d sera a diretriz da parabola.

A
5° passo: Clique no icone \L‘ e selecione Novo Ponto. Na Zona Graéfica, escolha
um ponto fora da reta d.
Observacdo: Esse ponto serd o foco da pardbola e serd chamado de C

automaticamente.

A
6° passo: Clique no icone \L‘ e selecione Novo Ponto. Na Zona Gréfica, escolha
um ponto sobre a reta d de tal forma que esse ponto seja distinto de A e B. Para
criar o ponto basta clicar no local escolhido sobre a reta d.

Observacdo: O ponto criado sera chamado de D automaticamente.

7° passo: Clique no icone u e selecione Segmento Definido por Dois Pontos.

Na Zona Grafica e trace o segmento CD. Para tracar tal segmento clique no ponto C

e em seguida no ponto D.

8° passo: Clique no icone e selecione Mediatriz. Na Zona Grafica, trace a
mediatriz do segmento CD. Para tracar a mediatriz, clique sobre o segmento CD e

sera tracada automaticamente a mediatriz do mesmo.
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9° passo: Na Zona Grafica, clique com o botéo direito do mouse sobre a mediatriz e
selecione a op¢éo Exibir Rotulo.

Observacao: A mediatriz serd chamada de b automaticamente.

10° passo: Na Zona Gréfica, cligue com o botéo direito do mouse sobre a mediatriz

e selecione a opcdo Renomear e renomeie para m.

11° passo: Cligue no icone ~7 e selecione Reta Perpendicular. Na Zona

Grafica, trace a perpendicular da reta diretriz d passando pelo ponto D. Para tracar a

perpendicular, clique sobre a reta d e em seguida sobre o ponto D.

12° passo: Na Zona Grafica, sobre a reta perpendicular a d que passa por D, clique

com o botdo direito do mouse, selecione a opcéo Exibir Rétulo.

Observacdo: A reta sera chamada de b automaticamente.

13° passo: Na Zona Grafica, sobre a reta perpendicular a d que passa por D, clique

com o botdo direito do mouse, selecione a opcdo Renomear e renomeie para t.

A
. . L] . ~ . .
14° passo: Clique no icone 7 e selecione Intersecdo de Dois Objetos. Na

Zona Grafica, determine a interseccdo da reta m com a reta t. Para determinar o
ponto de interseccao, clique na interseccéo da reta m com a reta t.

Observacéao: O ponto criado sera chamado de E automaticamente.

15° passo: Na Zona Grafica, cligue com o botéo direito do mouse sobre o ponto E e

selecione a opcado Habilitar Rastro.

16° passo: Clique no icone \J e selecione Mover. Na Zona Gréfica, clique sobre
o ponto D, mantendo-se clicado, mova o ponto D ao longo da reta diretriz d.

Mostraremos mais adiante que o ponto E descreve uma parabola de foco C e

diretriz d.
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A partir da figura obtida na atividade anterior, podemos dar continuidade a
atividade construindo uma parabola envolvente de um conjunto de retas tangentes,

seguindo 0s passos a sequlir.

1° passo: A partir da figura obtida no 16° passo, na Zona Grafica, clique com o

botéo direito do mouse sobre o ponto E e selecione a op¢ao Habilitar Rastro.
Observacédo: Como a opcéo ja havia sido marcada, esse passo € para desmarcar

essa opcéo do ponto E.

2° passo: Na Zona Grafica, clique com o botédo direito do mouse sobre a reta que é

mediatriz do segmento CD e selecione a op¢ao Habilitar Rastro.

3° passo: Clique no icone \J e selecione Mover. Na Zona Grafica, clique sobre o
ponto D, movendo-o ao longo do reta d para desenhar a Parabola envolvente de um
conjunto de retas tangentes.

Observacédo: O 3° passo pode ser feito de outra forma, clique com o botdo direito
sobre o ponto D e seleciona a op¢cdo Animar, o ponto D percorrera toda a reta d

com velocidade constante formando assim a Parabola envolvente.

Figura 43: Retas tangentes & parabola.
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Vamos mostrar que o ponto E descreve uma curva que representa uma

pardbola de foco C e diretriz d. Para isso consideremos a figura a seguir.

Figura 44: Parabola envolvida por um conjunto de retas tangentes.

Seja 0 ponto F a intersecao da reta m com o segmento CD. Por construgcédo a
reta m é a mediatriz do segmento CD, a reta t é perpendicular com a diretriz d.
Observando os triangulos EFD e EFC da Figura 44, temos que:

1. osegmento EF é lado comum aos dois triangulos;

2. os angulos EFC e EFD s&o congruentes pois ambos S&o retos; e

3. FC = FD, pois F é ponto médio do segmento CD.

Assim, pelo caso L.A.L., concluimos que os triangulos EFD e EFC sao congruentes.
Logo, temos EC = ED. Portanto, concluimos que o ponto E descreve uma curva que

representa uma parabola de foco C e diretriz d.

3.2 ATIVIDADES COM DOBRADURAS

3.2.1 INTRODUCAO

No ensino de geometria, atividades que envolvem o uso de dobraduras se
consolidam cada vez mais como um instrumento pedagogico. Uma ferramenta

interessante e na maioria das vezes eficaz no processo de ensino e aprendizagem
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dessa disciplina, tanto pelo seu aspecto ludico quanto pela sensacao de descoberta

gue muitas vezes provoca.

O objetivo das trés atividades € enriquecer as aulas do professor nas areas
de ensino relacionadas ao tema Geometria Analitica: Secdes Conicas. Por meio
dessas atividades o professor pode apresentar aos estudantes do 3° ano do Ensino
Médio as curvas conicas, Elipse, Hipérbole e Parabola, dando énfase aos principais
fatos geométricos. O que se busca nessas atividades é que o estudante ndo apenas
siga as instrucbes e execute-as, mas que experimente e reflita e, sempre que

possivel, chegue as suas préprias conclusdes verbalizando-as para 0s seus colegas.

Ressaltamos que essas atividades envolvem recursos didaticos de baixo
custo tais como: lapis, borracha, régua, compasso e a folha de papel A4 do tipo
Papel Vegetal, a utilizacdo do papel vegetal é devido ao fato deste ser translicido
facilitando assim a visualizacdo na hora de sobrepor um ponto a outro para fazer a
dobra, além disso, o papel vegetal permite que os vincos figuem bem marcados, o
que faz com que a curva fique bem visivel. Para isso peca para que aos estudantes

marquem bem uma dobra antes de fazer outra.

Em duas das trés atividades, € necessario desenhar uma circunferéncia.
Muitas vezes o estudante ndo possui compasso ou as vezes nao leva para a aula,
neste caso o professor pode marcar previamente para que os estudantes levem o
compasso para a aula, ou ainda, o professor pode levar a folha com a circunferéncia

ja pronta.

Ao final de cada atividade, o professor pode pedir que 0s alunos escrevam
seu nome e o da figura gerada para que troquem as folhas com outros alunos,
fazendo assim com que observem a figura do colega. O estudante podera também
sobrepor sua figura com a do colega, feito isso o professor podera levantar os

guestionamentos que seguem na Observacao Final de cada atividade.

O professor podera ainda complementar as atividades com animacgdes

geradas no software de Geometria Dinamica GeoGebra.

As atividades aqui propostas foram embasadas no Minicurso do 6° encontro

da RPM (Revista do Professor de Matematica) que tratou sobre Caracterizacdes das
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conicas, com a orientagdo da Professora Elvia Mureb Sallum — IME/USP. O arquivo

do minicurso se encontra em [13] para download.

3.2.2 CONSTRUCAO DA ELIPSE

Introducdo: Nesta atividade os estudantes irdo construir a Elipse utilizando

dobraduras. Essa atividade podera ser feita individualmente ou em grupo.
Conteudo: Elipse.

Objetivo: O objetivo desta aula é que através de dobraduras os estudantes
percebam a representacdo gréfica da Elipse e a reconheca como uma curva

envolvente de um conjunto de retas.
Duracédo: Uma aula.
Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Para que os estudantes alcancem o0s objetivos propostos,
espera-se o conhecimento apresentado a seguir: Conceito de reta e curva; Conceito
e construcdo de retas perpendiculares; Conceito de simetria axial plana; Conceito de

lugar geométrico.

ATIVIDADE: Para a construcéo da Elipse devemos adotar os seguintes passos:

1° passo: Em uma folha de Papel Vegetal use o compasso para fazer uma
circunferéncia. Em seguida desenhe um ponto interior a circunferéncia de tal forma
gue o mesmo seja distinto do centro da circunferéncia.

Observacao: De preferéncia tente maximizar o uso da folha ao desenhar a

circunferéncia fazendo assim a maior circunferéncia possivel.
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Figura 45: 1° passo.

2° passo: Insira sobre a circunferéncia uma quantidade de pontos de tal forma que a

distancia entre eles seja de 1 cm aproximadamente.

Figura 46: 2° passo.
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3° passo: Para cada ponto que foi inserido sobre a circunferéncia faca uma
dobradura de tal forma que o mesmo sobreponha o ponto que est4 no interior da

circunferéncia.

Figura 47: 3° passo.

4° passo: Apos realizar o 3° passo para todos os pontos que foram inseridos na
circunferéncia, a figura formada sera a Elipse envolvente de um conjunto de retas

como representado na figura a seguir.

Figura 48: 4° passo
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Note na Figura 48, que as retas que foram tracadas séo todas tangentes a
Elipse, veja a demonstracdo na pagina 53. Perceba que quanto mais pontos forem

colocados sobre a circunferéncia, mais visivel ficard o desenho da Elipse.

Observacao Final: Ao final da atividade, os estudantes poderdo comparar a posi¢céao

do ponto da sua figura com a do colega e o professor podera levantar o seguinte
guestionamento: O que aconteceu com a dobradura, em relacdo a figura obtida,
guando o ponto desenhado no interior da circunferéncia mais se aproximou do
centro desta? E quando ele mais se afastou? O estudante devera perceber que
guanto menor a distancia entre o ponto e o centro da circunferéncia mais a figura
obtida se aproxima de uma circunferéncia e quanto maior a distancia entre o ponto e

0 centro da circunferéncia, mais a figura obtida ficara “achatada’.

3.2.3 CONSTRUCAO DA HIPERBOLE

Introducdo: Nesta atividade os estudantes irdo construir a Hipérbole utilizando
dobraduras. Essa atividade podera ser feita individualmente ou em grupo.

Conteudo: Hipérbole.

Objetivo: O objetivo desta aula é que através de dobraduras os estudantes
percebam a representacdo grafica da Hipérbole e a reconheca como uma curva

envolvente de um conjunto de retas.
Duracédo: Uma aula.
Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Para que os estudantes alcancem o0s objetivos propostos,
espera-se o conhecimento apresentado a seguir: Conceito de reta e curva; Conceito
e construgao de retas perpendiculares; Conceito de simetria axial plana; Conceito de

lugar geométrico.

ATIVIDADE: Para a construcdo da Hipérbole devemos adotar os seguintes

passos:
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1° passo: Em uma folha de Papel Vegetal use o compasso para fazer uma
circunferéncia. Em seguida desenhe um ponto exterior a circunferéncia.

Observacao: Nao faca uma circunferéncia muito grande, pois assim a figura da
hipérbole sera mais visivel.

F

Figura 49: 1° passo.

2° passo: Insira sobre a circunferéncia uma quantidade de pontos de tal forma que a

distancia entre eles seja de 0,5 cm aproximadamente.

F

Figura 50: 2° passo.
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3° passo: Para cada ponto que foi inserido sobre a circunferéncia faca uma
dobradura de tal forma que o mesmo sobreponha 0 ponto que esta exterior a

circunferéncia.

Figura 51: 3° passo.

4° passo: Apos realizar o 3° passo para todos os pontos que foram inseridos na
circunferéncia a figura formada sera a Hipérbole envolvente de um conjunto de retas

como representado na figura a seguir.

Figura 52: 4° passo.
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Perceba na Figura 52 que as retas que foram tracadas sédo todas tangentes a
Hipérbole, veja a demonstracao na pagina 62. Note também que quanto mais pontos

forem colocados sobre a circunferéncia, mais visivel ficard o desenho da Hipérbole.

Observacao Final: Ao fim da atividade os estudantes poderdo comparar a posi¢ao

do ponto da sua figura com a do colega e o professor podera levantar o seguinte
guestionamento: O que aconteceu com a dobradura, em relacdo a figura obtida,
qgquando o ponto desenhado no exterior da circunferéncia mais se aproximou da
circunferéncia? E quando ele mais se afastou? O estudante devera perceber que
guanto menor a distancia entre o ponto e a circunferéncia mais a curva se aproxima
de duas semirretas opostas com origem nos vértices da hipérbole, e quanto maior
for a distancia entre o ponto e a circunferéncia mais a curva se aproxima de duas

retas paralelas passando pelos vértices da hipérbole.

3.2.4 CONSTRUCAO DA PARABOLA

Introducédo: Nesta atividade os estudantes irdo construir a Parabola utilizando

dobraduras. Essa atividade podera ser feita individualmente ou em grupo.
Conteudo: Parabola.

Objetivo: O objetivo desta aula é que através de dobraduras os estudantes
percebam a representacao grafica da Parabola e a reconheca como uma curva

envolvente de um conjunto de retas.
Duracédo: Uma aula.

Publico-Alvo: 3° ano do Ensino Médio.

Pré-requisitos: Para que o0s estudantes alcancem o0s objetivos propostos,
espera-se o conhecimento apresentado a seguir: Conceito de reta e curva; Conceito
e construcao de retas perpendiculares; Conceito de simetria axial plana; Conceito de

lugar geomeétrico.
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ATIVIDADE: Para a construcdo da Parabola devemos adotar os seguintes

passos:

1° passo: Em uma folha de Papel Vegetal use a régua para desenhar uma reta. Em
seguida desenhe um ponto fora dela.

Observacao: Peca aos estudantes para que ndao desenhe o ponto muito longe da

reta, pois ao fim da atividade a parabola podera nédo ser tao visivel. O bom seria o
ponto alinhado ao meio da folha. Ao aplicar essa atividade em sala, pedi aos
estudantes que fizessem uma reta a 2 cm da borda menor da folha, conforme figura
a sequir.

Figura 53: 1° passo.

2° passo: Insira sobre a reta uma quantidade de pontos de tal forma que a distancia

entre eles seja de 0,5 cm aproximadamente.
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Figura 54: 2° passo.

3° passo: Para cada ponto que foi inserido sobre a reta, faca uma dobradura de tal

forma que o0 mesmo sobreponha o ponto que esta fora da reta.

Figura 55: 3° passo.
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4° passo: Apds realizar o 3° passo para todos os pontos que foram inseridos na
circunferéncia a figura formada sera a Parabola envolvente de um conjunto de retas

como representado na figura a seguir.

Figura 56: 4° passo

Observe que as retas tracadas sao todas tangentes a Parabola, veja a
demonstracdo na pagina 73. Perceba que quanto mais pontos forem colocados

sobre a reta, mais visivel ficard o desenho da Parabola.

Observacao Final: Ao final da atividade os estudantes poderdo comparar a posi¢cao

do ponto da sua figura com a do colega e o professor podera levantar o seguinte
questionamento: O que aconteceu com a dobradura, em relagdo a figura obtida,
guando o ponto desenhado fora da reta mais se aproximou da reta? E quando mais
se afastou? O estudante devera perceber que quanto menor for a distancia entre o
ponto e a reta, mais fechada serd a concavidade da parabola, e quanto maior for a

distancia entre o ponto e a reta mais aberta sera a concavidade.
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3.3 FOGAO SOLAR

3.3.1 INTRODUCAO

Como ja sabemos, a energia solar € uma fonte renovavel e bastante
proveitosa, cabe a nos professores leva-la ao conhecimento dos alunos. Podemos
dizer que a capacidade de transformar uma forma de energia em outra deu ao
homem a capacidade de atuar sobre a natureza, dai resultando todo o

desenvolvimento tecnoldgico e cientifico que hoje conhecemos.

Com base no principio da conversdo de uma forma de energia em outra, 0
professor pode propor aos alunos como forma de projeto, a constru¢cdo de um fogao
solar caseiro. Esse experimento pode ser visto como uma forma alternativa de
utilizar a grande quantidade de energia solar que temos disponivel juntamente com o
conceito de parabola para fins didaticos. Portanto, nesta atividade propomos a
construcdo de um fogao solar caseiro com sucata de antena de TV e com materiais

de baixo custo.

E do nosso conhecimento que muitas pessoas fazem uso da energia solar
para cozinhar ou até mesmo aquecer alguns alimentos. Vamos mostrar nesta
atividade como fazer um pequeno fogdo solar que pode chegar a temperaturas
suficientes para fazer um café, ou até mesmo cozinhar mandioca. Esta atividade tem
como objetivo mostrar como podemos utilizar uma aplicacao da parabola juntamente

com a energia solar em situacdes comuns de nossa vida, tais como cozinhar.

Essa atividade devera ser desenvolvida como projeto. E necesséaria a
presenca do professor ou de alguma pessoa que fiqgue responsavel em orientar os
alunos na construcdo do fogao, isso se deve aos materiais que trazem riscos, tais
como os espelhos, que sdo materiais cortantes, a cola e a tinta devido ao cheiro

forte da quimica utilizada na fabricacdo dos mesmos.
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3.3.2 CONSTRUCAO DE UM FOGAO SOLAR

Para a construcao do fogéo solar precisamos dos seguintes materiais:

>Materiais Reciclados

v" Uma antena completa de TV a cabo de 90 cm de diametro.

v" 1 m2 de espelho plano, de preferencia ja cortados em quadradinhos de 3cm
de lado.

v" Pregos e Parafusos para a fixacdo do pé da antena.

v Madeira tipo Pinus.
Observacdo: Os materiais acima foram disponibilizados por uma casa que vende
antenas e por um vidraceiro, devido ao professor citar que era para um projeto da

escola.

>Materiais Comprados

v" 1 tubo de cola Fixadora de espelho 335g.

v 2 frascos de tinta spray 400ml na cor Preto Fosco.

v 1 panela de aluminio com tampa, de preferencia a que é revestida com
teflon, para evitar a reflexdo dos raios solares.
Observacao: Os materiais acima foram comprados em casa de materiais de
construcdo e lojas que vendem artigos em geral, totalizando R$ 80,00

aproximadamente.

»Ferramentas para a oficina:
v Lapis ou caneta
v" Régua
v Martelo
v' Segueta
v" Alicate
v" Furadeira com broca fina
v Pistola de cola fixadora grande

v" Serra tico-tico
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»Montando o fogéo

Primeiramente pintamos a parte interior da antena de preto fosco. Depois que
a tinta ja esta seca, € hora de comecar a colar os espelhos na parte concava da

antena como na figura a seguir.

Figura 57: Antena pintada fixacao dos espelhos. Fonte: Arquivo pessoal

Testando o foco: todos os raios de sol que incidirem na superficie onde estao
os espelhos serdo direcionados ao foco, desta forma, fizemos o teste com um jornal,

e 0 sol das 16 horas, em menos de um minuto fez com que o jornal pegasse fogo.

Figura 58: Jornal sendo colocado no foco do fogdo. Fonte: Arquivo pessoal
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Em seguida, € hora de fazer o pé do fogao, para isso, utilizamos madeira tipo
pinus e o proprio suporte da antena. Foi feito uma caixa de base quadrada medindo
50x50 cm e altura igual a 5 cm, e no meio da base da caixa foi feito um furo circular

de diametro igual ao do suporte da antena.

Figura 59: Pé do fogao solar. Fonte: Arquivo pessoal

Apos fazer o pé do fogao, € hora de fazer o acabamento com a pintura das
partes da antena e a madeira que ainda ndo estdo pintadas. Caso o professor ache
necessario, podera pedir aos alunos para colarem fita no suporte da antena com 0s
dizeres “FOGAO SOLAR’. Apés a pintura com a tinta de cor preto fosco, poderéo

retirar a fita e assim ficar escrito o nome do projeto no suporte da antena.
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Figura 60: Pintura do restante do fogdo. Fonte: Arquivo pessoal

Para o suporte da panela tivemos um custo de R$30,00, pois ele foi feito em
uma serralheria devido a panela esquentar a ponto de ferver a agua. Além disso, o

suporte tem trés regulagens, para ajuste do foco.

Figura 61: Suporte para a panela. Fonte: Arquivo pessoal
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Agora que o fogdo esta pronto é hora de testa-lo. Leve o fogdo ao sol, ajuste
a antena de forma que o foco fiqgue na parte inferior da panela, e em poucos minutos
a panela estara quente. Coloque na panela o alimento a ser aquecido. Faca alguns
experimentos com materiais diversos como agua, leite, chocolate, vela, giz de cera

etc., e verifique a partir de quanto tempo eles comecam a derreter.

Figura 62: Panela aquecida depois de alguns minutos. Fonte: Arquivo pessoal

O projeto do Fogao Solar foi apresentado na 12 Feira Cientifica da Escola
Estadual Prof. Emygdio Campos Widal que aconteceu no dia 29 de Novembro de
2014 como um dentre os cinco temas que tratavam da importancia da Parabola. Os
alunos participantes do projeto sdo do 3° ano do ensino médio. Em [41] existe um

estudo detalhado sobre fogdes solares.

o i {708 i

que Aeciment

Figura 63: Fogao sendo apresentado na Feira Cientifica. Fonte: Arquivo pessoal
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CAPITULO 4

APLICACOES E CURIOSIDADES

Abrimos esse capitulo mostrando algumas das varias aplicacdes da elipse.
Foi Kepler (1571-1630) quem descobriu que a trajetéria dos planetas em torno do sol
tem o formato de uma elipse, no qual o Sol encontra-se posicionado em um de seus
focos. Isaac Newton (1643-1727) usou deste conhecimento para desenvolver sua

famosa Lei de Gravitacdo Universal [28].

Figura 64: Trajetéria dos Planetas. Fonte em: [14]

Na odontologia, o dentista utiliza os refletores elipticos para concentrar o
maximo de luz na area de trabalho, evitando assim que o0s raios luminosos

ofusquem a visdo do paciente causando desconforto [17].

Figura 65: Aparelho de iluminacdo. Fonte em: [15]
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No tratamento do cancer, a radioterapia utiliza radiagfes de alta energia para
combater células malignas. Ela é usada para tratamento de tumores localizados,
uma vez que so funciona na area que esta recebendo a radiacdo. Na radioterapia,
0os raios destroem os tecidos doentes, sem afetar os tecidos sadios que se
encontram ao redor. O equipamento utilizado para o tratamento consiste na emissao
de raios oriundos de um dos focos de um espelho eliptico, centralizando no outro

foco, onde deve-se encontrar o tumor [17].

Figura 66: Aparelho de Radioterapia. Fonte em: [16]

No tratamento de litotripsia, utilizado para tratar de pedras nos rins, calculo
renal ou calculo urinério, sdo removidos os célculos renais sem precisar fazer
cirurgia. O paciente é colocado em um aparelho no formato de elipsoide de tal forma
gue o calculo renal esteja posicionado em um de seus focos. Uma fonte de ondas
sonoras de alta frequéncia (ultrassom) é colocada no outro foco. Todas as ondas
sonoras emitidas pela fonte convergem para o célculo provocando vibracdes que
acabam por quebra-lo em pedacos mindsculos que possam ser expelidos

naturalmente e de modo indolor na urina do paciente [17].
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Figura 67: Aparelho de tratamento de Calculo renal. Fonte em: [17]

Uma interessante aplicacdo da elipse séo as salas de sussurros, construidas
de forma oval (elipsoide), onde sdo marcados os dois focos no chdo. Duas pessoas
em pé, uma em cada um desses pontos, conseguem Se comunicar em voOz
sussurrada, imperceptivel no restante da sala. Algumas dessas construcfes existem
em museus, exposicdes e também em alguns castelos, assim, pelas propriedades
da elipse, todas as ondas sonoras emitidas em um dos focos chegardo ao mesmo

tempo no outro foco, o que proporciona uma ampliacdo natural do som [23].

Figura 68: Sala de sussurros no GeoGebra. Fonte em: [18] e [19]
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A elipse estd presente também na arquitetura, muitas vezes pela aparéncia
aerodindmica, a maximizacdo da entrada de luz e também por apresentar
resisténcia adequada ao vento em certas construcées. Um aplicacao interessante foi
feita pelo paisagista francés Charles L'Enfant, que em 1791, projetou uma praca
eliptica, que foi construida em frente & Casa Branca. A Elipse de Washington possui
no centro uma pedra, que para o presidente da época, Thomas Jefferson, era para
ser o meridiano padrdao dos Estados Unidos, pois passa pela entrada da Casa
Branca [21].
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Figura 69: Praca eliptica em Washington, EUA. Fonte em: [20]
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Um caso recente e interessante de utilizacdo da elipse, € de um inventor
portugués que resolveu inovar, construindo uma bicicleta com rodas no formato
eliptico. A invencéao |he trouxe popularidade e quebrou o paradigma de que a roda

nao precisa ter exatamente o formato de um circulo [22].

Figura 70: Bicicleta com rodas elipticas. Fonte em: [22]

Agora veremos algumas aplicacées da hipérbole. Na astronomia quando se
observa os planetas, os astronomos utilizam telescOpios, muitos destes sao
compostos de um espelho principal no formato parabdlico e um secundario no
formato hiperbdlico, cuja finalidade deste esta em redirecionar a luz do foco principal

para um ponto mais conveniente para o observador [24].
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Figura 71: Espelhos refletores do telescopio. Fonte em: [29]
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A hipérbole, quando rotacionada em torno do seu eixo imaginario, gera uma
superficie que recebe o nome de hiperboloide. Esse conceito é aplicado na
construcdo das torres de refrigeracdo de uma usina nuclear devido a sua
excepcional estabilidade [24]. A seguir temos as torres de resfriamento da usina

nuclear de Didcot, Inglaterra.

Figura 72: Torres no formato de um hiperboloide. Fonte em: [30]

Na arquitetura, esse conceito foi muito bem utilizado pelo arquiteto Oscar
Niemeyer, e percebe-se o0 quanto este gostava de incluir em seus projetos essa
curva. Uma das constru¢des que esta na histéria da criacdo de Brasilia é Catedral
de Brasilia que foi projetada pelo arquiteto por ele, com calculo estrutural feito pelo
engenheiro Joaquim Cardoso. A catedral foi inaugurada em 1970 e até hoje

desperta 0 encanto de quem a visita [31].

Figura 73: Catedral de Brasilia. Fonte em: [32]
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Existem outras aplicacdes do conceito de hipérbole, tais como, em alguns
sistemas de navegacéo, por exemplo, o LORAN que permite ao navegante de um

navio ou de um avido achar sua posicdo sem confiar em marcos visiveis, e para a

navegacao, isto € muito importante [23].
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Figura 74: Hipérboles no sistema LORAN. Fonte em: [33]

Uma das aplicacdes que envolve hipérbole foi descoberta a muito tempo, em
1662, feita pelo quimico-fisico Robert Boyle, ao perceber que sob temperatura
constante, a funcéo representada pela relagéo entre o volume de uma massa fixa de

gas e a pressao exercida sobre ela é hiperbdlica [24].
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Figura 75: Ramo de uma hipérbole. Fonte em: [34]
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Agora iremos apresentar algumas das Vvarias aplicacbes da parabola.
Comecamos pela aplicacdo nas telecomunicag¢des. A pardbola quando girada em
torno de um eixo que contempla o foco e o vértice, gera uma superficie que recebe o
nome de paraboloide. Essa superficie € muito utilizada devido a propriedade
refletora da pardbola. Segundo WAGNER em [27], as antenas parabdlicas sao
construidas no formato de um paraboloide devido a necessidade de captar os fracos
sinais de satélite que recebemos em uma area relativamente grande e concentra-los

em um unico ponto fazendo assim com que o sinal seja amplificado.

Figura 76: Antena parabdlica. Fonte em: [35]

Ja os faréis que empregados em automdéveis, motocicletas, e holofotes muito
utilizados na iluminacgdo de estadios, etc., fazem o processo contrario ao da antena
parabdlica, € colocado uma fonte de luz no foco da pardbola para que os raios de
luzes facam o caminho inverso dos raios recebidos nas antenas. Neste caso, 0s
raios sdo refletidos paralelamente ao eixo focal da pardbola. Esse processo gera o
que chamamos de facho de luz [17].

Sup. espelhada

Farol de um automével Secc¢ao de um farol

Figura 77: Farol automotivo. Fonte em: [23]
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N&o podemos deixar de citar o maior forno solar do mundo que se encontra
em Odeillo, Franca, inaugurado em 1970, a temperatura no ponto focal pode chegar
a 3.800 °C. A energia captada por esse tipo de forno pode ser usada para gerar
eletricidade, derretimento de aco, fazer combustivel de hidrogénio, ou nanomateriais
[36].

Figura 78: Forno solar de Odeillo, Franca. Fonte em: [36]

Na arquitetura a parabola € muito utilizada em construcdes, um belo exemplo
€ a utilizacdo na construcdo de pontes. A Ponte Juscelino Kubitschek, também
conhecida como Ponte JK, esta situada em Brasilia, e liga o Lago Sul, Paranoa e
S&do Sebastido a parte central de Brasilia. Foi inaugurada em 15 de dezembro de
2002, a estrutura da ponte tem um comprimento de travessia total de 1200 metros,
largura de 24 metros com duas pistas, cada uma com trés faixas de rolamento, duas
passarelas nas laterais para uso de ciclistas e pedestres com 1,5 metros de largura

e comprimento total dos vaos de 720 metros [37].

!‘“A e

Figura 79: Ponte Juscelino Kubitschek, Brasilia. Fonte em: [37]
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Quando se trata de um lancamento de projétil em balistica, sobre o qual atua
somente a forca da gravidade, a trajetéria desenvolvida pelo projétil forma uma

parabola [23].
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Figura 80: Trajetoria de uma bala de canh&o. Fonte em: [23]

Assim, finalizamos este capitulo que tem como principal objetivo mostrar

algumas das muitas aplicacGes da elipse, da hipérbole e da parabola.
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CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos atividades que facilitam a visualizacdo das
cOnicas, elipse, hipérbole e parabola, auxiliando o professor no ensino dessas
curvas. Com isso, pretendemos que o professor que se utilizar dessas atividades
explore as conicas e suas aplicacdes utilizando o computador e também partindo de

materiais concretos para chegar as suas equacoes.

As atividades utilizando o GeoGebra, foram criadas na forma de um passo-a-
passo. Ja as atividades que usam dobraduras no papel vegetal, foram feitas em sala
de aula, através de oficina, que teve sua divulgacdo no site da Secretaria Estadual
de Educacao de Mato Grosso do Sul em [39]. Todas as atividades aqui propostas
foram desenvolvidas com alunos do 3° ano do ensino médio na sala de aula, ou no

laboratorio de informéatica, ou através de projeto.

Além das atividades, apresentamos a demonstracdo da equacdo reduzida de
cada uma dessas conicas de uma maneira detalhada, para que o professor possa

utilizar como base no ensino desse contetdo.

Finalizamos o trabalho com algumas aplicacdes da elipse, da hipérbole e da
pardbola, e esperamos que o professor se utilize destes exemplos para motivar os
alunos no estudo deste contetdo e também para deixar mais claro o quanto essas

cOnicas sdo importantes em nossas vidas.
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