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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma atividade utilizando a Torre de Han6i como uma
ferramenta facilitadora no processo de ensino-aprendizagem de funcdo exponencial. Neste
trabalho foi apresentada uma atividade lGdica onde o professor possa inserir os alunos numa
situacdo problema cuja solucdo envolve a criagdo de um modelo matematico fundamentado
na fungdo exponencial. Primeiramente é feita uma introducdo ao assunto atraves da
fundamentacéo teorica, com énfase especial a importancia da utilizacdo de jogos no ensino de
Matematica. O desenvolvimento metodologico da atividade proposta utiliza-se dos
fundamentos do jogo da Torre de Hanoi para introduzir a noc¢do intuitiva de funcéo
exponencial, explorando a lenda que envolve o jogo, apresentando a teoria sobre funcgéo
exponencial e propondo problemas abertos, fechados e situagfes-problema. Citando alguns
autores, procurou-se fundamentar a utilizacdo da atividade como alternativa viavel para
aperfeicoar o processo de aquisi¢cdo das competéncias e habilidades basicas no ensino de
funcgdes, que se configura como base de construcdo de varios contetidos do Ensino Médio. A
atividade pretende agucar no aluno a curiosidade em conhecer o0 jogo em seus diversos niveis
de complexidade, deduzir que existe uma relacdo entre o nimero de movimentos e 0 numero
de discos, motivando-o a conhecer o conceito formal funcdo exponencial, suas propriedades e

resolver diversos tipos de problemas praticos envolvidos nesta teoria.

Palavras-chave: Torre de Handi, Funcdo Exponencial, Ensino-aprendizagem, Resolucdo de

problemas.



ABSTRACT

This work aims to present an activity using the Tower of Handi as an easier in the teaching-
learning process of Exponential Function. It was presented a playful activity where the
teacher could insert the students in a problem-situation in which the solution evolves to create
a math model based in Exponential Function. First of all, an introduction was made on the
subject through theoretical principles, emphasizing the importance of using games in Math
teaching. Methodological development on the proposed activity is based on the Tower of
Handi game to introduce the Exponential Function intuitive notion, by exploring the legend
behind the game, presenting the theory about, proposing opened and closed problems and
problem-situations. Quoting some authors, it was sought to base the use of the activity as a
viable alternative to improve the acquisition process of basic competences and abilities when
teaching Functions. It takes the form to support most of the contents of High School. The
activity aims to sharpen the student curiosity and know its different complexity levels so that
he/she can infer that there is a relation between the number of movements and the number of
pieces. This can motivate them to know the Exponential formal concept, its properties and

solve a variety of practical problems in the theory.

Keywords: Tower of Handi, Exponential Function, Teaching-Learning Process, Problems

solution.
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CAPITULO 1

1.1. Introducéo

Este trabalho apresenta uma proposta de trabalho que trata o contetdo de fungéo
exponencial a partir do jogo Torre de Handi e tem como objetivo principal dar uma
contribuicdo para o ensino de Matematica facilitando a introdugdo desse conteludo que esta
presente em numerosas aplicacfes matematicas na ciéncia e na industria, e é indispensavel no

estudo de muitos problemas de financgas e economia.

Percebendo a quantidade limitada de publicacdes de trabalhos voltados para os
contetdos do Ensino Médio e a falta de motivacdo dos alunos para estudar Matematica, este
trabalho reforca as ideias subjacentes ao trabalho com jogos e intenciona a incorporagédo
dessas ideias pelos professores do Ensino Médio como forma de aumentar o interesse dos
alunos por essa disciplina mostrando que o conhecimento matematico pode ser construido de
forma ludica, criativa e, principalmente, através dos erros que surgem na busca das repostas

corretas.

Nesta perspectiva, GRANDO (2001) ressalta a importdncia dos jogos na

incorporacédo dos contelldos matematicos:

A investigacdo surge da necessidade de compreensdo dos aspectos cognitivos
envolvidos na utilizacdo dos jogos como instrumento na aprendizagem matematica,
uma vez que uma crian¢a em situacfes de brincadeira e/ou jogo desenvolve sua
capacidade de fazer perguntas, buscar diferentes solucgBes, avaliar suas atitudes,
encontrar e reestruturar novas estratégias, ou seja, resolver problemas.

Ha& multiplas justificativas para o uso dos jogos em sala de aula e isso torna
notéria a sua importancia para aprendizagem do nosso aluno atual. Dessa forma, os
Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN’s, 1998), publicagdo do Ministério
de Educacdo e Cultura (MEC), traz importantes contribuicdes para auxiliar o professor em

relacdo & insergdo de jogos no ensino de Matematica, pontuam que:

[...] estes constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem
que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na
elaboracéo de estratégias de resolugdo de problemas e busca de solugdes. Propicia a

12



simulacdo de situacBes-problema que exigem solucBes vivas e imediatas, o que
estimula o planejamento das agdes [...] (p. 46).

Como se percebe no trecho supracitado, os PCN’s orientam para a utilizacdo de
jogos no ensino de Matematica como forma de facilitar a incorporacdo das competéncias e
habilidades matematicas. Cabe ao professor planejar atividades lGdicas que estimule a
curiosidade dos alunos e o0s insira em contextos que 0s permitirdo vivenciar situacfes em que
eles utilizem seus conhecimentos matematicos e, a partir deles, possam ser apresentados a
novas abordagens antes de serem apresentados aos conhecimentos matematicos de maneira

formalizada.

No jogo Torre de Hano6i podemos desenvolver vérias habilidades que estdo
intimamente vinculadas aos objetivos do ensino de Matematica, entre as principais podemos
citar: planejamento das proximas jogadas, capacidade de generalizacdo, criacdo do modelo
matematico que da a quantidade minima de jogadas em funcdo do nimero de discos. E bom
ressaltar que isso s6 ocorrera se houver intervengdes pedagdgicas por parte do professor. E,
segundo GRANDO (2001), essa intervencdo pedagdgica com jogos nas aulas de Matematica
deve acontecer em sete momentos distintos: familiarizacdo com o material do jogo,
reconhecimento das regras, jogar para garantir regras, intervencdo pedagdgica verbal, registro

do jogo, intervencdo escrita e jogar com competéncia.

Nesse aspecto, a Torre de Hanoi € um jogo que pode representar uma simulacao
matematica na medida em que se caracteriza por ser uma situacdo real, criada pelo professor,
para significar varios conceitos matematicos a serem compreendidos pelos alunos através da
Torre de Hanoi, especialmente o conceito matematico de crescimento exponencial facilmente
perceptivel através da variagdo da quantidade de discos. Dessa forma, tornam-se necessarios
aos processos pedagadgicos considerarem a importancia de se ampliar a experiéncia dos alunos

a fim de proporcionar-lhes momentos de atividade criadora.

Para justificar a insercdo da Torre de Handi € necessario apontar algumas

possibilidades pedagogicas:

1. A competicdo através da Torre de Handi garante dinamismo, movimento,

propiciando interesse e contribuindo para o desenvolvimento social.
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2. A competi¢do faz ainda com que o aluno elabore estratégias, e com o tempo,
aprimore essas estratégias, a fim de superar deficiéncias.

3. A busca pela competicdo faz com que o jogador sempre busque desafios maiores,
a fim de sempre se superar, pois a competicdo no jogo propicia uma constante

autoavaliacdo do sujeito sobre suas competéncias, habilidades, etc.

A utilizacdo da Torre de Handi em sala de aula permite inserir o aluno no contexto
de um jogo em que ele pode manusear, analisar, inferir e incorporar a ideia de crescimento

exponencial, através da utilizacdo de material concreto.

Segundo SCHIMITT e FERREIRA, 2004 (apud Moura, G.S.S; et al):

Os materiais concretos sdo elementos facilitadores para que os alunos aprofundem e
ampliem seus conhecimentos dando maior significado as situacGes e atividades
matematicas que desenvolvem no espaco escolar e levando esta compreensao para 0
mundo. (SCHIMITT e FERREIRA, 2004, p.17).

Neste contexto, o jogo da Torre de Handi é uma maneira lidica, concreta e
simplificada de iniciar a contextualizacdo do contetudo de funcBes exponenciais no curriculo
do Ensino Médio, principalmente depois da institucionalizacdo do Novo ENEM — Exame
Nacional do Ensino Médio, fato esse que obrigou todos os sistemas de ensino a reorganizarem

seus curriculos em torno de um ensino mais integrado e contextualizado.

A partir da Portaria n°. 109, de 27 de maio de 2009, publicado no Diéario Oficial
da Unido em 28 de maio de 2009, o Instituto Nacional de Estudos e pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira — INEP — e o Ministério da Educacdo — MEC — estimularam e conseguiram a
adesdo das universidades federais a utilizarem os resultados deste exame na oferta das vagas
de seus cursos. Diante disso, os sistemas de ensino voltaram uma atencdo especial para a
contextualizagdo dos conteudos e, dessa forma, a utilizacdo de jogos se torna essencial para a
introducdo dos conteddos do Ensino Médio que exigem um nivel de abstracdo mais acurado e
cuja contextualizacao € restrita aos contextos alcancados apenas pelos intelectos com nivel de

preparagdo mais avangados.
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Diante de tal contexto, a Torre de Handi se configura como uma ferramenta
poderosa para a aprendizagem dos conteidos e a consequente incorporacdo das competéncias

e habilidades explicitadas na Matriz de Referéncia do Novo Enem.

Embora ndo seja o objetivo desse trabalho é importante enfatizar que o jogo Torre
de Handi pode ser utilizado para desenvolver outras competéncias explicitadas na matriz de

referéncia do ENEM que serdo explicitadas a seguir:

Na competéncia 01 (um) — Construir significados para os ndmeros naturais,
inteiros, racionais e reais — da matriz supracitada, podemos utilizar a Torre de Handi na
contagem da quantidade minima de movimentos dos discos para desenvolver as seguintes
habilidades:

e H2 — Identificar padr6es numéricos ou principios de contagem.

e H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de

argumentos sobre afirmacdes quantitativas.

Na Competéncia 04 (quatro) — Construir nog¢Oes de variagdo de grandezas para a
compreensdo da realidade e a solucdo de problemas do cotidiano — a Torre de Handi pode se
configurar como uma ferramenta eficaz no desenvolvimento das habilidades:

e H15 — Identificar a relagdo de dependéncia entre grandezas.

e H16 — Resolver situacdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta
ou inversamente proporcionais.

e H17 — Analisar informagdes envolvendo a variacdo de grandezas como recurso
para a construcdo de argumentacéo.

e H18 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade envolvendo variagdo de

grandezas.

Na competéncia 05 (cinco) — Modelar e resolver problemas que envolvem
variaveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algebricas — mais
uma vez podemos elencar vérias habilidades que podem ser desenvolvidas através da Torre de
Hanoi:

e H19 — Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre

grandezas.
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e H20 — Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

e H21 — Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos
algébricos.

e H22 — Utilizar conhecimentos algébrico-geométricos como recurso para a
construcdo de argumentacao.

e H23 — Avaliar propostas de intervencédo na realidade utilizando conhecimentos

algébricos.

Uma observacdo importante € que antes de levar qualquer jogo, inclusive a Torre
de Hanoi para sala de aula, € necessario que haja um planejamento de intervencdes
pedagdgicas que ajude o aluno a se familiarizar com os principais conceitos deste jogo para
gue 0S mesmos possam incorporar as competéncias e as habilidades matematicas subjacentes

a Torre de Handi e especialmente ao estudo de funcao exponencial.

Portanto este trabalho traz uma proposta de atividade educacional com a
abordagem do contetdo de funcdo exponencial a partir do auxilio de um jogo matematico
milenar e fundamentado nos pardmetros educacionais institucionalizados no pais e explicitado

na matriz de referéncia do ENEM.
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CAPITULO 2

2.1. Justificativa

As Ultimas décadas tém sido relativamente présperas em relacdo as discussdes
sobre a importancia do estabelecimento de um sistema de ensino sélido em nosso pais. Diante
das novas diretrizes para o Ensino Médio brasileiro e de uma iminente mudanga nos
curriculos provocada pela confirmacdo do ENEM como avaliacdo em larga escala utilizada
para avaliar os sistemas de ensino de forma mais eficaz e diante da universalizacdo gradativa
da substituicdo do vestibular por essa avaliacdo, € necessario que haja uma disseminacao de

maneiras lidicas de ensinar os contetdos do Ensino Médio.

Diante disso, percebe-se a necessidade urgente de uma melhoria nas aulas dos
professores no sentido de aproximar dos jovens e adultos da atualidade o conhecimento
historicamente sistematizado pelas geracbes anteriores através da contextualizacdo dos

mesmaos.

E inegavel que a quantidade limitada de trabalhos voltados para facilitar as
praticas pedagogicas dos professores de Matematica do Ensino Médio é um fator que agrava a
situacdo do ensino de Matematica em nosso pais. Dessa forma, faz-se necessario 0 aumento
de publicacdes que ampliem o leque dessas possiblidades tendo em vista que a maioria das
publicacbes em livros, revistas e periodicos restringem-se a contextualizacdo de contetidos do
Ensino Fundamental, deixando uma lacuna na oferta de atividades que estimulem os
professores de Matemética do Ensino Médio, dificultando assim a aprendizagem daqueles
alunos que tém mais dificuldade em incorporar 0s conceitos matematicos elementares a uma

formacdo mais solida.

Dessa forma, este trabalho traz uma proposta de atividade como uma alternativa
viavel de introduzir a ideia e, consequentemente, o conceito de funcdo exponencial visando a
facilitacdo da incorporacdo da ideia de crescimento exponencial por parte do discente,
tornando o contetdo inteligivel e aumentando a efetividade do processo de ensino-

aprendizagem desse contetdo tdo importante para o exercicio da cidadania.
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Com a introducdo do trabalho a partir do jogo Torre de Handi e a consequente
assimilacdo e incorporacgdo do conceito matematico de fungdo exponencial, o aluno devera ser
colocado diante de situacdes-problemas desafiadoras e poderd resolvé-las utilizando as

competéncias e habilidades incorporadas a partir do jogo.

Portanto a pertinéncia deste trabalho esta vinculada a necessidade de incrementar
0 namero de publicacdes relacionadas ao ensino de Matematica no Ensino Médio de forma
ludica e ajudar professores e alunos na busca da efetivacdo do processo de ensino-

aprendizagem.
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CAPITULO 3

3.1. A Importancia dos Jogos nas Aulas de Matematica

Quando o professor traz algo novo e diferente para sua sala de aula, logo desperta
a curiosidade e o interesse do aluno. Na verdade, quando o professor foge daquela aula
tradicional, e traz uma aula inovadora porque néo dizer mais criativa, os alunos desmotivados
ficam com mais vontade de participar, experimentar e aprender mais sobre o objeto em

estudo.

Fiorentini e Miorim, 1990 (apud Drabeski, E.J.; Francisco, R, p. 03) diz que:

S&o muitas as dificuldades encontradas por professores e alunos no processo ensino-
aprendizagem da Matematica. Se, por um lado o aluno ndo entende a Matematica
que lhe é ensinada e é reprovado por isso, por outro lado o professor, ndo
conseguindo alcancar resultados satisfatorios em suas aulas procura, muitas vezes,
simples receitas de como ensinar determinado contetdo, acreditando ser esta a
melhor solucéo. (Fiorentini e Miorim, 1990)

De acordo com Lopes, 2005, p.22 (apud Drabeski, E.J.; Francisco, R, p. 04): “Os
métodos tradicionais de ensino estdo cada vez menos atraentes para o jovem, ele quer
participar, questionar, atuar e ndo consegue ficar horas a fio sentado ouvindo uma aula

expositiva”.

Podemos observar também nas aulas de Matematica, que o professor ndo explora
a criatividade do aluno, ou seja, a repeticdo prevalece e acaba inibindo o aluno de pesquisar e
buscar seu proprio conhecimento. E preciso que haja uma mudanca no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica. E preciso despertar a curiosidade e o interesse do aluno pelas
atividades executadas em sala de aula. O professor deve propiciar momentos que os levem a
querer buscar o seu proprio conhecimento, fazer com que eles ndo sejam simplesmente 0s
espectadores, mas sim 0s protagonistas no processo de ensino. Pensando nisso, inserir 0s
jogos nas aulas de Matematica é a melhor maneira para que haja o inicio de uma mudanga nos
processos de ensino e aprendizagem, permitindo assim mesclar o modelo tradicional de

ensino a modelos mais criativos e motivadores.
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Segundo SMOLE et al. (2007) todo jogo por natureza desafia, encanta, traz
movimento, barulho e uma certa alegria para o espaco no qual entra apenas livros, cadernos e

lapis.

Para enfatizar a importancia da utilizagdo de jogos em sala de aula SMOLE et al.
(2007) continua:

Por sua dimensdo ludica, o jogar pode ser visto como uma das bases sobre o qual se
desenvolve o espirito construtivo, a imaginacdo, a capacidade de interagir
socialmente. Isso ocorre porque a dimensdo lddica envolve desafio, surpresa,
possibilidade de fazer de novo, de querer superar os obstaculos iniciais e o
incobmodo por ndo controlar todos os resultados. Esse aspecto ludico faz do jogo um
contexto natural para o surgimento de situacdes-problema cuja superacdo exige do
jogador alguma aprendizagem e um certo esfor¢o na busca por sua solugéo.

Como foi dito anteriormente, através do jogo os alunos podem interagir uns com
os outros de forma a desenvolver seu potencial de participacao, cooperacdo, respeito matuo e
critica. Inclusive, no campo lddico e na busca por um conhecimento significativo, 0s jogos
com o uso do material concreto sdo de grande importancia no processo de ensino por ser um
recurso didatico palpavel e que conta o autoestimulo dos alunos na prética e na construcéo do
conhecimento. Nesse sentido é uma ferramenta de grande importancia e deve ser explorada na

atuacdo do professor como facilitador no processo de construcdo do conhecimento.

Ainda segundo SMOLE et al. (2007), o jogo reduz a consequéncia dos erros e dos
fracassos do jogador, permitindo que ele desenvolva iniciativa, autoconfianca e autonomia.
Dessa forma, percebe-se que a utilizacdo de jogos nas aulas de Matematica é essencial para o
desenvolvimento de competéncias e habilidades pessoais que representam uma condigédo
necessaria para o aluno ser protagonista de suas proprias aprendizagens e, assim, esteja
munido das competéncias que lhe assegure a condi¢do de aprender a aprender, um dos pilares
da educacdo para o Século XXI citados no relatério para a UNESCO da Comissdo

Internacional sobre Educacao.
Para finalizar, mais uma vez a SMOLE et al. (2007) enfatiza que antes de
trabalhar com algum jogo em sala de aula é necessario que haja um planejamento e que seja

utilizada a seguinte sequéncia didatica:

20



1 - A escolha do jogo que é apropriado para aquele conteldo;

2 - Apresentagdo do jogo aos alunos;

3 - Apresentar as regras e o objetivo do jogo;

4 - A organizacdo da sala de aula;

5 - O tempo de jogar (tempo de aprendizagem e tempo de aula);

6 - Exploracdo do jogo (conversar com os alunos sobre o jogo, e pedir a eles que
produzam um registro expondo suas dividas, suas opinides e manifestando sua
aprendizagem com 0 jogo).

7 - Problematizar o jogo, ou seja, enquanto os alunos jogam o professor pode pedir
para explicar uma jogada, ou porque tomaram uma decisdo e ndo a outra, e até
mesmo perguntar se ndo ha uma jogada que dificulte a préxima acdo. Vale a pena
também o professor se colocar como jogador em algumas ocasides para se interagir
mais dentro do grupo, observar como os alunos pensam, discutir as jogadas com eles
dentro do grupo.

8 - O professor deve fazer intervencdes para relacionar o jogo com o contetdo
estudado;

9 - Avaliacdo da aula (O que vocés aprenderam na aula? O jogo facilitou no
entendimento do contelido? Como? O que vocés mudariam na aula de hoje? O que
ndo mudariam? O que vocé espera da préxima aula?)

Como podemos perceber, levar um jogo para a sala de aula é algo muito sério, que
exige do professor um planejamento cuidadoso, sé assim ha aprendizagem. Se forem bem
aproveitadas as situacoes do jogo, todos ganham. Ganha o professor por estar proporcionando
aos alunos uma nova e bem elaborada metodologia de ensino, despertando o interesse do
aluno no contetido estudado. E ganha também o aluno por ele estar sendo o protagonista na
construcdo do seu conhecimento. Enfim, a utilizacdo de jogos nas aulas de Matematica traz o
desenvolvimento do raciocinio, possibilita um trabalho mais dindmico, rico em discussdes,

reflexdes e, claro, em experimentos.
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CAPITULO 4

4.1. Proposta de Atividade

Este capitulo traz uma proposta de atividade para trabalhar o conteido de funcéo
exponencial usando o jogo Torre de HanOi como elemento motivador do processo de
incorporacdo das principais competéncias e habilidades que sdo envolvidas no jogo e no

contelido tratados nesta atividade.

4.1.1. Objetivo Geral

Mostrar que a partir do jogo da Torre de Handi é possivel estabelecer um elo entre
este jogo e a funcdo exponencial contribuindo assim para o ensino da Matematica voltado

diretamente para a realidade do aluno.

4.1.2. Obijetivos Especificos

Ao final dessa atividade os alunos deverdo ser capazes de:

e Conhecer as regras do jogo e entender a estratégia correta de efetuar a
guantidade minima de movimentos.

e Identificar a relacdo de dependéncia entre o numero de discos e a quantidade
minima de movimentos necessarios.

e Perceber o crescimento exponencial do nimero minimo de movimentos em
funcdo do nimero de discos.

e Utilizar o algoritmo do numero minimo de movimentos em fungdo do nimero
de discos para incorporar a ideia de funcéo exponencial e suas propriedades.

e Conhecer o conceito de funcdo exponencial e utilizd-lo na resolucdo de
situacGes-problemas.

e Analisar informagdes envolvendo a variagdo de grandezas como recurso para a
construcdo de argumentacao.

e Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.
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e Modelar e resolver situagbes-problemas usando os conhecimentos sobre

funcBes exponenciais.

4.1.2. Conhecimentos Prévios

Para o desenvolvimento da proposta de atividade com a Torre de Hano6i com
eficacia € necessario que o aluno tenha conhecimentos sélidos sobre potenciacdo, Progressao

Geométrica, relacdes entre conjuntos, funcdes e graficos no sistema cartesiano.

4.1.3. Materiais e Tecnologias

Essa proposta de atividade necessita de uma Torre de Hanéi para cada dupla de
alunos na sala de aula, pois é baseada no uso do jogo em duplas como ferramenta para que 0s
alunos possam se apropriar das principais ideias relacionadas ao estudo de funcdo
exponencial. E necessaria também a utilizacdo de um projetor de multimidia conectado a um
computador com o Geogebra para que os alunos possam perceber o crescimento exponencial
do numero da quantidade minima de movimentos relacionada com a quantidade de discos. Os
demais itens necessarios sdo o quadro branco, pincel, apagador e material impresso com as

regras e tabelas necessarias para preenchimentos durante a atividade.

4.1.4. Dificuldades Previstas

Os professores que se dispuserem a trabalhar o conteudo de funcdo exponencial
utilizando o jogo Torre de Handi devem estar conscientes de que enfrentardo algumas
dificuldades relacionadas ao dominio insuficiente dos contetdos que sdo pré-requisitos para o
estudo de funcdo exponencial através da torre de Handi. Assim, os professores devem estar
conscientes de que os alunos ja incorporaram as competéncias relacionadas a potenciacédo e
suas propriedades, relacdo entre conjuntos, nocdo intuitiva de fungdo, sistema cartesiano,

funcgdes e seus graficos e progressdo geométrica.

23



Outro fator a ser considerado é o nivel de motivagdo do aluno para trabalhar em
grupo, tendo em vista que o trabalho sera todo desenvolvido em duplas e a indisponibilidade
de alguns pode prejudicar o andamento da tarefa planejada. Dessa forma, é importante que as
duplas sejam escolhidas por afinidade e na gestdo da aula o professor deve estar sempre

vigilante para que o foco na atividade seja mantido.

Por fim, é importante que o professor seja tolerante com o barulho, pois numa
atividade em duplas em que as trocas de ideias sdo constantes o barulho faz parte e é
consequéncia da proatividade e da curiosidade natural do jovem em busca de um

conhecimento novo.

4.1.5. Tema do Trabalho

Torre de Hanoi como ferramenta facilitadora do processo de ensino-aprendizagem

de funcdo exponencial e resolucao de problemas.

4.1.6. Desenvolvimento Metodoldgico da Atividade

Num primeiro momento os alunos deverao ser deixados a vontade com o jogo, na
intencdo de que se familiarizem com as pecas, com 0s movimentos e com o jeito de encaixar
0s discos nos pinos. Depois disso, para deixar 0 jogo mais atraente, deve-se fazer uma
apresentacdo das regras do jogo e da histéria da torre explicando que a construcdo foi
inspirada numa lenda hindu e que a partir dele é possivel construir ideias matematicas

importantes para a complementagdo do estudo de um novo tipo de funcéo.

Neste segundo momento, deve-se observar o desenvolvimento do jogo segundo as
regras explicadas. O jogo sera iniciado com apenas um disco, para que os alunos transfiram-
no para outra haste, depois com dois discos, aumentando o grau de dificuldade segundo as
regras, até que se chegue ao limite de cinco discos. Durante o desenvolvimento dessa etapa 0s

alunos deverdo anotar em tabelas fornecidas o nimero de movimentos em cada etapa do jogo.
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Nesta etapa os alunos serdo questionados a respeito de quantos movimentos cada
um realizou para transferir a torre do primeiro para o terceiro pino, se a quantidade de
movimentos serd a menor possivel, a quantidade de movimentos de cada peca e sobre a

relacdo entre as quantidades de movimentos dos discos do jogo.

Para que eles se apropriem mais das estratégias, deve-se pedir aos alunos para que
fiquem separados em duplas e a tarefa seja dividida da seguinte forma: um dos alunos movera
os discos e 0 outro deve contar a quantidade de movimentos e anotar numa tabela que deve
ser fornecida antes da atividade. Depois disso a dupla deve trocar de funcdo para que os dois
membros da dupla vivenciem a atividade de mover os discos, contar a quantidade de
movimentos necessarios para mover os discos para a terceira torre. Em seguida, os alunos
devem construir uma tabela com o nUmero minimo de movimentos necessarios para transferir
os discos do primeiro para o terceiro pino e a quantidade de movimentos de cada disco em
cada etapa e responder outras perguntas presentes na tabela que os mesmos receberdo para ser
preenchida durante a atividade.

Diante dos resultados, deve-se oferecer um brinde para a dupla que tenha obtido o
maior nimero de quantidades minimas de resultados nas cinco etapas, usando como segundo
critério de desempate o tempo necessario para que seja executada cada tarefa, sendo que esse
tempo deve ser contado, mas ndo pode ser inserido na tabela para ndao confundir o aluno em
relacdo a sua percepcdo da relagdo entre a quantidade de discos e a quantidade minima de

movimentos necessarios.

A tabela a seguir deve ser usada para que as duplas anotem o numero de

movimentos (y) necessarios para que 0s movimentos com os x discos sejam efetuados:

X discos x=1 X=2 Xx=3 X=4 X=5
Dupla01 |y= y= y= y= y=
Dupla02 |y= y= y= y= y=
Dupla03 |y= y= y= y= y=
Dupla04 |y= y= y= y= y=
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Dupla05 | y= y= y= y= y=
Dupla06 |y= y= y= y= y=
Dupla07 |y= y= y= y= y=
Dupla08 |y= y= y= y= y=
Dupla09 | y= y= y= y= y=
Duplal0 |y= y= y= y= y=
y minimo

Tabela 1. Tabela das quantidades de movimentos efetuados por cada dupla
Fonte: Autor

Com base na tabela anterior, os discentes serdo perguntados qual serd o menor

nimero de movimentos realizados para todas as etapas propostas e montardo uma tabela que

relaciona o nimero minimo de movimentos a quantidade de discos e, a partir disso, serdo

impelidos a perceberem o crescimento exponencial do nimero minimo (y) de movimentos em

funcdo do numero de discos (x) e a expressdao matematica que da o nimero minimo de

movimentos (y) em funcdo do numero x de discos, de acordo com os dados inseridos na

tabela a seguir:

NUmero de discos

NuUmero minimo de movimentos

y=1f(x)=?

Tabela 2. Tabela das quantidades minimas de movimentos.
Fonte: Autor
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Para agucar a curiosidade daqueles alunos mais perspicazes que ndo se
conformam com conjecturas e precisam de uma linha de raciocinio mais acurada sobre a
expressao matematica que da o numero minimo f(x) de movimentos necessarios para passar X
discos do primeiro para o terceiro pino, faremos as perguntas a seguir seguindo uma ordem

crescente de dificuldade:

Handi com Um Disco

a) Sem desperdicar movimentos, qual o nimero minimo de movimentos, para

transportar o disco do primeiro para o terceiro pino obedecendo as regras do jogo?

Hanoi com Dois Discos

a) Sem desperdicar movimentos, qual o nimero minimo de movimentos, para
transportar todos os discos do primeiro para o terceiro pino obedecendo as regras do jogo?

b) Indique a quantidade minima de movimentos de cada peca. Disco 01 e disco
02.

Hanoi com Trés Discos

a) Sem desperdicar movimentos, qual o nimero minimo de movimentos, para
transportar todos os discos do primeiro para o terceiro pino obedecendo as regras do jogo?

b) Indique a quantidade de movimentos de cada peca. Disco 01, Disco 02 e Disco
03.

¢) Qual o disco que mais se movimenta? Qual o que menos movimentamos?
Existe alguma relacdo entre a quantidade de movimentos de um disco e a quantidade de

movimentos do disco imediatamente inferior?

Handi com Quatro Discos

a) Sem desperdicar movimentos, qual o niumero minimo de movimentos, para

transportar todos os discos do primeiro para o terceiro pino obedecendo as regras do jogo?
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b) Indique a quantidade de movimentos de cada pega. Disco 01, Disco 02, Disco
03 e Disco 04.

¢) Qual o disco que mais se movimenta? Qual 0 que menos movimentamos?
Existe alguma relacdo entre a quantidade de movimentos de um disco e a quantidade de
movimentos do disco imediatamente inferior?

d) Qual o segredo que permite jogar bem, sem desperdicar movimentos, com: 03,
04, 05, ..., X pecas?

e) Existem movimentos semelhantes para quatro e cinco pecas? Explique.
Existem diferencas? Quais?

f) Se sua torre encontra-se no 1° pino e vocé muda para o 3° usando o 2° pino
como intermediario e depois muda para o0 2° usando o 1° pino como intermediario, muda

alguma coisa na quantidade de movimentos? Por qué? Algo permanece igual? Explique.

Hanoi com Cinco Discos

a) Utilizando 5 discos no jogo, quantos movimentos fazemos com o0 menor e com
0 maior disco?
b) Sem efetuar o jogo é possivel calcular o nimero minimo de movimentos para

06 pecas? E 09 pecas? Explique e faca os calculos.

Depois de aplicada a atividade préatica, passa-se a0 momento de olhar para todas
as respostas as perguntas anteriores e provar a expressdo matematica que nos da o nimero
minimo f(x) de movimentos necessarios para passar x discos do primeiro para o terceiro pino,

a partir de conclusdes retiradas das ideias da tabela.
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Quantidade de movimentos de cada disco
Quantidade : : : : : Total de
PR Disco 01 | Disco 02 | Disco 03 | Disco 04 | Disco 05 VR
1
2
3
4
5
X

Tabela 3. Tabela para conjecturar a formula da quantidade minima de movimentos.
Fonte: Autor

Depois de analisar a tabela supracitada, refletir sobre o funcionamento do jogo,
incorporar a técnica para se jogar com eficiéncia e conjecturar a expressao matematica que da
0 nimero minimo de movimentos possiveis em funcdo do nimero de discos, parte-se para
uma demonstracao simples da referida expressdo utilizando a soma das quantidades minimas
de movimentos de cada um dos discos utilizando a expressdo da soma dos termos de uma
Progressdo Geométrica (PG). Dessa forma, pretende-se provar a expressdo matematica que
nos d& o nimero minimo f(x) de movimentos necessarios para passar x discos do primeiro

para o terceiro pino, a partir de conclusdes retiradas das ideias da tabela.

A partir da prova de que o jogo Torre de Handi é todo modelado por uma equacéo
cuja varidvel estd no expoente, da-se continuidade a apresentacdo da teoria relativa a fungdo
exponencial, dando destaque especial para os graficos das fungdes e classificando-as em

crescentes ou decrescentes.

Para que o aluno estabeleca o elo entre o contetido a ser estudado com o jogo
motivador do estudo é importante que seja inserida em todas as atividades a relagdo da mesma
com 0 jogo e, neste contexto, € importante a analise do gréafico discreto da funcdo que modela
0 crescimento do numero minimo de movimentos necessarios para transferir todos os x discos

de uma Torre de Hanoi.
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Em seguida, trabalha-se a ideia de inequagdo exponencial fundamentado na
reciproca da definicdo da funcdo crescente e funcdo decrescente, analisando as
particularidades da funcdo exponencial em questdo e mais uma vez fazendo a relacdo das

equacOes com 0 jogo ao propor uma equacéo envolvendo o jogo da Torre de Hanoi.

Para finalizar, deve ser proposta uma atividade envolvendo situagOes-problemas
que visam trabalhar as competéncias relacionadas ao contetdo de funcdo exponencial e
avaliar o nivel de incorporacdo dessas competéncias pelos alunos a partir do trabalho com

funcdo exponencial utilizando o jogo Torre de Handi como elemento motivador.

Ao final dessas atividades é importante que se promova uma autoavaliacdo para
que os alunos possam refletir sobre o que aprenderam e consigam externar suas opinides e
sugestdes a respeito do trabalho com jogos para a motivacgéo do discente diante de uma nova

abordagem matemaética de um conteudo.

4.1.7. Procedimento Metodoldgico da Atividade

A aula serd iniciada com a apresentagdo da histéria do jogo Torre de Hanodi e ao
mesmo tempo apresentando uma situacdo problema contida na lenda de criacdo do referido

jogo.

4.1.7.1. Situacdo-Problema e Lenda.

De acordo com KIRNER (2007), o matematico De Parville aprimorou a historia

criada por Edouard Lucas e o publicou no ano de 1884 da seguinte maneira:

No grande templo de Benares, debaixo da ctpula que marca o centro do mundo, ha
uma placa de bronze sobre a qual estdo fixadas trés hastes de diamante, cada uma
com a altura do osso cubito do braco e tdo fina como o corpo de uma abelha. Em
uma dessas agulhas, Deus, quando criou 0 mundo, colocou 64 discos de ouro puro,
de forma que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e os outros decrescendo
até chegar ao topo. Isto se constituiu na torre do bramanismo. Dia e noite, 0s monges
transferiam incessantemente os discos de uma haste para outra, de acordo com as
leis fixas e imutaveis do bramanismo, que exigiam que 0S monges NuNca Movessem
mais de um disco por vez e nunca deixassem um disco maior ficar sobre um menor.
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Quando os 64 discos fossem transferidos para outra haste, a torre, o templo e as
pessoas seriam transformados em p6 e, com um estrondo, 0 mundo desapareceria.

7 A
Figura 1. Uma pagina do livro La Torre de Handi, (1884), De Parville
Fonte: http:// olmo.pntic.mec.es/~aserral0/articulos/hanoi.html
Acesso em 06 de janeiro de 2015

Segundo CORDEIRO (2007), O Universo tem uma idade aproximada de 13,7
bilhes de anos com um erro de 0,2 bilhGes de anos. Diante desses dados e de acordo com a
lenda, qual o tempo que falta para tudo desaparecer, considerando que 0s monges movem um
disco em cada segundo? Quantos sdo 0s movimentos necessarios? Sera que O universo ja
deveria ter desaparecido? Qual é a relacdo do numero de discos com o numero de
movimentos? Sera que essa relacéo é linear? Ou ndo? Qual o tipo de relacdo entre 0 nimero

de discos e a quantidade minima de movimentos?

4.1.7.2. Resumo Histérico do Conteudo

Em meados de 1883 o matematico francés Fracois Edouard Anatole Lucas (1842 -

1891), com o pseuddnimo de Prof. N. Claus de Siam, um anagrama de seu nome, apresentou
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ao mundo um jogo matematico que hoje € conhecido como Torre de Hanéi, também

conhecida por torre de bramanismo ou ainda como o jogo do fim do Mundo.

A -\npj.'ﬂ-lll 1nu |:|rmrnl

TN
: T

Figura 2. Capa do original do trabalho de De Parville
Fonte: http:// olmo.pntic.mec.es/~aserralO/articulos/hanoi.html
Acesso em 06 de janeiro de 2015

Por que Handi? Nessa época, final do Século XIX, a Franga invadira a coldnia
chamada Indonésia Francesa, que durou até 1954 e incluia os atuais paises Camboja, Laos e
Vietnd. Seguindo o ritmo das batalhas é evidente que os franceses se referiam a esses lugares
constantemente. Hanoi, nome chinés que significa dentro do rio, era a capital da regido norte

do Vietnd e atual capital do pais.

A torre de Hanoi € um jogo com trés pinos sendo que em um deles é colocado
uma pilha de discos concéntricos de tamanhos diferentes, ordenados com 0 menor em cima e
0 maior em baixo. Pode ser jogado com uma quantidade qualquer de discos e o objetivo é
transferir a pilha de disco de um pino para outro utilizando o terceiro pino como auxiliar,
conseguindo completar a transferéncia com uma quantidade minima de movimentos movendo

um disco de cada vez e sempre colocando os discos menores em cima dos maiores.
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Na primeira publicagdo Edouard Lucas dizia que o jogo teve origem no Vietna
(pais cuja capital recebe 0 nome de Handi), sendo muito popular na China e no Japdo, e junto

a publicacdo acompanhava uma com 0 jogo.

Na mesma publicacdo era oferecida uma quantia de mais de um milhdo de

Francos para quem resolvesse o problema da Torre de Han6i com 64 pecas.

Existem diversas lendas a respeito da origem do jogo tém sido contadas ao logo
da histdria. Porém, segundo HEFEZ (2009 p.34), o jogo foi idealizado e publicado pelo
matematico francés Edouard Lucas, em 1883, que, para dar mais sabor a sua criagdo, criou a
lenda que falava da existéncia de um templo oriental, onde existia uma torre sagrada, que
tinha como objetivo trabalhar a disciplina mental dos jovens monges que o habitavam.
Também conhecida como torre de Brahma, tem seu nome inspirado na torre simbolo da

cidade de Hanoi, no Vietna.

A lenda diz que em uma das hastes, no momento da criacdo do universo, Deus
colocou 64 discos de ouro, de maneira que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e 0s
demais decresciam, até que chegasse o topo. Aos monges foi dada a tarefa de mover a torre
formada pelos discos de diamante, para uma outra haste, podendo-se utilizar a terceira como
auxiliar, deve-se mover apenas um disco por vez e, sem que nunca fosse colocado um disco
maior sobre um menor. Os monges deveriam trabalhar incessantemente até que terminassem
de mover as placas de ouro e, com o estrondo de um trovédo, o templo desmoronaria € 0 mundo

desapareceria. Dessa forma, um novo mundo seria criado, 0 mundo de Hanoi.

Segundo as teorias cientificas mais modernas sobre origem e fim do universo, o
sol estd em atividade ha cerca 13,7 bilhdes de anos e devera continuar por igual periodo,
guando entrara em colapso. Nessa fase, a camada de hélio no interior do sol tera crescido
bastante e as camadas exteriores expandidas o suficiente para englobar a Terra, destruindo-a.
Serad o fim do mundo. Depois disso, 0s gases serdo expelidos e o sistema solar serad

transformado numa estrela ana.

Certamente a Torre de Handi é o jogo mais conhecido do mundo matematico. Por

apresentar diversos niveis de dificuldade em decorréncia da variabilidade da quantidade de
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discos utilizados, é utilizado em todos os niveis de ensino desde a educacao infantil até o
ensino superior. Nas fases iniciais da educacdo basica a Torre de Handi pode trabalhar as
habilidades mentais de concentracdo, planejamento das acdes, diferenciacdo das formas
geométricas, percep¢do de tamanho e forma. Podemos trabalhar também varios conceitos
matematicos, entre eles podemos citar: contagem, potenciacao, conceito de diferenciacdo de
areas, progressao, calculo de valor numérico, funcbes, inducdo finita, periodicidade e o

assunto focado nessa aula: funcéo exponencial.
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CAPITULOS5

5.1. Apresentacdo da Teoria

A apresentacdo da teoria referente ao conteldo de funcdo exponencial para o
Ensino Médio deve ser feita a partir das definicdes dos autores dos livros didaticos, mas é
importante que a expressdo matematica obtida a partir da Torre de Handi e seus graficos

sejam sempre retomados ao longo da explanacdo da teoria.

5.1.1. Funcéo Exponencial

De acordo com IEZZ] (2004):

A funcdo f:R — R" definida por f(x)=a*, em que aeR” e a=1l, é
chamada funcdo exponencial de base a. O dominio dessa funcéo € o conjunto ‘R (reais) e 0

contradominio é R* (reais positivos, maiores que zero).

Ou seja, chamamos de funcdes exponenciais aquelas nas quais encontramos a

variavel independente no expoente.
Considerando a relacdo entre a quantidade de discos e a quantidade minima de
movimentos da Torre de Handi, podemos perceber experimentalmente o crescimento ndo

linear de uma grandeza em relagéo a outra.

Lembremo-nos do jogo Torre de Handi e preenchamos a tabela a seguir:

X (quantidade de discos)
1 2 3 4 5 6 X
y (quantidade minima
de movimentos) 1 3 7 15 31 63 e | y=F(X)

Tabela 4. Quantidade minima de movimentos do Hanoi.
Fonte: Autor
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Como saber a expressdo matematica que define f(x)? Somente através da resposta
a esta pergunta é que conseguiremos responder as perguntas surgidas a partir da Torre de

Handi.
Para preencher a tabela acima, e conjecturar algumas respostas, devemos fazer

as atividades propostas nos procedimentos metodoldgicos, preencher todas as tabelas e

resumir todos os resultados na tabela acima.

5.1.2. Uma Prova Simples

Vamos partir de uma situacdo simples e a partir dela fazer generalizacfes para

uma Torre de Handi com x discos.

Vamos analisar a solugcdo de uma Torre de Handi com 03 (trés) discos:

| | vanNikl .. a i
- w_ &® >
\ AT

- - — e —— [
1 | o |

1M1C10 movimento 1 movimento 2
O 11€1 l SULLL
AT e ik i
- ey L&
&P v |
P e — & — . E— _‘__—‘ ‘
= == "= |

“movimento 3 moviunento 5

L _— ===y

movimento 6 movimento 7

Figura 3. Movimentos de um Handi com trés discos
Fonte: http://www.realidadevirtual.com.br/cmsimplerv/
Acesso em 06 de janeiro de 2015

Observe que podemos enumerar os trés discos de 1 a 3, da menor para a maior. As
pecas foram transferidas do poste inicial da esquerda para o poste da direita utilizando o poste

do meio como suporte e seguindo a regra principal do jogo.
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Veja que o disco 3 (disco maior) foi transferido uma Unica vez (Do poste inicial

para o poste final).

Ja o disco de tamanho intermediario, o disco 2, deslocou o dobro de vezes do
disco maior (02 vezes), pois foi necessario fazer um movimento para retira-lo de cima do
disco maior e outro movimento para recoloca-lo de volta cima do disco maior para que 0

disco menor pudesse ser movimentado seguindo as regras do jogo.

Analisando o0 numero de movimentos do disco menor (discol), é possivel
perceber que é o dobro do nimero de movimentos do disco intermediario, pois o disco menor
estd sempre oscilando entre o0s postes e também necessario fazer um movimento de retirada e
um movimento de retorno cada vez que o disco intermedidrio faz um movimento. Dessa

forma, o disco menor faz 4 movimentos.

Veja que o numero total de movimentos € a soma das quantidades de movimentos

de cada peca. Assim, percebemos que a quantidade de movimentos de um Handi de trés

discos é: 1+2+4=7,oumelhor, 1+2* +22=7.

Agora vamos considerar uma Torre de Han6i com x pec¢as enumeradas de 1 a X,
da menor para a maior. O objetivo do jogo é transportar as "X” pegas do poste inicial para o
poste final seguindo as regras do jogo. Vamos analisar quantas vezes se move cada um dos

discos:

O disco x move-se apenas 01 vez (do poste inicial para o poste final).

O disco x—1 tem de se mover o dobro das vezes que o disco X se move, isto &, 2
vezes (uma para sair de cima do disco x e outra para voltar para cima do disco x).
Analogamente, o disco x—2 tem de se mover o dobro das vezes que o disco X—1 se move,
ou seja, 4 (uma para sair de cima do disco x—1 e outra para voltar para cima do disco x-1,

isto repetido tantas vezes quantas o disco x—1 tem que se mover).

37



Continuando este processo, facilmente se conclui que o menor dos discos, o disco

1, se move o dobro das vezes do disco 2 ou seja 2" vezes.

Note-se que estes valores sdo todos poténcias de 2, que 0s numeros de

movimentos dos discos x; Xx—1; Xx—2; ...; 2; 1; sdo, respectivamente, 1; 2; 4; ...; 2*°%, 2**

Assim é possivel concluir que a quantidade minima de movimentos de um Hanoi

com x discos é dada por: 1+2+4+...+2*% + 2**movimentos. Observe que essa sequéncia é

uma Progressao Geomeétrica (PG) de x termos cujo primeiro termo é 1 e a razdo é 2.

Usando a expressao da soma dos termos de uma PG, temos o seguinte:

1.(2* -1)
2-1

14244 +.. 42242 = =2*-1

Assim é possivel concluir que um Hanoi de x discos é transferido do primeiro

para o ultimo disco com um total de 2" —1 movimentos.

Portanto, completemos a tabela com a funcdo f(x)=2* -1, onde x é a

quantidade de discos e f(x)=2" -1 é uma fungdo exponencial, objeto matematico que é o

foco deste trabalho.

5.1.3. Grafico da Funcédo Exponencial

O gréfico da funcdo f : R — R*definida por f(x)=a*,emque aecR" e a=1,

deve ser estudado considerando dois casos:

e Caso a>1;

e Caso O<axl.

Vejamos os exemplos a seguir:
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1° Caso: y = f(x) =2 (nesse caso, a=2, logo a>1)

Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de v,

obtemos a tabela e o gréafico abaixo:

X y=2"
-2 1/4
-1 Y2
0 1

1 2

2 4

Tabela 5. Dados para a construgéo do grafico da fungo f (x) = 2*
Fonte: O Autor

De acordo com a tabela e com auxilio do Geogebra, temos o seguinte grafico:

P s e e e

e

WV

|
N

I
-
o
X

=%

i

x
N

Gréficol. Gréfico da funcéo f(x)
Fonte: O autor

2° Caso: y=g(x) = (%) (nesse caso, a = % ,logo 0<a<1l).
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Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de v,
obtemos a tabela e o gréafico abaixo:

x | y=(1/2)F
2 4

1 2

0 1

1 Y

2 1/4

Tabela 6. Dados para a construgdo do grafico da fungo g(X) = (O,S)X
Fonte: O Autor

De acordo com a tabela e com auxilio do Geogebra, temos o seguinte gréfico:

Gréfico2. Grafico da funcéo g(x)
Fonte: O autor

Nos dois casos, podemos observar que:

a) o grafico ndo intercepta o eixo horizontal, ou seja, a funcéo ndo tem raizes;
b) o gréfico corta o eixo vertical no ponto (0,1);
c) os valores de y sdo sempre positivos (poténcia de base positiva é positiva),

portanto o conjunto imagem € Im=R"
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Dessa forma, é possivel demonstrar que:

a>1 O<a<1l

i 0

.S 7-2 x

f(x) é crescentee Im=NR" f(x) é decrescente e Im=R"

Para quaisquer X; e X, do dominio: Para quaisquer X; e X, do dominio:

X, >X, =Y, >Y, X, >X, =Y, <Y,

(as desigualdades tém mesmo sentido) (as desigualdades tém sentidos diferentes)

Tabela 7. Desigualdades em expoentes
Fonte: Autor

Considerando a relacdo entre a quantidade de discos (x) e a quantidade minima de
movimento, podemos tomar a funcdo h:N —>, em que h(x)=2"-1, com N sendo o

conjunto dos nimeros inteiros positivos, podemos fazer um grafico descontinuo a partir da tabela

de resultados obtidos pela funcdo h. Vejamos a seguir:

X (quantidade de discos) h(x) (quantidade minima de movimentos)
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31
6 63
X 2x -1

Tabela 8. Dados para a construgéo do grafico discreto dafungdo h(x) = 2* —1
Fonte: O Autor
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De acordo com a tabela acima, podemos tragar o grafico discreto da fungdo que

representa a quantidade minima y = h(x) de movimentos necessarios para levar x discos de

uma Torre de Hanoi do primeiro para o terceiro disco, seguindo as regras do jogo:

1201 |

1001 ,
801 ,
601
40 /

201 y

5" 0 0 — >

Gréfico 3. Gréfico discreto da fungéo h(x)
Fonte: Autor

5.1.4. Inequacdes Exponenciais

Chamamos de inequacdes exponenciais toda inequacdo na qual a incognita

aparece em expoente.

Exemplos de inequacdes exponenciais:

1) 3" >81 (asolucdoé x> 4)
2) 2?2 <21 (que é satisfeita para todo X real)

X -3
3) (gj > (gj (que é satisfeita para x < -3)
4) 25*-150.5" +3125<0 (que ésatisfeita para 2 < x < 3)

Para resolver inequacOes exponenciais, devemos realizar dois passos importantes:
1°) reducdo dos dois membros da inequacéo a poténcias de mesma base;
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2°) aplicacdo da reciproca da propriedades das fungdes crescentes e decrescentes:

Seja f(x)=a”, onde 1+a >0, podemos dividir as inequacdes exponenciais em

dois tipos:

1°TIPO 2°TIPO

Se O<a<1,entdo f(x) édecrescente, logo: |Sea>1,entdo f(x) é crescente, logo:

a">a"=m<n;com mneR a">a"=m>n;commneR

(as desigualdades tém sentidos diferentes) (as desigualdades tém mesmo sentido)

Tabela 9. Resumo das desigualdades em fungBes exponenciais
Fonte: Autor

5.1.5. Exercicios Propostos

5.1.5.1. Problemas Fechados (05)

1. Qual a quantidade minima de movimentos de um Hanoi de 9 discos?

2.Sendo f(x)=2" -1, calcule:
a) fOf(2)+f(B)+...+ f(8)
b) x, tal que f(x)=1023.

3. Seja f:R—>NR", definida por f(x)=3". Determine os valores de xe ‘R, tais que
f(x+1)+ f(—x+4)=36.

L 2 1
4. Qual o menor inteiro m, tal que: 5™ -5*"*.57° < c

5. Se (m, n) € a solucdo do sistema a seguir:
2" +3" =11
2" -3" =5
Calcule o valor de m + n.
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5.1.5.2. Situagbes-Problemas (05)

1. Sabemos atualmente que a
quantidade minima Q de
movimentos necessarios para
transportar n discos da do 1°

para o 3° poste, utilizando o

2° como  auxiliar e \
obedecendo as regras do jogo ‘%A

é modelada pela expresséo: \

Q=2"-1, onde Q é a _ I -
Figura 4. Situac&o-Problema envolvendo o Jogo Torre de Hanoi.

. ;. Fonte: http://casadamatematica.blogspot.com.br.
quantldade minima de Acesso em 12 de dezembro de 2013

movimentos e n é quantia de pecas utilizadas na torre.

De acordo com a lenda da Torre de Handi, o mundo se destruird apés o Gltimo movimento dos
64 discos do Handi do templo em Bernares, india. Sabendo que o Universo tem 13,7 bilhdes
de anos (Fonte: http://super.abril.com.br/ciencia/qual-idade-universo-447004.shtml, acesso
em 15 de dezembro de 2013), e que os monges conseguem efetuar um movimento por
segundo, sem errarem, tente responder:

a) Quantos anos sdo necessarios para movimentar todas as pecas?

b) O mundo ja deveria ter sido destruido ou falta muito tempo para isso acontecer? Quantos

anos faltam?

2. Pierre faz um deposito de R$
500,00 na caderneta de '
TRL
poupanga no Banco Incognita Sf
atraido por uma taxa de juros RIS
de 0,9% ao més sobre o saldo
total. Apdés consultar o
matematico Isaac ele descobre

gue 0 montante apos X meses, é

M =500 - (1,009)"

a) Qual o montante ap6s 1 ano?
Figura 5. Porquinho-simbolo da poupanca.

b) Qual o rendimento do 1° ano? Fonte: http://queroficarrico.com
Acesso em 12 de dezembro de 2013
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c) Depois de quanto tempo o dinheiro vai dobrar?

3. A piscina da casa de
Arquimedes tem capacidade
para 100 m* de agua. Nos finais
de semana de descanso ele
manda o caseiro Genival encher
a piscina e colocar 1000g de
cloro na agua as 22h00min do
sébado. A &gua pura continua a
ser colocada na piscina a uma

vazdo constante, sendo o0

excesso de égua eliminado Figura 6. Situagdo-problema envolvendo concentragéo de cloro na piscina
Fonte: http://www.portalbarueri.com
através de uma saida Acesso em 12 de dezembro de 2013

d’agua. Depois de t horas, observa-se que a quantidade de cloro na piscina é
Q(t)=1000-(0,9)".

a) Que quantidade de cloro restara na piscina as 08h00min do domingo?

b) E ao meio dia do domingo?

c) Qual o momento em que a quantidade de cloro ficara reduzida a metade do cloro que foi
inicialmente colocado?

d) Qual o percentual de cloro ainda restante na &gua as 17h00min do domingo?

(Adaptado de: LIMA, Elon Lages. Temas e Problemas Elementares).

4. O Acude Castanhdo esta
localizado no interior do estado
do Ceard, no curso do Rio
Jaguaribe e é um importante
mecanismo para 0 combate a
falta de agua na capital do
Estado. O agude suporta um
volume de 6,7 bilhdes de metros

cubicos de agua e tem uma taxa

R " SEC NN
de evaporacao de um valor Figura 7. Barragem do Castanh&o, Nova Jaguaribara — CE.
Fonte: http://rafaelfernandesrn.blogspot.com.br
Acesso em 12 de dezembro de 2013 15



aproximado de 5% ao més. Em marco de 2009 o acude estava com 90% de sua capacidade
méaxima. Considerando a manutencdo da vazdo normal do Rio Jaguaribe, responda:

a) qual o percentual de 4guas no Acude Castanhdo em janeiro de 2010?

b) considerando que ndo haja inverno rigoroso e que 40% é o percentual critico, qual o més
que ocorrer esse fato?

) Quantos meses sdo necessarios para que o volume de agua se reduza a um tergco?

(Adaptado de: LIMA, Elon Lages. Temas e Problemas Elementares).

5. Estima-se que a populacéo de
Paraiso do Norte cresca 3% a
cada 5 anos.

a) Qual é o crescimento estimado
para um periodo de 20 anos?

b) E em um periodo de t anos?
(Adaptado de: LIMA, Elon

Lages. Temas e Problemas Figura 8. Gravura
Fonte: http://alfredojunior.wordpress.com
Elementares). Acesso em 12 de dezembro de 2013

5.1.5.3. Problemas Abertos (05)

1. Uma cultura, inicialmente com n, bactérias, reproduz-se em condigdes ideais. Suponha

que, por divisdo celular, cada bactéria dessa cultura dé origem a duas bactérias idénticas por
hora. Pergunta-se: qual a populacdo de bacterias dessa cultura apos t horas do instante

inicial?

2. Uma bola cai de uma altura h e salta, cada vez que toca o chdo, dois tercos da altura da

qual caiu. Seja h(n) a altura da bola no salto de nimero n, qual a expressdo matematica para

encontrar h(n)?

3. Um automovel zerado é comprado por um determinado preco P, e tem uma desvaloriza¢éo
de 10% por ano nos primeiros 05 anos. Seja P(n) o preco do automovel ap6s n anos,

encontre a expressao matematica que possibilite calcular P(n) no intervaloden=0n=5.
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4. Jonatas é um comerciante e quer fazer um bom investimento em que a taxa de juros seja

maior que o juro da poupanca. Sendo assim, ele resolveu emprestar uma quantia Q, a um

amigo e cobrou 3% ao més sobre o saldo. Qual a quantia final Q depois de t anos?

5. A agua de um reservatorio se evapora a taxa de i % ao més. Em quanto tempo ela se
reduzira a um terco do que era no inicio?

5.2. Autoavaliacéo e Avaliacdo Docente

Ao final de todo processo de ensino é importante que o aluno seja desafiado a
pensar sobre suas aprendizagens através de algum mecanismo objetivo e/ou subjetivo de
autoavaliacdo, pois é nesse momento que aluno tem a oportunidade de participar de maneira
mais ampla e ativa do processo de aprendizagem, uma vez que tem a oportunidade de analisar

Seu progresso nos estudos, suas atitudes e comportamento diante do professor e colegas.

A avaliacdo da aprendizagem deve ser um processo em que professor e aluno
mantenham um didlogo permanente em busca da melhoria da aprendizagem ao mesmo tempo
em que o professor melhora sua préatica. Para Hoffmann (2005), a autoavalia¢do é o caminho
mais eficaz nessa direcéo, pois é a partir desse instrumento que o aluno realiza um olhar sobre
si mesmo e tem a oportunidade de pronunciar seus sentimentos e dificuldades na escola,

superando assim 0 seu anonimato e tornando protagonista de sua aprendizagem.

Diante disso, a autoavaliacdo dessa essa atividade é considerada também
avaliacdo docente porque é através dela que o professor passa ater uma visdo geral do aluno e
podera refletir sobre sua prética.

5.3. Possiveis Continuac6es e Desdobramentos
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O trabalho com jogos deve e pode se configurar como uma grande oportunidade
para que os professores possam aproveitar a vontade que os alunos tém de brincar para
aproxima-los de objetos matematicos que serdo elo entre o lddico e o conhecimento

matematico.

O trabalho com a Torre de Handi pode ser aplicado nos diversos niveis de ensino
desde a educacdo infantil até o ensino superior, com trabalhos que envolvem ordem de
grandezas e cores na educacdo infantil, atravessando o Ensino Fundamental no trabalho com
potenciacdo, no Ensino Médio ao trabalhar relagBes, funcBes, conjuntos, Progressdo
Geomeétrica e entrar no nivel superior ao trabalhar o Principio da Indugdo Finita, recorréncias

lineares, aritmética e teoria dos nimeros.
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Considerac0es Finais

Ao concluir este trabalho péde se perceber que é possivel trabalhar, introduzir
funcgdo exponencial a partir da Torre de Handi contribuindo assim para ensino de Matemaética
voltado para a realidade do educando. A partir do jogo da Torre de Handi foi possivel
estabelecer um elo entre este jogo e a funcdo exponencial que é um conteudo que esta
presente em numerosas aplicacfes matematicas na ciéncia e na industria, e é indispensavel no

estudo de muitos problemas de finangas e economia.

Este trabalho permite que os docentes tenham um novo olhar sobre o trabalho
com jogos, vendo-0 sob uma perspectiva positiva diante de um contexto educacional onde é
cada vez mais dificil executar um trabalho que faca o aluno aproveitar todo seu tempo
pedagdgico sem desviar a atencdo para as futilidades que surgem dentro da sala de aula.

O trabalho com jogos permite ao aluno e ao professor construirem juntos as ideias
que contribuirdo para o desenvolvimento do raciocinio l6gico do discente, além de ajuda-lo a
organizar as ideias, a tomar decisdes, inferir hipdteses e etc.

Os jogos também resgatam o desejo pela busca do conhecimento e tornam a
aprendizagem mais prazerosa. Portanto € no jogo que se, cria, antecipa e inquieta, assim
transforma-se, levantam-se hipdteses e tragam estratégias para a busca de solugdes. No jogar,
0 desejavel passa a ser algo obtido através da sua imaginacdo, onde o abstrato se concretiza e

resulta no processo de construcdo do conhecimento.

Os jogos tém suas vantagens no ensino da Matematica desde que o professor
tenha objetivos claros do que pretende atingir com a atividade proposta. O jogo por si s6 ndo
basta, é necessario observar que as situacdes vivenciadas durante o jogo levem o jogador a

desenvolver uma série de habilidades matematicas em diversos niveis de ensino.

Desta forma, alunos e professores trabalham sob uma perspectiva de cooperagao
num eterno ato de fazer a aula juntos, aprendendo e ensinando, fazendo e refazendo, numa
eterna busca pela aquisicdo de novos saberes e novos valores que irdo nortear as suas agoes

durante toda vida.
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Anexo | — Autoavaliacdo da Atividade

Responda as perguntas a seguir e colabore para a melhoria da atividade:

01. Quais as principais dificuldades que surgiram na resolucdo dos problemas, abertos,
fechados e situagOes-problemas? Ha alguma diferenca entre os diversos tipos de exercicios
propostos? Quais sdo?

02. Houve algum conceito que vocé ndo entendeu? Cite-o. O que vocé sugere para que
possas aprender melhor?

03. O que vocé sugere para melhorar a atividade envolvendo a Torre de Hanoi?

04. Para vocg, qual o segredo para jogar bem o jogo e qual a relacdo dele com o contetdo de
funcdo exponencial?

05. Como vocé vé a utilizagdo do jogo para facilitar a aprendizagem do aluno em
Matematica?
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Anexo Il — Resolucdes

Resolucdes dos Problemas Fechados:

1. Uma solucéo para o problema fechado 1.

Sabemos que 0 modelo matematico que da a quantidade minima de movimentos de um Hanoi

€ g, =2" —1, onde n é a quantidade de discos do Handi.
Assim, para um Handi de 9 discos temos n = 9.

Substituindo na expressdo temos: ¢, =2" —1=2° —1= 512 —1=511 movimentos.

2. Uma solucdo para o problema fechado 2.

a) Sendo f(x)=2* -1, temos que:

fQO+fRQ+f@)+.+f@=2"-)+2°-D+(2°-D+..+(2°-1) =
— (2 42742 +..42°)~1.8=2-(2° ~1)—8=2.255 -8 =510 8 = 502

b) Sabemos que f(x) = 1023.
Como f(x)=2" -1, temos a seguinte equacao exponencial: 1023 = 2 —1.
Adicionando 1 aos dois membros temos: 1023 +1=2* -1+1=1024 =2 =

= 219 =2 = x=10.

3. Uma solugéo para o problema fechado 3.

Sabendo que f(x) = 3%, temos que resolver a seguinte equacéo:
f(X+D)+ f(—x+4)=36=3"4+3""=36=3-3+81.3" =36 >

:>3-3X+%:36.

Fazendo = 3" =y, temos: :>3y+8—y1:36:>3y2 -36y+81=0
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Assimtemos y=30u y=9 = X=10u x=2.

4. Uma solugéo para o problema fechado 4.
Veja a inequacao:
5m2 .52m-1 53 S% — 5m2+2m—1—3 S5—1 — 5m2+2m—4 S5_l.

Como a base da poténcia é 5 >1, temos que essa inequacdo € reduzida a inequacdo seguinte:

m?2+2m-4<-1 = m?>+2m-3<0 = -3<m<L

5. Uma solucéo para o problema fechado 5.
2" +3" =11

Temos o seguinte sistema:
2" -3"=5

X+y=11

Fazendo 2™ = x e 3" =y, temos 0 seguinte sistema: {x y=5"

Resolvendo o sistematemos x=8e y=3= m=3 e n=1.

Portanto m+n=3+1=4

Resolucbes das Situagbes-Problemas:

1. Uma solucgéo para a situagdo-problema 1.

Como sdo 64 discos, temos q = 2% —1=18.446.073.709.551.615 movimentos.

Como é feito um movimento por segundo, temos 18.446.073.709.551.615 segundos.
Calculando a quantidade de segundos temos: lano = 365dias-+ 6h = 365 - 24h + 6h =
=8.766h =8.766 - 3600s = 31.557.600s.

E simples concluir que, de acordo com a lenda hindd, levariamos 584.542.046.000 anos para

transportar os 64 discos. Ou seja, levariamos mais de 584 bilhGes de anos.
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b) Como o Universo tem 13,7 bilhdes de anos, podemos concluir que ainda falta muito tempo

para o Universo ser destruido.
Aproximadamente 584,5 — 13,7 = 570,8 bilhdes de ANOS.
Ainda restam mais de 570 bilhdes de anos para 0 nosso Universo.

2. Uma solucdo para a situagdo-problema 2.

a) Sabemos que o montante é calculado pela expressdo: M =500-(1,009)*, onde M é o

montante apos X meses. Sendo assim, temos que X =12 meses = 1 ano.

Aplicando na expressdo, temos:

M =500-(1,009)* = M =500-(1,009)"* = M =500-1.113 = M =556,75.
Assim o montante apés 01 ano é R$ 556,75.

b) Pelo item anterior é possivel perceber que um capital de R$ 500,00 resultou num montante
de R$ 556,75. Assim o rendimento € 556,75 —500,00 = 56,75 .

O rendimento é de R$ 56,75.
c) A pergunta €: depois de quanto tempo o dinheiro vai dobrar?

Ora, temos uma quantia inicial de R$ 500,00 e queremos saber quanto tempo vai necessitar
para o dinheiro dobrar, ou seja, em quanto tempo o dinheiro vai resultar num montante
equivalente a R$ 1.000,00. Assim, temos M = 1.000.

Temos que: M =500 -(1,009)*, dividindo tudo por 500, temos: = 2 = (1,009)*.

Usando a definicdo de logaritmo, temos: x = log, ,,, 2, mudando para a base 10, temos o

log 2 ‘= 0,301

— = X= = X =77 meses = X =6anos e 5meses.
log1,009 0,0039

seguinte: x =
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Para duplicar um capital aplicado a 0,9 % ao més necessita-se de 6anos e 5 meses.

3. Uma solucéo para a situagao-problema 3.

a) Observe que 0 meu instante inicial € 22h00min, ou seja, vamos imaginar que um
crondmetro fosse zerado as 22h00min. Assim, 22h00min equivale a t =0, 23h00min equivale

a t=1, 24h00min equivale at = 2, e assim sucessivamente.

Dessa forma é possivel concluir que para 8h00min do dia seguinte eu terei t =10.

Assim, a quantidade de cloro que restarda é dada pela expressdo Q(t)=1000-(0,9)" e é

calculada da seguinte maneira:

Q(t) =1000 - (0,9)" = Q(t) =1000 - (0,9)*° = Q(t) =1000 - 0,349 = Q(t) =349 g de cloro.

Dessa forma é possivel concluir que ainda restardo 349 g de cloro a 08h00min do dia

seguinte.

b) Utilizando o mesmo raciocinio concluimos que, ao meio dia, temos t = 14.

Dessa forma:

Q(t)=1000-(0,9)" = Q(t) =1000 - (0,9)"* = Q(t) =1000- 0,229 = Q(t) =229 g de cloro.

Dessa forma é possivel concluir que ao meio dia ainda restaréo 229 g de cloro.

c¢) Essa pergunta corresponde a perguntar qual o momento em que teremos 5009 de cloro na

piscina? Ou seja, para que valor de t temos Q(t) =500.

Utilizando a equacéo temos:
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Q(t)=1000 - (0,9)"' = 500 =1000 - (0,9)**, dividindo por 1000, temos:
0,5=(0,9)", usando a definicao de logaritmos, temos: t = log,,0,5.

log0,5 -0,301
log0,9 —0,046

Mudando a base, temos: t t =6,54 horas, ou seja,

6h +0,54h = 6h32min .

Assim, 0 momento em que a piscina ficou com a metade do cloro foi

22h00 min+ 6h32 min = 28h32min . O que equivale a 4h32min da manha seguinte.

4. Uma solucéo para a situacao-problema 4.

a) Observe que se considerar que o Agude Castanhdo tem sua vazdo mantida, ele perde 5% de
suas aguas todos os meses. Assim o fator de multiplicacdo da expressdo que da a quantidade
de aguas € 100% - 5% =95% =0,95.

Assim Q(t)=Q, -(0,95)", onde Q(t) é a quantidade de &gua no instante t e Q, ¢é a quantidade

inicial.

Sabemos que a quantidade inicial da agua do Castanhdo € Q, =90% de 6,7 bilhGes =

0,9-6,7 =6 bilhdes aproximadamente. 1sso no més de margo.

Assim temos que: Q(t)=6-(0,95)", em bilhdes de metros clbicos.

Em janeiro de 2010, se passaram 10 meses, ou seja, t =10.

Dessa forma: Q(t)=6-(0,95)" = Q(t)=6-(0,95)"° = Q(t)=6-0,598 =

= Q(t) =3,6 bilhdes de metros clbicos.
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Portanto o percentual é: 2—6 =0,53=53%.

Em janeiro de 2010, o Acude Castanh&o estaria com a capacidade de 53%.

b) Agora 40% de 6,7 bilhdes = 0,4-6,7=2,68 bilndes de metros cubicos é a quantidade

critica.

Assim, apliqguemos Q = 2,68 na expressao, que considera marco de 2009 o instante inicial.

Q(t)=6-(0,95)" = 2,68=6-(0,95)", dividindo por 6, temos:
0,446 = (0,95)" = (0,95)" =0,446 .

Usando a definicdo de logaritmos temos:

0446 _ ¢ _ log 0,446 o —-0,350
log 0,95 —0,0222

t= 1000 95 = t =15,71 meses

Ou seja, t = 1 ano 3 meses e 20 dias.
Portanto, sdo necessarios aproximadamente 1 ano e 4 meses, a partir de margo de

2009, para que o Acude atinja um nivel critico. Ou seja, somente em julho de 2010 o agude

entrara em nivel critico se a pluviosidade ndo contribuir.

c) Agora temos que fazer que Q(t) = %Qo :

Como temos que Q(t)=Q, -(0,95)". Isso corresponde a Q, - (0,95)" :%Q0 = (0,95)" = %—>
Iog1
. 3 - logl-log3 — t:O—Iog3 - t:O—0,477 i —0,477 N
log 0,95 log 0,95 log 0,95 —00222 —00222

= t=21,48 = t=21mesese meio = t=1ano e 10 meses aproximadamente.

Portanto o Acude Castanhdo necessita de aproximadamente 01 ano e 10 meses para ficar com

um terco da sua capacidade.
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5. Uma solucéo para a situacdo-problema 5.

Observe gque a cada 5 anos a populacédo de Paraiso do Norte cresce 3%. Temos que dividir o

nosso periodo em intervalos de 5 anos. Assim 20 anos corresponde a 4 intervalos de 5 anos.

A taxa de crescimento é 3%, logo o fator de aumento é 100% + 3% = 103% = 1,03

Logo a expressdo que da a populacédo P depois de n periodos é: P(n) =P, - (1,03)".

Para t = 20 anos temos n = 2—50 = 4 periodos.

Assim: P(n)=P,-(1,03)" = P(n)=PR,-(1,03)* = P(n) =P, -1125 =
P(n) =P, +0,125P, = P(n) = P, +12,5%P, o

Portanto, o0 aumento em 20anos foi de 12,5%.

t

b) Para t anos, temos n = % logo temos P(n) =P, -(1,03)" = P(t)=P, -(1,03)5 =

— P(t)=P,-3/(1,03)' = P(t)=P, -3/(1,03)" .
Assim, o percentual é 100 - (—1+ 3/(1,03)" )%.

Resolucdes dos Problemas Abertos:

1. Uma solugéo para o Problema Aberto 1.

Observe:

Para t=0 =0, temos n =n,n=n;
Para t =1h, temos n =2n,;

Parat =2h, temos n=2n,-2=4n,;
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Para t =3h, temos n=4n, -2 =8n,;

Assim, para t =th, temos n = 2'n, bactérias.

2. Uma solucédo para o Problema Aberto 2.

Observe:
Para t =0, temos h(0) =h;

Para t =1, temos h(1) = %h ;

2 o (2)
h-g—h(z)_tsj h;

2Y', 2
Para t =3, temos h(3)=|=| h-=
3 3

Para t =2, temos h(2) =

w| N

I
-0
—~
N
) —

I
VR
wlN
N—

w
=

Assim, para t =n, temos h(n) = (% h.

N——

3. Uma solugéo para o Problema Aberto 3.

Para t =0, temos P(0) =P,;

Para t =1h, temos P(1) = P, —10%P, = 0,9P,;

Para t = 2h, temos P(2) = 0,9P, —10%0,9P, = 0,9- (P, —10%P)=0,9-0,9P, = (0,9)*P,;
Para t = 3h, temos:

P(3) = (0,9)?P, —10%(0,9)?P, = (0,9)? - (P, —10%P) = (0,9)* -0,9P, = (0,9)° - P,;

Assim, para t = n, temos P(n) =(0,9)" - R,

Outra solucéo para o Problema Aberto 3

Se houve uma desvalorizacao ¢é por que o preco diminuiu e o fator de diminuig&o é:
100% —10% =90% =0,9.

Entdo a expressdo matematica que da o valor de P(n) é:
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P(n)=P,-(0,9)".

4. Uma solucéo para o Problema Aberto 4.

De maneira analoga ao problema anterior se conclui que Q(t)=Q, - (1,03)".

5. Uma solucdo para o Problema Aberto 5.

O procedimento a ser utilizado nesta questdo é o mesmo utilizado para resolver a questao
5.4.3.3.

Procedendo da mesma maneira chegamos a seguinte resposta:

i 05)t —P . _Lt
P®)=P,-(1-i%) = P@{t)=P, -(1 100) .
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