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Resumo

Este trabalho apresenta uma forma para se calcular a area de um poligono de n lados
quando sao conhecidas as respectivas coordenadas de seus vértices, esta idéia é diferente do
que ¢ apresentada nos livros didaticos do Ensino Médio. Dados n pontos de um poligono,
associa-se a cada par de pontos um determinante formado pelas coordenadas de seus vértices.

A 4rea sera o somatorio das metades desses determinantes.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Poligonos, Areas.



Abstract

This paper presents a way to calculate the area of a polygon with n sides are known as
the coordinates of their respective vertices, and this idea different from what is presented in
textbooks of high school books. n data points of a polygon, is associated with each pair of
points a determinant formed by the coordinates of its vertices. The area will be the sum of

the halves of the determinants.

Keywords: Analytic, Polygons, Areas.
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Introducao

De acordo com os PCNs, as finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam

como objetivos levar o aluno a:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permitam a ele

desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matemédticos a situagoes diversas, utilizando-os na inter-

pretacao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

e analisar e valorizar informagoes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferramentas
matematicas para formar uma opiniao prépria que lhe permita expressar-se criticamente sobre

problemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugao de problemas, de comunicacao, bem

como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianca procedimentos de resolugao de problemas para desenvolver a com-

preensao dos conceitos matematicos.

Com as referidas competéncias descritas nos PCNs, vimos que existem algumas contradigoes
com a pratica de resolucao de problemas envolvendo o calculo de areas, os quais nao estimulam
o estudante a pensar, e sim , a repetir exaustivamente alguns métodos, como por exemplo o
calculo da area do triangulo, onde esta area ¢é igual a metade do médulo do determinante
formado pelas coordenadas dos vértices deste triangulo (GENTIL, 2000). Em outras situagoes
que envolvam &areas de poligonos de mais de trés lados, como no caso do quadrilatero, SANTOS
et al.(2003) sugere que triangule o quadrilatero ABCD, pois a drea do quadrilatero ABCD é
igual a soma das areas dos triangulos ABC e ACD, ou seja, dividir o poligono em triangulos e

assim aplicar a férmula em cada um dos triangulos formados, o que para o estudante se torna
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pouco atrativo, ja que ele aplicard varias vezes o mesmo algoritmo.

Tendo em vista esta problemética, o presente trabalho tem por objetivo desenvolver uma
férmula que calcule areas de poligonos regulares e nao regulares, conhecendo apenas as coor-

denadas de seus vértices, e assim apresentar uma nova forma de realizar a medicao dessas areas.

O primeiro capitulo trata dos conhecimentos mateméticos preliminares indispenséaveis para
que o estudante possa desenvolver suas habilidades, visando que na Matematica existe um
processo gradativo e acumulativo de conhecimentos, ou seja, o estudante tem que assimilar
de maneira correta tudo aquilo que foi transmitido anteriormente. O segundo capitulo, traz a
defini¢ao de drea de poligonos segundo MUNIZ NETO (2012), este também trard o Teorema
da drea do quadrado e o Teorema da drea do retangulo segundo OLIVEIRA (2010), e logo

apos trataremos da férmula da area do triangulo em funcao das coordenadas de seus vértices.

Depois dessa explanacao, apresentaremos no capitulo 3 a férmula do célculo de areas de
qualquer poligono conhecendo apenas as coordenadas de seus vértices, esta férmula serd de-
monstrada utilizando o principio da indugao finita. Ainda neste capitulo, faremos uma com-
paragao entre a nossa férmula e dois métodos, um deles o Teorema de Pick segundo PICK
(1900) e a regra que se encontra em GENTIL et al (2000).

O ultimo capitulo trara as consideracgoes sobre a aplicacao desta formula em questoes dis-

cutidas em sala de aula.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistema de coordenadas cartesianas

Os sistemas de coordenadas cartesianas, foram idealizados pelo famoso matematico frances
René Descartes e consiste em um plano IT e um par de retas perpendiculares contidas em II,
chamadas de eixos, que se intersectam em um ponto O, denominado origem do sistema. Os
dois eixos dividem o plano em quatro regioes denominadas quadrantes. Por simplicidade em
geral considera-se um dos eixos na posisao horizontal, denotado OX, e o outro na posicao ver-
tical, denotado OY. Assim, sem nenhum risco de ambiguidade, os quadrantes sao enumerados

no sentido anti-horario, comegando pela regiao nordeste do plano.

Noroeste Nordeste

Oeste 0 L&:te

Sudoeste Sudeste

Sul

Figura 1.1: Eixos coordenados

Seja P um ponto qualquer do eixo OX, a distancia da origem O ao ponto P é denotada

por OP, veja figura 1.2.

11
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Figura 1.2: Distancia entre P e a origem

Temos que dado um ponto P sobre o eixo OX, iremos identificar P com o nimero real

z, = OP, se P esta a direita do eixo OY, caso contrario, x, = —OP.

Figura 1.3: Ponto P localizado sobre OX

Analogamente, temos que dado um ponto () sobre sobre o eixo OY, identificaremos () com

um nimero real y, = OQ), se () estd acima do eixo OX, caso contrario, y, = —0Q.
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Figura 1.4: Ponto Q localizado sobre OY

Em geral, dado um ponto P no plano, as retas r e s que passam por P e sao perpendiculares
a OX e OY, respectivamente, intersectam os eixos em FP; e P». Os ntmeros reais x,, € yp,
associados a P, e P», denotaremos por z, e ¥, e, chamaremos coordenadas de P. Entao,

identificaremos o ponto P com o par ordenado (x,,y,).

LY Ar

Figura 1.5: Representacao do ponto P no sistema de coordenadas

Reciprocamente, dado um par ordenado (z,y) de nimeros reais, associamos a x e y 0s
pontos P, € OX e P, € OY, respectivamente, de modo que |z| = OP; e |y| = OP,. Note
que a reta r perpendicular a OX passando por P; e a reta s perpendicular a OY passando
por P, sao perpendiculares entre si e, portanto, se intersectam no ponto P. Logo, (z,y) s@o as

coordenadas de P.

Assim, a escolha do sistema de coordenadas cartesianas, permite estabelecer uma corres-
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pondéncia biunivoca entre I e R?, ou seja, a cada ponto P de II faz corresponder um tnico
par ordenado (z,y) € R2
Observamos no sistema de coordenadas cartesianas os seguintes casos:

Primeiro caso: Se P € OY, entdo z, = 0, ou seja, P(0,y,).

Segundo caso: Se P € OX, entdo y, = 0, ou seja, P(z,,0).

P(xp,O)

¢
=Y

Figura 1.6: Pontos localizados sobre OX e OY
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1.2 Distancia entre dois pontos

Intuitivamente a distancia entre dois pontos distintos num plano cartesiano é a medida do

segmento de reta que tem os dois pontos por extremidades.

Dados os pontos P(zp,yp) € Q(xq,yq), distintos, tal que o segmento PQ) seja paralelo ao

eixo OX, a distancia entre P e () é dada pelo médulo da difernga entre zg e xp, e indicaremos

por dpg. Logo, temos dpg = |rg — zp|.

¢ ----------¢
- ---------9

<Y

Figura 1.7: Distancia entre dois pontos

De modo analogo, se o segmento P() for paralelo ao eixo OY', a distancia entre P e () é

dada pelo médulo da diferenca entre yg e yp, ou seja, dpg = |yg — yp| -

Em geral, dados dois pontos P(zp,yp) e Q(xg,yg), quaisquer no sistema de coordenadas
cartesianas, podemos considerar o ponto R de interseccao entre as retas perpendiculares aos
eixos OX e OY passando por P e @), respectivamente. Dai, podemos construir o triangulo

retangulo PRQ.
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Figura 1.8: Representacao da distancia entre P e Q

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos d%Q = QR?>+ PR
Mas QR = |zp —zg| e PR = |yp — yo-
Assim, dp, = |zp — z|* + [yp — yol*.

Portanto,

dpg = /|zp — 2ql* + lyp — yol?

Exemplo 1.1. Determinar a distancia entre os pontos P(1, -1) e Q(4, -5).

Figura 1.9: Distancia entre P e Q

Solucao:

Basta aplicar a formula da distancia de dois pontos, assim,

dpg = /JA— 1P+ [ -5+ 12 =/FF (-42=v25=5 m
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1.3 Distancia entre ponto e reta

Sejam 1 a reta de equacao ax+by+c=0 e o ponto P(xg, o).

Seja Q(xg, yg) a intersegao entre a reta r e a reta perpendicular a r passando por Q, assim,
a distancia entre o ponto P e a reta r é igual a distancia entre os pontos P e Q,como ja é co-
nhecida a formula de calcular a distancia entre dois pontos, basta determinar as coordenadas

de Q e aplicar a distancia entre P e Q.

Figura 1.10: Distancia entre ponto e reta

- a .
Por outro lado, se r : ax + by + ¢ = 0 entao: m, = ~3 = mpg = —, assim, a reta que
a

passa por PQ é dada por:
b
y—yoza(x—xo) = bxr —ay — brg+ ayy =0

As coordenadas de ) sao determinadas pela solucao do sistema linear,
br, —ay, = bxy —ayy (i)
ax, + by, = —c (17)

Multiplicando (i) e (ii) por a e b, respectivamente, temos

{ bz, — aby, = b*xo — abyy (i)

a’z, + aby, = —ac (iv)

Somando (iii) e (iv), logo,
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axq + b’y = bxo — abyy — ac = x4(a® + 0*) = bz — abyy — ac =

by — abyy — ac _ —abxg + a*yp — be
T T ere TN T T e

Designa-se por dp,, como a distancia entre o ponto P ¢ a reta r.

dp, = dpg = \/(370 - xq)Q + (Yo — yq)2

b xy — abyy — ac 2 —abxy + a*yy — be 2
dpr = o — + Yo —

a’ + b? a? + b?
do — {a%o—l—abyo—l—achr{abxo—l—bzyo—l—bcr
o a2 + ? a? + 2

+ byo + ¢ 2 axg + byg + ¢ 2
dp, = ([a2 | $EOTO%HTE N g2 o0 T C
r \/a{ a2 + b2 a2 + b?

2
dPT:\/{W] a2 1 12

a? + b2

\/(amo + by, + ¢)*
dpr = 2 112
a’+b

Portanto, a distancia entre ponto P e a reta r é dada por,

_ lazo + byo + |
Va? + b?

dP'r

A expressao da reta que aparece na férmula da distancia entre um ponto e uma reta é
a equagao geral da reta, logo, se a reta for dada por uma de suas outras formas (reduzida,
segmentdria ou paramétrica) é necessario, transformé-las na forma da equacao geral, podendo

ser feita esta transformacao por meios de operagoes algébricas.

Exemplo 1.2. Calcular a distancia da origem a reta r : 4x + 3y — 5 = 0.

Solucgao:
Sendo O(0,0) = O(xg,y) € a = 4,b = 3 e ¢ = —5 (coeficientes da reta), aplicando a férmula,
temos,

dOT:|ax0—|—by0+c|:|4.0+3.O—5|_|—5|_§:1 .

’ Va2 + b? VA3 V255
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Exemplo 1.3. Calcular a distancia entre as reta r : 4o — 3y +1=0e s : 4z — 3y + 11 = 0,

onde r | s.

Solucao:

A distancia entre duas retas paralelas é igual a distancia entre um ponto P de uma delas

e a outra.

Para determinarmos um ponto P de r, atribuimos um valor qualquer a uma das variaveis

(por exemplo, x = 2) e substituimos em r, obtendo o valor da outra varidvel.

Assim,

P(2,3) = P(x0, )

Como d,; = dps temos,

g = laxo + byo + |
s /—a2+b2
L _Me2-33+1] 10

(s

Logo, d,s = 2 [}



Capitulo 2

Area de Poligonos

2.1 Definicao de Areas de Poligonos

Intuitivamente, a drea de uma regiao no plano é um niimero positivo que associa a mesma

e que serve para quantificar o espaco por ela ocupado.

Para que um conceito qualquer de area para poligonos tenha utilidade, postulamos que as

seguintes propriedades sejam validas:
i) Poligonos congruentes tém &reas iguais.
1) Se P é um quadrado com lado unitario, entdo a drea de P = 1.

i1i) Se P pode ser decomposto como reuniao de n poligonos P;,--- , P, tais que dois quai-

quer dele tém rm comum no maximo alguns lados, entao a area de P ¢é a soma das dreas dos P;.

iv) Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entao a area do poligono

maior ¢ maior que a area do poligono manor,

Como se sabe, a area representa uma medida. E ela mee o qué? Comumente falando, a
area mede a quantidade de superficie ocupado por uma figura. Como qualquer medida que se
preze, deve-se adotar um unidade e medida, algo em relacao ao qual a comparagao sera fita.

Convenciona-se que a unidade de medida de area é a area de um quadrado de lado unitario.

Na prética, utiliza-se muito os axiomas, direta ou indiretamente, da seguinte forma. Quando

se deseja calcular a drea de uma figura para a qual nao se tem férmula explicita ou conhecida,

20
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aplica-se um dos raciociios gerais, aditivo (construivo) ou subtrativo (destrutivo), ou ambos.

Pelo método aditivo, procura-se dividir a figura dada em figuras componentes justapostas,
cujas areas se sabe calcular. Ja de acordo com o processo subtrativo, engloba-se a figura por
outra conhecida, de forma a obter figuras justapostas da area conhecida (dentre as quais, a

figura desejada).

Exemplo 2.1. Por meio das diagonais que passam pelo seu centro, um hexagono regular pode
ser dividido em 6 triangulos equildteros (congruentes) adjacentes. Pelo método aditivo, a area

do hexédgono ¢ igual a soma das areas dos triangulos. Dai:

Aheacdgono - 6'At7‘idngula‘

Figura 2.1: Héxagono dividido em trangulos

Exemplo 2.2. Um octégono equiangulo de lados alternadamente a e ay/2 pode ter sua érea
calculada pelo método subtrativo. Prolongam-se os lados de medida a, obtendo-se um quadrado
de lado 3a (“englobante”), o qual pode ser visto como formado pelo octégono e por quatro

triangulos retangulos isésceles congruentes, de catetos a. Portanto:

Aocto’gono = Aquadr‘ado - 4-Atri[1ngulo

Figura 2.2: Octégono
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Portanto, os métodos (aditivo e subtrativo) sao particularment tteis. De forma geral, para
figuras muito irregulares, nao se pode escapar dos métodos aproximativos, os quais, de uma

forma geral, recorrem a definicoes de Calculo Integral.

Como sabemos que qualquer poligono pode ser dividido em um nimero finito de poligonos
justapostos mais simples. Particularmente, todo poligono é decomponivel em triangulos. Dai,

a ideia ¢é definir a area de uma figura F' da seguinte forma:

Definicao 1. A drea de F' é o resultado (limite) das aproximagoes por falta das dreas dos
poligonos inteiramente contidos em F', bem como das aproximagoes por exesso das areas dos

poligonos que contém F'.

Ao invés de considerar poligonos quaisquer na defini¢oa precedente, basta considerar poligonos
(regides) triangulares ou retangulares, uma vez que um poligono qualquer pode ser decomposto
em poligonos mais simples. Um poligono (regiao) n-gonal é formado por um nimero finito de
n-agonos justapostos( sem pontos internos em comum). Isso simplifica a defini¢oa de area de

uma figura.

Desse modo, uma definicao til para a area de uma figura F' qualquer é a seguinte:

Definigao 2. A drea de F' é o (tinico) nimero real cujas aproximagoes por falta sdo as dreas
das regides retangulares contidas em F' e cujas aproximacoes poe excesso sao as areas das

regioes retangulares que contem F'.

2.2 Area do quadrado e area do retangulo

Teorema 2.3. A 4rea de um quadrado de lado [ é igual a 2.

Prova:

Se o quadrado ) tem lado [ € N, é possivel dividir cada um dos quatro lados em [ segmentos
unitdrios. Apds tracar paralelas aos lados pelos pontos de divisao, obtém-se [ -1 = [? quadrados
unitarios. Como cada quadrado unitario ¢ nao possui pontos internos em comum com outro

de mesmo tipo (isto é, os quadrados sao justaposto),conclui-se que @ tem édrea igual a 112 = [2.

No caso em que a medida do lad de () é dada por um ntmero racional qualquer, isto é,

m ~ . e c g s
quano [ = — em que m e n sao naturais, a ideia é subdividir cada lado (unitério) de ¢ em n
n
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1

segmentos congruentes. Sao obtidos, assim, n? quadrados ¢ de lados —, de modo anslogo ao
n

anterior. Note que:

1

, , . 1
Area de ¢ = n%.(Area de ¢') <= Area de ¢’ = — 1=
n n

m 1 13 2 (44 Lt b2 :
Agora, como — = m - —, percebe-se que “cabem” m segmentos “sub-unitarios” ( ou seja
) 7 Y
n n

de medida —) em cada lado de Q). Por conseguinte, de modo similar ao exposto inicialmente,
n

Q pode ser decomposo em m? quadrados ¢’. Dali:

. . ) 1 2
Area de Q = m®.(Area de ¢') <= Areade Q =m*- — = <—) =2
n n
A maior dificuldade consiste em provar que a 4rea do quadrado continua a ser [2, mesmo
no caso em que [ é irracional. Nesta situacao, o raciocinio anterior nao pode mais ser aplicado,
ja que [ nao admite um submultiplo comum a unidade. Uma alternativa conveniente a ser
adotada ¢é utilizar o méodo da exaustao. Tal método consiste em uma demonstragao indireta

(redugao ao absurdo).

Suponha que um quadrado @) tenha lado de meida [, irracional. O racocinio é provar que a
drea S do quadrado ndo pode ser nem menor nem maior que (2. Logo, por exclusio (exaustio),
a S 6 poe ser [2. Se S > [2, ou equivalentemente, V'S = [ podemos escolher um racional r,

tal que:
VS>r>1(= VS>r) ¢

Desse modo, como o segmento de medida [ estaria contido no de medida r (ja que [ < r),

concluimos que o quadrado de lado I(Q) estaria inteiramente contido no quadrado de 1do ().

Figura 2.3: Quadrados de lados r e [
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Dai, por definicao de drea: S < drede@,. Conforme provado anteriormente, 4rea de Q; = r?

(pois r é racional). Portanto, S < 72 = /S < r, o que é uma contradicao de acordo com <.

Desse modo, a area de Q nao pode ser interior a /2. Um raciocinio inteiramente andlogo
conduz a conclusao de que S também nao pode ser superior a [2. Logo, S = 2, qualquer que

seja o numero real positivo (. ]

Teorema 2.4. A area de um retangulo é igual ao produto da base pela altura.
Prova:
Prolongando os lados de um retangulo de dimensoes b e h, é posivel obter um quadrado @)

de lado b + h. Tal quadrado pode ser decomposto em dois quadrados, d lados b(Q1) e h(Q2),

e em dois retangulos (R), congruntes ao original.

Figura 2.4: Retangulo de dimensoes b e h e quadrado de dimensao b+ h

Portanto,Area de Q:Area de Q1 + Area de Q2 + 2. Arcade Ro

Por outro lado, de acordo com o teorema precedente:

Area de Q = (b+ h)?; Area de Q; = 0% Area de Qy = h? oo

Substituindo as equagoes ¢ ¢ em ©, temos,

(b+h)? =02+ %+ 2. Area de R <= b®+ h?+2.b.h = b* + h? + 2.Area de R.

Logo, Area de R = b.h. [ ]
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2.3 Area do tridangulo utilizando a Geometria Plana

Segue da Geometria Plana que todo triangulo tem area igual a drea de um retangulo que
possui mesma base e metade da altura do triangulo. Para tanto, basta observar que sempre
podemos decompor um triangulo qualquer em um trapézio (de altura igual & metade da altura)

e dois triangulos, que podem ser reagrupados de modo a formar um retangulo.

Podemos mostrar que os triangulos sao congruentes pelo caso ALA (angulo, lado, angulo).

Figura 2.5: Decomposigao dos tridngulos em retangulos

B

Assim, a area de um triangulo ¢é igual a .S = 5

2.4 Area do triangulo em funcao das coordenadas de

seus vértices

Mostraremos dois casos particulares onde um dos lados do triangulo esta sobre o eixo OX,

e em seguida demonstraremos para um caso geral.
Primeiro caso particular:

Seja T um tridngulo cujos vértces tém coordenadas P;(0,0), Py(b,0) e P3(0, k), denotando

a area por St, entao,



26

h S

Figura 2.6: Area do tridngulo caso particular 1

Segundo caso particular:
Seja T um triangulo cujos vértces tém coordenadas P;(0,0), P»(b,0) e Ps(a,h), denotando a
area por Sr, entao,
bh

ST:7

R R

Figura 2.7: Area do triangulo caso particular 2
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Sejam Py (x1,y1), Pa(x2,y2) e Ps(x3,ys3) trés pontos nao alinhados do plano cartesiano.Para

calcular a drea do triangulo P; P, P3,que denotaremos por St, logo,

1
St = 7 base . altura

Figura 2.8: Area do tridngulo

Note que a base pode ser tomada como a distancia entre os pontos P, P, e a altura cor-
respondente serd h = dp,, onde 7 é a reta suporte que passa pelos pontos PPy e H(z,y) é o

ponto e interseccao entre as retas perpendiculares r e s.

Inicialmente iremos calcular os coeficientes angulares m,., m, das retas r e s, respectiva-

mente.

Y2 — %

-
T2 — I
A equacao da reta r é dada por,

_ yz—?h(
To — T

Yy—u ZE—$1)

ri (Y2 —y1)xr — (v2 — 21)y — 21(y2 — y1) +y1(22 — 1) =0

Como r L s, entao, m, - my, = —1, assim

To — T
Y2 — 1

ms = —
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A equacao da reta s é dada por,

s: (2o —w1)x + (Y2 — Y1)y — 23(v2 — 1) —y3(y2 —y1) =0

As coordenadas do ponto H seram dadas pela solucao do sistema linear formado pelas

equacoes das retas r e s.

(Yo —y1)r — (22 —21)y —21(y2 — Y1) +y1(r2 —21) =0 %
(w2 —z1)2 4 (Y2 — Y1)y — T3(22 — 21) —Y3(v2 — 1) = * &

Multiplicando ~ * por (xo — 1) e  *x por —(yz — y1), temos,

2y — z1(y2 — 1) (22 — x1) + Y1 (222 — x — I1)2 =0

(y2 — y1) (22 — x1)x — (22 — 1)
—(y2 — y1) (w2 — 1)z — (2 — 41)*y + w3(v2 — 21) (2 — ¥1) — y3(y2 — 1) = 0
somando membro a membro, temos

(22 — $1)2($3 — 1) + (T2 — 1) (2 — y1)ys + (T2 — $1)2$1 + (Y2 —y1)r1 — (2 — 21))1
(g — x1)% + (Y2 — y1)?

Tr =

(w2 = 1) (y2 — y1) (w3 — 1) + (w2 — 1)y + (Y2 — ¥1)v3
(g —21)? + (y2 — 11)?

y:

Entao, o valor da altura é

h:dcp:\/(x_x3)2+<y_y3)2

(212 — way1) + (T2ys — x3y2) + (T391 — T1Y3)

h—
\/(3/3 —12)% + (w3 — x2)?

Logo,
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St = 5dp1P2.hj

Sy = E V (Ys — y2)? + (23 — 9)2 (T1y2 — Tay1) + (T2y3 — T3y2) + (2391 — T1Y3)
2 V(s — 42)? + (23 — 2)?

1

St = 5-($1y2 — Tay1) + (T2ys — w3y2) + (T3y1 — 21y3) O

29
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Lema 2.5. Seja T um triangulo cujos vértices sao Py (x1,y1), Pa(x2,y2) e Ps(x3,ys), orientado

no sentido anti-horario. Entao, sua area sera dada por.

2
1 Ti Y 1|zs ys
ST - E + 5
i=1 |Ti+1  Yit1 1 Y
L
L '
P !
n o ==
o’ AN
' P
HE
0 T3 %y
Figura 2.9: Area do triangulo
Prova:

Dividiremos em dois caso essa demonstragao, o primeiro considerando o sentido proposto

(anti-horario) e o segundo com o sentido contrério (horario)
Primeiro caso.

Desenvolvendo S, temos,

ST:} T1 Y1 _’_1 To Y2 +l T3 Y3
2 |2y Y2 2 |z Y3 2|z (A
1
St = 5[(551342 — Tayn) + (T2ys — T3y2) + (2341 — 21y3)]

Segundo caso.

1|z w»n 1|z3 y3 L|z2 Yo
Sr == o 9
2 x4 Y3 2 |24 Yo 2|z W
1
S = 5[(:1313;3 — x3y1) + (342 — Tays) + (T2p1 — 2172)]
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1
St = 5[_(9533/1 — T1ys) — (T2ys — T3y2) — (1192 — T211)]

-1
51 = 7[(%92 — 2oy1) + (T2ys — T3Ya) + (T3y1 — 1Y3)] "

Note que os dois casos difere somente no sinal. Logo, usaremos sempre a orientagao no

sentido anti-horario.

Exemplo 2.6. (Cesgranrio) A area do triangulo, cujo vértices sao (1,2), (4,-1) e (3,4), é igual:

S

Lz e
© o

o
~—

— — Ne)
o .

D
~—
N

Solucgao:

Aplicando a férmula, temos,

111 2 114 —1 113 4
St == - -
214 -1/ 213 4 211 2
1
ST:§[<—1—8)+(16+3>+(6—4)]
1
ST:E[_9+19+2]
1
Portanto, S;p = 6 [

Exemplo 2.7. (ITA-2007) Considereno plano cartesiano xy o triangulo delimitado pelas retas

20 =y,x =2y e x = —2y + 10. A area desse triangulo mede.



o
~—
—_
—_

a.
SN—
N~ | © ©|

D
~—

Solucgao:

Calculando as intersecoes:

20 =
= 00
r =2y
20 =
’ = (2.4
xr=—2y+ 10
r=2 )
’ = (5.5
r=—2y+10 2
Aplicando a férmula, temos,
5
1000 105 =] 1]2 4
Sr == 50+ = 2|+ =
2|5 3 219 4 210 0

ST:%[(O—O)+(2O—5)+(O—O)]

1
Portanto, S = 5[15]
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Capitulo 3

Formula da Area de um Poligono como

Funcao dos seus Vértices

Teorema 3.1. Seja Q(n) um poligono de n lados, com n > 3 e vértices Py(x1,y1), Po(x2,y2),

Psy(x3,93), ..., Py(xn,y,) orientado no sentido anti-hordrio. Entao sua drea é dada por.
n—1
I yi |, Loy
Q) = 5 5
i=1 |Li+1  Yi+1 1 Y1

A prova sera feita por inducao sobre n.

i) Para n = 3, temos
1

So@i) = 5[(931342 — xay1) + (2y3 — w3y2) + (T3y1 — T1Y3)]

T1 W

T2 Y2

T2 Y2

T3 Ys

T3 Y3

1 Y

Sqes) =

DN —

o que ¢ verdadeiro, pois é a féormula da area do triamgulo.

ii)Admitindo verdadeiro para n = k,

lxk Yk

+
2I1 Y1

k
1 Ti Y
Saw =5

—1
i=1 |Ti+1 Yi+1

33
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Devemos mostrar que Sg(y) ;continua verdadeira para n = k + 1, isto &,

k
1
Saw+1) = 5 >

=1

|%kt1 Ykt

xq Y1

Z; Yi T

Tit1 Yit1

Figura 3.1: Representagao do poligono de k+1 vértices

Note que Sg+1) = St + Sox)

Onde Sg) € a area do poligono de k vértices e St é o triangulo de vértices Py, P, e Pyy.

g 1|z »n . Tk Yk Tkl Ykl +1 1 W T Th—1 Yr—1 Tk Yk
Q(k}+1) = — f— “ ..
2 T Yk Tk+1 Yk+1 T n 2 T2 Y2 Ty Yk r1 W
Sown) :1 r1 N n To Y2 4.y Tk Yk 1 W N Tk Yk Tkl Ykt1
2 L[ T2 Y2 T3 Y3 1 Y Tk Yk Th+1  Yk+1 ! n
1|z x Th—1 Yoo Tk k Tk k
SQ(k—H) _ 1t 1 Y n 2 Y2 Lo 1 Yz—1 i Y +1 Yr+1
2 L[ T2 Y2 T3 Y3 Lk Yk Th+1  Yk+1 1 hn
1| 2 Y 1|z Y
SQ(k+1) _ 5 Z 7 7 + 5 k+1 k+1 0
i=1 |Ti+1l  Yi+1 I Y1

Portanto, Sg41) € verdadeira, o que prova o teorema.

Note que, assim como no caso do triangulo, a orientacao também serda mantida, basta ob-

servar que se mudarmos a orientacao estaremos mudando a ordem das linhas do determinante.
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Exemplo 3.2. Calcular a area do quadrilatero de vértices P;(1,0), P»(5,0), P5(4,2), P4(0,3).

Figura 3.2: Area do quadrildtero

Solucao:

Aplicando a férmula, temos,

o ufpof 5o 42 fos
Q72005 ol a2 o 31 oo
1
Sau = 5[(1.0 = 5.0) + (5.2 = 4.0) + (43— 0.2) + (0.0 - 1.3)
1
SQ(4)=§[10+12—3]
1
5@(4)=§[19]
19
L Sow) = 5 u

Exemplo 3.3. (PUC/RJ-2009) Calcule a drea do quadrildtero de vértices (3,5), (1,3), (2,1)e(5,4).

Solucgao:
Aplicando a férmula, temos,

11|13 5
5Q<4)=§[

1 3

1 3
2 1

21
5 4

5 4
3 5

|



Figura 3.3: Area do quadrilatero

1
Sou = 5[(3.3 —5.1) + (1.1 —=2.3) + (4.2 — 5.1) + (5.5 — 4.3)]
1
SQ(4) = 5[4— 5+3+ 13]
1
15
Souy = =

36
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3.1 Comparando a féormula com outros métodos

Existe na literatura outros métodos de calcular areas conhecendo as coordenadas de seus
vértices, iremos comparar a nossa férmula com dois desses métodos, sao eles:

O teorema de Pick:

Teorema 3.4.

A area de um poligono simples cujos vértices sao pontos de uma rede é dada pela férmula
1
A(P) = 5 f+I1—-1

Em que f é o nimero de pontos da rede situados sobre o contorno do poligono e I é o
nimero de pontos da rede situados no interior do poligono, que serao chamados de pontos da

fronteira e pontos do interior, respectivamente.

O outro modo é uma regra pratica:
Para a area de um poligono com um ntumero de lados n > 3, podemos usar a seguinte regra:
e Anotamos os vértices do poligono, a partir de qualquer um, repetindo o primeiro vértice no
final.
e Calculando a soma dos produtos das diagonais, a area sera a metade do médulo dessa soma.

denotemos por D a soma do produto das diagonais e A a area, entao
1
A= |D]
2

Apliquemos trés modos diferentes de calcular area no seguinte problema:
Calcule a drea do poligono cujos vértices tém coordenadas Py(—5;2), Py(—2;1), P3(0,5; —2),
P4<67 4)7 P5(17 2) e P6(17 57 57 5)

Aplicando o Teorema de Pick, temos

f=06,1=24 logo

A(P):%erI—l

A(P):%6+24—1
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Figura 3.4: Area do hexagono usando o geogebra

A(P) =26
Note que neste caso o Teorema de Pick falhou, pois nem todas coordenads sao inteiras.
Agora vamos resolver o problema utilizando a regra pratica.

Inicialmente iremos escrever as coordenadas uma abaixo da outra comecando por P;.

21
05 2
6 4
12
15 55
52

Calculando D, temos
D=(-54+4+2+12+55+3)—(—4+0,5—-12+4+3—27)
D =535

Aplicando a férmula da drea, temos

1
A=-|D|
2
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1
A=-153,5
2‘ ? |
A =26,75

Note que essa féormula também falha, pois o poligono em questao nao é convexo.

Vamos resolver o problema utilizando nossa férmula.

n—1

Som) = 5 + 5

21'21 Tit1 Yit1 21z oy

o _tfl-s2 2 1] fos <o fo4) |1 2], |15 s
QO 902 1] o5 —2| |6 a4l |1 2] |15 55 |-5 2

Sat = (=5 4) + (4= 0,5) + (24 12) + (12— 4) + (5,5~ 3) + (3+ 27,5)

1
Sa) :5[—1+3,5+14+8+2,5+30,5]

1
Sou) = 5[57,5] = 28,75

O resultado foi igual ao calculado pelo geogebra, esta formula diferente das anteriores nao

depende se as coordenadas sao inteiras ou se o poligono é convexo.



Capitulo 4

Consideracoes Sobre as Aulas

Ministradas

A fim de evidenciarmos nossa proposta, iniciamos os trabalhos numa turma de 3° ano do
Ensino Médio noturno da Escola Estadual Manoel Leandro de Lira, em Feira Grande-Al, com
o objetivo de apresentar aos alunos a férmulas de calcular a area de um poligono conhecendo
as coordenadas de seus vértices. Esta aplicacao foi dividida em trés momentos em um total de

4 aulas.

Primeiro momento: comegamos a aula fazendo a divisao da turma em quatro grupos,
cada grupo recebeu trés questoes para calcular a area de um triangulo, um quadrilatero e
de um hexagono, sendo dado apenas as coordenadas de seus vértices, os alunos tinham que

responder de qualquer forma, sem interferéncia do professor.

Segundo momento: foi mostrado o nosso teorema e uma aplicacao.
Terceiro momento: os grupos receberam as mesmas questoes, s6 que dessa vez eles

tinham que resolver usando a férmula, e eles deveriam d& suas opinioes sobre o que foi desen-

volvido. Vejamos, as solugoes dos grupos para cada uma das questoes.

40
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4.1 Primeiro momento

Questao 1.
Calcule a area de um triangulo cujos vértices tém coordenadas P (0, 5;2),P»(3;2) e P5(0,5;5).

Nesta parte dos trabalhos os alunos nao mostraram dificuldade, trés grupos utilizaram a
férmula da area do triangulo de acordo com o livro didatico deles, e outro grupo utilizou a

formula da area como visto na geometria plana.

Instituto de Matematica
Programa de Pés-Graduacio em Matemética

E Universidade Federal de Alagoas
Dissertagio de Mestrado

7
'3?.‘ : % Universidade Federal de Alagoas
e | [Instituto de Matemdtica
4 Programa de Pés-Graduacio em Matemética
Dissertacao de Mestrado
1) Calcule a drea de um trisngulo cujos vértices tém coordenadas A(0,5;

1) Calcule a drea de um triangulo cujos vértices tém coordenadas A(0,5;
2).Pi3:2) e Py05;5). 2),Pi(3:2)eP(05:5).

G A
" Grupo B

Solugdes:

Solugdes:

A girmida da crun oo L@#MA, “%?/bf:

o uk . ] E
Figura 4.1: Solugao grupo A Flgura 4.2: Solugao grupo B
' Universidade Federal de Alagoas
Instituto de Matemética Universidade Federal de Alagoas
Programa de Pés-Graduagio em Matemética m l;'hl;:w d; M;tezir:l sl it
Dissertagio de Mestrado 3 7 Mmrmﬂ“”“" N

Veértices tém coordenadas R(0,5:
tem

1) Calcule a drea d
: 2),Pi3:2) e P05 5), 1
7 X 2).Pi3:2) P05 5).

Grupo C Grupo D
N
| N\
Solugoes:
6o 2 / D5
AT %S <
0. 57<11<0,5
EL* 151 -2.6-6

Bl C25): 75
03

Afgsl. A:1,75 o
e

A

Figura 4.3: Solugao grupo C Figura 4.4: Solugao grupo D
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Quetao 2.
Calcule a drea do poligono cujos vértices tém coordenadas Py (3; —3),P2(7;5),P5(1;2) e Py(—3;4).
Neste segundo problema, os alunos mostraram dificuldades, principalmente em encontrar es-
tratégias para a solucao. Partiu de um dos grupos a ideia de triangular, porém sé dois grupos

conseguiram aplicar a ideia de triangulacao.

2dedordio & Snen do TR

&S
Se il s
s A \.x‘;_/,
AT
{5/%, Wt
“EFYAIES o (4i3 04
Ao - 14115 -4
|, Ly

Figura 4.5: Solugdo grupo A

Figura 4.7: Solucao grupo C Figura 4.8: Solugio grupo D
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Questao 3.
Calcule a area do poligono cujos vértices tém coordenadas P (—5;2), P»(—2;1), P5(0,5; —2),
Py(6;4), P5(1;2) e Py(1,5;5,5).
Neste terceiro problema, os alunos usaram a mesma ideia de triangular o poligono, porém os

exaustivos cédlculos dos determinantes de 3° ordem fizeram com que os alunos perdessem a

motivacao.
Figura 4.9: Solugao grupo A Figura 4.10: Solugao grupo B

Figura 4.11:
SOhl(;‘gLO grupo C Figura 4.12: Solugao grupo D
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4.2 Segundo momento

Neste segundo momento, foi desenvolvido o teorema sem uma demostragao rigorosa, tendo

em vista que o objetivo era que os alunos entendessem e podessem aplica-lo nas questoes. Em

seguida, foi dado um exemplo para mostrar que a aplicacao da féormula.

Figura 4.13: Apresentacao do teorema Figura 4.14: Aplicagao da férmula

Figura 4.15: Alunos no momento da explicagao F igura 4.16: Momento de dividas
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4.3 Terceiro momento

Neste terceiro momento foi pedido aos grupos que resolvessem a terceira questao usando a

formula que foi apresentada, dessa vez nao apresentaram dificuldades.

Os comentarios dos grupos a respeito da formula apresentada foram os seguintes:

Grupo A: 7 A férmula apresentada foi um meio muito mais simples para se obter a area dos

poligonos, facilitando o entendimento e a resolugao das questoes.”

Grupo B: "Em nosso grupo em que respondemos algumas questoes sobre areas, achamos
que a férmula que encontramos no livro gasta muito tempo para conseguir responder a questao,
ja a férmula que o professor mostrou fica mais facil, pratico e rapido para responder questoes

sobre areas.”

Grupo C: ”A férmula apresentada nos deu uma compreensao mais rapida e um gasto de

tempo menor do que a que nés conheciamos.”

Grupo D:” A nova férmula que nos foi apresentada, mostrou-se muito mais simples e pratica,

e através dela ficou mais facil entender e solucionar as questoes propostas.”



» & afa%s ""
PR \4 L

Figura 4.19: Solugao grupo C

Figura 4.18: Solugao grupo B

Figura 4.20: Solugao grupo D
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma proposta de calcular dreas de poligonos, dadas
as cooredenads de seus vértices, utilizando uma soma dos determinantes de segunda ordem
formados pelas coordenadas dos vértices. Deste modo, dadas as coordenads dos vértices de
um poligono, a sua area sera a metade do somatorio desses determinantes, considerando a

orientacao no sentido anti-horario.

Uma vantagem desta formula é a nao dependéncia da estrutura do poligono, ou seja, nao

depende se ele é convexo ou se suas coordenadas sao inteiras.

Na maioria dos livros didaticos de matematica para o Ensino Médio o topico de areas se
resume em calcular a drea de um triangulo ou no maximo calcular a area de um quadrilatero.
A proposta desse trabalho é que o tépico de areas seja um pouco mais explorado entre os

alunos de Ensino Médio.
Como aplicamos esta proposta em sala de aula no Ensino Médio, acreditamos que a nossa

formula facilita a interpretacao do calculo de areas e motiva ainda mais os alunos a buscar

novos desafios.
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ANEXOS

Universidade Federal de Alagoas
m Instituto de Matematica
Programa de Pos-Graduacao em Matematica

Dissertacio de Mestrado

1} Calcule 3 areade um tridngulo cujos vértices tém coordenadas Po[0)5; 2], P:(3; 2) e
F,[0,5: 5.

Solugbes:

Figura 5.1: Quetao 1
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Universidade Federal de Alagoas
m Instituto de Matemaética
\ ? / Programa de Pos-Graduacao em Matematica

Dissertacao de Mestrado

1} Calcule a area do poligono cujosvértices tém coordenadas P, (3 -3), PL(7; 5),P.(1;2)
ePs-3;4).

Solugdo:

Figura 5.2: Quetao 2
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Universidade Federal de Alagoas
m Instituto de Matematica
\ 3 / Programa de Pos-Graduacao em Matematica

Dissertacio de Mestrado

1} Calcule a drea do poligono cujosvértices tém coordenadas Py [-5 ; 2), Pyl-2; 1),
Pi0,5; -2), Ps[& ; 4}, P+[1; 2), P2(1,5;5,5).

Solugdo:

Figura 5.3: Quetao 3
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