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ABSTRACT

This paper presents a study of trigonometry and complex numbers, seeking ways to
determine algebraic expressions to provide exact values for trigonometric functions other
than notable arches, thus demystifying the mysterious table that students learn to fill out
in the second grade, and showing that it is possible to manipulate other arcs. To find these
expressions, initial basic education level trigonometry formulas are formulated.

This study provides an overview of the origin of complex numbers, showing their accep-
tance in the mathematical world through the main historical figures over a period of two
centuries, beginning with the Bombelli’s contributions in the mid-sixteenth century aimed at
manipulating complex square roots using the extraction of the nth root formula to provide
sine and cosine values of non-notable arches for the comparison of results.

These expressions of trigonometric values are useful for carrying out calculations with

greater accuracy, since the results obtained are not approximate but exact.

Key Words: Trigonometry; Trigonometric Expressions; non-notable arches; Complex

Numbers; Complex Square Root.
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RESUMO

O presente trabalho traz um estudo da trigonometria e dos ntiimeros complexos, visando
formas de se determinar expressoes algébricas exatas que fornecam os valores para as func¢oes
trigonométricas em arcos além dos notaveis. Desmistificando, para muitos alunos, a misteri-
osa “tabelinha” que estes aprendem a preencher no segundo grau e mostrando que é possivel
manipular outros arcos. Para encontrar estas expressoes, faz-se inicialmente uma abordagem
de féormulas basicas da trigonometria, em nivel da educagao basica.

Este estudo traz uma sintese da origem dos ntimeros complexos, mostrando sua aceitacao
no mundo matemaético através dos principais personagens que perfazem esta historia que
durou mais de dois séculos desde as primeiras contribui¢coes de Bombelli em meados do século
XVI, visando uma manipulacao da raiz quadrada complexa com a féormula de extracao da
raiz n-ésima, de modo que por comparacao dos resultados pode-se obter valores de senos e
cossenos de arcos nao-notaveis.

Estas expressoes para valores trigonométricos sao de grande utilidade para efeitos de
calculos que requerem mais precisao, uma vez que os resultados obtidos nao possuem apro-

ximagoes, sao exatos.

Palavras Chaves: Trigonometria; Expressoes Trigonométricas; Arcos Nao Notaveis;

Numeros Complexos; Raiz Quadrada Complexa.
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INTRODUCAO

Os numeros complexos sao encarados por muitos alunos do segundo grau como mais
uma das teorias da matematica de conteido abstrato, dificil entendimento e, para piorar,
sem muita aplicagao pratica.

Ja no estudo da trigonometria, nao é dificil para o professor mostrar a importancia de se
estudar este conteido. Porém, fica um tanto obscuro o fato de se conseguir obter os valores
trigonométricos apenas para alguns poucos arcos, os chamados “arcos notaveis”, onde se
aprende uma técnica misteriosa de se preencher uma pequena tabela com o seno e o cosseno
de trés arcos (30°, 45° e 60°), enquanto para a maioria dos outros arcos, somente podemos
fazer os cédlculos com o auxilio de uma calculadora cientifica ou com uma das ultrapassadas
tabelas trigonométricas, ainda ha o agravante de que tanto a calculadora quanto as tabelas

trabalham com valores aproximados.

Assim, serd possivel com a manipulacgao de ferramentas trigonométricas, que perfazem
o curriculo de matematica do ensino médio, determinar expressoes algébricas exatas para
valores de senos e cossenos de outros arcos? Como isso poderia ser feito? E com a mani-
pulagao dos nimeros complexos, serda que também podemos obter algumas destas expressoes

algébricas exatas? E como isso seria feito?

Se estes questionamentos forem respondidos, ficard mais pratica a manipulagao dos va-

lores trigonométricos, expandira o modo de se trabalhar com estes nimeros no sentido de se



possibilitar célculos exatos de senos e cossenos (sendo que com estes podemos obter o valor
das demais fungdes trigonométricas) com muito mais arcos. Ficarao também relacionados
dois grandes ramos da matemadtica, apresentando a importancia e mais uma aplicacao dos
nimeros complexos na trigonometria (que de modo geral é percebida pelos alunos como
de grande importancia para as ciéncias exatas), fazendo com que os alunos percebam a
importancia destes misteriosos nimeros e melhorem a aceitacao deste importante conjunto

numeérico.

Dessa forma, este estudo se fundamenta no sentido de apresentar uma nova abordagem
destes contetidos matematicos, relacionando-os e tornando-os mais praticos, de modo a serem
mais aceitos e que possam alcancar o objetivo de aproximar o aluno a matematica e assim
estes consigam aproveitar mais da rainha das ciéncias, e desenvolver sua capacidade cognitiva

de pensar logicamente, de raciocinar e argumentar com cada vez mais exatidao.

Este estudo é essencial para a educacao matematica, primeiramente devido a importancia
da trigonometria em tantas ciéncias, no desenvolvimento da matematica e da sociedade, por
buscar auxiliar no entendimento das formas de manipulacao desta teoria. E importante
também por oferecer métodos de obtencao de valores trigonométricos para muitos outros
arcos alem dos notéaveis, ja que em situacoes praticas, muitas vezes nao podemos escolher

qual deve ser o angulo para que possamos fazer os cédlculos.

Considerando ainda, que a matematica é uma ciéncia que assusta muitos alunos, quando
estes sao informados que estudarao o conjunto dos ntimeros complexos e que estes possuem
parte real e parte imaginaria, eles poderao pensar que se ja tinham dificuldade com os
nimeros chamados de Reais, serd praticamente impossivel entender os nimeros que sao
chamados de complexos, deve ser extremamente complicado e para piorar estes ainda tém
uma parte que € imaginaria, ou seja, que nao existe. Assim, poderao questionar a necessidade

de se estudar estes numeros.



Descartes que batizou a /—1 de “nimero imagindrio”, o que
é um termo tnadequado, subjetivo e nada matemdtico. Lamen-
tavelmente, o mome consagrou-se, juntamente com a expressao
“nidmeros complexos”, para trauma dos jovens que, um dia, ouvem
de seus professores: “Hoje vamos comecar o estudo dos niumeros
complexos, formados por uma parte real e uma parte imagindria”.
Isto € o equivalente matemadtico da sequinte frase odontoldgica:
“Hoje vamos extrair-lhe um dente, sem anestesia”. Na verdade
ndo hd nada de imagindrio na /—1 nem sdo “compleros” o0s
numeros que a contém. Sao numeros como todos 0s outros e
aprende-se a trabalhar com eles com a mesma facilidade com que
se manuseiam os inteiros, as fragées e 0s irracionais.

(GARBI 2009 [3], p. 75).

Este trabalho faz um breve passeio historico que enfatiza a necessidade matematica destes
nimeros terem sido criados, devido a impossibilidade de se resolver alguns problemas somente
com numeros reais. Traz também uma manipulacao destes nimeros, o que deve clarear para
o aluno a sua importancia.

Entendendo a importancia da trigonometria para a matematica e suas tantas aplicagoes,
ficara facil perceber que os estranhos nimeros complexos podem ser extremamente tuteis,
uma vez que estes trazem muitas aplicagoes e resultados na trigonometria. Este trabalho
mostra como estes nimeros podem ser utilizados para encontrar Ezxpressoes Algébricas Exatas
para Valores Trigonométricos de arcos nao notaveis e, principalmente, como trabalhar com as
bases da trigonometria para obter algumas dessas expressoes, que muitas vezes sao bem tteis,
principalmente para manipular solugoes com radicais que permitem uma maior simplificagao.

Os numeros complexos representam hoje um gigantesco ramo da matematica, com sen-
tidos algébricos, geométricos, trigonométricos e analiticos, presentes em toda esta ciéncia
com infinddveis aplicagoes, principalmente na Eletronica. Estes nimeros sao uma das tantas
abstragoes matematicas que facilitam o calculo e a resolucao de muitos problemas praticos,
além de desenvolver o raciocinio légico.

Assim, este trabalho visa obter expressoes algébricas exatas, que fornecam valores para
as fungoes trigonométricos em alguns arcos além dos notaveis através de féormulas basicas
da trigonometria e ainda apresentar uma forma de obter destas expressoes, por meio dos

numeros complexos.



Busca também apresentar algumas ferramentas béasicas da trigonometria, construir suas
relacoes fundamentais, encontrar os valores trigonométricos para os arcos notaveis, apresen-
tar e trabalhar com o triangulo aureo, enfatizar a importancia de se encontrar expressoes
trigonométricas ao invés de decord-las, mostrar a necessidade da criagao dos niimeros com-
plexos em seu contexto historico para a resolucao de equagoes, demonstrar formas de se
calcular raiz quadrada e raiz n-ésima complexa, enfatizando a importancia de se trabalhar

com valores trigonométricos exatos.

Este estudo, objetiva ainda, apresentar uma organizacao de conteidos relacionando ra-
mos matematicos, de modo que possa ser utilizada no ensino médio como uma proposta
didatica de ensino, onde as estruturas da organizacao dos conteudos estao interligadas, o
que proporcionara ao aluno uma visao mais aprofundada das ferramentas que eles estudam,

fortalecendo neles o potencial de manipulacao algébrica.

Para a realizacao deste estudo, sera feito uma pesquisa bibliografica referente a trigo-
nometria e aos nimeros complexos, os mecanismos para calculo da raiz quadrada e a raiz
n-ésima complexa. Pesquisaremos também, formas de se obter os valores trigonométricos

exatos em arcos nao notaveis.

Para cumprir com o objetivo deste estudo, que é a obtencao de expressoes algébricas exa-
tas para arcos trigonométricos além dos notéveis, o capitulo 1 traz uma breve conceituacao
de fundamentos da trigonometria, demonstrando algumas identidades importantes, relacoes
fundamentais e algumas férmulas. No capitulo 2, encontramos por construcao os valores
trigonométricos dos arcos notaveis, desvendando para muitos alunos os valores contidos na
misteriosa tabelinha. Apresentamos, ainda neste capitulo, o triangulo Aureo, trabalhando
com ele obtemos as expressoes trigonométricas para mais dois arcos (18° e 72°). Com isso,
mostramos que estes valores trigonométricos nao precisam ser decorados e que nao surgem
do nada, podem ser facilmente determinados com conceitos geométricos e trigonométricos

basicos.

Com o feito nos capitulos 1 e 2, que temos subsidios para apresentar como obter as

expressoes trigonométricas na primeira secao do capitulo 4. Nesta secao, manipulamos as
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férmulas e identidades da trigonometria, de modo que determinamos os valores do seno
e cosseno dos angulos de 15° e de 3°, e mostramos, com os valores ja determinados (os
notéveis, os do triangulo dureo, e estes de 15° e 3°), como determinar os valores de quaisquer
das fungoes trigonométricas, para qualquer arco, cuja medida em grau é um nimero inteiro
multiplo de 3.

No capitulo 3, fazemos um breve passeio historico na construcao dos nimeros comple-
x0s, mostrando o quao necessario foi a criagao destes niimeros no processo de resolucao de
equagoes, um tema que sempre fascinou os matematicos. Apresentamos brevemente o alge-
brismo complexo e os métodos de extracao de raizes quadradas. Todo o desenvolvimento
deste capitulo foi visando unicamente, a extracao das raizes quadradas, pois com estas
raizes, nos fizemos a segunda secao do capitulo 4, onde obtivemos mais algumas expressoes
algébricas trigonométricas para arcos nao notaveis, mostrando que é possivel manipular os

complexos e obter algumas destas expressoes.



CAPITULO 1

CONCEITOS TRIGONOMETRICOS

A trigonometria é um importante ramo da matematica. Suas aplicacoes se fazem pre-
sentes em simples situagoes do dia-a-dia, em outros ramos da matematica, e em situagoes
mais complexas nas ciéncias e na alta tecnologia. Suas origens sao um tanto obscuras na

histéria da matematica.

Dentre todos os antigos documentos matemdticos que chegaram
aos dias de hoje, talvez os mais famosos sejam os chamados Pa-
piro de Ahmes (ou de Rhind) e Papiro de Moscou. O de
Ahmes (ou Amose) é um longo papiro egipcio, de cerca de 1650
a.C.

(GARBI 2009 [3], p. 11).

Neste Papiro de Rhind contém 84 problemas e em 4 deles fazem mencao ao seqt de um
angulo, analisando o contexto do papiro, percebe-se que seqt corresponde ao conceito que
temos como cotangente ([5], p. 36). Na mais notdavel das tdbulas babilonicas analisadas,
conhecida como Plimpton 322 escrita no periodo babilénico antigo (entre 1900 e 1600 a.C.),
existe também a presenca da trigonometria, em uma notavel tabua de secantes. Assim, a
trigonometria foi se desenvolvendo ao longo da histoéria, ainda antes de cristo, um dos grandes
astronomos da antiguidade, Hiparco de Nicéia (séc. II a.C.) deu a abordagem astrondmica

a trigonometria, fazendo com que a trigonometria tivesse grande avanco (Hiparco é muitas

vezes tratado como o pai da trigonometria).



Posteriormente Claudio Ptolomeu (séc. II d.C.) ampliou o trabalho de Hiparco e chegou
a criar uma tabua de cordas, provavelmente, baseado na tabua de Hiparco, onde encontra-se
os comprimentos das cordas dos angulos centrais de um circulo dado, de 1/2° a 180°, com

incrementos de 1/2°.

Essencialmente, entdo, a tdbua de cordas de Ptolomeu fornece os
senos dos angulos de 0° a 90° com incrementos de 15°. A maneira
de se calcular os comprimentos dessas cordas explicadas elegante-
mente por Ptolomeu, com toda a certeza era do conhecimento de
Hiparco.

(EVES 2004 [2], p. 203).

A matematica continua se desenvolvento e a trigonometria acompanhando, “A trigo-
nometria, como a conhecemos hoje, na sua forma analitica, remonta ao século XVII. Seu
florescimento dependia de um simbolismo algébrico satisfatorio, o que ndo existia antes dessa
época.” (IEZZI 2004 [5], p. 36)

De acordo com Lima (2006 [6], p. 213) “o objeto inicial da Trigonometria era o tradici-
onal problema da resolugao de triangulos, que consiste em determinar os seus seis elementos
(trés lados e trés angulos) quando se conhece trés deles, sendo pelo menos um lado” . O es-
tudo da trigonometria em arcos, deu origem a uma circunferéncia orientada de raio unitario
e sentido positivo o anti-horario, chamado de ciclo trigonométrico. A trigonometria se da ba-
sicamente através de seis funcoes seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.
Com algumas identidades fundamentais, que citaremos na proxima secao, a partir do valor
de uma destas fungoes obtemos todas a outras.

Os nomes atuais das funcoes trigonométricas secante e tangente sao claros a partir do
ciclo trigonométrico, se considerarmos o angulo AOP = o, na figura abaixo, temos que o valor
da tg o é dado pelo comprimento do segmento tangente EC e o valor da sec a é dado pelo
comprimento do segmento da secante OC. Temos ainda que cotangente significa simplismente
“tangente do complemento” e assim por diante. Esses termos tangente, cotangente, secante

e cossecante se consagraram antes do fim do século XVI.

J& a palavra semo nao tem um significado tao simples de se explicar e visualizar.
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II Q

gix0 das co-tangentes 11F cotg o D

gix0 dos
CO-S2M0s -1
-1
ITI Q IV Q

gix0o dos senos eix0 das tangentes

Figura 1.1: Ciclo e Eixos Trigonométricos

A origem a palavra seno € curiosa. Aryabhata usava ardha-jya
(“semicorda”) e também jya-ardha (“corda metade”) e por bre-
vidade escrevia apenas jya (“corda”). Partindo de jya os drabes
foneticamente derivaram jiba que devido a prdtica entre eles de se
omitir vogais, se escrevia jb. Afora seu significado técnico, hoje
jtba € uma palavra que nao tem sentido em drabe. Posteriormente,
escritores que se depararam com jb como abreviacdo da palavra
sem sentido jiba passaram a usar jaib que faz parte do vocabuldrio
drabe e que significa “enseada” ou “baia”. Mais tarde ainda, ao
fazer a tradugao de jaib para o latim, Gerardo de Cremona em-
pregou o equivalente latino sinus, de onde vem nossa palavra atual
seno

(EVES 2004 [2], p. 267).

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar defini¢oes e alguns conceitos trigonométricos e
resultados importantes para uma melhor compreensao do texto. Nao é objetivo deste estudo
construir a trigonometria ou, menos ainda, de aprofundar neste ramo da matemadtica, e
sim, ver a trigonometria como uma ferramenta que tem o potencial de apresentar ao aluno a

exatidao da matematica, cujos conceitos estao interligados, o funcionamento da manipulacao
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algébrica, desenvolvendo sua capacidade de raciocinio e seu pensamento légico, que é um

dos grandes objetivos da matematica com os estudantes da educagao bésica.

1.1 Identidades e transformacoes importantes

Existem muitas e muitas identidades e transformacoes trigonométricas. Esta secao visa
lembrar as defini¢oes trigonométricas no triangulo retangulo, as propriedades fundamentais, e
algumas identidades e férmulas de transformacoes trigonométricas que posteriormente serao
de grande importancia para o desenvolver do trabalho.

As demonstragoes de algumas destas propriedades, fogem dos objetivos deste estudo
por serem facilmente encontradas nas bibliografias e serem propriedades bem conhecidas de
qualquer estudante que tenha afinidade com matematica, especialmente com a trigonometria.

De acordo com a figura abaixo (|1.2))

A b C
Figura 1.2: Triangulo Retangulo

E sabendo que o Seno de um angulo agudo é a razao entre o cateto oposto ao angulo e a

hipotenusa entao, temos que:

~ a ~
sen A = — e sen B = -
c c

Ja o Cosseno de um angulo agudo € a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a

hipotenusa, assim, de acordo com a figura:

~ ~ a
COsSA = - e cosB=—
c c



A Tangente de um angulo agudo € a razao entre o cateto oposto ao angulo e o cateto

adjacente ao angulo, assim, de acordo com a figura:

E a Cotangente de um angulo agudo € a razao entre o cateto adjacente ao angulo e o

cateto oposto ao angulo, assim, de acordo com a figura:
~ b ~ a
cotg A = — e cotg B = —
a b

Na figura foi afirmado que a seca = OC'. Analisando o triangulo FOC' desta figura,

temos que

OE 1 1
0oC OC  seca

qualquer que seja o angulo a no I Quadrante. Portanto temos que a Secante de um angulo

cosa =

agudo € o inverso do cosseno deste angulo,

1

cosa’

sec v =

ou ainda, a Secante de um angulo agudo é a razao entre a hipotenusa e o cateto adjacente a

este angulo. De acordo com a figura [I.2], temos que:

~ cC ~ c
seccA = - e secB = —
b a

Na figura percebe-se claramente que os angulos Ae B sdo complementares, ou seja,
A+B= 90°, ou ainda,g =90°— A e podemos perceber o porque da palavra cosseno que

significa seno do complemento, observe que:
sen A = cos B e sen B = cos A

ou

sen A = cos(90° — A)

O mesmo podemos observar com a tangente e a cotangente, temos que:

~ ~ ~ ~

tg A = cotg B e tg B = cotg A
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ou ainda:

—~ 1 ~ 1
cotg A = — e cotg B = —.
tg A tg

Na construcao das funcoes trigonométricas, e o uso da medida do angulo em radianos,
precisa-se definir os valores das fungoes para todo x real. No estudo do ciclo trigonométrico,

aprende-se que basta conhecer os valores das funcoes para o primeiro quadrande
o 0
0<z<90 ou ngggmd,

para x com valores fora deste intervalo, podemos por simetrias e periocidades determinar os
valores das fungoes. Desta forma nos concentraremos em x neste intervalo.

Podemos expandir as propriedades acima para x € R, da seguinte forma:

senz = cos(90° —x) ou ainda senz = (:os(Z — )

cosz =sen(90° —z) ou ainda cosz = sen(g — )

1
cotgr = —, para x # 0.
tgx

1.1.1 Relagoes Fundamentais

Conhecidos as defini¢oes de sen x, cos z, tg x, cotg x, sec x e cossec x no ciclo trigonométricoﬂ
pode-se estudar as relagoes entre estes seis nimeros. As demonstracoes das relagoes conheci-
das como fundamentais, nao serao apresentadas neste trabalho. Para angulos agudos, estas
propriedades podem ser facilmente verificadas com o uso de um triangulo retangulo qualquer,
como o da figura[l.2| e para qualquer caso, pode-se verificar com o ciclo trigonométrico.

A primeira relacao fundamental, a mais importante relacao da trigonometria, é a seguinte:

sen’r + cos’z = 1. (1.1)

la construcdo do ciclo trigonométrico, determinacdo dos pontos, reducdo ao I quadrante e as definicdes

das fungoes trigonométricas neste ciclo, é encontrada na referéncia [5], cap. IIT e IV
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Com esta relacao, percebemos que conhecendo o seno de um valor, podemos encontrar o
moédulo do cosseno deste valor, e vice-versa. Considerando 0 < x < 7 temos que todas as
funcgoes trigonométricas possuem valores nao negativos.

Para todox € Re x # § + kﬂﬂ, temos a relagao:

tgx = , (1.2)

agora, com o senx ou cosx, podemos encontrar o médulo da tgx.

Temos também, ainda para z € R e v # 7 + k7, k € N a seguinte relacao:

1
secr = . (1.3)
cos
Como cotgx = tg%, para tgx # 0 ou seja, © # km, k€ Nﬂ entao temos que:
cotgx = 8T (1.4)
sen
Ainda para x # km, k € N, fazemos a seguinte relagao:
1
cossec T = . (1.5)
sen

Estas sao as relagoes ditas fundamentais, com elas basta conhecermos um dos nimeros
sen x, cos x, tg x, cotg x, sec x e cossec x, e poderemos determinar o médulo de todos os outros,
se considerarmos o casa mais simples em que 0 < x < 7, e estes nimeros sao nao negativos,
conhecendo um deles é possivel determinar os outros cinco.

Agora, com estas relagoes, se considerarmos, x real, x € [0,27] e x ¢ 0, 5T, 37”, 2T,

podemos obter as seguintes relagoes:

2 2 2
sen” x sen” x + cos” x 1
tg?r+1=——+1= =

B 5 = 5 . S€C2 T
COs* X COs* X COsS* X

ou seja,

tg?x + 1 =sec’x

2Nestes valores temos que o cosseno se anula e portanto a tangente nio estd definida
3Nestes valores temos que o seno se anula e o cosseno é diferente de zero, portanto a tangente é nula
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5 cos?r  sen’z + cos’z 1 )
1+4+cotgx =1+ 5 = 5 = 5 = cossec” ¥
sen? x sen? sen? x

ou seja,

1 + cotg? x = cossec’ =

Muitas outras identidades trigonométricas, sao obtidas por manipulacoes algébricas des-
tas relagoes fundamentais. Com uma analise do ciclo trigonométrico, e o entendimento das

funcoes seno e cosseno temos que:
cos(—x) = cosx e sen(—z) = —senx (1.6)
Assim, o cosseno é uma fungao par e o seno é uma fungao impar

1.1.2 Férmulas de Adicao

Para se determinar as expressoes algébricas exatas de certos arcos trigonométricas, as
formulas de adicao sao bem tteis, uma vez que, se conhecermos os valores trigonométricos
de a e 8, com as férmulas de adigao, conheceremos para o+ 3, — B, a+ o, (a+ ) + 3, - - -

As cléssicas férmulas de cos(a + 3) e sen(a + () em func¢ao dos sen «v e cos 3, possuem
inimeras demosntragoes, utilizaremos aqui a apresentada por LIMA (6], p.229) por sua
simplicidade e ser bem direta:

Observe a figura abaixo:

Na figura, onde C'B’" 1. OB’, temos

OA = cos(a+ fB)
OB’ = cosfs
B'C = senf

Pela figura percebemos que AB = A’B’, e temos, pelo triangulo CA’'B’, que

A'B AP
B'C  senf

sen a = = AB = A'B' =sena -senf3

13



O

Figura 1.3: Adigao de Arcos

Ja considerando o triangulo OBB’, temos que:

OB OB

OB ~ w5l = OB = cosa - cos 3.

Cosa =

Logo,
OA=0B— AB =cosa-cos3 —sena - sen 3

Uma vez que, OA = cos(a + ) temos entdo que:
cos(a+ ) = cosa - cos § — sena - sen f3 (1.7)

Para provarmos a féormula do cosseno da diferenca de dois arcos, cos(a — 3), basta to-
marmos —f3 em vez de ( na férmula [I.7] e, usando a paridade das fungdes seno e cosseno

1.6, obtemos:

cos(a — B) = cos(a+(=03))
= cosa-cos(—f) —sena - sen(—pf)
= cosa-cosf3 —sena - (—senf)

= cosa-cosf +sena -senf.
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ou seja,
cos(aw — B) = cos v - cos 5 + sen « - sen f3. (1.8)
Para provarmos agora a formula do seno da soma de dois arcos, usaremos a idéia de que

o cosseno ¢ o seno do complemento, usando assim a identidade sen xz = cos (% — x) que foi

citada anteriormente, segue que:

sen(a+ ) = cos [g — (a+ 6)]
- wal(z-)+

= cos (g —a> - cos 3 + sen (g —a) -sen 8
= sena - cos 3+ cosa-senf.
ou seja,
sen(a+ ) = sen« - cos § + sen 3 - cos a. (1.9)

Para encontrarmos o seno da diferenca de dois arcos, procedemos de modo andlogo ao

que fizemos para o cosseno da diferenca, —f em vez de  na férmula [1.9] assim temos:

sen(a— ) = sen(a+ (=F)
= sena-cos(—f3) +sen (—pf) - cos

= sena-cosf + (—senpf) - cosa.

Portanto,

sen(a — ) =sena - cos f —sen 3 - cos a. (1.10)

Para obtermos a tangente da soma de dois arcos, usaremos a relagao fundamental e

as férmulas [I.7) e [1.9]
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sen(a + 8

~—

entao,

t =
gla+p) cos(a + B)
_ sena-cosf3+senf3-cosa
~ cosa-cosf —sena -sen 3
sen « - cos 3 + sen (3 - cos «
_ cosa - cosf3
- cosa-cosf3—sena -sen 3
cosa - cos 3
sena - cos3  senf - cosa
_ cosa-cosf  cosa-cosf
~ cosa-cosf  sena-senf3
cosa-cosfS  cosa-cosf
Entao,
tga +tg B
t = 1.11
g+ p) T tgo tg? (1.11)
Esta formula sé6 é aplicavel se:
a%g+k‘7r, ﬁ#ngkm, e a+ﬁ7ég+k7r.
Para determinarmos a tangente da diferenca de dois arcos, fazemos:
tgla—B) = te(a+(—A))
_ _tgattg(=p)
1 —tga-tg(—5)
tga+ (—tgh)
1 —tga-(—tgp)
tga —tgp
to(a — §) = 8180 1.12
slo— ) = T (112

Para determinarmos a cotangente da soma e da diferenga de dois arcos, procedemos de modo

analogo ao que fizemos para a tangente, obtendo para a cotangente da soma de dois arcos a

formulas
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cotga - cotg B — 1

t = .
cotg(a + ) cotg o + cotg 3

Esta formula sé é aplicavel se:

a#kr, PBF#£kr, e a+p#kn.

E para a cotangente da diferenca de dois arcos, obtemos:

_ cotga-cotg S +1

t _
cotg(er = f) cotg B — cotg a

temos que esta férmula, também, s6 é aplicavel se:

a#kr, B#kr, e a-+[#kn.

(1.13)

(1.14)

Estas equagoes (da eq. a eq. ), sdo extremamente tteis para obtermos mais

valores trigonométricos, a partir de poucos conhecidos.

1.1.3 Férmulas de Multiplicacao e Divisao

Nesta secao vamos deduzir algumas féormulas de multiplicacao de arcos para as funcoes

trigonométricas, de modo que se conhecermos o valor de sen o poderemos determinar o valor

de sen 2a, sen 3a, sen 4a e etc., poderemos também pela férmula de divisao determinar sen g,

o mesmo poderemos fazer para as demais fungoes trigonométricas.

As férmulas de multiplicagdo, nada mais s@ao do que formas de aplicacdo das férmulas

de adicao, de modo que se quisermos calcular por exemplo o sen 2« fazemos 2a = a + «, e

utilizamos a equagao [I.9] fazendo 8 = «a, daf teremos:

sen2a = sen(a + ) =sena - cosa + sen « - Cos &

entao:

sen2a = 2 -sen « - CoS .

Para o cos 2«, procedemos de modo andlogo na equagao [1.7] e assim obtemos:

cos2a = cos(a + ) = cosa - cos o + sen « - sen «

17
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entao:

cos 20 = cos? o — sen® (1.16)

e aplicando a primeira relagao fundamental (eq. [1.1)), podemos ainda escrever a equagao

das seguintes formas:
cos2a =2-cos®a — 1 ou cos2a =1—2-sen?a.

Para a tg 2a, precederemos sobre a equacao [1.11] assim:

tga +tg o
tg2a =1t =
& 4C gla+a) 1—tga- -tga
entao:
2-t
tg20 = — 5% (1.17)
1 —-tg*a

Para obter valores nas demais fungoes trigonométricas (cossec, sec, cotg) basta usarmos
as relagoes fundamentais e analisarmos o sinal por meio do estudo das simetrias no ciclo
trigonométrico.

Lembrando que o este estudo busca apresentar ferramentas que nos possibilitam a ob-
termos valores trigonométricos para arcos além dos notaveis, dessa forma, com o estudo
do ciclo trigonométrico e o uso das propriedades fundamentais, se conhecermos o valor de
uma das fungoes trigonométricas de um certo angulo a podemos obter o valor nas outras
cinco funcoes. Dessa forma poderiamos, por exemplo, nos limitar a encontrar “sen o’ para o
maximo possivel de valores para «, que os demais valores trigonométricos poderiam também
serem obtidos, uma vez que estao apresentadas as propriedades fundamentais.

Agora, vamos apresentar féormulas que permitem calcular as fungoes trigonométricas de
5, conhecida uma das fungoes circulares de z. Como ja foi dito, se conhecermos o valor
trigonométrico de um certo arco em uma das fungoes circulares, podemos encontrar nas
demais, entao sem perda de generalidade, consideremos que seja conhecido cosz.

Sabemos, pela equacao [1.16, que cos2a = 2 - cos®> o — 1 assim, considerando 2a = z e

x
substituindo nesta equacao, temos cosx = 2 - cos? 5~ 1, e portanto:
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T 1+ cosx
— =4y — 1.18
0082 \/ 5 ( )

Ainda pela equacgao temos que cos2a = 1 — 2 - sen? o daf substituindo 2o = x

2

T
obtemos cosz =1 — 2 - sen 5 e portanto:

T 1 —cosz
— =4y — 1.19
sen2 \/ 5 ( )

Para calcularmos a tg 7, usaremos a segunda relagao fundamental (eq. , assim:

xr

sen —

L 2
2 <
COS 2

T 1—cosz
tg— =+ —— 1.20
g2 1+coszx ( )

Os sinais (£) s@o necessarios quando se conhece o valor do cos x sem conhecer qual é este

tg

dai, temos que:

arco x. Pois, se conhecermos z, saberemos em que quadrante esté o arco § e assim saberemos
o sinal do valor de seu seno, seu cosseno, sua tangente, sua secante, sua cossecante e sua
cotangente.

No préximo capitulo, nos concentraremos em encontrar os valores das funcgoes trigo-
nométricas seno e cosseno para alguns arcos especificos. A partir dos quais, aplicaremos
equacoes apresentadas nesta secao e obteremos varias expressoes algébricas exatas para

VArios arcos.

19



CAPITULO 2

RAZOES TRIGONOMETRICAS ESPECIAIS

Alguns arcos sao considerados especiais por serem frequentemente usados nos estudos

trigonométricos, por esta razao sao chamados de arcos notaveis, sao eles

™

™ ™
. —_= 4 0 _= o
30%; 1 5% e 5 60

(e}

Os valores trigonométricos para estes arcos sao até bem difundidos no segundo grau de
nossas escolas, onde é ensinado aos alunos preencher uma tabela, as vezes até com “musi-

quinhas”, para o seno, o cosseno e a tangente destes arcos. Segue a abaixo esta tabela:

™ v

T
a0 - —=30°| — =45°| = =60°
razao - arcos ; 1 3
1 V2 V3
seno - — —
2 2 2
V3 V2 1
COSSeno — — -
\3_ 2 2
3
tangente — 1 V3

Tabela 2.1: Razoes Trigonométricas Especiais

E até interessante que os alunos memorizem esta tabela, e assim possam trabalhar com
estes arcos, mas o essencial é porque estes valores. Como estes arcos podem ser obtidos é

ensinado por poucos professores, apesar de ser uma construgao bem simples e que podem ser
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facilmente compreendidas pelos alunos, o que daria bem mais sentido a estes valores. Entao

faremos isto nste secao.

Razoes Trigonométricas do Arco Z = 45°

Consideremos uma quadrado ABC'D cujos lados medem [ unidades. Tracemos neste
quadrado a diagonal BD, assim, sabendo que a diagonal de um quadrado bissecta os angulos
dos vértices que a define, ficamos entao com um triangulo retangulo isésceles ABD, onde
podemos entao afirmar que B =D = 45°. Os catetos deste triangulo medem [ unidades e a

hipotenusa BD = a, pelo teorema de pitigoras temos:
=P+ =a=1V2

entao, temos:

‘N
|G
[\)

~ AD
senB:%isen%O:l =

&

‘ -

~ AB
COSBZE:COSZLE)O: =

S
e

~

[
tg B — tg45° =- = 1.

~ AB I

Razoes Trigonométricas do Arco % = 30°

Consideremos agora, um triangulo equiatero ABC' de lado [. Como este triangulo é
equildtero, temos que

A=DB=C=60°

Tracemos neste triangulo a altura C'M pelo vértice C relativa ao lado AB onde M € AB,
sabendo que a altura em um triangulo equildtero é uma mediana e também uma bissetriz.

Temos assim que o triangulo AMC' é retangulo, onde:

M=90°, (C=30°, A=60°, AM:éemzl
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309
f
60°
]
A L M B
2
Figura 2.1: Triangulo Equilédtero
e pelo teorema de pitagoras;
AC* = CM° + AN’
2
2 = COM + <£>
2
12 .
2 _
l*— 2 = CM
——2 412 — 2
CM~ =
4
B 312
4
Portanto,
o= V3
2
Assim, temos que:
~ AM I3 1
sen C' = a0 = sen30° = % =3
~ M W3 3
cosC' = Vel = co0s30° = % = g
~  AM L 1
tgC = —— = tg30°= -2 =—
& cCM & W3 \/3
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Razoes Trigonométricas do Arco g = 60°

Ainda considerando a figura , temos no triangulo retangulo AMC', que A=60°eC
sao complementares, e desse modo o seno de um ¢ igual ao cosseno do outro, tangente de

um ¢é a cotangente do outro, dai:

~ ~ M /3
senA:cosC:i—C = SeHGOO:%:g
~ ~  AM l 1
cosA:senC:E = cos60°:%:§
+ CM L3

- tg60° = 2- = /3,
T = : V3

Assim, completamos a nossa misteriosa tabela[2.1] usando simples conceitos da geometria
plana e as definicoes de seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo. Essa construcao
pode perfeitamente ser apresentada aos alunos de 2° grau, que tém claramente condigoes
de absorver e assim entender de modo mais claro o sentido dos valores trigonométricos, de
forma generalizada e fundamentada nas defini¢oes e propriedades simples.

No ciclo trigonométrico é possivel definir a fungao conhecida como a “funcio de Eulerl]

A maneira natural de definir as funcoes trigonométricas tem como
ponto de partida a funcdo de Fuler E : R — C, que faz correspon-
der a cada nimero real t o ponto E(t) = (z,y) da circunferéncia
unitdria (...)

A funcao de Euler E : R — C' pode ser imaginada como o processo
de enrolar a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre a cin-
cunferéncia C (pensada como um carretel) de modo que o ponto
0 € R caia sobre o ponto (1,0) € C

(LIMA 2006 [6], p. 218).

Com o entendimento do ciclo trigonométrico, cuja a equacao é z? + y? = 1, perbemos
que a imagem de t € R via fungdo E tem a seguinte caracteristica: E(t) = (cost,sent),
ou seja, qualquer ponto (z,y) da ciclo trigonométrico tem-se que: x = cost e y = sent,

imediatamente desta definicdo constatamos a primeira propriedade fundamental cos®t +

'Uma construcdo detalhada desta funcdo pode ser encontrada no capitulo 9 da obra de Elon Lages Lima,
2006 (referéncia [0]).
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sen’t = 1. Desta forma, os valores do seno e cosseno, apresentados na tabela e outros

valores importantes dessas fungoes podem ser visualizados na figura [2.2}

Figura 2.2: Circulo Unitério - (z,y) = (cost,sent), onde t é a medida do arco

2.1 Triangulo Aureo

A razao dureo é uma razao matematico rodeada de mistérios e de curiosidades, intriga
os matematicos ha séculos e séculos, se faz presente em muitas situacoes matematicas, como
o limite da razao entre dois termos consecutivos da fantdstica “Sequéncia de Fibonacci”,
e também na natureza como no crescimento de desenvolvimento de algumas flores. Mas,
os situagoes que envolvem esta razao e suas curiosidades foge dos objetivos deste trabalho,
aqui faremos apenas uma definicao do que é a razao aurea e apresentacao do triangulo

aureo, neste encontraremos algumas razoes trigonométricas de arcos importantes para a
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continuidade deste estudo.

De acordo com Eves (2004, p. 125 [2]): diz-se que um ponto C' divide um segmento de
reta AB em média e extrema razao ou faz uma sec¢do durea se o mais longo dos segmentos
for a média geométrica entre o menor e o segmento todo, ou de outra maneira o segmento
todo estd para a maior parte assim como a maior parte estd para a menor. A razao entre o
segmento menor e o segmento maior chama-se razao dureaﬂ De acordo com a figura abaixo:

AB AC

se o ponto C faz uma seccao durea no segmento entao: — = ——
P ¢ & AC ~ OB

1= 9
(]
m

Figura 2.3: Segmento Aureo

Para calcularmos o numero dureco, chamaremos AC' = a ¢ CB = b (imediatamente
AB = a+b). Fazendo as substituigoes na expressao acima, teremos:

b
“I :%:>a2:b(a—|—b):>a2:ab+b2,a7é0

dividindo ambos os membros da equacao anterior por a?, segue que:

2
2
a a
b

Temos que o nimero — é a razao entre a menor e a maior parte que o segmento AB foi
a

seccionado, pelo definicao, temos que este niimero é a razao durea uma vez que C' divide o

segmento em média e extrema razao. Seja p = —, dai:
a

l=p+¢p’=>"+p—1=0

—1++5

, como a e b sao positivos, logo rejeitamos a solugao ¢ =
9 C

~1-+5 145 ,

5 que ¢é negativa e consideramos apenas a outra solucao ¢ = 5 que € o

chamado nidmero dureo (¢ = 0,61803398...).

cujas solugoes sao p =

Zalguns autores assumem como razdo durea o inverso da apresentada, sendo a razio entre o maior segmento
€ 0 menor.
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2
Razoes Trigonométricas dos Arcos 110 =18%e g = T72°

Proposicao 2.1. Em um triangulo isdésceles com angulos de 72°,72° e 36° , a bissetriz
interna de um dos angulos de 72° divide o lado oposto em média e extrema razao.

Demonstragao. Considere um triangulo ABC' de modo que atenda as hipdteses desta pro-
posigao, tal que B = C' =72° e A =306° e ainda AB = AC.

Seja D a intersecao da bissetriz de B com o lado AC. Afirmamos entao que o ponto D
divide o segmento AC' em média e extrema razao. R

De fato, sejam AB = AC' = a e BC' =b. Como BD ¢ bissetriz do angulo B, entao temos
dois novos triangulos AABD e ABDC isésceles, observe na figura,

Figura 2.4: Triangulo Aureo

Podemos perceber que os angulos internos e correspondentes dos AABC e ABDC
sdo respectivamente congruentes (como o segmento BD é bissetriz do angulo 1@, entao
DBC = 36°, como BCD = 72°, entao o angulo BDC = 72°). Logo, estes triangulos sao
semelhantes. AABC ~ ABDC.

Do ABDC' (is6sceles) temos BD = BC = b. Como o ponto D esta em AC, entao:
AC = AD + DC.

Do AABD (também isésceles) temos BD = AD = b , e como

AC = AD + DC = a=b+ DC = DC=a-0
Da semelhanca dos triangulos AABC e ABDC', temos que:

AC  BC _a b s
BD-DC b —a_p U= —ab
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dividindo ambos os membros da tltima igualdade por a? # 0, temos

b\? b
a a
b
Fazendo ¢ = — | temos:
a

P+’ —1=0

cuja unica solugao positiva é o nimero aureo como vimos na se¢ao anterior. Concluimos
entao que o ponto D divide o segmento AC' em média e extrema razdo, e a razao

b BC 5-1
a AC 2

Por isso entao este triangulo é chamado de Triangulo Aureo. Se considerarmos um
triangulo ABC' is6sceles com estas caracteristica (angulos internos com medidas B = 72°,C' =

TP e A= 36°) onde os lados congruentes medem 1 (na figura AB = AC = 1), pelo valor

. . ) BC V5-1 ,
da razao encontrada na proposi¢ao acima, 10 = , terfamos que:
BC 5-1 51
1 fz = BC = f2

Se tragarmos neste triangulo a bissetriz relativa ao vértice A (temos pelas propriedades do
triangulos is6sceles que esta bissetriz é também uma altura e uma mediana), e considerarmos

M a intersecao da bissetriz de A com o lado BC , temos que esta dividird o segmento BC'

V5 —
4

em duas partes de mesmas medidas BM = MC = . Formando assim o triangulo

retangulo AM B, onde BAM =18° e o segmento AB mede 1, observe na figura abaixo:
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AN LAY
I

[ y ]

Figura 2.5: Triangulo Aureo cujos lados iguais medem 1

Podemos aplicar o teorema de pitadgoras para determinar AM, do seguinte modo:

AB? = BM?+ AM?

2
12 = (ﬁ_1> + AM?
4
AP - 1o 5-2v5+1
16
A o~ B-5+2V5-1
B 16
AN — 10 +2v/5

4

Entao, se aplicarmos as defini¢oes trigonométricas no triangulo retangulo AM B, teremos:
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V5 —1

sen A = 1B = sen 18° = le = senl&° = \/54_ 1
VIO 42/
Cosﬁ:%:mslgo:+ = (:05180:10%2\/S
10 + 25
sen B = % = sen 72’ = le = sen72° = 10%2\/5
V5 —1
cos B = A—Al;[ = cos 72° = ‘11 — o872 — \/54— 1

Assim, com este interessante triangulo, conseguimos encontrar as razoes trigonométricas

de mais dois arcos, vale ressaltar que de acordo com a segunda relagao fundamental (|1.2)a

tangente destes arcos podem ser facilmente determinadas. Sabermos as expressoes algébricas

exatas destes arcos sera importantissimo para o objetivo deste estudo no Capitulo 4.
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CAPITULO 3

NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo estudaremos brevemente o conjunto dos Numeros Complexos, C. Fazendo
uma abordagem histdérica, uma apresentacao do algebrismo basico dentro deste conjunto e
a extragao da raiz complexa.

Este capitulo tem neste estudo o objetivo de mostrar o quao relacionados estao estes
dois grandes campos da matematica - trigonométria e os numeros complexos. Mostrar que
através da manipulagao de duas formas de extrair a raiz quadrada complexa, podemos obter
nossas expressoes algébricas para valores trigonométricos. O desenvolvimento do capitulo,
visa entao, construir somente o que se precisa para estabelecer a extragao da raiz quadrada
complexa e a n-ésima raiz complexa. E importante que se esclareca que o método nao esta
sendo apresentado como o mais pratico modo de se obter tais expressoes, o que se deseja
mostrar é que é possivel e, no caso de se apresentar a alunos do segundo grau este método,
estes terao um objetivo no estudo dos complexos e assim as ferramentas destes nimeros
poderao ser melhor fixadas.

No intuito de facilitar o entendimento de sua importancia dentro da matematica, pri-
meiramente vamos trazer um breve histérico, de como estes nimeros surgiram, esta histéria
mostra que eles tiveram papel fundamental no desenvolvimento desta ciéncia. A origem
dos nimeros complexos e sua aceitacao no mundo matematico contou com grandes nomes

que perfazem esta historia e durou mais de dois séculos desde as primeiras contribuicoes de
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Bombelli em meados do século XVI, passando por grandes nomes como Leibniz, DeMoivre,
os irmaos Bernoulli, e como nao podia estar de fora os grandes génios sempre presentes Euler

e Gauss.

3.1 Breve Historico

E conhecido entre os mateméticos a frase de Leopold Kronecker, quando ele disse que
“Deus criou apenas os numeros naturais e que tudo o mais foi inven¢ao do homem”. Assim,
cada evolucao da matematica na conquista de novos ntimeros, o zero, os inteiros negativos,
0s fraciondrios, os irracionais € os complexos, era uma revolucao e que necessitava de longos
periodos de estudos para a aceitacgao. Assim, esta secao busca trazer uma sintese da histéria
da origem destes numeros desmistificando sua origem relacionada com as equagoes do 2°

grau.

Ao longo da historia, a necessidade de se introduzir os miumeros
complexos foi sendo detectada na medida em que se tentava re-
solver equacdes algébricas. A real motivacdo para a introdu¢do
dos niumeros complexos surgiu no Século 16, quando Cardan des-
cobriu que algumas equacoes do terceiro grau, chamadas por ele
de caso irredutivel, possuiam raizes reais, mas em cujas férmulas
resolventes ndo se consequia evitar expressoes envolvendo radicais
quadrdticos de numeros negativos.

(HEFEZ 2012 [4], cap. 1, p. 42)

A resolugao de equacgoes sempre foi um fascinio para os matematicos de toda a histéria,
deste os resquicios mais antigos que se tem noticia, existem estudos de resolucao de equacoes.
De acordo com Garbi 2009 [3], j4 no século 11, o matematico hindu Sridhara desenvolveu
uma férmula para a solugao geral das equagoes do 2° grau e publicou em uma obra que nao
chegou até nés, sendo publicada posteriormente pelo também hindu Bhaskara , de modo que
a tal férmula acabou levando o seu nome e sendo amplamente conhecida.

Relembrando, temos que em uma equacao do 2° grau na forma az? + bx + ¢ = 0, com

a # 0, a férmula de Bhaskara nos dé como raizes

B —b+/b? — 4ac —b—/b? — 4dac

2a 2a
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Nestas solucoes poderia ocorrer de o ntimero A = b? — 4ac ser negativo, mas isso nao era
problema para os matematicos deste tempo, que quando se deparavam com situacoes como
esta simplesmente afirmavam que nao existiam solugoes.

A matematica continua sua historia satisfeita com os niimeros reais, até que no inicio do
século XVI, no meio da controversa disputa com sofrimento e traicao entre Nicolo Fontana
(Tartaglia) - (1499-1557) e Girolamo Cardano - (1501-1576), pelas equagoes do 3° grau, os

matematicos voltam a ser desafiados na resolucao de uma equacao como esta:
3 _
z° —1bx —4 =0,

onde facilmente percebe-se que x = 4 é uma raiz, porém se resolvermos pela férmula que

ficou conhecida como Férmula de Cardano, chegariamos em:

T = <’/2+\/—121—|—</2—\/—121

Ora, esta equacao se mostrou um problema que nao poderia ser simplesmente ignorado,
pois existe a solucao e o procedimento para a determinagao desta solucao passava pela
extracao de raizes quadradas de nimeros negativos, desse modo nao da para simplesmente

dizer que nao existe raiz.

Os fatos indicavam claramente que 0s niumeros com que a ma-
temdtica vinha trabalhando havia séculos ndao eram mais suficien-
tes para o estudo da Algebm. Nao havia como negar as evidéncias
de que se estava diante de um novo tipo de numero, diferente de
tudo o que se conhecia até entdo.

(GARBI 2009, [3], p. 50)

Foi entao o Italiano Rafael Bombelli quem encarou este problema de modo a buscar re-
gras para trabalhar com esses nimeros, que ele denominou imaginarios. Segundo Garbi
(2009, [3] p. 51) Bombeli mesmo “revelou em 1572 no livro L’Algebra parte Mag-
giore dell’Arithmetica, seu método baseou-se no ‘pensamento rude’ segundo o qual

\3/2 ++v—121¢e¢ {’/2 — +/—121 deveriam ser ntimeros da forma a ++/—b e a — v/ —b, respecti-

vamente”. Assim Bombelli buscou conciliar o resultado fornecido pela formula de Cardano
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com a solugao x = 4. Dali,

{’/2—1-\/—121—1—{’/2—\/—121:4
a+vV-b+a—-vV-b=4

donde vem 2a = 4 = a = 2. Prosseguindo com o pensamento de Bombelli temos:

2+\/—_=§/2+m:€/2+\/ﬁ\/—_=€/2+11¢—_1

Com um pouco de dlgebra, constata-se que b = 1. Obtemos assim,
V24 vV-121=24++v=1 e {/2—V—-121=2—+/—1

Assim, fazendo de conta que y/—1 é um nimero conhecido e que, com ele opera-se do
mesmo modo que os outros nimeros que ja conhecemos, uma raiz de nossa equacao pela

férmula de Cardano e as definicoes de Bombelli é:

=424 V1214 /2— V=121 =24+V/—1+2—-v/—1=4

desse modo Bombelli conciliou a férmula de Cardano com o raiz encontrada por observagao,
com estes calculos ele percebeu o funcionalidade de operar com o estranho nimero /—1. De
acordo com Hefez (2012, [4] p. 2) Bombelli comegou a estudar estes nimeros por volta de
1550 e estabeleceu em sua obra L’Algebra parte Maggiore dell’Arithmetica, algumas propri-

edades operatorias como:

(—V-D(=vV-1)=-1,  (F)V-1)=+V-1,

Criou também a regra para a soma e multiplicacao de dois nimeros do tipo a + bv/—1,

da seguinte forma:
(a4 bv—=1)+ (c+ dvV—=1) = (a+c) + (b + d)v/—1,
(a+bv/=1)-(c+dv—1) = (ac — bd) + (ad + bc)v/—1.
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Desta forma estavam lancadas as bases para o desenvolvimento da teoria dos nimeros
complexos, um ponta pé do inicio de uma revolugao da matemética, que neste momento
estava expandindo seus horizontes para a conquista de um novo conjunto numérico mais

amplo do que, os até entao perfeitos, ntimeros reais.

O tratamento formal dos niimeros da forma a + by/—1 , dado por
Bombelli, ndo satisfazia minimamente os matemdticos da época,
que 0s olhavam com muita desconfianca, admitindo-os apenas
como artificio de cdlculo, sem uma existéncia efetiva, tendo o
proprio Cardano como feroz oponente. Os matemdticos da época,
pela influéncia da cultura helenistica predominante na drea, relu-
tavam em aceitar entidades matemdticas que nao tivessem algum
significado geométrico. Esse significado geométrico foi delineado
no final do Século 18, inicio do Século 19.

(HEFEZ 2012 [4], p. 3)

As equacoes do 3° grau e a fundamentagao dos niimeros complexos precisaram aguardar
ainda um século e meio, passando por algumas contribuicoes de Leibniz, Abraham DeMoi-
vre, os irmaos Bernoulli, até que Leonhard Euler (1707-1783), de quem foi dito que calculava
com a facilidade com que os outros respiram, desvendou os seus mistérios dando um ataque
final. Dentre suas iniimeras contribuicoes quanto as notagoes matematicas, foi Euler quem

“3”7. Euler dominou

representou em um artigo publicado em 1777 o ntimero v/—1 pelo famoso
os nimeros complexos e deixou pouco para ser desvendado. Mas deixou! O almejado tra-
tamento geométrico destes niimeros imaginarios veio somente com o alemao Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) no ano de 1799 em sua tese de doutorado, posteriormente melhorada
e apresentada em 1831 (foi nesta obra que Gauss batizou esses ntimeros como Nimeros

Complezos) e reproduzida em suas Obras Reunidas. Por isso o plano complexo e comumente

chamado de Plano de Gauss.

A simples idéia de considerar as partes real e imagindria de uma
numero complexo a + bi como coordenadas retangulares de um
ponto do plano fez com que o0s matemdticos se sentissem muito
mais a vontade com 0s numeros imagindrios, pois estes numeros
podiam agora ser efetivamente visualizados, no sentido de que a
cada numero complexo corresponde um unico ponto do plano e
Vice-versa.

(EVES 2004 [2], p. 524).
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Portanto apesar de toda a conturbada e longa histéria que envolve os niimeros complexos
e sua raiz imaginaria, estes termos sao infelizes e subjetivas para a didatica do ensino da
matemadtica, uma ciéncia légica e exata, mas estas designacoes sao mantidas por respeito a
historia e aos matemadaticos pioneiros nestes estudos que nos deram esta importante teoria
acompanhada destas designacoes. Vale ressaltar aqui que existe um frequente equivoco
cometido por professores de matematica quando ensinam que os niimeros complexos surgiram
da necessidade de solucionar equacoes de 2° grau com discriminantes negativos, enquanto
que esta historia apresentada mostra que a origem destes niimeros sao as equagoes de 3°
grau que, a partir de Bombelli, desencadeou todo o desenvolvimento da teoria que durou

mais de dois séculos.

3.2 Algebra dos Complexos

Foge dos objetivos do presente trabalho uma construcao rigorosa da teoria dos niimeros
complexos, desta forma serd apresentado apenas algumas defini¢oes e algumas propriedades
a cerca deste conjunto, para melhor compreensao da continuidade dos estudos. Assim, de
modo sintético um nimero complexo z é aquele que pode ser escrito na forma z = a + bi,
onde a e b sdo reais e i = v/—1 é a unidade imagindria, de modo que i? = —1.

O nimero a é a parte real de z, e escreve-se: Re(z) = a, e o niimero b é a parte imagindria,
escreve-se: Im(z) = b. Se b = 0, entdo o nimero é real: z = a+0.i = z = a. Por outro lado
se o complexo tiver a = 0, entao ele é denominado imaginario puro: z = 0+ bt = z = bi,
o complexo z é nulo se e s6 se Re(z) = Im(z) = 0. Desta forma fica facil perceber que
o conjunto de todos os complexos, que ficou representado por C , contém o conjunto dos

numeros Reais.
RCC={a+bi;a,bcR e i*=—1} onde ic C\R.

A forma z = a + bi é denominada forma algébrica do complexo z, assim temos que 0s

complexos z = a + bi e 2/ = a’ + Vi sdo iguais se, e somente se a = a’ e b = b'. Seguindo
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Bombelli e as notagoes de Euler, temos:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,

(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

E f4cil mostrar que as operacoes de adi¢ao e multiplicacao de complexos gozam de propri-
edades importantes da matemaética, sendo z,2',2” € Cesendo 0 =0+ 0i e 1 = 1+ 0i, os

chamados zero e um, temos as seguintes propriedades:
e Comutativa: z+2' =2 +zez-2/ =22z ;
e Associativa: z+ (2 +2")=(24+2)+2"ez- (2 -2")=(2-2)- 2"
e Elemento neutro: z+0=z2zez2-1=z;

e Distributiva: z- (' +2")=z-2'+z-2".

I\

Temos ainda que para todo complexo z = a + bi existe o complexo 2z’ = (—a) + (—b)i,
chamado de simétrico de z, tal que z + 2/ = 0. E, se z # 0, existe também o complexo
2" = a”"+b"i, chamado de inverso multiplicativo de z, tal que z-z” = 1. Mais explicitamente,
temos:

1=2z2-2"=(ad" = ") + (ab” + ba")i

o que nos fornece o seguinte sistema de duas equagoes lineares nas incognitas a” e b”:

aad” —bb" =1
ab” + ba" = 0.
resolvendo, obtemos a seguinte solucao:

I/ a /l__ b
a? + b? a2 + b

Portanto, temos o que inverso multiplicativo do complexo z = a + bi # 0, é:

a
2= T 2+62i’ tal que z-2" =1.
a a
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Representamos o inverso multiplicativo de z por 27, ou seja, 2" = 271

E definido como conjugado de z = a + bi o complexo Z = a — bi. E o mddulo de z é
o numero real |z| = va? + b?. Dessa forma, de acordo com a expressao acima do inverso

multiplicativo, temos que:

a .
Como 2z~ ! = - i, temos que:

a2+ 0 a4
a 2 —b 2
(w5%) < (%)

a® + b?
a2 4 b?) 12
1
= 1/l7]

7Y =

&

N~

Podemos também escrever o complexo z = a + bi de outra maneira:

a b
z=va®+ b? +1 ,

Assim temos que os nimeros (a/va? + b?) e (b/v/a? 4 b?) sao nimeros situados entre —1 e
+1 e ainda, a soma de seus quadrados é sempre 1. A partir desta observacao e das relacoes
trigonométricas, os matematicos perceberam que estes nimeros poderiam ser considerados
o cosseno e o seno de um angulo 0, denominado argumento de z, e sendo o nimero r = |z| =

Va2 + b? o mddulo de z, temos que o niimero complexo pode ser expresso por

z =1(cosf + isen )
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3.3 Raiz Complexa

3.3.1 Raiz Quadrada

Considerando um ntimero complexo z # 0, temos que a equacao z2 = z sempre admite
duas solucoes em C, que sao as raizes compleras quadradas de z, diferente do conjunto R
onde nem sempre é possivel extrair raizes quadradas. Para tanto seja um w € C, nao nulo,
tal que w? = z e escrevamos z = a + bi , onde a,b € R. Se b = 0 entdo z = a, assim, este

nimero complexo pertence ao conjunto dos nimeros reais, dai temos que:
wi=2 = w=a = w==+Va

perceba que y/a existe em C para todo a € R. O que confirma a afirmacao no caso em que
b = 0. Consideremos entao b # 0. Vamos encontrar a raiz quadrado do complexo z = a + bi
pelo procedimento apresentado por Hefez (2012, p. 17 - 18, [4]). Assim, consideremos um

numero complexo w = ¢ + di tal que:

z=w? = a+bi=(c+di)=c—d*+2cdi

Pela igualdade de nimeros complexos, temos que:

a = 2 —d? a’? = (& —d?)?
= ( ) = a? + 0> =+ d* + 23d° = (A + d)?
b = 2cd ¥ = 4ctd?
Portanto ¢ +d? = v/a? + b2, por outro lado temos que ¢ —d? = a, somando e subtraindo
essas igualdades, temos que:

62_\/a2+b2—|—a var+b? —a
S A

2 _
& = 2

Logo
(3.1)
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Portanto, como b # 0 e b = 2cd , devemos tomar os numeros ¢ e d, com a propriedade
tais que o sinal do seu produto seja o mesmo do sinal de b. Dessa forma, quando b > 0
, tomaremos ¢ > 0ed > 0,ouc<0ed<0; quando b < 0, tomaremos ¢ > 0 e d < 0, ou
c>0ed<0. Assim temos exatamente dois niimeros complexos w e —w cujo quadrado é

z = a + bi, denotados por 1/z e —4/z respectivamente.

Exemplo 3.1: Calculemos a raiz quadrada do complero z = 5 — 12i
Devemos encontrar um complexo w = ¢ + di tal que w? = 5 — 124, observando que a = 5

e b= —12, temos que a® + b* = 169, assim, pelas equacoes , temos que:

VA 1 v 169 — 13 —
lf = | P2 = [P oy e o= [T 2= [P Vi,

Como b < 0, as solugoes serao:

wy=3—2i e wy=—3+ 2i.

Esse procedimento para extracao de raiz quadrada serd usado posteriormente para ob-
tencao de expressoes algébricas exatas para arcos trigonométricos, por meio de comparagao
deste método com outro método de extracao de raiz quadrada, que depende da representacao

dos nimeros complexos em sua forma polar.

3.3.2 Forma Polar

Um numero complexo z é definido por um par ordenado de nimeros reais (a,b), que
chamamos de afixo de z e automaticamente é identificado com um ponto do plano cartesiano
(chamado de plano complexo ou plano de Gauss). Portanto dado z = a + bi onde a,b € Rx,
consideremos o ponto P = (a,b) do plano, que corresponde ao afixo do nimero z # 0 e
é diferente da origem O do plano. O segmento OP, que possui comprimento r = |z| =

va? + b # 0 e determina com a semi-reta Ox um angulo ¢ € [0, 27|, chamado de argumento
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de z e denotado por § = arg(z) (observando que § nao é dinico, visto que a igualdade é vélida

também para 6 + 2k7 ), conforme figura abaixo.

YA
z=a+bi

Tsen 9_|cr

I
I
I
|
I
I
I
I
0 I
|
I

=y

1 cos 0 4|0‘

Figura 3.1: Forma Polar

Utilizando as relacoes trigonométricas no triangulo retangulo formado temos que a =
rcosf e b = rsenf , portanto a forma polar ou forma trigonométrica do niimero complexo

e nao nulo z = a + bi é definida por:
z =r(cosf +isenb).

Com a representagao polar e os conceitos de argumento e médulo podemos apresentar a
seguinte proposiao:

Proposicao 3.1 (Produto de ntiimeros complexos na forma polar). Dados z = r(cosf +
isenf) e 2/ =1'(cost +isend'), temos que

z- 2 =rr'(cos(0 +0') +isen(d + ¢')).
Demonstracao. De fato, pois de z - 2’ na forma polar, temos:
z-2" = r(cosf+isend)-r'(cost +isend’)
= 7r7r'((cosfcost —senfsenf) + i(cosfsend + senf cosb’)
Usando as férmulas de adicao [1.7] e onde:
cos(f +6') = cosfcost —senfsend e sen(f+60')=cosfsend +senfcosb .

temos entao:

z-Z = rr'(cos(0+0") +isen(d +6"))
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Esta proposicao nos da um interpretacao geométrica da multiplicacao de dois complexos
nao nulos: para calcular o produto de z com 2', calculamos o produto dos mddulos de z e 2’
e somamos o0s seus argumentos 6 e ¢ (HEFEZ 2012, p. 23-24 [4]).

Com a multiplicacao na forma polar podemos determinar uma expressao para poténcias
de expoente inteiro n cuja base é um numero complexo nao nulo, conforme veremos na

seguinte proposigao, cuja demonstracao estd de acordo com a apresentada por Hefez (2012,

p. 26 []).
Proposigao 3.2 (Férmula de De Moivre E[) Dado um nimero complexo ndo nulo na forma
polar z = r(cosf + isend), entdo, para cada nimero inteiro n, tem-se que

2" = r"(cos(nb) + isen(nb)).
Demonstracao. Esta demonstragao sera feita por inducao sobre o expoente n. Primeira-
mente, para n = 0: como ° = 1, entao 7°(cos(0- ) +isen(0-60)) =1-(1+i-0)=1=2%0
que confirma que a férmula vale para n =0
Seja n > 0 e suponhamos que a igualdade seja véalida para n, isto é, z" = r"(cos(nf) +
isen(nf)). Entdo,
= g
= r(cosf+isend) - (r"(cos(nf) + isen(nd)))
= 7"*(cos(f + nb) + isen(f + nb))

= 7" (cos((n + 1)) + isen((n + 1)6))

onde a segunda igualdade segue da hipdtese de indugao, a terceira da multiplicacao de
nimeros complexos na forma polar e a tultima mostra a validadeda férmula do enunciado
para n+ 1. Concluimos entao, por inducao, a validade da férmula para todo niimero natural
n.

Para concluir a demonstracao, precisamos expandir o prova para os inteiros. Seja n < 0
um inteiro. Entao, —n > 0e 2" = (z7!)™". Como

1
2 =%/|2|* = ~(cosf —isenf) = r~'(cos(—0) + isen(—0)),
r
assim, pela formula ja demonstrada para o natural —n > 0, temos que:

= ()T = (r7) " (cos((—n) - (=0)) + isen((—n) - (—0)))

= r"(cos(nf) + isen(nh))

Logo, a proposicao ¢é verdadeira para todo n € Z.

'Em homenagem ao matematico francés Abraham De Moivre (1667-1754), autor dessa férmula.
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3.3.3 Raizes n-ésimas

Vimos no inicio desta se¢ao que todo complexo z # 0 possui exatamente duas raizes
complexas quadradas, nesta subsecao, buscaremos generalizar este resultado, mostrado que
todo complexo z # 0 possui n raizes n-ésimas complexas, além de apresentarmos como
determina-las.

Se considerarmos um natural n > 1 e um complexo z, temos que um outro complexo w
serd uma raiz n-ésima de z, se e somente se, w" = z. O complexo z deve ser nao nulo, uma
vez que, se z = 0, entao a equacao w" = z terd uma unica solucao w = 0, para todo n > 1.
Temos também que se n = 1 entao a tnica raiz “I1-ésima” de z é o proprio z.

Segue entao a proposicao que nos da a generalizacao mencionada, de acordo com o apre-

sentada por Hefez (2012, p. 30-31 [4]).

Proposicao 3.3 (Raizes complexas n-ésimas). Todo nimero complezo z # 0 tem exata-
mente n raizes complexas n-ésimas, para cada nimero natural n > 1, a saber,

zk:W(cos<w)+isen<w)>, k=0,1,-+-,n—1,
n

n

onder =|z| >0 el =arg(z).

Demonstragao. Seja n > 2. Consideremos o complexo z na sua forma polar z = r(cosf +
isen ) queremos determinar os complexos zy = p(cos ¢ + isen @) tais que z = (z,)".

Pela férmula de De Moivre temos que: (2))"™ = p"(cos(n¢)+isen(ne)), assim, temos que
z = (2z))" se, e somente se:

pro=r p = {l/;a ,OGR,p>0
{ngb — f42mn,  AezZ 7 6 = 12w
n
Portanto, temos que:

2 2
Zy = {L/F (COS (M) + 7sen (e—i_—ﬂ—)\)) R onde A\ € Z
n

n
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Ja temos que as raizes n-ésimas de z tem realmente o formado apresentado pela pro-
posigao, faltando assim mostrarmos que o nimero de raizes n-ésimas é n. Sejam A, uZ. Da
igualdade de niimeros complexos na forma polar temos que:

0+27\ 0+ 2mp

2 =2y " " =27l, paraalgum [€Z

2t 2
L—ﬂ:%d, para algum [ € Z
n n
A

— ——ﬁ:l, para algum [ € Z
n o n

< AN—pu=In, paraalgum [€Z

< A=p mod n.

Portanto, so interessa o resto que A deixa na divisao por n. Para cada resto ha uma raiz
n-ésima de z.

Logo, para cada k = 0,1,--- ,n — 1 ha uma raiz complexa n-ésima de z, determinada
0 + 2km , .
pelo argumento ¢ = , sendo as raizes complexas n-ésimas de z, portanto, dadas
por:
0 + 2k
2p = /r(cos ¢y + isen ¢y,), o = i 7T, k=0,1,---,n—1. (3.2)
n

Exemplo 3.2: Encontraremos as raizes ctibicas de z = —16 + 16i.
Inicialmente vamos determinar a forma polar de z. Sendo r = |z| e § = arg(z), temos
que: 7 = /(—16)2 + 162 = 16v/2 e
16 V2 16 V2 3

cos) =——=—— ¢ senf = — = 0:135":?,

16v2 2 T 16v2 2
dai,

3 3
z = 16\/5 (Coszﬂqtisenf).

Agora determinaremos as raizes cibicas de z, com k = 0, 1, 2 na equagao[3.2)da proposi¢ao

acima, assim temos:

3/ 2 2
=\ 16\/§<COS£+isen%) =\ 16v/2 (%_qL\/T_z),



3T 3T
3/ X421 X421
z = \ 16v2 |:COS (4—7T> + 7 sen <4—7T>]
3 3
: 11 11
= \5/16\/§(cosl—g+isen1—2ﬂ);

3 3T
/ X422 X422
Zy = \ 16v/2 {cos (%) + 2sen (%)]

3 197 197
= 1 2 e ) — .
6v/2 (cos 12 + 7 sen 12)

Com esta proposicao do calculo da raizes complexas n-ésimas, fazendo n = 2 obtemos
uma forma de calcular as raizes quadradas complexas, e temos também que as duas raizes
quadradas complexas de um nimero podem ser obtidas pelas equagdes [3.1] Com estes dois
métodos apresentados faremos no préximo capitulo uma manipulacao de modo que possamos

obter valores exatos para senos e cossenos de arcos nao notaveis.
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CAPITULO 4

EXPRESSOES ALGEBRICAS EXATAS PARA
VALORES TRIGONOMETRICOS

Os valores trigonométricos sao extremamente importantes para as aplicagoes da trigono-

metria, para o uso da trigonometria na resolugao de problemas praticos. Esses valores foram

objetos de estudos de anos e anos de matemaéticos ao longo da histéria que se dedicaram a

construir as tabuas trigonométricas.

Provavelmente o mais ilustre dos matemdticos mucgulmanos
do século X foi Aba’l-Wefa (940 - 998), nascido na regidgo
montanhosa persa de Khordsan. FEle se tornou especialmente
conhecido por sua traducao de Diofanto, por ter introduzido a
funcdo tangente em trigonometria e por uma tdbua de senos e
tangentes, com incrementos de 15°, que elaborou. Para tanto
ele aperfeicoou o método de Ptolomeu, obtendo sen30" com nove
casas decimais

(EVES 2004 [2], p. 261).

Houve muita dedicacao de grandes matematicos em conseguir cada vez mais casas deci-

mais para os valores trigonométricos, buscando trabalhar com estes valores o mais préximos

do exato possivel. Como a maioria dos valores trigonometricos sao irracionais, para traba-

lharmos com valores trigonométricos exatos recorremos as expressoes algébricas.

De acordo com o site da UFF ([§]), usando o grau como medida de angulo, temos que:

sen0° = 0,

1 1
sen 30° = 3 sen90° =1, sen210° = —5 e sen270° = -1
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Podemos entao questionar se existe algum ntimero racional # para o qual sen 6 é racional

e diferente de -1, -1/2, 0, 1/2 e 1?7 Temos entao a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1. Os unicos valores racionais de senf, onde 6 é um racional e representa a
medida de angulos em grau, sio 1, 1/2,0, 1/2 e 1.

Segundo o site da UFF, a prova apresentada abaixo foi dada pelo alemao Jorg Jahnel

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que para todo numero racional 6 (considerado como uma
medida de angulos em graus), cosf pertence ao conjunto V = {—1,-1/2,0,1/2,1}. Pro-
vando isso, e considerando a identidade trigonométrica sen 6 = cos(90 — ), concluiremos que
o resultado valera também para a funcao seno.

Sabemos pela eqacao que cos 20 = cos? 6 — sen? ) = 2cos? ) — 1. Portanto,

2c0s20 = (2cos0)* — 2.

Seja 2 cosf um nimero racional, 2cosf = a/b é um numero racional, com b # 0, a e b
inteiros primos entre si, ou seja, mdc(a,b) = 1. Assim:
2 2 2
a a” — 2b
2(30829: ﬁ -2 = T

Podemos afirmar que a? — 2b? e b?> também nao possuem fator primo em comum. De
fato, pois supondo que exista um niimero primo p que é fator comum de a? — 2b? e b>. Como
p divide b2, segue-se que que p divide b. Se p divide b e p divide a® — 2b?, entdo p divide a.
Logo, p seria um fator primo comum de a e b, uma contradicao. Agora, se b = *+1 entao:

2c0s20 =a*—2 = a=+v2cos20+2.
Dai, como —1 < cos20 < 1 e a € Z, entao temos trés casos possiveis:
cos20=—-1 = a=0;
cos20=-1/2 = a=+=£1; e
cos20 =1 = a==+£2;
entao obrigatorialmente a é igual a -2, -1, 0, 1, ou 2. Mas, se b = +1 entao

2cosf = +a/l = cosf = +a/2,

portanto, nestes casos, cosf é um elemento do conjunto V', como queriamos demonstrar.
Vamos agora mostrar que b nao pode ser diferente de -1 e 1, o que concluira a demonstracao.
Com efeito, se b é diferente de -1 e 1, entao os denominadores de

2cos(f), 2cos(20), 2cos(46), 2cos(86), ---, 2cos(2¥0),
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vao ficando arbitrariamente grandes. Isto significa que os nimeros 2 cos(2%0) acima sdo todos
diferentes. Por outro lado, dado que € é um nuimero racional, digamos, s = m360/n, e dado
que cosseno ¢ uma fungao periédica de periodo 360, segue-se que o conjunto {2 cos(2*0), k €
N} tem no méximo n elementos distintos, uma contradigao, e portanto b = +1. |

Trés arcos sao considerados notaveis na trigonometria, sao os arcos de 30°, 45° e 60°. Os
valores trigonométricos exatos para estes arcos sao bem conhecidos pelos alunos do segundo
grau, que aprendem a preencher uma tabela (tabela muitas vezes sem muita explicacao
da origem daqueles valores.

Neste capitulo apresentaremos como manipular as ferramentas apresentadas ao longo
deste estudo, que perfazem o conteiido matematico da educacao basica da grande maioria
dos livros didéticos do segundo grau, para obter expressoes algébricas exatas para valores
trigonométricos de muitos outros arcos além dos notaveis. Primeiramente faremos isto utili-
zando as ferramentas trigonométricas apresentadas no capitulo 1, e os valores trigonométricos
encontrados no capitulo 2 (que sdo dos arcos notaveis e dos arcos de 18° e 72°). Na se-
gunda secao deste capitulo, utilizaremos os nimeros complexos e as formas de obtencao de
raizes quadradas, construidas no capitulo 3, para encontrar algumas dessas tais expressoes

algébricas.

4.1 Obtendo as Expressoes por Formulas
Trigonométricas

Nesta e na préxima secao, trabalharemos especialmente as expressoes algébricas para
os valores do seno e do cosseno de alguns arcos, pois das demais funcoes trigonométricas
pode-se encontrar as expressoes referente a seus valores a partir das relagoes fundamentais
apresentadas no Capitulo 1 e do estudo do sinal de acordo com o ciclo trigonométrico.

Nos restringiremos a estudar os valores trigonométricos para os arcos 6 tais que 0 < 6 <
90°. Uma vez que para os demais arcos os valores dos senos e cossenos podem ser estudados
pelas simetrias do ciclo unitario.

Com as informagoes encontradas no capitulo 2, sabemos quais sao as expressoes algébricas
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que nos fornecem os valores das fungoes trigonométricas dos arcos de medida 18°, 30°, 45°,

60° e 72°. Analisando o ciclo trigonométrico, percebemos também os valores para os arcos
de 0° e 90°.

sen0® =cos90° =0 e sen90° =cos0° =1

Conhecendo estes valores e utilizando as férmulas de adigao, subtracao, multiplicagao e
divisdo (semi-arco), que foram construidas no capitulo 1, podemos entao facilmente encon-

trar expressoes exatas de muitos outros arcos.

3 1
Exemplo 4.1: Conhecidos que o cos30° = g e sen30° = 3 ® sabendo ainda as

equagoes do semi-arco e|l.19

/1 /1 —
coszzi + cosx senzzi cosx7
2 2 2 2

podemos determinar as expressoes que fornecem os valores do cos 15° e do sen 15°, da seguinte

forma:
cosl5°:c03300: 1+C—0830 — \/1"'\/73:\/%: 243
2 V 2 9 9 \/ 1
= coslb® = 2+\/§ (4.1)
e

V2-V3

2

. 30° 1 — cos30 143 243 23
sen 15° = sen =}/ — = = =
2 2 2 2 1
(

= senlh® = 4.2)

podemos fatorar cos 15° como segue

2+v3  2V2+V3  V8+4v3  V6+2V6v2+2
2 B 4 B 4 B 4

cos 15° =

(V6+v2)?  \B(V3+1)
4 N 4
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portanto,

1
cos 15° = z_l\/i<\/§+ 1);

analogamente, teremos:

sen 15° = i\/ﬁ(\/ﬁ— 1).

Agora conhecemos também as expressoes algébricas para o seno e o cosseno do arco de 15°.

Exemplo 4.2: Do triangulo dureo nés determinamos que:

V1 2 1 -1
00518°:O+\/521\/2(\/5+\/5) e ser118°:\/g4 :

Entao, pela equacao do cosseno da diferenca de dois arcos que diz:

cos(a — ) = cosa - cos f + sena - sen f3,

podemos determinar a expressao que fornece o valor do cos 3°, da seguinte forma:

cos 3° = cos(18° — 15°) = cos18° - cos 15° + sen 18° - sen 15°

- %\/2(\/5+\/3) : }lﬁ(\@+ 1) + }l(ﬁ— 1) }lﬁ(\/ﬁ— 1)

- L _2\/5+\/5(\/§+1)} e V25 - 1)(V3-1)]

16 16
=  c0os3° = % _2(1+J§)\/5+\/5+ \/§(¢5—1)(\/§—1)}. (4.3)

E pela equagao do seno da diferenca de dois arcos, que diz:

sen(a — ) =sena - cosf —sen 3 - cos
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podemos determinar a expressao que fornece o valor do sen 3°, da seguinte forma:

sen3° = sen(18° — 15°) = sen18° - cos 15° — sen 15° - cos 18°

= (V1) VAVE 1) - VE(VB - 1) 1\ 205+ VB)

ALY B ENCRVENCRRY)

- 2 {2[_(1 VA5 + VB[ + o [VAWE - (V3 + 1]

= sen3® = %[2(1—\/5)\/5+\/3+\/§(\/5—1)(\/§+1)}. (4.4)

Estas expressoes e para o arco de 3° sao um tanto quanto extensas e ruins de
serem manipuladas, porém sao fundamentais para obtermos varias outras. Ea partir destas
expressoes do seno e cosseno de 3°, que nés poderemos determinar as expressoes algébricas
exatas para os valores trigonométricos de todos os arcos § medido em graus desde que # seja
um multiplo de trés, para isso basta usar as férmulas de multiplicagao ou as férmulas de
adicao, apresentadas no capitulo 1. Encontrar estas expressoes é um excelente exercicio de
manipulagao algébrica envolvendo radicais.

Por exemplo, se quisermos a expressao que fornece o valor do sen 78°, devemos calcular
pela formula da pagina primeiramente sen 75° fazendo sen(30° + 45°), em seguida
usamos novamente a mesma férmula e calculamos sen(75° + 3°) = sen 78°, uma vez que
conhecemos os valores dos senos e dos cossenos dos arcos 3°, 30° e 45°. Se quisermos en-
contrar a expressao para o cos 6°, usaremos a férmula da multiplicagao da péagina [18] e
calculamos cos(2 - 3°) = cos 6°.

E assim, para qualquer arco medido em graus multiplo de trés, com os valores dos senos e
cossenos que conhecemos neste estudo, poderemos com as férmulas apresentadas, encontrar

as suas expressoes algébricas exatas que fornecem seus valores trigonométricos.
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4.2 Obtendo as Expressoes por Niimeros Complexos

Uma necessidade frequente no estudo dos ntimeros complexos é passar um complexo
da sua forma algébrica para sua forma polar e vice-versa. No Ezemplo 3.2 dado na pagina
43| percebemos que nao podemos escrever facilmente os complexos z; e 25 na forma algébrica,
a nao ser com o auxilio de uma tabela trigonométrica ou calculadoras, utilizando valores
aproximados para o seno e o cosseno, o que nem sempre é possivel obter em determinados
momentos. Para evitar o uso destas aproximacoes, podemos recorrer aos nimeros complexos,
mais precisamente aos processos de obtencao de raizes quadradas tanto pelo método
(método 1) da subsecdo [3.3.1] quanto pelo método (método 2) da subsecdo [3.3.3]
fazendo por fim uma comparagao entre esses dois métodos. Vale ressaltar que essas aplicacoes
sao validas apenas para alguns arcos trigonométricos. Vamos as aplicagoes praticas desse
processo. Para esta secao trabalharemos com as medidas dos arcos em radianos.

Mostraremos a partir de um exemplo, como proceder para obtermos as expressoes algébricas
para valores trigonométricos, para isso, tomaremos como base o Exemplo 3.2. Inicialmente
para o arco de medida 117/12 que é simétrico, em relagao ao eixo vertical, ao arco de me-
dida 7/12. Portanto encontrando os valores de seno e cosseno para o arco de medida /12
podemos determinar em maddulo os valores dessas mesmas fungoes para o arco de medida
117 /12, e analisando o ciclo trigonométrico e considerando que este arco pertence ao segundo
quadrande, temos que o valor do seno sera positivo e do cosseno sera negativo.

Para conseguirmos isso, vamos considerar o niimero complexo z = v3 + L que na forma

T - i 2 2
polar serd dado por z = cos 3 + 7 sen & Calculemos entao as raizes quadradas de z pelos
dois métodos citados acima:

2 = 2, temos entao que w

3 1
é uma raiz quadrada complexa de z, assim, observando que a = \/7_, b= 3 ca’+ b =1,

Método 1: Consideremos o complexo w = ¢ + di tal que w

pelas equagoes [3.1] temos que:

ol = Vi+$  2+v3 V2443
N 2 4 2
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dl = IVI-  Jo-3 V23
N 2 N 4 2

Como b > 0, as raizes quadradas de z serao:

_ \/2+\/§+\/2—\/§i
2 2

_V2+V3 V2B
2 > "

w1 =

Wo

s 0
Método 2: Na forma polar z = cos s + i sen & dai calcularemos as raizes quadradas de

z pela equacao apresentada na proposicao fazendo k£ = 0,1. Assim,

T+2.0- T1+2.0-
zozﬁ{cos (6T7T) + 7 sen (BTW)] :cos%j%sen%

T4L9.1.7 4217 137 13w
— /1 e et Ty L ST TN L e 22T L e 20T
21 \/_{cos( 5 >+zsen< 5 )1 coS 12 + 7 sen T

Agora comparando as raizes quadradas de z em ambos os métodos. Lembrando que é
valida apenas a comparacao de complexos que geometricamente ocupam o mesmo lugar no
plano complexo (mesmo quadrante), e neste caso temos que wy = 29 € wy = z;. De wy = 2o,

temos:

m i . ™ i .
COS — +isen — = ?

12 12 2 2

12 2 2 2

Assim, por simetria em relagao ao eixo vertical no ciclo trigonométrico, podemos deter-
minar que:

117 243 1r  V2—-+3

coS = — e sen =
12 2 12 2

Com estes valores poderemos encontrar os valores das outras fungoes trigonométricas
para este arco, utilizando as relagoes fundamentais da trigonometria.

Ainda neste exemplo dado, temos que w; = z;, dessa afirmativa, temos que:
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13 Br _ V2+V3 vV2-V3
2 2

COSH—i—isen o =
L e BT V24V 3 V243
12 2 12 2

Neste exemplo, mostramos entao que é possivel determinar expressoes trigonométricas
exatas para arcos nao notaveis partindo de expressoes de arcos conhecidas, utilizando niimeros
complexos. O método é um tanto limitado e nao pode ser considerado um método pratico,
até porque apresentamos na se¢ao anterior formas bem mais simples e bem mais abrangente
de se obter estas expressoes para muitos arcos. Mas, esta organizagao para o estudo dos com-
plexos, da uma formatacao com um sentido que motivo os estudos e fundamenta a exatidao

e a interrelagao entre grandes campos da rainha das ciéncias, a matematica.

4.3 Expressoes para Seno e Cosseno de Alguns Arcos

Segue abaixo algumas expressoes obtidas com os mecanismos apresentados neste estudo,
além destes ainda é possivel encontrar os valores trigonométricos de outros arcos. Os calculos
realizados para obtermos estas expressoes, nao estao presentes, por serem desnecessarios ao
objetivo, uma vez que os mecanismos para determina-los sao os apresentados ao longo

deste trabalho.

™

Arco: — =3°

60
Seng—O =sen3° = % [2(1 —V3VE+ VB +V2(VE - 1) (V3 + 1)} :
cosg—020053°:1—16[2(1+\/§)\/5+\/5+\/§(\/§_1)(\/3_1)];
Arco: %:60
sen%:sen@’: { 6(5—\/5)_\/3_1};

1
5
cos 30 = cost = [ \/25 - VB + VAV + )
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Arco: - 9°

20
sen%zsenQo—g[\/_(\/_—i—l)—Z 5—\/5]

1
COSQEO:COSQO—g[\/5(\/5+1)+2\/5—\/5];
Arco: 1:120

15 .
Senf—g):senmo:gl 2(5—1-\/5)—\@(\/3—1)};
™ R 1 .
0081—5:(30812 :§{\/6(5+\/5)+\/§_1}’

T
A i — =15°
rco 15

1

Senl?T—2 =sen 15° = Z\/ﬁ(ﬁ —1);
1

COS% = cos 15° = Z\/ﬁ(\/g—i- 1);

Arco: T 18°
10 .

1
sen 7o = sen 18° = — 1 (V5—1) = 5%

onde ¢ é a proporcao de ouro;

T 1
A 18° — —,/9 .
cOS 10 cos 18 1 (5+V5);

m .
Arc707; @:21 1
sen < = sen21° = < [2(v3+ V5 V5~ V2(V3 - 1)(1+ V5)|
cosg—g:cosﬂo 1_16[ V3 —1) \/5—7—1—\/_\/_4_1)(14_\/_)]
Arco: g:22,5°
seng—sen22,5°—% 2 — /2
cos%zcos22,5°:% 2 +/2;
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Arco: E:MO
2 1
sen —& — sen 24° = 3 [\/_(\/_—1—1 \/5\/5—\/5};
2 1
COS£:<30824°—§<\/6\/5—\/5+\/5+1>;
3
Arco: — =27°
rco 50 1
sen£:sen27° 5[2\/5—1— —\/_ 5—1)]
1
cos% = cos27° = 3 [2\/5—1— S+ \/_ )} ;
Arco: %:300
1
sen% =sen 30° = 5;
3
cos% = cos 30° = g;
1m
Arco: — =33°
rcfl 60 1
sen6—(;rzsen33° 1—6[2 3—-DV5+v5+2(1 —i-\/_)(\/g—l)};
11 1
COS6—(;T:COS33O 1—6[2\/_+1 Vo + +\/_1— )(\/5—1)];
Arco: — = 36°
1
sen—zsen36°=z1 2(5 —/5);
1 5 1
cos — = cos36° = +4\/—=§gol,

37
Arco: — =39°
1n © ;
Sen6—(;rzsen39ozﬁ —V3)V5 = V5 +V2(V3+ 1) (V5 + 1)];
13
cos ST _ c0s39° = 21+ VE)VE— VB4 VEVE - (VB + 1)
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sen7—7rzsen42°: V6 5+\/__\/5+1'
30 8 ’
T V2V5+VE+V3(V6—1)
8

cos — = c0s42° = X
30

Arco: % = 45°
T 150 1 V2
sen — = sen =— = —
4 V2 2’
T A5 1 \/§
COS — = COS = —=—
4 V2 27
T
Arco: — = 60°
rco 5

T
sen — = sen 60° =

m
Z = cos60° =
COS 3 COS

Estas expressoes algébricas trigonométricas para estes arcos, sao algumas das expressoes
que podemos obter com os mecanismos apresentados neste estudo, lembrando que com os
valorese dos senos e dos cossenos e com as relacoes fundamentais encontramos as outras
funcoes trigonométricas.

O foco central deste estudo é apresentar mecanismos que permitem encontrar estes valo-
res. Manipulando estas expressoes em praticas trigonométricas, nos garantem que estamos
trabalhando com valores exatos, sem aproximacoes, o que permite maior seguranga nos re-

sultados encontrados. Fica entao, esta secao, como uma fonte destas expressoes.
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CONSIDERACOES FINAIS

A trigonometria é um ramo da matematica cuja origem remonta os primoérdios da
histéria. Na historia da matematica, um dos mais importantes dentre os mais antigos do-
cumentos matematicos que chegaram até nos, o egipcio Papiro Rhind, menciona algumas
vezes relacoes associadas a angulos que corresponde a atuais relacoes trigonométricas, mos-

trando que “sempre” foi importante para o homem, os estudos trigonométricos.

Para cumprir com o objetivo principal deste estudo, que é a obtencao de expressoes
algébricas trigonométricas exatas para arcos além dos notaveis, primeiramente foi feito uma
fundamentagao dos conceitos basicos da trigonometria, apresentando algumas ferramentas.
Assim, percebemos que com estes fundamentos, deduzindo os valores para os arcos notaveis
através de conceitos basicos trigonométricos e da geometria euclidiana plana, e ainda, en-
contrando os valores para os senos e os cossenos de mais dois arcos (18° e 72°) através do
triangulo aureo, podemos determinar as expressoes algébricas que fornecem os valores tri-
gonométricos para qualquer arco cuja medida em grau seja multiplo de 3, além de muitos
outros arcos. Mostrando que é possivel obter as expressoes para os valores trigonométricos

o que é bem mais matematico do que decorar algumas poucas.

Mostramos também que é possivel obter destas expressoes algébricas, através dos niimeros
complexos, para isso, foi apresentado o processo historico de criacao deste importante con-

junto numérico, enfatizando a sua necessidade dentro do fascinante processo matematico que
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sao as resolucoes das equacgoes. Apresentamos algumas das ferramentas para a manipulacao
algébrica dentro deste conjunto, com o foco centralizado nas formas de extracao das raizes
quadradas complexas, onde apresentamos dois métodos de calcularmos estas raizes e por
comparagao dos resultados encontramos expressoes para valores trigonométricos para arcos

nao notaveis.

A trigonometria é um ramo da matematica muito importante, possui intimeras aplicagoes
nas ciéncias relacionadas com as exatas e merece uma atencao dos professores, nao basta
ensinarem aos alunos métodos milagrosos que simplesmente dao certo, é importante mostrar
que eles podem manipular esta teoria, que tém fundamentacao suficiente para entender o
real sentido da trigonometria. O contelido do ensino médio traz ferramentas bem poderosas
e interessantes de serem trabalhadas pelos professores, uma vez que estes estudos fortalecem

a matematica dos alunos, o entendimento das teorias e a manipulacao algébrica.

A maneira apresentada neste trabalho, de se estudar trigonometria e niimeros complexas
com um objetivo (que é a obtengao das expressoes para os valores trigonométricos para os
arcos nao notdveis), se for bem trabalhado com os alunos, é um fator de motivacao que
cria a necessidade de melhor fixacao dos contetidos por parte dos alunos de modo que o
entendimento destes, acerca destas teorias, serda bem enriquecido. Os desafios propostos pelo
professor, muitas vezes, se transformam em interesse e motivacao para os alunos, mas na
forma que a trigonometria vem sendo trabalhada hoje, nao visa a construcao do conhecimento

matematico.

Fica entao uma proposta de organizagao didatica de contetidos, que podem facilmente
ser compreendido pelos alunos, uma vez que os contetidos apresentados estao no nivel de

muitos livros didaticos de matematica da educacgao basica.

A origem dos nimeros complexos foi uma grande revolugao no pensamento matematico
da historia, foi necessaria a participacao de grandes nomes da area para a fundamentacao
da teoria e sua consolidacao na matematica, tornando estes nimeros uma ferramenta de
grande importancia nesta ciéncia. Neste trabalho apresentamos uma das tantas utilidades

deste conjunto, o calculo de valores das fungoes trigonométricas, fornecendo estes valores com

o8



maior precisao favorecendo a utilizacao destas funcoes. Vale ressaltar que esta ferramenta é
limitada a apenas alguns arcos, é pouco pratica, uma vez que podemos obter estas expressoes
por caminhos mais simples, como foi apresentado. Mas, é uma manipulacao interessante e
instigante, além de trabalhar com um tanto de temas matematicos, tanto dos complexos
quanto dos trigonométricos.

Este trabalho deixa aberto a possibilidade de mais estudos na busca de mecanismos que
possibilitem atrair mais o interesse dos alunos pela matematica, visando a construgao do
conhecimento nesta ciéncia, em especial na trigonometria.

Pretendo montar uma oficina com alunos concluintes do segundo grau com os temas
abordados neste trabalho, para que possa avaliar melhor a real praticidade deste estudo.

A estrutura apresentada neste trabalho para o estudo da trigonometria em busca de
expressoes trigonométricas para arcos além dos notaveis envolvendo ainda os nimeros com-
plexos, pode ser adequada em formato de oficina voltada para professores do segundo grau de
escolas publicas, para que estes conhecam os meios apresentados, o potencial das ferramentas
e assim possam colocar em pratica em sala de aula, verificando a viabilidade desta estrutura
no contexto escola e o grau de absorcao dos conceitos matemaéticos por parte dos alunos.
Além de melhorar na formacao destes profissionais, proporcionando-lhes novos meios de le-
cionar, de conduzirem suas aulas visando torna-las mais atrativas sem perder a formalidade

conceitual da matemética.
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