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O MODELO DE PIELOU PARA O PROBLEMA DA
DINAMICA POPULAC]JONAL DE CELULAS
CANCERIGENAS

Mouzart Bicalho Coelho !
José Angel Davalos Chuquipoma2

Resumo: O problema aborda o estudo da dinamica populacional de células cancerigenas do
ponto de vista de taxa de variagoes discretas. Utilizando a teoria de equacoes de diferencas
¢é obtido o modelo matematico do problema de propagacao de células em um determinado
habitat. E analisado o Modelo Logistico Discreto de Pielou e o comportamento qualitativo
das solugoes.
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1 Introducao

Desde ha algum tempo, o crescimento da biomatematica e a diversidade de aplicagoes nesta
area tem sido o tema de pesquisa de muitos investigadores. Neste sentido, a modelagem
matematica estd sendo aplicada em cada disciplina importante nas ciéncias biomédicas. Um
campo de aplicagao muito diferente, e surpreendentemente bem-sucedido, nesta area é a
modelagem da interacao de células.

Dado um programa finito de conhecimentos quantificados e sequenciados,
podemos dizer que o ponto de partida da modelagem matematica neste
problema estd no seguinte principio da dinamica populacional: A variacao
das células em relacao ao tempo é proporcional a quantidade de células
que estao presentes nesse instante. Se z(t) indica o tamanho da populacao
de células no tempo t e dz/dt ou 2'(t) a taxa de alteracdo do tamanho
da populacao. Entao podemos assumir que a taxa de crescimento da po-
pulagao depende apenas do tamanho da populagao. Tal suposicao parece
razoavel para os organismos simples, como micro-organismos, veja [2], [6]
para maiores detalhes. Para os organismos mais complexos, como plantas,
animais ou seres humanos isso é obviamente uma simplificacao, uma vez
que ignora a concorréncia intra-espécies de recursos, bem como outros
fatores significativos, incluindo por exemplo a estrutura etaria (a taxa de
mortalidade pode depender da idade, em vez da densidade populacional,
enquanto que a taxa de natalidade pode depender do tamanho da po-
pulagao adulta, em vez de tamanho da populagao total, veja [4]).
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Além disso, nessa analise da dinamica populacional também deve ser considerada a possibi-
lidade de que as taxas de natalidade ou mortalidade podem ser influenciadas pelo tamanho
das populagoes que interagem com a popula¢ao em estudo (competicao, predagao, mutua-
lismo, conforme [5]). Neste trabalho seguiremos as ideias de Elaydi (veja [5]). Nosso modelo
matematico prevé a propagacao de uma populacgao de células cancerigenas em um deter-
minado meio, além disso é considerado o fator de inibicao originado pelos efeitos de uma
terapia (firmacos) aplicado no tumor gerado pelas células cancerigenas. O modelo é definido
por uma equagao de diferencas nao linear de tipo Pielou (veja [5]). Utilizando uma trans-
formacao algébrica conseguimos resolver a equacao emplementando o método de solugao de
uma equacao de diferencas de tipo Riccati.

Na Secao 2 deste trabalho é apresentada a teoria qualitativa de equagoes de diferencas,
definicoes e resultados basicos sao discutidos para um melhor entendimento da modelagem
do problema.

Posteriormente, na Secao 3, é feito o desenvolvimento do problema do modelo matematico da
propagacao de células com presenca de um fator de inibi¢ao. E obtida uma analise qualitativa
da solucao do modelo e utilizando o grafico de Lamerey conseguimos verificar as conclusoes
obtidas.

2 Equacoes de Diferencas

Equagoes de diferencas geralmente descrevem a evolucao de certos fenomenos ao longo do
tempo. Por exemplo, se uma determinada populacao tem geragdes discretas (nesse caso
trocamos o tempo continuo ¢ pelo discreto n), podemos inferir que o tamanho z(n + 1) da
(n+1) - ésima geracao depende do tamanho da geracao anterior, isto, pode ser interpretado
como uma fungao da enésima geracao x(n). Entao, essa relacao funcional pode ser expressa
através da equacao de diferencas

z(n+1) = f(x(n)), (1)

para alguma funcao f. Podemos olhar para este problema a partir de outro ponto de vista.
A partir de um ponto xg, pode-se gerar a sequéncia da recursao

2o, f(l’o),f(f(l’o)), f(f(f($0)>>,

Por conveniéncia, adotamos a notacao

F2(xo) = f(f(x0)),  [i(zo) = [(f(f(20))), etc.

f(xg) é chamado a primeira iteragio de xy sob f; f*(zy) é chamada a segunda iteragao de
xo sob f; mais geralmente, f"(zg) é a n enésima iteragao de xy sob f. O conjunto de todas
as iteragoes {f"(zo) : m > 0} onde f%(zy) = o é chamado a orbita (positiva) de xq e é
denotada por O(zy).

Por solugao de uma equagao de diferencas, entendemos uma expressao que fornece o valor

de uma varidvel num estdgio n em funcao de n e dos valores dos estdgios iniciais (condigoes
iniciais) segundo [1], 2011, p. 100.

As equacoes de diferencas se classificam em lineares e nao lineares, nas secoes seguintes
apresentaremos em detalhe essas definigoes.



2.1 Equacoes de Diferencas Lineares

Nem sempre podemos explicitar analiticamente a solugao geral de uma equagao de diferencas
quando esta nao ¢ linear.

Definicao 2.1 A ordem de uma equacao de diferencas € definida como a diferenca entre o
mator e 0 menor sub-indices presentes na equacao.
Equacades lineares de ordem k =n — m sdo equacoes da forma:

Tp = Qp—1Tp—1 T Qp—2Tp—2 + ... + QpTm,

ou seja,
m
Ty = g T, (2)
i=n—1

com «; constantes com m < n. Se fosse acrescentado k = n—m condicoes iniciais a equagao
(1), entao estamos em frente de um chamado problema de valor inicial.

Uma equacao de diferencas de primeira ordem (k =mn —m = 1), é uma equagao que tem
a forma
Tp = ATp—1

para alguma constante a. Se fosse dada uma informacao adicional do comportamento da
funcao xr em um estagio inicial ny = 0, entao o seguinte problema é chamado de problema de
valor inicial de primeira ordem:

Tpn = QTp_q

Lpny = Xo-

Nesse caso, o processo recursivo fornece:

rT = Xy
To = Q1 = Oé2$0
Tn = QTp—1 = ATy,
e portanto,
Ty, = o (4)

¢ a solugao de (3), satisfazendo a condigao inicial zo dada.

Uma maneira alternativa para resolver a equagao (3) é a seguinte: Suponhamos que z, = kA"
seja uma solucao geral de (3). Substituindo esta expressao em (3), temos:

A =0
EA" = ak\" ! «— k:)\”_l[/\ —a]=0= (¢ ou
A = a.

Desde que, para n = 0 devemos ter zy = kA", entdao k = x¢. Logo,

0 se xg=0
Tp = .
xoa" se 1z # 0.



Nao é dificil verificar que a solugao da equacao linear
Tpil = T, + b
com xo dado e a, b constantes, é
Ty, = Xo+ bn se a=1

| an 5
¢ e a# 1. ©)
1—a

Ty, = Toa™ + b

De (2) vemos que uma equacao de diferencas de sequnda ordem (k = n —m = 2) é uma
equacao da forma:
Tp = ATp—1 + bxn—Q

em que a e b sao constantes dadas. Se fossem dadas duas informacoes adicionais do com-
portamento da funcao x em dois estagios iniciais ng = 0, ny = 1, entao o seguinte problema
seria chamado de problema de valor inicial de sequnda ordem:

(6)

Tpn = axn—1+bxn—2
Tpny = o, Tpy = T1

com xg e x1 dados. O processo de solucionar o problema de valor inicial de segunda ordem

(6) é o seguinte: Considerando que x,, = kA™ ( como no caso da 1* ordem ) seja solucao de
(6) temos, ao substituir na equagao,

EX' —akA™ P —bkA" 2 =0 = kAN —a\—b =0

logo, A\ =00ou A’ —a\ —b=0.

e Para A = 0 = z,, = 0 para todo n ( solugao trivial ) que s6 tem sentido se zo = 1 = 0;

e Se A #£ 0, P(\) = A2 —a\ — b é o polindmio caracteristico de (6) e suas raizes \; 5 sdo
denominadas auto-valores,

2
N ah b= s A, AEVe A ”;Hb

A1 s&0 univocamente determinadas pelos valores dos coeficientes a e b.

Para as equacoes lineares vale o principio da superposicao, isto é, se temos varias
solucoes, entao a combinacao linear entre elas também é uma solugao. Como A; e Ay
foram determidados, justamente com a promessa de kA e KA} serem solugoes de (6),
podemos concluir que

Ty, = A1 AT + A)\S (7)
também ¢ solugao de (6).

A expressao (7) serd a solucao geral de (6) se A\; # \g, isto é, se a® —4b # 0. Neste caso,
as constantes A; e Ay sao determinadas univocamente através das condigoes iniciais xg
e x:



e Paran=0=—= 20 = A; + Ay;

e Paran=1=— 2, = A1\ + Ax)\.

O sistema
A1 + AQ = X
/\1141 + )\2142 = I
admite como solucao os valores
ATy — Ty AMiXg — X1
A= —— e Ajl=xg— ——.
D VD D VI W

O seguinte exemplo permite ilustrar o dito acima.

Exemplo 1. Resolver a equacao de diferencas de segunda ordem

comxg=1ex; =1.

Temos que esta equagao recursiva gera a seguinte sequéncia crescente:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
conhecida como sequéncia de Fibonacci.

A solucao de (8) é obtida em termos de seus auto-valores, ou seja, raizes do polinémio
caracteristico:
14++5

)\2—)\—1:0 — )\1_2: 5 .

Considerando as condigoes iniciais zg = 1 e 1 = 1, temos:

1 == A1—|—A2
. A1<1+2\/5>+A2<1—2\/5>

Resolvendo o sistema, obtemos

_ VAL VE-d

A -y -
1 2\/3 € 2 2\/3

Logo, a solugao particular de (8) é :

1 18\ 1 1=\ )
SV W 5\ 2

A solugao para o caso geral da equacao linear com coeficientes constantes é solucionado de
forma andloga aos casos anteriores. Para maiores detalhes o leitor pode consultar [5].




2.2 Equagoes de Diferencas nao-Lineares(1? ordem)- estabilidade

Uma equacao de diferencas ndao-linear de primeira ordem é uma formula de recorréncia do
tipo
Tni1 = f(xn)a (10)

em que f é uma combinagao nao linear de x,, (poténcias, exponenciais, etc).

A solugao de (10) é uma expressao que relaciona x,, e xy (condigao inicial), para cada estégio
n. Geralmente, nao é possivel obter tal solucao diretamente quando se trata de equagoes nao
lineares.

Definicao 2.2 Um ponto x no dominio da funcao f : R — R € dito de equilibrio da equagao
(10) se ele € um ponto fixo de f, isto é, f(zx) = x.

Uma maneira de analisar as equagoes de diferencas nao lineares é através de seus pontos de
equilibrio. No contexto das equacoes de diferencas tem-se a estabilidade do processo quando
nao ocorre variacoes do estagio n para o estagio n + 1, isto é, quando

Tpy1 =Ty =2 (11)
Da equagao (11), tem-se que z* é um ponto de equilibrio de f, pois

7" = 21 = f() = f(2") (12)

Uma maneira simples para determinar os pontos de equilibrio de uma equacao nao-linear é
através dos gréaficos de Lamerey, que explicamos a seguir.

Consideramos, no sistema cartesiano, os valores de x,, no eixo das abscissas e z,,1 no eixo
das ordenadas e obtemos o grafico ajustado de x,11; = f(z,). Os pontos de equilibrio sao
dados pela intersecao do grafico de f com a bissetriz x,,1 = x,. Um dos principais objetivos
do estudo de um sistema dinamico é analisar o comportamento de suas solugoes perto de um
ponto de equilibrio. Este estudo constitui a teoria de estabilidade. Neste trabalho nao pre-
tendemos dar uma informacao detalhada do tema, e sim a informacao necessaria que vamos
utilizar no desenvolvimento de nosso problema em estudo. A seguir, apresentamos resultados
bésicos de estabilidade.

A estabilidade de um ponto de equilibrio z* da equagao (10), em que f é continuamente
diferenciavel em z*, pode ser determinada pelo valor do médulo da derivada f’

A= |5 (13

dz,

Em que A é o coeficiente angular da reta tangente a curva f(x,) no ponto z*. O parametro A
¢ dito autovalor do equilibrio z* da equacao (10). Segundo Bassanezi [1], temos as seguintes
caracterizagoes:

(i) Se 0 < |A] < 1, entdao x* é localmente assintoticamente estdvel, isto é, se x, estd
7préximo”de z* entdo x, — x* (r, converge para x*). Figura 1.
Ainda, se 0 < A < 1 entao dizemos que a convergeéncia é mondtona; se —1 < A < 0 a
convergéncia € oscilatoria.

(ii) Se |A| > 1, ent@o dizemos que o ponto de equilibrio z* é instdvel( repulsor ). Figura 2.



(iii) No caso em que |A| = 1, dizemos que o ponto de equilibrio z* é neutramente estdvel, ou
simplesmente estdavel. Neste caso, a sequéncia x,,, a partir de algum n, oscila em torno
do ponto z* que é denominado centro de um ciclo limite. Figura 3.

A xin+1)
z(n + 1) = x(n)

xin+ 1) = flz(n))

Figura 1: Gréfico de Lamerey.

Observamos que na Figura 1 temos dois pontos fixos de f: T = 0 e ™ com caracteristicas
diversas; dado qualquer valor inicial xg, a sequéncia z,, obtida por recorréncia, se afasta de
T = 0 e se aproxima de z*, logo, temos que T = 0 é o ponto de equilibrio instavel e z* é
assintoticamente estavel.

x(n + 1)

ry oor

Figura 2: Ponto de equilibrio instével.



z(n + 1)

« 37}
r(n)

Y

Ty z"
Figura 3: Ponto de equilibrio neutramente estavel.

Exemplo 2. Consideramos a equacao de diferencas

Tpr1 = 0,5x,(1 — x,). (14)
Os pontos de equilibrio de (14) s@o dados por :

¥ =0,52"(1—2") =

0,5(z*)* + 0,52 = 0.

Portanto z* = 0 ou z* = —1. Neste caso, f(z) = 0,52(1 — z) e assim f'(x) = 0,5 — x.
Calculando A, temos:
A=0,5—=z"

Quando z* =0 = A = 0,5, ou seja z* = 0 é assintoticamente estavel. Vamos exemplificar a
convergéncia atribuindo um valor para a condicao inicial suficientemente a direita de z* = 0.

o = 0,4

;. = 0,12

r2 = 0,0528

zz = 0,02500608
rg = 0,012190388
x5 = 0,006020891
e = 0,00299232
z7 = 0,001491683
xg = 0,000744729
r9 = 0,000372087
ryp = 0,000185974

Tabela 1: Tabela para xo = 0,4

Construindo o grafico de Lamerey, temos:



xin +1)

xin + 1) = z{n)

N Y
a _ B “I/f’i

! |
1 I
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Figura 4: Gréfico de Lamerey para z, 11 = 0,5z,(1 — x,), com x¢ = 0, 4.

Quando z* = —1 = A = 1,5, ou seja z* = —1 é instavel. Vamos exemplificar esta instabi-
lidade em relagao ao ponto fixo x* = —1, para isso atribuiremos um valor para a condigao
inicial localizada a esquerda de z* = —1.

xg = -1,5000

ry = -1,8750

Ty = -2,6953

x3 = -4,9800

ry = -14,8903

rs = -118,3051

xg = -7057,1955

x7 = -24905532,7475

Tabela 2: Tabela para xg = —1,5

Construindo o grafico de Lamerey, temos:



r{n + 1) T

ey

¥ x(n)

Figura 5: Gréfico de Lamerey para z,11 = 0,5z,(1 — x,), com o = —1,5.

2.3 A Equacao de Tipo Riccati

A equagao de diferencas de tipo Riccati é uma equagao que tem a seguinte forma
a(n)x(n) + b(n)

c(n)x(n) + d(n)

tal que ¢(n) # 0, a(n)d(n) — b(n)c(n) # 0, Vn > 0.

Para resolver esta equagao introduzimos uma nova variavel y(n) com o objetivo de transfor-
mar a equacao (15) em uma equagao mais simples, nesse sentido fagamos:

r(n+1) =

(15)

y(n+1)

c(n)z(n) +d(n) = O (16)
o que implica em
sy MO D) ()
c(n)y(n)  c(n)
Substituindo a dltima igualdade em (15) obtemos
. y(n+1) d(n) n
yn+2)  dn+y " o)~ o) M
cn+Dyn+1) c(n+1) y(n+1) '
y(n)
Esta equacao simplificada é dada pelo problema de valor inicial de segunda ordem
y(n+2) +pr(n)y(n +1) + pa(n)y(n) = 0
y(0) =1, y(1) = c(0)z(0) + d(0), (17)

em que




palin) = (alm)dlm) = bn)e(m) .

Solucionando o problema de valor inicial (17) encontramos y(n) e voltando a (16) conseguimos
solucionar a equagao de Riccati (15).

3 O Problema de Propagacao de células

Nesta secao estudaremos a dinamica de propagacao de células cancerigenas, a sua formulagao
matematica e a anélise da solu¢ao. Segundo Murray ([6]) e Edelstein-Kenest ([4]), o compor-
tamento de uma determinada populagao de células cancerigenas z(t) presente em um tempo
t segue o modelo continuo (também chamado equagao de Verhulst-Pearl):

2'(t) = z(t)[a — bx(t)], a,b >0, (18)

em que a é a taxa de crescimento da populacao no caso em que os recursos sao ilimitados
e os individuos nio se afetam mutuamente, e —bx?(t) representa o efeito negativo sobre o
crescimento, devido a aplicacao dos anticorpos dados pelos farmacos. Sendo objetivo de nosso
problema, o estudo do modelo discreto, nao entraremos em detalhe acerca da obtencao da
solugao da equacao diferencial anterior. A solugao de (18) é dado por:

a/b

S T e

em que a constante de integracao ¢ é qualquer nimero real, veja [5] e [7]. Logo,
a/b
1+ (e~a(t+D) /cb)

e*(a/b)
1+ (e=9/cb) + (e* — 1)

x(t+1)

Dividindo por [1 + (e~ /cb)], obtemos

- ez(t)
) = R e — 1y

Nosso interesse neste sistema dinamico esta na andlise do problema do ponto de vista do
modelo discreto. Nesse sentido, introduzimos a variavel discreta n no lugar de ¢ simplesmente
para indicar que faremos um estudo discreto do crescimento de células cancerigenas. Desse
modo, obtemos que o tamanho da populagao z(n) serd definida pela equagao de diferencas:

(19)

az(n)

D) = T )

(20)

em que v = e® e § = L(e* — 1).

Esta equacao de diferencas é chamada a equacdo logistica de Pielou, a qual é um modelo de
equagao de tipo Riccati vista na se¢ao anterior.



Analise da Solucao da Equacao de Pielou

Como visto na se¢ao anterior, a equacao (20) que é do tipo Riccati pode ser resolvida fazendo

em que z(n) é uma fungdo a ser encontrada posteriormente. Substituindo na equagao (20),
isso nos da a equacao de diferencas linear de primeira ordem estudada na primeira se¢ao

z(n+1) = éz(n) + g,

cuja solucao ¢é dada por:
[ B
C —
z(n) = a—1
c+ fn se a=1.

}a‘"#—(ﬁ/(a—l)) se a#l

em que ¢ = z(0) é a condigao inicial.

Assim
a"(a—=1)/[fa™ +c(la—1)—F] se a#1l
z(n) = 1
se a=1
c+ On
Portanto
(a—=1)/0 se a#1
lim x(n) = {
e 0 se a=1.

Para a = 1 o ponto de equilibrio z* = 0 é neutramente estavel, pois:

/ _ «
logo, .
P" = |f/(0)| = 1 = |)\| =a=1.

Assim, de (iii) temos que z* = 0 é neutramente estdvel. Por outro lado se a # 1 entao:

,(a—1 o 1 1
f( 3 )‘ a2 a et ’

logo de (i) obtemos que z* = (o — 1)/ é assintoticamente estdvel. Nesse caso nosso modelo
matematico é mais realista, pois a aplicacao de um determinado farmaco prevé que a po-
pulagao de células cancerigenas tende a se estabilizar.

Al =




b e +1)

x(n) = x(n+ 1)

z(n + 1} = flxz(n))

0.5 20

Figura 6: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

As mesmas conclusoes podem ser obtidas utilizando os graficos de Lamerey. Com efeito, pode-
mos observar que a Figura 6 ilustra esse fato para o caso em que a = 3, § = 1 e a populagao
inicial de células é z(0) = 0,5 (dado em milhares). Nesse caso espera-se que a propagagao
de células tende a convergir a uma populagao de 2000 células cancerigenas aproximadamente.

Considerando agora as taxas a =2 e b =3 = a ~ 7,4 e (3 ~ 9,6. Substituindo em (20),

temos:
7,4x(n)

[1+9,6x(n)]
Considerando a condigao inicial 2(0) = 1,0 (dado em milhares). Se iterarmos a recorréncia
3 vezes, teremos a seguinte sequéncia: xo = 1,0; z; >~ 0,698; x5 ~ 0,676; 3 ~ 0, 668

z(n+1)=

Agora, considerando a condigao inicial z(0) = 0,1 (dado em milhares), se iterarmos a
recorréncia 3 vezes, teremos a seguinte sequéncia: xy = 0,1; x; ~ 0,337; x5 ~ 0,588;
x3 ~ 0,655.

Por outro lado, como « # 1 temos:

1 741
lim a(n) = 21 = © = 0, 666...

n—00 I6] 9,6

Construindo o grafico de Lamerey, temos:



xin +1)

7.4z (n)

Tn+1) = — 0
BTN = T 9,82(n)]

'}

xin)

Y

01 0,666...

Figura 7: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

4 Consideracoes Finais

A modelagem matematica considerada permite interpretar e simular o problema da propagacao
de células cancerigenas em sua forma bem simples. E importante mencionar que o modelo
pode ser enriquecido significativamente assumindo outras hipdteses, como por exemplo a in-
troducao de dois farmacos no tumor. Também podemos pensar no problema de diminuir
a populacao de células cancerigenas utilizando mecanismos de controle, mas isso pode ser
estudado dentro da teoria de controle de equacoes de diferencas e implica em um bom co-
nhecimento de aspectos matematicos, no entanto nosso objetivo é a apresentacao de um
modelo que seja possivel sua andlise para alunos do ensino médio em sua forma mais sim-
ples. Nesse sentido, as referéncias [1] e [3] permitirdo ter ampla informagao na formulagao de
modelos matematicos com o estimulo de motivar os alunos no estudo da matematica.

A modelagem da dinamica de propagacao de células cancerigenas por equagoes de diferencas
nos leva a resolucao de uma equacao de diferencas nao linear, chamada Equacao de Pielou.
Utilizando uma adequada mudanca de variavel, transformamos a equagdao em uma equagao
de diferencas linear com coeficientes constantes e porém a resolucao de uma equagao algébrica
de primeira ordem. Concluimos que dependendo dos parametros da equagao (20) temos a
estabilizagao ou a extin¢ao da populacao de células cancerigenas.
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