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Abstract

Make the teaching of significant Mathematical content for High School students is one of the chal-
lenges that the current Brazilian teachers have faced during their classes. Therefore, considering
that Mathematics is a science of observation and abstraction and the real functions are part of
the Mathematics curriculum of the 1st year of High School, we propose as a teaching methodology
addressing the major real functions - linear, quadratic, exponential, logarithmic - and their graph-
ical representations from everyday problem situations. Later determining which expression suits
the situation, we discuss the main features of this function and how they relate to the described
daily. In addition, we present some exercises, unpublished and university selection processes that
both exemplify the kind of question can be used as evaluation, as demonstrated alignment of
this method with the National Secondary Education Examination (Enem), the main assessment
of the federal government this segment of basic education. Finally, we discuss an important real
function present in the Biological Sciences, the logistic equation. After recall occurred historically
as its conceptualization apply the proposed methodology showing the expression from problem
situations. This done, we analyze the possible graphical variations and what each means from a
practical point of view.

Keywords: High School, function, aplication.
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Resumo

Tornar o ensino dos contetidos de matematica significativo para os alunos do Ensino Médio é um
dos desafios que os atuais professores brasileiros tem enfrentado durante suas aulas. Diante disso,
considerando que a matematica é uma ciéncia de observacao e abstracao e que as fungoes reais
fazem parte do curriculo de matematica do 1° ano do Ensino Médio, propomos como metodologia
de ensino a abordagem das principais fungoes reais — afim, quadratica, exponencial, logaritmica —
e suas respectivas representagoes graficas a partir de situagdes-problema do cotidiano. Posterior-
mente a identificacao de qual expressao se adequa a situacao, discutimos as principais caracteris-
ticas dessa funcao e como elas se relacionam com o cotidiano descrito. Além disso, apresentamos
alguns exercicios inéditos e de processos de sele¢ao universitaria, que tanto exemplificam qual tipo
de questao pode ser usada como avalia¢gdo, como demonstram o alinhamento deste método com o
Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), principal avaliacdo do governo federal deste segmento
da educacao basica. Por fim, discutimos uma importante funcao real presente nas ciéncias biologi-
cas, a equacao logistica. Apods relembrar historicamente como ocorreu sua conceituagao aplicamos
a metodologia proposta apresentando a expressao a partir de situagoes-problema. Feito isto, ana-
lisamos as possiveis variagoes graficas e o que cada um significa do ponto de vista pratico.

Palavras-chave: Ensino Médio, funcao, aplicacao.
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Introducao

Nos dias atuais provavelmente a maioria os professores de matematica, se nao todos, durante
uma aula no Ensino Bésico, ja foram inquiridos sobre quem descobriu ou como foi determinado o
assunto matematico abordado em sala de aula.

Tal questionamento evidencia a atual preocupacao que o professor de matematica precisa ter.
Além de dominar o conteiido matematico deve, na medida do possivel, conhecer como este co-
nhecimento se desenvolveu e como ele se aplica na realidade contemporanea. Conforme preceitua
os Planos Curriculares Nacionais (PCN), dentre as diversas habilidades e competéncias a serem
desenvolvidas nos alunos, as aulas de matematica devem permitir:

o Reconhecer o sentido historico da ciéncia e da tecnologia, percebendo seu papel na vida
humana em diferentes épocas e na capacidade humana de transformar o meio.

o Compreender as ciéncias como construgdes humanas, entendendo como elas se desen-
volveram por acumulagdo, continuidade ou ruptura de paradigmas, relacionando o de-
senvolvimento cientifico com a transformacao da sociedade.

o Relacionar etapas da historia da Mateméatica com a evolu¢do da humanidade.

Nesta perspectiva e diante do atual quadro curricular de matematica do Ensino Médio, o pre-
sente trabalho tem por finalidade conceituar as principais fungoes reais vistas no 1° ano por meio de
algumas situagdes-problema. Porém considerando que, segundo Caraga [7], o pensamento cientifico
que visa compreender e modelar o mundo natural e as relagoes sociais em forma de expressoes,
defini¢bes e conceitos altera-se a medida que os instrumentos de observacao se aperfeicoam, e re-
lacionam, mais e melhor, os elementos que compoem a realidade, apresentaremos no capitulo |1},
como os fundamentos necessarios ao conceito de funcao foram desenvolvidos ao longo da histoéria.

Apés isso, no capitulo [2, com o objetivo de explanar de forma simplificada o que é uma fungao
real e como se faz sua representacao gréafica, discutimos as caracteristicas dos principais tipos.

A partir desta revisao teodrica, os capitulos |3| e |4 propoem, a partir de situacoes cotidianas,
o estudo das principais caracteristicas das func¢oes afim e quadratica. Para tal, analisamos como
a relacdo entre a expressao matematica e a representacao grafica podem fornecer importantes
informagoes sobre as situagoes propostas.

Em continuidade o capitulo 5| estuda a funcao exponencial a partir de algumas situagoes-
problema cujo modelo polinomial se apresenta inadequado a modelagem da relagdo funcional das
grandezas envolvidas. Porém, considerando que a inversa de uma expressao exponencial ¢ uma
expressao logaritmica, encerramos este capitulo indicando que o estudo deste tipo de funcao so6
estaria completo se analisdssemos também a sua inversa, a fungao logaritmica.



Diante dessa proposta, o capitulo [] estuda a funcdo logaritmica a partir de algumas situagoes
propostas no capitulo anterior. Tao logo as principais caracteristicas sao enunciadas e analisadas,
aplicamos o conhecimento adquirido em trés situacoes cotidianas. As duas primeiras se referem
a modelos baseados em escalas logaritmicas, a saber, o nivel de intensidade sonora e a escala de
magnitude local de um terremoto. A terceira situacao se refere ao modelo exponencial como forma
de estudo de dinadmicas populacionais, o que permite resgatar a importante relacao de inversao
entre as expressoes exponenciais e logaritmicas.

Tal atividade servird para discutirmos no capitulo [/} uma importante expressdo, a equagio
logistica. Embora nao faca parte do curriculo de matemaética, o aluno do 12 ano do Ensino Médio
utiliza, na disciplina de biologia, sua representacao grafica para analisar a dindmica populacional
de diversas espécies.

Por fim destacamos que ao fim de dos capitulos [3| a [7] apresentamos alguns exercicios inéditos
e outros de processos de selecdo universitaria que exemplificam como utilizar situagoes cotidianas
para avaliar o conhecimento matematico e a capacidade dedutiva do aluno.



Capitulo 1

O conceito de Funcao ao longo da
historia

Segundo Caraga [7], o pensamento cientifico que visa compreender e modelar o mundo natural
e as relacoes sociais em forma de expressoes, definigoes e conceitos, se altera a medida que os ins-
trumentos de observagao se aperfeicoam, e relacionam, mais e melhor, os elementos que compoem
a realidade.

Neste sentido, antes de apresentar a definicao de funcao utilizada no Ensino Médio veremos
a seguir uma breve exposi¢ao da evolugdo do pensamento necessario para tal. Dividiremos este
periodo em trés significativas etapas: Antiguidade, Idade Média e Periodo Moderno.

1.1 A Antiguidade

Considere a relacao um-a-um. Provavelmente ela tenha sido uma das primeiras nogoes matema-
ticas desenvolvidas pela humanidade. Embora nao se pretenda afirmar que existia uma consciéncia
funcional, ao supor fungdo simplesmente como uma forma de relacionar quantidades, ¢ possivel
afirmar que o homem antigo a executou muito bem quando biunivocamente relacionou cada objeto
contado a uma pedra guardada em um saco, ou um corte em um pedago de madeira ou osso.

De forma mais consistente, apresentamos a seguir trés culturas cujo conhecimento mateméatico
produzido permitiram o desenvolvimento do conceito de fungao.

1.1.1 Babilonios

Entende-se por babilénios os povos que habitaram a regiao dos vales entre os rios Tigres e
Eufrates de 2000 a.C. e 600 a.C., no que atualmente compreende o territério do Iraque e algumas
partes do Ira, Siria e Turquia.

O destaque que se dé a este povo se deve pelos primeiros registros de uma linguagem propria
de quantidades e grandezas num sistema de escrita simbolico em tabuletas de argila: a escrita
cuneiforme.

Dentre outros registros, podemos citar as relagoes entre uma sequencia de nimeros e suas



poténcias — ou raizes —, algo que lembra tabelas de logaritmos. Tais registros teriam muita aplicacao
nos calculos envolvendo taxas de juros para periodos variados.

Outro exemplo interessante é o modo de calcular a medida da area de um quadrado. Ao
estabelecer uma sequéncia de valores de um lado da tabela e do outro lado a poténcia quadrada de
cada um desses valores, o observador desta tabela podia relacionar para cada lado [ uma medida
de area [2. De modo que a lei de associacao:

A(l) = I

como também a relagao inversa

I =+vVA

estavam subtendidas. Assim, chamando de pseudoconceito de fun¢ao a ideia mais simples e genérica
de uma relacao entre niimeros ou grandezas, podemos dizer que ela se faz presente nesta cultura a
medida que cada tabuleta era o registro escrito de uma lei de associacao de elementos de conjuntos
distintos conforme aponta Eves [10]:

“Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babilonica ja havia evoluido para uma algebra retérica
bem desenvolvida. Nao sé se resolviam equagoes quadraticas, seja pelo método equivalente ao
de substitui¢do numa férmula geral, seja pelo método de completar quadrado, como também
se discutiam algumas ctibicas (grau trés) e algumas biquadradas (grau quatro).” (p. 61, 62)

1.1.2 Egipcios

Desenvolvedora da escrita hierdglifa cujo registro era feito nos famosos papiros (tramas pren-
sadas de finas tiras produzidas a partir do caule da planta de mesmo nome), essa cultura possuia
um sistema de numeragao — decimal, mas nao posicional — préprio.

Neste sentido, destacamos o Papiro de Rhind (ou de Ahmes), um rolo de 6m de comprimento
e 33cm de largura, cujo titulo “Instrucoes para conhecer todas as coisas secretas” insinua o carater
algébrico dos problemas e métodos de solugdo ali apresentados. Ao longo dos seus 84 problemas
cotidianos obtém-se informacoes sobre aritmética, fragdes, calculo de areas, volumes, progressoes,
reparticoes proporcionais, regra de trés simples, equagoes lineares e trigonometria basica.

Especificamente sobre o pseudoconceito de funcao, percebe-se na algebra egipcia que nos proce-
dimentos utilizados na solugao de problemas, a estrutura base é a ideia de relagdo entre grandezas
distintas. Isto se observa, por exemplo, no problema 41, que pede o calculo do volume (V') de
um silo cilindrico de didmetro (r) e altura (h) conhecidos, e resolve a situagdo com a narrativa da
seguinte expressao:

1 2
V= <96r> h.

Comparando-a com a expressao que usamos hoje, obtemos um valor aproximado de m = 256/81
ou 3,16.



1.1.3 Gregos

A dltima civilizacao antiga que se destaca na presenca de um pseudoconceito de funcao é a
grega, tendo em vista a mudanca sofrida pela forma de se pensar matematica.

Deixando de ter apenas uma conotagao pratica, conforme Botelho e Rezende [4], o pensamento
grego introduziu a necessidade de demonstragoes por meio de argumentagao racional que validas-
sem os resultados. Indo além do que era mensuravel, produziu uma matematica mais abstrata.

O primeiro destaque se da com Tales de Mileto que uniu o estudo da astronomia ao da geometria
e ao da teoria dos nimeros. Embora o expoente do pensamento abstrato e dedutivo desta época seja
o matematico Euclides, entre os dois, segundo Roque e Pitombeira [21], evidencia-se a matemética
pitagorica.

Conhecida por se dedicar ao estudo da aritmética, musica, geometria e astronomia, falando es-
pecificamente do pseudoconceito de funcao, a contribuicao da Escola Pitagoérica, de acordo com Ba-
rallobres [2], foi tal que

“.. as tentativas atribuidas aos primeiros pitagoricos para determinar as leis mais simples

da acustica sao tipicas da busca de interdependéncia quantitativa de diversas quantidades
fisicas, como por exemplo, a longitude e a altura de uma nota emitida por cordas da mesma
espécie.” (p.4)

Neste sentido, podemos observar avancos e impedimentos no desenvolvimento para o conceito
de funcao. Avancos no entendimento das dependéncias funcionais, onde os astréonomos, por meio
de teoremas geométricos e regras de interpolacao, desenvolveram uma trigonometria baseada em
cordas. Por exemplo, o Almagesto de Ptolomeu que possui, dentre outros, tabelas astrondémicas
equivalentes a funcoes racionais e irracionais.

J4 os impedimentos, conforme De Cotret [9], ocorrem devido o uso massivo de razoes e pro-
porcgoes. Por exemplo, ao comparar a area de dois tridngulos equilateros é possivel perceber que a
proporc¢ao enter as areas € igual ao quadrado da proporcao entre os respectivos lados, entretanto
nao se consegue perceber o vinculo existente entre a area do tridngulo equildtero e a medida do seu
lado, pois nao se compara area com segmento. Ou seja, fica dificil perceber a relagao entre coisas
diferentes (drea : lado), pois em proporcao os elementos comparados sdo da mesma natureza (area
. drea, lado : lado).

Por fim, destacamos a Escola de Eleia fundada pelo filésofo Parménides, que segundo Mol
[17] foi o primeiro a distinguir rigorosamente o que é sensivel e o que ¢é inteligivel. Isto permitiu,
juntamente com o descobrimento das razdes incomensuraveis, a discussao da problematica relagao
entre discreto e continuo. Como exemplo disso, temos os paradoxos que retratam a oposicao entre
as nogodes do infinito e continuo com o finito e discreto.

Conforme De Cotret [9] descreve, ao considerar que as primeiras definigoes formais de funcao
se deram no campo das variaveis dependentes, pode-se concluir que o pensamento matematico da
antiguidade ficou restrito ao pseudoconceito.



1.2 A Idade Média

Considerando o periodo que se inicia em 476 d.C. com a queda do Império Romano e se finda
em 1453 d.C. com o fim do Império Bizantino, a chamada Idade Média ndo apresentou quase
nenhum avango em termos conceituais para a definicao de funcao, exceto por dois casos.

O primeiro foi o trabalho de analise de movimento acelerado no séc. XI do arabe Al-Biruni,
retomado no século XIV, nas Universidades de Oxford e Paris. Segundo Youschkevitch [26], tal
retomada, ao comparar movimentos uniformes e movimentos uniformemente acelerados, produziu,
em 1330, o Teorema de Merton, conforme segue:

"Se um corpo se move com movimento uniformemente acelerado, a distancia percorrida seré a
mesma que a percorrida no mesmo tempo com movimento uniforme e a uma velocidade igual
a da metade do tempo (velocidade média entre as velocidades inicial e final do recorrido)".
(Barallobres [2], p.16)

Embora este conceito esteja mais proximo do que entendemos por funcao, cada situacao de depen-
déncia entre quantidades era feita através de uma descricao verbal ou grafica.

A segunda excecao se da exatamente no conhecimento grafico da relagao de dependéncia en-
tre quantidades. Sobre isso destacamos o tratado intitulado “As configuracoes das qualidades
dos movimentos” (em latim, De configurationibus qualitatum et motuum) do bispo francés Ni-
cole d’Oresme (1323-1382). Segundo De Cotret [9], ao tratar de um método para representar
a intensidade da velocidade (qualidade) em func¢ao do tempo (objeto) ele chamou os segmentos
perpendiculares que representavam a qualidade e o objeto, respectivamente, de latitude e longi-
tude. A qualidade (intensidade da velocidade) variava em diferentes pontos (tempo) distribuidos
ao longo da longitude. O conjunto obtido fornecia o total da distribuicdo da intensidade. Isto
permitiu que Oresme classificasse o que hoje chamamos de movimento uniformemente variado em
trés categorias, conforme figura [I.1}

I o o) e

fempo

(a) () ()

Figura 1.1: Exemplos dos tipos de movimento descritos por Oresme: (a) Uniformemente uniforme;
(b) Uniformemente disforme; (c) Irregularmente disforme.

o Uniformemente uniforme: para velocidade constante ao unir as extremidades das
latitudes forma-se um retangulo na imagem:;

o Uniformemente disforme: para velocidades com aceleracao constante ao unir as
extremidades das latitudes forma-se um triangulo ou trapézio na imagem;



o Irregularmente disforme: para velocidades com aceleracao variavel ao unir as ex-
tremidades das latitudes forma-se uma linha curva na imagem.

De Cotret [9] destaca que embora Oresme tenha avan¢ado no conceito que hoje entendemos
como funcdo e varidvel dependente, ndao se pode afirmar que ele tenha definido tais conceitos,
pois sua preocupagao nao era o modo como a qualidade (velocidade) variava em fungao do objeto
(tempo). Seu objetivo era analisar a qualidade como um todo, ou seja, o movimento.

1.3 O Periodo Moderno

Conforme relata Mol [17] o periodo que segue imediatamente apds o vivido por Nicole d’Oresme
na Europa foi desfavoravel a producao de conhecimento. Além da Guerra dos Cem Anos (1337-
1453) — entre Franca e Inglaterra — houve a Grande Peste (1348-1352) que dizimou entre 30% e
50% da populacao europeia. O recomeco da producao cientifica ocorreu somente a partir do século
XVI com o Renascimento.

Especificamente falando do conceito de fungao, Botelho e Rezende [4] comentam que foi por
meio do trabalho de Galileu Galilei (1564-1642) que novos horizontes foram vistos. Em sua obra
“As duas novas ciéncias”, percebe-se no enunciado da lei da queda dos corpos no vacuo — o espago
percorrido por um corpo em queda livre é diretamente proporcional ao quadrado do tempo levado
para percorrer este espaco — que a primeira evidéncia de uma fungao foi estabelecida, bastando
apenas a consolidagdo de uma linguagem algébrica simbodlica propria.

Neste caminho, além do grande trabalho desenvolvido pela dlgebra arabe e indiana Mol [17]
destaca o matematico francés Frangois Viete (1540-1603) que além de estabelecer uma regra para
representacao das variaveis e das constantes de uma expressao, introduziu a ideia do estudo de tipos
gerais de equacoes e expressoes, facilitando a andlise da estrutura que modelava matematicamente
uma situacao problema.

Ainda sobre Galileu, De Cotret [9] afirma que a grande contribui¢do deste cientista natural,
para o conceito de fungao, foi relacionar os resultados com as causas por meio de experiéncias
praticas. Destaca-se, no entanto, que a oferta de instrumentos de medicao disponiveis para Galileu
era muito maior do que para Oresme, o que permitiu a inclusao do quantitativo onde, antes, s
se tinha o qualitativo. Logo, causa e efeito sdo expressos e verificados quantitativamente, ou seja,
subjetivamente se vincula funcionalmente causas e efeitos, projetando o que posteriormente seria
definido como variavel dependente.

Sobre isto merece destaque o trabalho realizado pelo matematico francés René Descartes (1596-
1650) que fundou os pilares do que hoje conhecemos como geometria analitica. Na publicacao do
seu principal trabalho filoséfico, o Discurso do Método para Bem Conduzir a Razao e Buscar a
Verdade nas Ciéncias de 1637, o apéndice intitulado La Géometrie (A Geometria) apresentava
uma dlgebra que era utilizada para resolucao de problemas geométricos. Segundo Mol [17], Des-
cartes buscava a traducao das operacoes aritméticas para a linguagem geométrica, de modo que a
geometria nao dependeria mais de diagramas e as operacoes algébricas teriam uma interpretacao
geométrica. Desta forma, as quantidades varidveis 2% e 23 nao sé representam medidas de drea
de quadrados e volume de cubos como também relacionam tais medidas com o comprimento dos
lados das figuras geométricas.



Além disso, o procedimento grafico usado por Descartes, semelhante ao feito por Oresme, con-
sistia de uma variavel independente z e uma variavel dependente y. Conforme se vé na figura [1.2]
ao escolher um ponto conveniente e tracar uma semirreta horizontal de referéncia orientada para
a direita, marca-se a variavel independente sobre ela, a partir do ponto de partida do eixo hori-
zontal e na extremidade final dela colocava-se um segmento representando a variavel dependente
de acordo com um angulo fixo e conveniente (ndo necessariamente reto), com o eixo horizontal.
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Figura 1.2: Exemplo de representacao grafica de descrita por Descartes.

Assim, conforme comenta De Cotret [9], as principais etapas para o desenvolvimento do conceito
de func¢ao foram dados, pois todos os elementos essenciais para a primeira defini¢ao formal de fungao
como relagao de dependéncia entre duas variaveis estao presentes.

Paralelamente ao trabalho realizado por Descartes, Berlinghoff e Gouvéa [3] relatam que o
matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) também desenvolveu os fundamentos da geome-
tria analitica por volta de 1630, o que nao se pode afirmar categoricamente por que Fermat nao
publicava seus trabalhos, apenas se comunicava por carta com alguns importantes matematicos.

Sua motivagao foram os problemas de Lugares Geométricos tratados anteriormente por Apolo-
nio (262 a.C. - 194 a.C.). Para tanto, criou um sistema de coordenadas, semelhante ao descrito
acima, para tragar a relagao entre duas quantidades desconhecidas (varidveis) interligadas (depen-
dentes). Ao estudar as curvas de lugares geométricos, Fermat utilizou um sistema de coordenas
de variaveis dependentes em uma equagao no que chamamos hoje de expressao algébrica de uma
funcao.

Em outras palavras o ganho alcancado deste periodo para o anterior, e até mesmo para a
filosofia grega da antiguidade, foi direcionar o foco mais na quantidade do que na qualidade,
pois conforme Caraca [7] explica, o entendimento dos fendmenos resulta do processo de medir,
quantificar, estabelecer variaveis e relaciona-las.

1.4 Periodo Contemporaneo

Sobre este periodo Youschkevitch [26] relata que o método analitico de introduzir fungdes revo-
lucionou a matematica e, por sua grande eficiéncia, teve grande uso em todas as ciéncias exatas. A
definicao mais explicita no século XVII do que chamamos hoje de funcao foi a do matemético inglés
James Gregory (1638-1675) em "Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura” (Verdadeira Quadratura
do Circulo e da Hipérbole) que a conceituou como “uma quantidade obtida de outras quantidades



pela sucessao de operagoes algébricas ou por qualquer outra operagio imagindvel” ( Youschkevitch
[26], p.58).

Perceba que nesta definicao ja é possivel notar a ideia de uma relacdo de dependéncia entre
valores que pode ser escrita por uma expressao com operagoes algébricas. Além disso, quando é dito
“qualquer outra operacdo imagindvel” ja havia a nogao de que as operagoes algébricas existentes
até o momento poderiam nao anteder plenamente ao que se estava conceituando.

1.4.1 Contribuicoes do Calculo Infinitesimal

Conforme Roque e Pitombeira [21] comentam, Newton e Leibniz imaginavam variaveis definidas
sobre curvas, uma vez que o objetivo do século XVII era desenvolver métodos de resolucao de
problemas sobre curvas geométricas, tais como encontrar a tangente, calcular a area sob uma
curva e achar comprimentos de curvas ou velocidades de pontos se movendo sobre uma curva.
Assim, a questao a ser desenvolvida consistia na compreensao da relacao entre quantidade, o que
contribuiu para o surgimento da ideia de funcao como relagao entre quantidades, fundamentando
o atual nogao de funcao estudada principalmente nas disciplinas de Calculo Diferencial.

Ao dizer a frase “Se eu vi mais longe, foi por estar de pé sobre ombros de gigantes.” o matematico
e fisico inglés Isaac Newton (1643-1727) estava se referindo aos grandes matematicos — dentre eles
Descartes, Fermat, Wallis e Barrow — que propiciaram uma base tedrica sustentavel para que em
1671 ele pudesse escrever o “Methodus Fluzionum et Serierum Infinitorum” (Método das Fluxoes
e das Séries Infinitas) que sé seria publicado em 1736. Assim, estavam lancados os fundamentos
do que viria a ser denominado posteriormente de calculo infinitesimal.

De acordo com Youschkevitch [26], Newton ampliou com o método das fluxdes o método dos
infinitesimais de Barrow atribuindo as quantidades matematicas o carater de continuas, como se
fossem um corpo em movimento no espago.

Segundo Mol [17], a velocidade deste corpo chamada de fluxdes e as quantidades varidveis do
tempo chamadas de fluentes eram tais que o problema fundamental (do atual calculo) seria: em
posse da relacdo das quantidades fluentes (atuais primitivas) encontrar a relacado com suas fluxdes
(atuais derivadas), e vice-versa.

Mas Newton nao foi o tnico a se jogar nesta jornada. Apds contato com as matematicas de
Blaise Pascal, em Paris, e de Barrow, em Londres, durante viagens diplomaticas, o matematico
alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) desenvolveu teoria andloga a de Newton, porém
com uma vantagem em relacao a Newton a linguagem simbodlica que ele utilizou foi tao precisa e
pratica que permaneceu até hoje. Dente elas, no Calculus Integralis (ou Summatorius) utilizou a
notacao | para o somatério dos elementos diferenciais dy ou dz, do Calculus Differentiallis, que
representam a diferencga infinitesimal entre valores de y e de x, respectivamente.

Diferentemente de Newton que publicou o seu trabalho completo proximo de sua morte, Roque
e Pitombeira [21] relatam que Leibniz expds seu método algébrico para manipulagao de figuras
geométricas em varios artigos a partir de 1684 no periédico cientifico da época “Acta Eruditorum”,
sendo o principal deles o que ele introduz um novo método para encontrar maximos e minimos,
utilizando o cdlculo de tangentes por meio do tridngulo caracteristico (de Pascal).

Observe a figura[[.3l O calculus diferentialis, segundo Leibniz, consistia de um tridngulo M N R
cujas quantidades infinitamente pequenas M R e N R, sao tais que as representando por dz e dy



respectivamente, tem-se a razao:

dy NR

dv MR
que pode ser comparada com a razao entre a ordenada y de valor igual a M P e o cateto T'P, ou
seja,

dy vy

Figura 1.3: Exemplo de representacao grafica do calculus diferentialis de Leibniz.

Perceba que na prética, conforme observam Roque e Pitombeira [21], Leibniz opera somente com
relacoes diferenciais, ja que % nao é um infinitesimal e sim uma operacgao de diferenciacao.

Youschkevitch [26] comenta que foi neste contexto que Leibniz utilizou pela primeira vez a
palavra fungdo em agosto de 1673, mas somente entre 1692 e 1694 que o termo funcao agrega-se
as retas que se relacionam com uma curva, sendo tangente, normal ou subtangente.

Sobre isto Roque e Pitombeira [21] acrescentam que o maior ganho do calculo leinbniziano se
encontra na diferenciabilidade, ou seja, na ideia de diferencia em relagdo a uma variavel escolhida,
pois pressupoem a nocao de quantidades variaveis dependentes e independentes, antes da forma-

lizagdo do conceito de funcao.

1.4.2 A desvinculacao da geometria

De acordo com Kleiner [15] o avango do conceito de funcao apds os trabalhos de Newton
e Leibniz ocorre devido a énfase que comecgou a ser dada nas formulas e equagoes relativas as
expressoes de fungdes associadas a uma curva, o que direcionou o foco no significado dos simbolos
ali presentes. Em outras palavras, o olhar estava direcionado para as relagoes entre estes simbolos,
independente da curva original que eles representavam.

Neste contexto, apds trocar correspondéncias com Leibniz, entre 1694 e 1698, que dentre outros
assuntos, discutia-se a falta de um termo geral para representar quantidades dependentes de outras
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quantidades em férmulas e equagoes, coube ao matematico sui¢o Johann Bernoulli (1667-1748) dar
a primeira definicdo de fungao, que segundo Youschkevitch [26], ocorreu na publicagdo em 1718
— pela Academia de Ciéncias de Paris — do artigo intitulado “Remarques sur ce qu’on a donné
jusqu’ici d solutions des problemes sur les isopérimétres” com as seguintes palavras:

“Chamamos fun¢do de uma grandeza variavel as quantidades compostas, de um modo qual-
quer, dessa grandeza varidvel e de constantes” (traduacao livre).

Nao houve explicacao o que seria "composta por qualquer forma'. Comentando este fato, Botelho
e Rezende |4] esclarecem que para Bernoulli, a fun¢ao poderia ser representada por uma tnica
expressao analitica, ou seja, por defini¢do, seria uma combinacao de simbolos algébricos.

Ressalta-se que, segundo Youschkevitch |26], um pouco antes ou simultaneamente, Leibniz ja
havia introduzido no uso geral as palavras constante, variavel, coordenadas e parametros para
designar segmentos constantes ou quantidades arbitrarios. Além disso, dividiu as fungbes em
duas categorias. As algébricas, que podiam ser representadas por expressoes algébricas de um
determinado grau, e as transcendentais, que sao representadas por expressoes trigonométricas,
logaritmicas ou exponenciais, entre outras.

Ainda sobre o trabalho, quase em conjunto, realizado por Bernoulli e Leibniz, destaca-se a
proposta de uso da letra grega ¢ como notacao da caracteristica de uma fungdo acompanhada do
argumento xr sem parénteses — ¢x.

Dando continuidade ao trabalho de Bernoulli, Fonseca [12] relata que seu aluno, e descen-
dente intelectual, Leonhard Euler (1707-1783) contribuiu imensamente para o desenvolvimento do
conceito de funcao. Além disso, Euler propds o uso dos seguintes simbolos:

f como notacao da caracteristica de uma func¢ao acompanhada do argumento z entre parén-
teses — f(z);

e como base dos logaritmos naturais;

a, b, c para os lados de um triangulo ABC'

e Y para somatorios;

¢ para a unidade imaginaria /—1.

Além disso, no trabalho intitulado Introductio in analysin infinitorum (Uma Introducao para a
analise do infinito), de 1748, Euler define constante como uma determinada quantidade que sempre
assume um, e mesmo, valor, enquanto que uma variavel é uma quantidade indeterminada ou
universal que compreende em si valores determinados que podem ser nimeros positivos, negativos,
inteiros e fraciondrios, irracionais, zero e até imagindarios (Youschkevitch [26], p.61).

Com base nisso Barallobres [2] fornece a primeira definicdo de funcdo dada por Euler, no
trabalho citado acima:

"Uma funcao de uma quantidade varidvel é uma expressdo analitica composta, de qualquer
G q p p ) qualqg
maneira que seja por quantidades ou nimeros variaveis e quantidades constantes”. (p.37)
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Ressalta-se ainda que para Euler “expressio analitica” engloba as quatro operagoes algébricas,
raizes, exponenciais, logaritmos, expressoes trigonométricas, polinémios, séries de poténcias, deri-
vadas e integrais.

Complementando esta nogao Kleiner [15] afirma que Euler classificava fung¢oes como algébricas
ou transcendentais, uniformes (que possuem uma s imagem) ou multiformes (que possuem mais
de uma imagem para o mesmo valor da varidvel independente), e implicitas ou explicitas.

Comentando as defini¢oes apresentadas aqui de Jean Bernoulli e Euler, Costa [8] ressalta que
em todas elas a funcao s6 pode fazer uso de uma equacao ou uma expressao analitica. Fato este
que sera alterado alguns anos depois.

A principal motivacgao para a redefini¢ao de funcgao, inclusive por Euler, se da pela discussao do
problema das cordas vibrantes, envolvendo principalmente o holandés Daniel Bernoulli (1700-1782),
o francés Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) e o italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
Este problema consistia de determinar a funcio que estabelecia num instante t qualquer a forma
de uma corda elastica com extremidades 0 e [, que apés uma determinada deformacao comeca a
vibrar.

Com isso Euler apresenta uma nova definicdo de funcao no prefacio de sua obra Institutiones

calculi differentialis, em 1755, sem se basear nas “expressoes analiticas” conforme transcreve Yous-
chkevitch [26]:

“Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que, se as outras mudam,
estas quantidades também mudam, entdo temos o habito de chamar estas quantidades de
fungoes destas tltimas. Esta denominacao é bastante extensa e contém nela mesma todas as
maneiras pelas quais uma quantidade pode ser determinada por outras. Consequentemente,
se x designa uma quantidade varidvel, entdo todas as outras quantidades que dependem de
x, de qualquer maneira, ou que sao determinadas por x, sdo chamadas de fungoes de x.”

Ainda neste contexto, Silva e Rezende [22| destacam que Lagrange também apresentou uma
definicao, sendo funcao:

“...de uma ou varias quantidades alguma expressdo para cdlculo na qual estas quantidades
entram de alguma maneira envolvida ou ndo com outras quantidades as quais sao consideradas
como dadas e com valores invaridveis enquanto as quantidades de funcdo podem assumir
todos os valores possiveis. Entretanto, em func¢bes consideram-se apenas quantidades que sao
supostas serem varidveis sem considerar as constantes com as quais podem estar envolvidas”.

Tais definigdoes permitiram ampliar o conceito de fun¢do incluindo tanto aquelas desenhadas a
mao livre que provavelmente nao possuiam expressao algébrica quanto as que poderiam ser feitas
por partes, utilizando expressoes analiticas que podem ser distintas em intervalos distintos, como
é o caso da funcao cuja expressao é:

(@) —x, se x <0,

xT) =
x, se x> 0.

Estas novas defini¢bes permitiram que o conceito de fungao se amplificasse nao sé pelo uso de

qualquer expressao algébrica, mas também pelo uso de mais de uma expressao distinta. Esta gama
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enorme de possibilidades de expressoes que podem determinar uma funcao fez com que surgisse
cada vez mais tentativas de enumerar e delimitar a variabilidade de fungoes.

Neste sentido, Barallobres [2] ressalta que a utilizacdo do adjetivo analitica para o substantivo
funcao se deve ao matematico francés M. Condorcet ao querer designar as fung¢des consideradas
na analise matematica.

Seguindo esta ideia o matematico francés Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843) em seu livro
Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, de 1797, chama de funcao a toda quantidade que
depende de outras quantidades, mesmo sem conhecer as operagoes que permitem obter uma da
outra (Roque e Pitombeira [21]).

Comentando os avangos conceituais deste periodo, Barallobres [2] relata que por meio dos
trabalhos de Euler e D’Alembert, o século XIX vera uma teoria geral para as func¢oes analiticas
destacando-se, dentre outros, o alemdo Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) e os
franceses Frangois Marie Charles Fourier (1772-1837) e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

1.4.3 Uma relacao entre variaveis

Como pode ser percebido na definicado de Lacroix dada anteriormente, a relacao entre quantida-
des avanca para uma compreensao de dependéncia entre variaveis. Esta visao é acompanhada por
um processo de entendimento da Matematica como uma disciplina independente adquirindo cada
vez mais um carater abstrato abandonando os problemas da Fisica e se dedicando ao formalismo
dos conceitos mateméticos.

Uma das primeiras mudancas na definicao de fungao como expressao analitica, segundo Roque
e Pitombeira [21], ocorre na discussao que Fourier estabeleceu sobre as séries trigonométricas, que
em meio a desconfiangas, ganhou destaque durante o século XIX.

Embora os matematicos do século XVIII ja utilizassem as séries trigonométricas para a dis-
cussao de fenomenos astronémicos, Youschkevitch [26] comenta que foi Fourier com seu trabalho
intitulado Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica do Calor), de 1822, que provocou
uma revisao no conceito de fun¢ao ao supor que uma série trigonométrica poderia ser utilizada
para representar qualquer funcao, embora nao tivesse oferecido nenhuma anélise satisfatoria do
problema.

Fonseca [12], analisando o fato afirma que embora a ideia fosse um pouco exagerada, a ideia
dada contribuiu para o desenvolvimento de estudos em diversos campos da Fisica (actstica, éptica,
termodindmica) e na resolugao de equagoes diferenciais.

Segundo Costa [§] Fourier estabelece em 1822 a seguinte defini¢do de fungao:

“Em geral, a funcdo f(x) representa uma sucessdo de valores ou ordenadas, cada uma das quais
arbitrarias. Sendo dada uma infinidade de valores para a abscissa x, haverd um ntmero igual de
ordenadas f(x). Todas tém valores numéricos verdadeiros, ou positivos, ou negativos ou nulos. Nos
ndo supomos que essas ordenadas estdo sujeitas a uma lei comum; elas sucedem umas as outras em

alguma maneira arbitraria qualquer, e cada uma delas é dada como se fosse uma quantidade isolada.”

Sobre isto Barallobres [2] esclarece que a obra de Fourier coloca em xeque a crenga do século
XVIII de que as expressoes de func¢oes sempre podiam ser transformadas em expressoes algébricas
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uma vez que as propriedades destas nao se aplicavam as suas fungoes, ou seja, reabre-se a discussao,
dentre outros, do conceito de funcao e continuidade, etc.

Como resultado desta abertura para uma nova defini¢gao de fungao, o matematico russo Nikolai
Ivanovich Lobatchevsky (1792-1856) diz em 1834 no artigo intitulado “Sobre a convergéncia de
séries trigonométricas” que uma funcao de z é um nimero que se da para cada x que varia
continuamente. Variacao esta dada por uma expressao analitica, por uma condi¢do que permite
escolher num teste um nimero dentre todos, ou ainda, a dependéncia que embora exista nao possa
ser determinada.

Complementando a ideia de fungdo continua de Lobatchevsky, Botelho e Rezende [4] relatam
que em 1821 Cauchy em seu Cours D’Analyse (Curso de Andlise) definiu os conceitos de fungao
continua, diferencidvel e integravel a partir da nogao de limite.

Além disso, segundo Mol [17], embora D’Alembert ja tivesse estudado as fungoes de varidveis
complexas num trabalho sobre resisténcia dos fluidos, os trabalhos de Cauchy ganham evidéncia
por darem vida prépria ao estudo destas fungoes. Seus trabalhos tiveram uma imensa aceitacao
da comunidade matematica da época.

Especificamente falando do conceito de funcao dado por Cauchy, segundo Roque e Pitombeira
[21] ndo houve muita diferenca da definicdo dada por Fourier, ao considerar que as quantidades
varidveis se relacionam de modo que variando uma (independente) obtém-se a outra (dependente).
Assim, para ele define-se funcao como:

“Quando quantidades variaveis sdo ligadas de modo que, quando o valor de uma delas é
dado, pode-se inferir os valores das outras, concebemos ordinariamente estas varias quan-
tidades como expressas por meio de uma delas que recebe, portanto, o nome de “variavel
independente”; e as outras quantidades, expressas por meio da variavel independente, sdo as
que chamamos funcoes desta variavel.”

Embora se perceba o avango no entendimento de fungdo como uma relagdo entre variaveis,
ainda se tinha a ideia, em tultima instancia, de uma expressao analitica como representagao da
mesma. Esta visao comeca a mudar em 1829, com a publicacao de um artigo de Dirichlet que
apresenta a funcao definida por:

0, para x racional

fl) =17

, Ppara x irracional.

Comentando a questdao Roque e Pitombeira [21] entendem que provavelmente esta tenha sido a
primeira func¢ao que nao possui nenhuma das propriedades admitidas tacitamente como gerais, ou
seja, nao podia ser derivavel ou integravel, e por ser descontinua em todos os pontos, nao podia ser
dada por expressoes analiticas ou representada por uma série de poténcias. Nem mesmo podia ser
desenhada a mao livre, podendo ser vista como uma fungao somente se entender-se este conceito
como uma relagao arbitraria entre variaveis numeéricas.

Isto gerou uma rediscussao da definicao de funcao de modo que os mateméaticos nao a conce-
bessem a partir de sua expressao analitica. Com isso, Costa [8] apresenta a seguinte defini¢ao de
funcao dada por Dirichlet em 1837:
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“Suponhamos que a e b sejam dois valores diferentes definidos e x seja uma varidvel que
pode assumir, gradualmente, todos os valores localizados entre a e b. Agora, se para cada x
corresponde um Unico, finito y de tal forma que, se x atravessa continuamente o intervalo de
aab,y= f(r) varia da mesma forma gradualmente, entdo y é chamado um fungéo continua
de x para este intervalo. Nao é, em absoluto, necessario que y dependa de z no intervalo todo
de acordo com a mesma lei; de fato, ndo é em absoluto necessario pensar somente em relagoes
que possam ser expressas por operagoes matematicas. Geometricamente representadas, isto
é, x e y imaginados como abscissa e ordenada, uma funcdo continua aparece como uma curva
conexa, para a qual somente um ponto corresponde a cada abscissa entre a e b.”

A préxima etapa para o desenvolvimento do conceito de funcao, se assemelhando ao que temos
atualmente, ocorre com o desenvolvimento da nogao de conjunto. Para Roque e Pitombeira [21]
esta abordagem de conjuntos, ja havia sido estimulada por Dirichlet de modo que a teoria dos
conjuntos passou a ser a forma mais apropriada para se estabelecer um consenso sobre os funda-
mentos da Matemética.

1.4.4 A revolucao dos Conjuntos

Conforme relata Costa [8] podem-se destacar quatro periodos importantes na evolugdo do
conceito de funcao. O primeiro ocorre na preocupagao grega de descrever relagoes e mudangas
que ocorriam na natureza de forma qualitativa. Em seguida, o periodo de Newton e Leibniz é
marcado por fun¢des que possuiam uma expressao analitica ou representacdo grafica que surgiam
para resolucao de problemas praticos. O préximo periodo ocorre com Lagrange e Euler quando o
conceito de funcgao é rediscutido devido a compreensao da relacao de dependéncia entre variaveis.

O ultimo periodo ocorre a partir da definicdo de Dirichlet baseada na dependéncia de varidveis,
mas que precisou ser modificada tendo em vista os trabalhos realizados pelos franceses René-Louis
Baire (1874-1932), Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) e Henri Léon Lebesgue (1875-
1941).

Barallobres [2] destaca que em 1898, no seu livro "Sur da Theorie des fonctions', Borel ji
relacionava a teoria de fungoes com a recém fundamentada matematica dos infinitos. Além disso,
Borel e Lebesgue ganham fama com trabalhos realizados sobre a teoria da medida e integracao.
Ao passo que Baire se notabiliza pela classificacao das fungoes descontinuas. O fato é que, nestes
trabalhos, o conceito de funcao é discutido em meio a polémicas, das quais se destacam:

« conceber que as fungoes continuas, ou nao, que nao possuem derivada nao eram aceitas como
verdadeiros objetos matematicos,

» que ainda se fazia presente em muitas publicac¢oes a ideia de que uma funcao é algo definido
por uma expressao analitica.

Com destaque para os trabalhos do tcheco Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-
1848), dos alemaes Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) e Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866), do noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) e do russo Georg Ferdinand
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Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), segundo Fonseca [12], o desenvolvimento da teoria dos conjun-
tos, a definicdo de continuidade e niimeros reais, o aparecimento de novos problemas de matematica
pura e o desenvolvimento da Analise permitiram que a defini¢ao de fun¢ao num sentido mais amplo
como o que conhecemos hoje fosse estabelecido.

Comentando este periodo Roque e Pitombeira [21] destacam que a descoberta de Cantor através
do procedimento de enumerar os elementos de um conjunto numérico o levou a concluir que a
associacao de cada um dos elementos a um nimero natural pode ser definida como uma func¢ao de
um conjunto no outro, uma correspondéncia biunivoca entre os respectivos elementos.

Ainda sobre as novas defini¢goes de funcao Botelho e Rezende [4] destacam trés delas. A
primeira, dada pelo britdnico George Boole (1815-1864), que ao interpretar fungdo como uma
transformagao, ou seja, cada elemento de x é transformado no elemento f(z), afirma:

Qualquer expressao algébrica envolvendo o simbolo x é chamada uma funcdo de x e pode ser
representada sob a forma geral abreviada f(x).

... Nestes mesmos principios de notagdo, se em alguma funcao transformarmos x em 1, o
resultado serd expresso pela forma f(1); se na mesma funcgdo transformarmos z em 0, o
resultado serd expresso pela forma f(0).

O segundo destaque foi para a definicao dada pelo alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind
(1831-1916) que utilizou a ideia de aplicagao para definir o conceito de fungao como:

Em uma aplicagdo de um sistema S uma lei é entendida, de acordo com a qual cada elemento
s de S esta associado a um determinado objeto que é chamado a imagem de s e denotada por
@(s); dizemos também que ¢(s) corresponde ao elemento s, que ¢(s) é originada ou gerada
pela aplicacdo ¢, que s é transformado em ¢(s) pela aplicagdo ¢.

Por fim, a terceira defini¢ao foi dada pelo britanico Godfrey Harold Hardy (1877-1947), consiste
de trés caracteristicas que devem ser satisfeitas para que uma relagdo entre varidveis x e y seja
considerada funcao:

1. y é sempre determinado por um valor de z;

2. para cada valor de x para o qual y é dado, corresponde um e somente um valor
de y;

3. a relacao entre x e y expressa através de uma formula analitica, na qual o valor
de y que corresponde a um dado valor de x pode ser calculado por substituigao
direta de x.

Paralelo a isso Costa [8] apresenta a definigdo dada em 1911, pelo matemaético italiano Giuseppe
Peano (1858-1932) que diz que uma “Func¢ao é uma relagao especial, que a qualquer valor da
varidvel faz corresponder um sé valor ... ”. Além disso, é atribuida a ele a introducao dos simbolos
€,d,D,U e, utilizados até hoje, resultado de uma proposta de desenvolvimento de uma linguagem
matematica logica e simbdlica.

Com relacao a esta busca por terminologia e conceitos novos, além de um maior formalismo
e rigor na matemética, Fonseca [12] relata que se estabeleceu na Franga do século XX, um grupo
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de matematicos que escreveu uma série de livros, publicados a partir de 1935, sobre o pseudénimo
de Nicolas Bourbaki. Tais publicagbes permitiram mudar a concepcao sobre nimero e funcao
numa busca de redefinir todas as nog¢bdes basicas da Matemédtica na linguagem dos conjuntos.
Especificamente sobre fungao, em 1939, Bourdaki estabeleceu através de relagoes univocas entre
conjuntos (nao necessariamente numéricos), a seguinte defini¢ao:

“Sejam F e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relacdo entre uma variavel x de E e
uma variavel y de I’ é dita uma relagao funcional em y , ou relacdo funcional de £ em F', se
qualquer que seja x € F, existe um e somente um elemento y € F' que esteja associado a x
na relacdo considerada. Déa-se o nome de funcdo & operacao que desta forma associa a todo
elemento x € E o elemento y € F que se encontra ligado a z na relagdo dada; diz-se que y é
o valor da funcao para o elemento x , e que a funcao estd determinada pela relacdo funcional
considerada. Duas relagoes funcionais equivalentes determinam a mesma funcao”

Comentando o avanco do conceito de funcao até chegar a ideia de correspondéncia entre ele-
mentos de conjuntos, Barallobres [2] afirma que a diferenga ao longo da histéria ocorreu em dois
aspectos. O primeiro se d4 na definicdo do conceito que inicialmente se baseava em variaveis e
dependéncias que gradualmente desaparece abrindo espaco para apenas uma correspondéncia.

O segundo aspecto se refere aos modelos utilizados para a conceituacao. Inicialmente o conceito
de func¢ao se estruturava numa visao qualitativa de problemas cuja temética era o movimento dos
corpos. E posteriormente, os mesmos problemas foram abordados de forma quantitativa, tendo
como expoentes Newton, Leibniz e o estabelecimento do calculo diferencial.

Num terceiro momento a fungao se estrutura em expressoes analiticas, ou seja, saem os proble-
mas da mecanica e surgem os primeiros problemas puramente matematicos decorrentes do avanco
da Analise. Por fim, a matematica se transforma com o advento da teoria dos conjuntos que
especificamente falando do conceito de funcao se herda apenas a nocao de correspondéncia, uma
vez que dos principais elementos da funcdo, ou seja, a variagdao, a dependéncia, a correspondén-
cia, a simbolizacao e a expressao da dependéncia, nem todos fazem parte da definicao da teoria
de conjuntos. Além é claro, da representacao algébrica, grafica ou outra qualquer que expresse
claramente o vinculo de dependéncia existente entre os elementos que intervém.

Por fim Hadamard [13] comenta que a consequéncia desta mudanga no século XX para a
Matematica foi:

“O ser matematico, em uma palavra, deixou de ser o nlimero: passou a ser a lei de variagdo, a
funcdo. A Matematica nao apenas foi enriquecida por novos métodos, mas foi transformada

em seu objeto.”

Ou seja, saem as grandezas geométricas e os nimeros como objetos centrais da Mateméatica dando
espago para as fungoes.
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Capitulo 2
Definicao de Funcao

Dados conjuntos nao vazios A e B, uma funcao f de A em B é definida pelo conjunto dos pares
ordenados (a,b) com a € A e b € B, tais que para cada a € A existe um tnico correspondente
b € B. A notacao usada para representa-la é f: A — B.

O conjunto de pares ordenados f = {(—2,4),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,4)} ¢ uma funcdo do con-
junto A = {—2,—1,0,1,2} para o conjunto B = {0,1,2,3,4}, ou seja f : A — B. Usando o
diagrama de Venn-Euler essa funcao fica representada na figura [2.1

Figura 2.1: Representacao da funcao f.

Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {—2,—1,0,1,2}, e o conjunto de pares ordenados
g =1{(0,0),(1,1),(2,2)} expresso no diagrama de Venn-Euler da Figura [2] observe que g : A — B
nao pode ser considerada funcao, pois para a = 3 nao existe b € B tal que (3,b) € g.

§ .

Figura 2.2: Representacao da relacao g.

Considere agora os conjuntos A = {0,1}, B = {-1,0,1} e h : A — B representada pelo
conjunto de pares h = {(0,0), (1,—1),(1,1)}. Observe que h nao é uma funcao, pois para a = 1
existem dois valores distintos ' = —1 e b” = 1 tais que (1,b') € h e (1,b") € h. Veja figura [2.3]
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Figura 2.3: Representacao da relacao h.

2.1 Dominio e Imagem

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e f : A — B uma func¢do. Denomina-se conjunto
dominio da fungao f, representado por Dom(f), o conjunto

Dom(f) = {x; Fy)(z,y) € f}.

Define-se também conjunto imagem, ou contradominio, da fungao f representado por Im(f),
o conjunto

Im(f) = {y; Bz)(z,y) € f}.

Observe que Dom(f) = A e Im(f) C B. Por exemplo, na funcao f : A — B, representada na
figura tem-se Dom(f) = {—2,—1,0,1 2} e Im(f) ={0,1,4}. Alguns autores consideram o
conjunto B como o contradominio.

2.2 Caracteristicas de Funcoes

Diz-se que a fungao f : A — B é sobrejetora (sobrejetiva) em B se cada elemento do
conjunto B for imagem de um elemento do conjunto A, isto é,Vy € B Jx € A: f(x) =y, isto ¢,
Im(f) = B.

A funcgado f : A — B representada na figura nao é sobrejetora em B, pois Im(f) C B. Os
elementos 2,3 € B nao sao imagens de nenhum elemento de A.

Sejam A = {1,3,5,7}, B = {2,4,6,8} e a fungdo g : A — B representada na Figura 2.4 A
fungao g é sobrejetora em B, pois todo y € B é correspondente de um x € A, isto é, Im(g) = B.

~1 U W
~
o <= W SN V]

Figura 2.4: Representacao da fungao g sobrejetora.
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Uma fungao f : A — B é dita injetora (injetiva) se para quaisquer zj,zs € A tem-se x; #
xo temos f(x1) # f(xg). Por exemplo, observando novamente as fungdes reais f e g, dadas
anteriormente, é possivel determinar que f nao é injetora, pois o mesmo elemento 1 € B é imagem
tanto do elemento —1, quanto do elemento 1. A funcao g é injetora, pois cada elemento da imagem
corresponde a um tnico elemento do dominio.

Uma fungao f : A — B é bijetora (bijetiva) se ela é injetora e sobrejetora. Por exemplo, para
A={0,1,2,3} e B={1,3,5,7}, a fungao f : A — B, representada na Figura , é bijetora pois
possui Im(f) = B eV, 20 € A, x1 # w0 = f(x1) # f(22).

q N W
Y
GOSN

Figura 2.5: Representacao da funcao f bijetiva.

2.3 Funcao Composta

Dadas as fungoes f : A — B e g: B — C tais que (z,y) € f e (y,2) € g denomina-se fungao
composta de g em f a fungdo representada por go f o conjunto dos pares (x, z) tais que (z,y) € f
e (y,2) € g, ou seja,

gof={(z,2);By)(x.y) € f e (y.2) €g}.
Em outras palavras, go f : A — C é tal que para Vx € A o valor de g o f é definido pela férmula

go f(x)=g(f(z)).
Por exemplo, dados A = {—4,-3,-2,-1,0}, B=1{0,1,2,3,4} e C = {0,1,4,9, 16}, sejam as
fungoes f: A — B e g: B — C representadas na Figura 2.6, A fun¢do composta go f : A — C
representada na Figura [2.7] é

gof= {(_47 0)> (_37 1)7 <_2’4)’ (=1,9), (0, 16)}'

f
4 R
3 1 51
2 2 4
-1 3 b 9
0 A4 AL6

Figura 2.6: Representacao das fungoes f e g.
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gof

_4 0
-3 51
2 \,4
-1 9
0 AL6

Figura 2.7: Representacao da fung¢do composta go f : A — C.

2.4 Funcao Inversa

A inversa de uma funcao f é o conjunto dos pares ordenados tal que

7 =Aly2); (zy) € [}

Note que a inversa de uma fun¢ao nem sempre é uma fungao.

Como exemplo, dados os conjuntos A = {0,1,2,3}, B = {1,3,5,7} e a fungdo f : A —
B, tal que f = {(0,1),(1,3),(2,5),(3,7)} sua inversa f~!' : B — A de modo que f~! =
{(1,0),(3,1),(5,2),(7,3)} ¢ uma fungdo, conforme se vé na Figura [2.§

-1
f L\ 1.
/3

b S
7

W = O
W=D

Figura 2.8: Representacdo das funcoes f e f~L.

Por outro lado, para C = {-2,—1,0,1,2} e D = {0, 1,4}, dada a fungao g : C'— D represen-
tada na Figura , a inversa ¢g~! : D — C nao pode ser considerada funcao pois implicaria nos
elementos —1 e 1 serem imagem respectivamente do dominio 1.

Figura 2.9: Representacao da funcio ¢ e da relacao g~ *.

Outro exemplo é a fungdo h : E — F para os conjuntos F = {0,1,2} e F = {0,1,2,3,4},

representada na Figura A inversa h™! : F — E nao pode ser considerada funcao, pois os
elementos 2 e 3 do dominio nao tém elemento correspondente em F.
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Figura 2.10: Representacio da funcao h e da relacao h™*.

Dizemos que a inversa f~! é funcdo se f for definida como injetora e sobrejetora, ou seja,
bijetora.

2.5 Funcao real

Define-se como fungao real toda funcao f cujos elementos do dominio e da imagem pertencem
aos reais. Em outras palavras, f : X — R que tem como dominio um subconjunto X C R e cujos
valores f(x), para todo z € X, sdo nimeros reais.

Podemos usar o plano cartesiano para representar graficamente essas fungoes.

O grafico de uma fun¢do f: X — Y, X C ReY C R é o subconjunto do produto cartesiano
X x Y formado pelos pares ordenados (z,y), tais que x € X e y = f(z). Em outras palavras

Graf(f) ={(z,y) e X xY;y = f(2)} ={(z, f(z));x € X}.

Por exemplo, para a funcao real f(z) = x tem-se que o subconjunto de todos os pares ordenados
formados por ela determina na Figura m (a), como representacao gréfica, uma reta. Ja para
a funcao real g : (r) = 2 tem-se que os pares ordenados determinam, na Figura (b), uma
parabola cujo vértice é a origem do plano cartesiano.

y=1ix)

34

e

ad

(a) (b)

Figura 2.11: Representagao gréfica da fungao real: (a) f e (b) g.
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Especificamente falando do Ensino Médio, os proximos capitulos versarao sobre as principais
as fungoes reais trabalhadas no curriculo.

2.5.1 Monotonicidade

Analisar a monotonicidade de uma funcao significa estabelecer o comportamento da fungao
quanto seu ao crescimento ou decrescimento. Assim, dada uma funcao real ela pode ser classifi-
cada, basicamente como, Constante, Crescente e Decrescente.

Constante
Diz-se que uma fungao real f é constante quando para Vx € D(f) tem-se

y=f(x)=k, keR

Por exemplo, dadas as fungoes reais f e g tais que f(z) = 3 e g(z) = —2 tem-se, respectivamente
k=3 e k=—2para Vz € D(f), conforme pode ser visto na Figura

Figura 2.12: Representagao grafica da fungao real: (a) f e (b) g.

Crescente

Seja f uma funcao real tal que a medida que os valores da abcissa aumentam, o mesmo acon-
tece com os valores da ordenada diz-se que f é uma funcao crescente. Em outras palavras, dados
x1, Ty € D(f) tem-se:

v <z = f(11) < f22)
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Conforme pode ser visto no grafico da funcao real h tal que h(z) = x — 1 representado na Fi-
gura [2.13] a seguir.

Figura 2.13: Representagao grafica da funcao real crescente h.

No caso da func¢ao ter o comportamento descrito como ora constante, ora crescente, diz-se que
0 seu unico comportamento é nao decrescer, ou seja, a funcao ¢ nao decrescente, de modo que

dados 1,29 € D(f):

r1 < To = f(l'l) < f(l'z)

Como exemplo tem-se a fungao real ¢ expressa por

cx+2, sex <0
, se x > 0.

representada na Figura [2.14]
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-3 4+

Figura 2.14: Representagao grafica da funcao real nao decrescente .

Decrescente

Contrariamente a classificacdo anterior, se a medida que os valores da abcissa de uma funcao
f aumentam os valores da ordenada diminuem, tem-se que esta funcao ¢ decrescente, ou seja,

dados 1,29 € D(f):

Ty <zy = f(11) > f(712)
Conforme se vé no gréfico da fungdo real j expressa por j(z) = 1—x representado na Figura[2.15]
Entretanto, se o seu tnico comportamento da funcao, pode ser descrito como nao decres-

cer, a funcao é classificada quanto a monotonicidade como nao crescente, de modo que dados
x1,22 € D(f) tem-se:

r1 < To = f(l’l) > f(Ig)

Como é o caso do exemplo a seguir da fungao real [ expressa por

3, sex <0
I(x) =
3—z, sex>0.

representada na Figura [2.16]
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Figura 2.15: Representacao grafica da funcao real decrescente j.

-3 4+

Figura 2.16: Representacao grafica da funcao real nao crescente [.
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Capitulo 3

Funcao Afim

No Ensino Médio as fungoes polinomiais se apresentam de duas formas distintas. Inicialmente
no 12 ano sobre a forma de fun¢ao polinomial e, posteriormente, no 3° ano de forma mais abrangente
sobre o titulo de polinémio.

Definindo-se por fungao polinomial de grau n ou simplesmente polin6mio de grau n a funcao
f: R — R expressa por:

= S
k=0

tal que ay € R e a, # 0. Designamos como polinémio do 1° grau a fungao real f expressa por
f(z) = a1 + ag, que serd tratada como fungao afim.

3.1 Definicao

Considere a situacao de determinar o custo de uma corrida de taxi na cidade de Campinas. Tal
valor ¢é calculado por um aparelho chamado taximetro que processa o valor v da corrida levando
em consideracao a variacao de duas grandezas: o tempo, ¢, que o veiculo fica parado e a distancia
percorrida d.

A distancia, o tempo e o valor monetario sao grandezas continuas representadas por ntimeros
reais, portanto, esta situa¢do possui uma expressao onde cada par real (¢,d) corresponde a um
unico valor real v, isto é, a expressao procurada se refere a uma funcgao real.

Entretanto, nao fazem parte do curriculo de matematica da educacao bésica as funcoes cujo
conjunto dominio seja de pares ordenados reais, sendo preciso simplificar a situagao de modo que
o valor v seja determinado apenas em funcao da distancia percorrida d.

Neste sentido, ao se pesquisar informagoes sobre o uso de taxi no endereco eletronico da Empresa
Municipal de Desenvolvimento de Campinas S/A — EMDEC, responsével pela regulamentagao
deste tipo de transporte na cidade em questdao —, descobre-se que existem trés modalidades de
servigo de taxi: Convencional, Acessivel e Executivo. Porém, no quesito tarifacao, as modalidades
Convencional e Acessivel possuem os mesmos valores, conforme se vé na tabela [3.1]

27



Convencional e Acessivel | Executivo
Bandeirada R$4,40 R$5,70
Bandeira 1 R$2,65,/km R$3,45/km
(2* a 6* das 6h as 18h, Sab. das 6h as 12h)
Bandeira 2 R$3,45 /km R$4,50 /km
(2* a 6® das 18h as 6h, Sib. das 12h as 24h, Dom. e feriados das Oh as 24h)

Tabela 3.1: Valores de referéncia para o uso de taxi em Campinas.

Com os dados da tabela [3.1] podemos entender como ¢é feito o pagamento de uma corrida de
taxi. O valor a ser pago é resultante da distancia percorrida multiplicada pelo valor da bandeira 1
ou 2, conforme o horario, acrescido da bandeirada. Esse procedimento é valido para qualquer tipo

de taxi. As tabelas[3.2] e [3.3] exibem algumas situagoes para alguns valores de d.

Bandeira 1 Convencional e Acessivel Executivo
d (km percorridos) v (R$ pago) v (R$ pago)
0 4.4 5,7
1 1-2,664+4,4=7,05 1-3,45+5,7=9,15
2 2-2,6b+4,4=9,7 2-3,45+5,7=12,6
10 10-2,65+4,4 = 30,94 10-3,45+ 5,7 =40,2

Tabela 3.2: Expressao para calcular o valor de uma corrida de taxi para bandeira 1.

Bandeira 2 Convencional e Acessivel Executivo
d (km percorridos) v (R$ pago) v (R$ pago)
0 4.4 5,7
1 1-3,45+4,4=17,85 1-4,545,7=10,2
2 2-3,45+4,4=11,3 2-4,5+5,7=14,7
10 10-3,45+ 4,4 = 38,9 10-4,5+5,7=150,7

Tabela 3.3: Expressao para calcular o valor de uma corrida de taxi para bandeira 2.

Note que o valor a ser pago pela corrida de taxi é determinado em funcao da distancia percorrida
pela seguinte lei de correspondéncia: distancia vezes bandeira mais bandeirada. Assim, temos na

tabela a expressao da lei de correspondéncia para cada bandeira e tipo de veiculo.
Matematicamente podemos generalizar esse raciocinio pela seguinte expressao

V(d) =C1 - d+02,
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Convencional e Acessivel Executivo
Bandeira 1 v=V(d)=2,65-d+ 4,4 v=V(d)=3,45-d+ 5,7
Bandeira 2 | v=V(d)=3,45-d+4,4 | v=V(d)=4,5-d+5,7

Tabela 3.4: Expressoes para calculo do valor da corrida em Campinas.

onde ¢, ¢y € Ry — {0} (ndmeros reais positivos e ndo nulos).

Portanto, a fungdo real v : R, — [cg, 00) dos valores da corrida de taxi em funcdo da distancia
percorrida é um caso especial de funcao afim, onde ¢; = a, ¢ = b com a,b € Ry e a # 0.

Consideremos agora outra situagdo. No presente ano de 2014 a cidade de Sao Paulo vive uma
crise de abastecimento de agua devido escassez de chuva. Dos seis sistemas de reservatorios que
abastecem a cidade, o sistema Cantareira é o principal deles.

Em 15 de maio o nivel do reservatério chegou a marca critica de 8,2% de sua capacidade. Como
medida emergencial, para aumentar sua vida ttil, a SABESP (Companhia de Saneamento Bésico
do Estado de Sdo Paulo S.A) resolveu utilizar o chamado volume morto do reservatério. Com isso
o nivel de dgua disponivel para uso subiu para 26,7%, no dia 16 de maio.

Porém, como nao houve volume de chuva significativa nessa regiao, no dia 15 de julho, 60 dias
ap0s o inicio de uso do volume morto, o nivel j4 havia novamente caido para 8,7%.

Considerando que a quantidade de dgua retirada dia-a-dia é constante e que nesse periodo nao
choveu, qual expressao matematica pode ser utilizada para determinar o nivel do reservatorio em
funcao do dia, a partir de 15 de maio?

Dado que o volume de dgua retirado do reservatorio é constante, o percentual de vazao diaria v
de saida de agua ¢ resultado da divisao da quantidade que foi retirada pela quantidade de dias do
periodo. Assim, dado que a quantidade retirada é determinada pela diferenca do percentual final
pelo inicial, tem-se:

8.7% —26,7% 18 .
VS T Godias oo O 3A/die

Ou seja, a cada dia é retirado (sinal negativo) 0,3% do volume do reservatério que no inicio da
contagem possuia 26,7%.

Analogamente ao que foi feito para a situacao da corrida de taxi, registra-se na tabela [3.5] o
percentual de dgua restante no reservatorio em funcao da quantidade de dias decorridos do inicio
da contagem.

Observe que o percentual de adgua restante é determinado em funcao da quantidade de dias
decorridos do inicio da contagem pela seguinte lei de correspondéncia: percentual inicial menos o
produto da vazao pela quantidade de dias decorridos. Em outras palavras, V' : [0;89] — [26,7;0]
é tal que:

V(d) =26,7—0,3d.

Ou generalizando o raciocinio para as constantes reais c¢; e ca:
V(d) = Cy —C1° d,
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d (quantidade de | P (percentual de agua
dias decorridos) no reservatorio)
0 26,7
1 26,703 =264
2 26,7—-2-0,3=26,1
10 26,7—10-0,3 = 23,7

Tabela 3.5: Expressao para calcular o percentual de dgua restante no reservatorio.

onde ¢1, ¢y € Ry — {0}.
Portanto, a fungdo real V' : [0;89] — [26,7;0] do percentual restante de dgua em fungio da
quantidade de dias decorridos é um caso especial de fun¢ao afim, onde ¢; = a, co = b com a,b € R

ea#0.

3.2 Caracteristicas da funcao afim

Considerando apenas o curriculo de matemética do Ensino Médio, uma das caracteristicas
estudadas da fungao afim diz respeito ao seu grafico. E para tal deve-se considerar que desde o
9° ano do Ensino Fundamental ja é de conhecimento do aluno que a forma obtida é uma reta nao
vertical.

Nesse sentido, entende-se por caracteristicas do grafico da funcao afim dois aspectos que relaci-
onam a reta com sua expressao de lei de correspondéncia: o crescimento-decrescimento da funcgao
e a interseccao da reta com os eixos ordenados do plano cartesiano.

Retomando o exemplo da corrida de téaxi, podemos ver na figura [3.1] os graficos da fungao V',
tal que V(d) = ¢1 - d + o, para cada tipo de veiculo e bandeira.

Observando os graficos confirma-se a no¢ao intuitiva de que quanto mais se anda de taxi, mais
cara fica a corrida, em outras palavras, quanto maior é o valor da distancia d, maior é o valor da
corrida. Isso quer dizer que as fungoes sao crescentes.

Pensemos agora no exemplo do percentual de dgua do reservatorio da Cantareira. A figura 3.2
mostra o grafico da fun¢do V' expressa por V(d) = 26,7 — 0, 3d.

Observando a figura confirma-se a ideia intuitiva de que quanto mais dias se passam, menor ¢é
o percentual de dgua do reservatorio, em outras palavras, a funcao é decrescente.

Assim, dado que tanto a situacao do taxi quanto a do reservatorio sao casos especiais da fungao
afim f expressa por f(x) = az+b, cuja caracteristica que determina o crescimento ou decrescimento
da mesma pode ser dada pela analise comparativa das expressoes de cada caso.

Dado que as quatro expressoes da situagao do taxi sao crescentes, escolhemos a expressao do
taxi executivo com bandeira 2 para fazer a comparacao. Assim, observando as expressoes gerais

V(d) =4,5d+5,7
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Figura 3.1: Grafico de: (a) V(d) = 2,65d 4+ 4,4; (b) V(d) = 3,45d + 4,4; (¢) V(d) = 3,45d + 5, T;
(d) V(d) =4,5d + 5,7

V(d) = 26,7 — 0, 3d,
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Figura 3.2: Grafico de V(d) = 26,7 — 0, 3d.

respectivas ao taxi e ao reservatorio, vé-se que em ambas o valor de ¢, é positivo, porém o valor de
c1 alterna os sinais. Comparando-as com os seus graficos presentes, respectivamente, nas figuras
(d) e[3.2 tem-se na situagao do taxi que o segmento de reta é crescente e ¢; > 0. Ja na situacao
do reservatorio o segmento de reta é decrescente e ¢; < 0.

Assim, dizemos que a funcao afim f é uma funcao crescente quando a > 0 e decrescente
quando a < 0. Tanto uma situacao quanto outra podem ser observadas, genericamente, na figura

2.0l

/

(a) ()

Figura 3.3: Exemplo de fungao afim: (a) crescente e (b) decrescente.

Um caso especial de fungao afim ocorre para a = 0. Isto resulta numa funcao f expressa por
f(z) = b, ou seja, para qualquer x € R, o valor de y é fixo, constante, igual a b. Representando-a
graficamente obtemos uma reta horizontal, conforme se vé na figura 3.4}

¥

fa) (i

Figura 3.4: Exemplo de fungao constante: (a) com b < 0 e (b) com b > 0.
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Entendido o que faz a funcao afim ser crescente ou decrescente, pensemos agora sobre os pontos
de interseccao do grafico com os eixos do plano cartesiano.

De forma pratica, vimos que o quanto se paga para andar de taxi se baseia no valor por quilome-
tro rodado, chamado bandeira, somado a bandeirada, que é o quanto se paga pela disponibilidade
do servigco. Observando o grafico (d) notasse no caso do taxi executivo que ficar sem rodar
nada é representado pelo ponto onde a funcao intersecta o eixo das ordenadas. Isto é, o ponto de
intersecgao da reta V' com o eixo da ordenada, é dado pelo par ordenado (0;5,7), pois para d = 0
tem-se

V(0)=4,5-0+457=5,T.

No caso do reservatério a situacao é mais simples, pois o ponto onde a funcao intersepta o eixo
das ordenadas é representado pelo instante inicial que se oferta o volume morto. Isto é, o ponto
de intersecgao da reta V' com o eixo da ordenada, é dado pelo par ordenado (0;26,7), pois para
d = 0 tem-se

V(0) =26,7—0,3-0=26,7.

Portanto, de forma geral, a fungdo afim expressa por f(x) = ax + b intersepta o eixo das
ordenadas no ponto de coordenadas (0, ), uma vez que

f(0)=a0+b = f(0)=0b.

Pensemos agora nas seguintes questoes: é possivel ficar sem pagar nada apos ter adentrado um
taxi? Ou no caso do reservatério, em que momento o reservatério secara totalmente?

Perceba que ambas as perguntas se referem a situacao de descobrir qual valor de d gera V' = 0.
Assim, retomando as expressoes do taxi executivo e do reservatorio, obtemos respectivamente que

5.7 19
V(d)=4,5d+57=0 = 4,5 57 = 3 =
e
26,7
V(d)=26,7—0,3d=0 = 26,7=0,3d = d:03:89.

Ou seja, considerando que nao existe distancia negativa, é impossivel adentrar um taxi executivo
e ficar sem pagar alguma coisa. O que do ponto de vista pratico é de facil compreensao, pelo que
foi discutido anteriormente onde, mesmo sem rodar nada, ao adentrar o taxi a corrida se inicia
devendo-se o valor da bandeirada.

No caso do reservatorio a questao de V' = 0 conclui-se que é necessaria a decorréncia de 89 dias
para que o reservatorio atinja o nivel zero.

Generalizando o pensamento, ambas as questoes se referem ao ponto de coordenadas (0, —b/a),
chamado zero da funcao, considerando que nele a fungao afim é nula, pois

flz)=ax+b=0 = ar=-b = z=—.
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Outro caso especial de func¢ao afim ocorre para b=0. Nestes casos a funcao é chamada linear
e sua intersecgdo com os eixos x e y é o ponto de coordenada (0,0).

Findo isto, e ainda se atendo apenas ao curriculo de matematica do Ensino Médio, outra
caracteristica estudada da fun¢ao afim diz respeito a determinagao de sua inversa.

Nesse ponto, considerando que é um questionamento comum dos alunos o porqué de determinar
a expressao inversa de uma funcgao, sugerimos como abordagem didatica que a discussao de tal
assunto seja motivada pela necessidade de solucao de uma situacao problema.

Por exemplo, utilizando ainda a situacao da corrida de taxi executivo bandeira 2, uma pergunta
possivel de ser apresentada para discussao com os alunos é de qual a distancia maxima aproximada
que pode ser percorrida por uma pessoa que pagou exatamente R$50,00.

Assim, considerando que o valor a ser pago estd em funcao da quilometragem rodada o aluno
sera conduzido a compreender que a resposta esta relacionada a um processo de inversao, ou seja,
a quilometragem rodada deve ser dada em funcao do valor pago.

Compreendido isto, serda necessario discutir com os alunos quais caracteristicas uma funcao
deve ter para que a sua inversa também seja uma fungdo. Em outras palavras, é preciso mostrar
que a funcao precisa ser bijetora, isto é, injetora e sobrejetora.

Para tanto, retomemos o grafico da fungao V : R, — [5,7;00) expressa por V(d) = 4,5d+ 5,7
dado na figura (d). Considerando que uma fungdo é injetora se cada elemento da imagem se
refere a um unico elemento do dominio, proponha ao aluno que ele imagine retas paralelas ao eixo
das abcissas em cada ponto do eixo das ordenadas. Se as retas imaginarias interseptam a linha do
grafico uma unica vez, entdao a fungao ¢ injetora.

Especificamente sobre o caso do taxi executivo, conforme se vé na figura [3.5] a seguir ao tracar
essas retas imagindrias percebe-se que cada valor pago estd relacionado a uma tunica distancia
percorrida. Logo, a funcao V' é injetora.

Para verificar se a fun¢ao V' é sobrejetora em [5, 7; 00), é preciso provar que todos os elementos da
imagem possuem um correspondente no dominio. Para tanto, sugerimos que se inverta a expressao
da funcao e, em seguida, seja verificado se os valores de v € [5,7;00) sdo tais que d € R,. Dito
isto, ao inverter a expressao obtemos

v—>5,7
4,5
E como para v > 5,7 tem-se d > 0 que nos permite dizer que V é sobrejetora. Por também ser

injetora, conclui-se que V' é bijetora e sua inversa V' : [5,7;00) € R, pode ser considerada uma
funcao expressa por:

4,5d+5,7=v = 4.5d=v-5"7 = d=

2 19
Vi) = Zo— —.
(v) 9 15
Dado que a inversa é funcao, podemos retomar a pergunta e dizer que para v = 50 a distancia
maxima aproximada que alguém pode percorrer num taxi executivo bandeira 2 é:

2 19 100 19 500 — 57 443
d 950 B = d 5 B = d 15 15 = d=9,84km
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Figura 3.5: Verificagao gréfica da injetividade da fungao expressa por V(d) = 4,5d + 5, 7.

Outro exemplo da necessidade da inversa pode ser dado utilizando a situacao do reservatorio
da Cantareira. Considerando que a estiagem continuara, apds quantos dias do inicio de uso do
volume morto o percentual de dgua disponivel atingird o nivel critico e historico de 6%?7

Analogamente a situacao do taxi o aluno precisa compreender que a resposta esta relacionada a
uma inversao, onde a quantidade de dias decorridos do inicio do uso volume morto estd em funcgao
do percentual de agua disponivel.

Inicialmente vamos verificar se a funcao V' : [0;89] — [26, 7; 0] expressa por V (d) = 26,7 —0, 3d
é injetora. Conforme se vé na figura [3.6] ao tracarmos as retas imaginarias, paralelas ao eixo x,
que interseptam tanto o grafico da fungdo quanto o eixo y, percebe-se que cada valor V' pago estd
relacionado a uma unica distancia d percorrida. Logo, segundo definicao, a funcao V' é injetora.

Em segundo lugar, invertendo a expressao da fungdo temos que verificar se os valores de v €
[26, 7; 0] sao tais que d € [0;89]. Dito isto, ao inverter a expressao obtemos

26,7 — 10
2%,7—0,3d=v = 267—v=03d = d:’oi?)” = d=80- .
Como para 0 < v < 26,7 tem-se d > 0, V também ¢é sobrejetora. Logo, ela é bijetora e sua
inversa ¢ fungao V! : [26,7;0] — [0; 89] expressa por:
10

V() =89 — 3
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Figura 3.6: Verificagdo grafica da injetividade da fungao expressa por V(d) = 26,7 — 0, 3d.

Diante disso, retomando a pergunta, para v = 6% a quantidade de dias decorridos é:

1
d:89—306 = d=89-20 = d=069.

De forma geral, dada uma funcao afim f qualquer, expressa por f(z) = ax + b, sabemos que
sua representacao grafica é uma reta crescente, se a > 0, decrescente, se a < 0, ou constante,
se a = 0. Além disso, a intersec¢do com os eixos x e y ocorrem, respectivamente, nos pontos de
coordenadas (—b/a,0) e (0,b). Sendo que x = —b/a é denominado zero da funcao.

Por fim, sendo a funcio afim f bijetora, expressa por f(r) = ax + b, sua inversa f~! também
¢é funcao e pode ser expressa genericamente por

=10

a

3.3 Sugestao de exercicios

Além de permitir uma aprendizagem significativa, a utilizagdo de situagoes praticas ou coti-
dianas esta alinhada com a proposta atual do processo de selecao de candidatos das principais
universidades do pais. Confirmando isto, apresentamos a seguir alguns exercicios de aplicacao de
fungoes afins.

(Exercicios I e II criados pelo autor)

I — Mario e Carla possuem um sitio destinado a producao de leite. Como se trata de um negdcio
familiar o custo mensal de produgao é R$ 360,00/més, para alimentagdo dos animais, e R$0,45 por
cada litro L vendido, referente aos impostos.

a) Expresse o custo mensal C' em funcao de L.

b) Se no més de marco eles conseguiram vender o litro do leite por R$ 0,60, qual a quantidade
minima de leite que precisou ser produzida para que eles nao tivessem prejuizo?

Resposta:

a) C'=0,45L + 360.

b) Deve vender 2400L.
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IT — Pedro trabalha em uma pequena fabrica de camisetas e resolveu participar da prova de pro-
mocao interna dos funcionarios. Para o cargo que ele deseja surgiu a seguinte questao:
Considerando que C(x) = qr + b € a expressao do custo, em que x é a quantidade produzida e b é
o custo fixo.

a) Se a producio de 600 unidades de camisetas custa R$ 2.800,00 e de 1.100 unidades custam R$
3.900,00, quais sao os valores de b e de q?

b) Pela expressio obtida determine o custo de produgio de 900 camisetas.

Para que Pedro acerte a questao inteira, qual deve ter sido sua resposta ao problema dado?
Resposta:

a) Os valores sdo ¢ = 2,2 e b = 1480.

b) O custo de producao é R$ 3.460,00.

(Exercicios III e TV extraidos de provas do Exame Nacional do Ensino Médio - Enem|14])

IIT — (Enem 2010) As sacolas plasticas sujam florestas, rios e oceanos e quase sempre acabam
matando por asfixia peixes, baleias e outros animais aquaticos. No Brasil, em 2007, foram consu-
midas 18 bilhoes de sacolas plasticas. Os supermercados brasileiros se preparam para acabar com
as sacolas plasticas até 2016. Observe o grafico ao lado, em que se considera a origem como o ano
de 2007. De acordo com as informacoes, quantos bilhoes de sacolas plasticas serao consumidos em
20117

N" de sacolas (em bilhdas)
& 2
18 4

0 9 N° de anos (apos 2007)

LUCEMA, M. Guarra as sacolinhas. Galilew. n® 225, 2010,

a)4,0 b)6,5 ¢)70 d)80 e) 10,0
Resposta: Alternativa E.

IV — (Enem 2012) As curvas de oferta e de demanda de um produto representam, respectivamente,
as quantidades que vendedores e consumidores estao dispostos a comercializar em fungao do preco
do produto. Em alguns casos, essas curvas podem ser representadas por retas. Suponha que as
quantidades de oferta e de demanda de um produto sejam, respectivamente, representadas pelas
equagoes:

Qo = —20 + 4P
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Qp = 46 — 2P

em que Qo é quantidade de oferta, (Jp é a quantidade de demanda e P é o preco do produto. A
partir dessas equagoes, de oferta e de demanda, os economistas encontram o preco de equilibrio de
mercado, ou seja, quando Qo e Qp se igualam. Para a situacao descrita, qual o valor do prego de
equilibrio?

a)5 b)1l «¢)13 d)23 e)33

Resposta: Alternativa B.

(Exercicios V a VI extraidos de banco de questoes de exames de acesso de universidades nacionais[16].)

V — (Unicamp 2012) Em uma determinada regiao do planeta, a temperatura média anual subiu de
13,35°C em 1995 para 13,8°C em 2010. Seguindo a tendéncia de aumento linear observada entre
1995 e 2010, a temperatura média em 2012 devera ser de

a) 13,83°C  b) 13,86°C ¢) 13,92°C d) 13,89°C

Resposta: Alternativa B.

VI — (Unicamp 2013) A numeragao dos cal¢ados obedece a padroes distintos, conforme o pais. No
Brasil, essa numeracao varia de uma em um, e vai de 33 a 45, para adultos. Nos Estados Unidos
a numeragao varia de meio em meio, e vai de 3,5 a 14 para homens e de 5 a 15,5 para mulheres.
a) Considere a tabela abaixo.

Numeracao | Comprimento

brasileira (t) | do calgado (x)
35 23,8 cm
42 27,3 cm

Suponha que as grandezas estdo relacionadas por fungoes afins ¢(x) = ax + b para a numeragao
brasileira e z(t) = ¢t +d para o comprimento do calgado. Encontre os valores dos pardmetros a e b
da expressao que permite obter a numeragao dos calgados brasileiros em termos do comprimento, ou
os valores dos parametros ¢ e d da expressao que fornece o comprimento em termos da numeracao.
b) A numeragao dos calgados femininos nos Estados Unidos pode ser estabelecida de maneira
aproximada pela fungao real f definida por f(z) = 5(x — 20)/3, em que x é o comprimento do
calcado em cm. Sabendo que a numeragao dos calgados nj forma uma progressao aritmética de
razao 0,5 e primeiro termo n; = 5, em que ny = f(c), com k natural, calcule o comprimento c;.
Resposta:

a) t(zr) =2x — 12,6 e z(t) = 0,5t + 6, 3.

b) ¢5 = 24, 2cm.
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Capitulo 4
Funcao Quadratica

A funcao que no 1° ano é estudada na forma de funcao polinomial do 2° grau, e posteriormente,
no 3° ano sob o titulo de polindmio é a fungao real f expressa por f(z) = asx? + aix + ag, tratada
aqui como funcao quadratica.

4.1 Motivacao

Uma pratica comum entre criadores de animais domeésticos é o uso de telas para delimitagao
de espagos. Mas para que nao haja prejuizos a saude do animal, é preciso que as dimensoes do
local considerem o tamanho e a necessidade de mobilidade do animal.

Assim, considere que um individuo possua 14m de tela e deseja construir um canil aproveitando
o muro de sua casa, conforme esbogo na figura 4.1 Utilizando toda a extensdo da tela, como
determinar as opgoes de area do canil disponiveis?

muro

1

1

|

1

. |
canil I
1

|

|

1

1

1

Figura 4.1: Esboco do canil a ser confeccionado.

A melhor forma é analisar a situacao e encontrar a expressao que relaciona a medida da area em
funcao da largura ou do comprimento do canil. Pelo esbogo dado ¢é intuitivo, para o aluno do ensino
médio, perceber que a area do canil é uma regiao retangular. Logo, representando respectivamente
a area, o comprimento e a largura do canil por A, [ e ¢, podemos escrever que o valor de A é dado
por:
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A =le.

Entretanto, os valores de [ e ¢ ndo podem variar livremente, pois o trecho confeccionado com
tela é limitado a 14m. Logo, considerando o formato do canil podemos determinar a medida do
comprimento ¢ em fung¢ao da largura [, ou vice-versa, somando a medida de todas as partes que
serao fechadas com tela, resultando em:

l4+c+l=14 = 24+c=14 = c=14-2,

que substituido em A = [c resulta em:

A=1(14-20) = A=14-2>

Isto é, a medida da area do canil em funcao de sua largura é um caso especial de fung¢ao
quadrética, f(z) =az? +br+c,ondea= -2 b=14e c=0.

Neste sentido, dado que a area é uma medida positiva é preciso determinar qual intervalo real
¢ o maior conjunto possivel capaz de representar o dominio dessa func¢ao. Ou seja, quais valores
de [ garantem A > 07

Para resolver essa questao propomos duas possibilidades de andlise. A primeira consiste na
observacgao da expressao ¢ = 14 — 21, pois se tanto [ quanto ¢ precisam ser positivos tem-se:

c=14-2l>0 = 14>20 = 1I<7

onde se conclui que nossa fungao é positiva no intervalo [0;7]. Isto é, A : [0;7] — Ry.

A segunda possibilidade consiste em reescrever a desigualdade A > 0 na forma de inequagao
produto [(14 — 2[) > 0, pois com isso podemos descobrir onde esta funcao serd positiva analisando
a variagao do sinal de duas expressoes afins, conforme se vé no diagrama da figura [£.2]

1

(14-21) ; o

1(14-2)

Figura 4.2: Variacao dos sinais da inequacao A > 0.

obtendo o mesmo intervalo [0; 7].

4.2 Caracteristicas da funcao quadratica

Passemos a analisar a representaciao grafica da funcao quadratica, que o aluno do 92 ano do
Ensino Fundamental ja sabe ser uma parabola. Alids, é importante destacar que a determinacao
da concavidade da parabola também ja é de conhecimento deste aluno. Em outras palavras, ele
j4 sabe que dada a funcdo quadratica f(x) = az® + bx + ¢, se a > 0 a concavidade é voltada para
cima e se a < 0 a concavidade é voltada para baixo.
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Neste sentido, como a = —2 < 0, o pedago de pardbola que representa a fungao A : [0; 7] — R,
terd concavidade voltada para baixo e pode ser esbocado na curva da figura 4.3 a seguir.

b T A R

Figura 4.3: Grafico da fungao A.

Diante do que foi analisado sobre a questao, ja sabemos que a medida da area do canil é nula
para as larguras [ = 0 e [ = 7, isto é, sabemos quais sdo os zeros da fungao. Mas e se a forma
fatorada da expressao quadratica nao for conhecida, como determinar se a funcao quadratica em
questao possui zero? Para responder essa pergunta propomos a seguinte contextualizacao.

Dos diversos brinquedos radicais que os parques disponibilizam para os seus visitantes, existe
um que, no Brasil, é chamado Elevador. Este consiste basicamente de um conjunto de assentos
que sao elevados ao topo de uma torre, para, de la, serem soltos em movimento de queda-livre.

Segundo as leis da Fisica este tipo de movimento é expresso pela fungao espaco-tempo:

S(t):SO+%-t—l—%-t2,

onde Sy é o ponto de partida (em relagdo ao chdo, Sy = 0), V; é a velocidade inicial do movimento
(em queda-livre, Vj = 0) e a é a aceleragdo do objeto (em queda-livre, a é a aceleragdo da forga
gravitacional que a Terra exerce sobre o objeto, aproximadamente, 9, 8m/s?).

Supondo que o elevador de um parque possua 28m de altura e o movimento descendente das
cadeiras seja em queda-livre, quanto tempo serd necessario para o objeto cair do topo da torre e
chegar ao solo?

Perceba que essa questao deseja saber quando a fungao espago-tempo que descreve o movimento
serd nula. Assim, dado como positivo o sentido solo-céu e que Sy = 28m, Vo = 0ea/2 = —4,9m/s?,
deseja-se saber o zero da funcio S expressa por
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S(t) =28 — 4,92,

Fazendo S = 0, obtem-se:

28—-4,92=0 = ¢

28 2/70
—

== o =42V
4,9

Mas como ¢t > 0, o tnico zero da funcao vélido é t = @, ou seja, S : {0; @} — [0; 28] é tal
que para esta fungao espago-tempo serao necessarios aproximadamente 2, 39 segundos para que as
cadeiras descam os 28m da torre, conforme se vé na figura 4.4 a seguir.

[T I ]
"

[ I 5

X

1234
Figura 4.4: Grafico da funcao S.
Além do zero da funcao, outro aspecto importante da pardbola se refere as coordenadas do
seu vértice. E para pensar sobre isso voltemos ao problema do canil cuja area A : [0;7] — Ry é

expressa por:

A(l) = 141 — 2
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e respondamos a seguinte questao: existe uma area livre de tamanho méaximo? Se sim, quanto ela
mede? Quais as dimensoes do canil neste caso?

Traduzindo a primeira pergunta, deseja-se saber quais sao as coordenadas do vértice da para-
bola, ou ainda, por ter concavidade voltada para baixo qual largura [ esta relacionada com a maior
area A possivel.

Considerando que as coordenadas (Xy, Yy ) do vértice sao:

concluimos que a medida de area maxima Ay é

142 —4-(-2)-0 196
Ay = — =— = Ay =245m"

Que a largura a ela relacionada mede

14 14
ly=————=— = Ily=3,5
\% 2(_2> 4 \4 , oM,

e o comprimento do canil para esta area maxima é

c=14—-2-3,5="Tm.

Outro exemplo da importancia do vértice pode ser dado com mais um brinquedo radical dis-
ponivel em alguns parques, a montanha russa que no Brasil é chamada de Boomerang. Este nome
se deve a caracteristica de fazer o veiculo dos assentos percorrer um conjunto de curvas e loo-
pings duas vezes, indo e voltando. Imita o “arremesso” do objeto de mesmo nome que vai até um
determinado ponto e retorna para onde o movimento foi iniciado.

Para tanto o ponto de partida e de chegada sao os pontos mais altos do circuito, pois quando
se libera o veiculo, em queda livre, o mesmo adquire velocidade para percorrer todo o circuito.

Considerando que o nivel 0 esta no ponto onde o veiculo foi icado, o ponto onde ele inicia o
retorno também estara neste nivel. Além disso, o tempo ¢, embora medido desde o momento que
o veiculo ¢ icado, s6 vale para a expressao dada entre o ponto de langamento e o ponto de retorno.
Assim, para t dado em segundos, H em metros e tendo como dados iniciais pesquisados e ajustados
para Vy = 147m/s e Sy = 1067, 5m, a funcdo espago-tempo da situagao é expressa por:

H(t) = 4,9t* — 147t + 1067,5

onde o intervalo valido para t é entre os zeros da fun¢do. Diante disso, dado que ¢t > 0, o zero da
funcao ¢é dado por:

147 + / 11
t:798686:1515\é_ = =123 ou ty—=1T.T.

Logo, o grafico da funcao H : {0; 15+ 5—?} — [0; —35] pode ser esbogado na ﬁgura a seguir.
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Figura 4.5: Grafico da funcao H.

Perceba que como a = 4,9 > 0, a concavidade da parabola esta voltada para cima. Portanto, as
coordenadas do vértice representam o ponto minimo, ou melhor, o tempo ¢y relacionado a menor
altura Hy possivel.

Nesse sentido, duas perguntas podem ser apresentadas para os alunos. Qual instante o veiculo
atinge o ponto mais baixo do circuito? Quao abaixo esta este ponto em relacao ao nivel 07

A primeira pergunta se refere ao tempo ty, em segundos, necessario para chegar ao ponto
minimo que é

(—147) 147
2.4,9 938

J& a segunda pergunta se refere a Hy,, que pelo dito acima, é a medida mais baixa que o veiculo
atinge em relacao ao nivel 0. Dada por

ty = ty = 15.

(—147)* —4-4,9-1067,5 686
4.4,9 19,6

Isto é, o ponto mais baixo esta 35m abaixo do ponto de partida.

HV = — = HV = —35.
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Outra possivel pergunta que pode ser feita por um aluno é da possibilidade de determinar a
inversa de uma funcao quadratica. O que implica pensar na possibilidade da inversa de uma funcao
ser ou nao fung¢ao. Necessitando, portanto, provar se a funcao é, ou nao, bijetora.

No caso do canil isto poderia ser questionado ao se perguntar se sabendo a medida da area A, era
possivel saber qual a largura [ relacionada a ela? No caso dos brinquedos Elevador e Boomerang,
a pergunta seria, conhecida a altura S ou H, respectivamente, qual o tempo ¢ relacionado a cada
uma’?

Na figura[d.6]a seguir é possivel verificar que ao tragar as retas imaginarias respectivamente nos
graficos da drea A do canil (a) e no nivel H do boomerang (b), hé pelo menos duas medidas que
estao relacionadas a uma tunica largura, ou um tunico tempo. Isto é, valores distintos do dominio
possuem a mesma imagem. Logo, essas fungoes nao sao injetoras.

L)

Figura 4.6: Verificagao grafica da injetividade das funcoes A(l) = 141 — 2[% (a) e H(t) = 4,9t*> —
147t + 1067, 5 (b).

Como A nao ¢ injetora, nao é bijetora e sua inversa nao ¢ uma fungao. Portanto, respondendo
a questao proposta, nao é possivel determinar, a partir da area A, da altura S e do nivel H os
respectivos valores da largura [ e do tempo t.

Por outro lado, para a situagao do elevador, a figura [.7] referente & fungdo S, nos mostra que
a fungdo é injetora, pois cada valor da altura S, do conjunto imagem [0; 28], se refere & somente
um unico tempo t, do conjunto dominio {0; @}

Nesse sentido, falta provar que a mesma é sobrejetora em [0; 28] para que sua inversa também
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Figura 4.7: Verificagao grafica da injetividade das fungoes S(t) = 28 — 4, 9¢2.

seja considerada funcao. Assim, ao se inverter a expressao da fungao obtém-se:

28 — 5 [28 — s
28 — 4 9% = W—s=49> = = t= .
, s = S , 1.9 = 1.9

E como 0 < s <28 tem-se 0 <t < @ podemos dizer que S é sobrejetora. Logo, S é bijetora

e sua inversa S~!: [0;28] — {O; @} pode ser considerada uma func¢ao expressa por:

10(28 — s)
N

Por fim, é possivel concluir que dada uma func¢ao quadratica f qualquer, expressa por f(x) =
ax® + bx + ¢, sua representacao grafica ¢ uma pardbola com concavidade voltada para cima, se
a > 0, ou voltada para baixo, se a < 0.

Além disso, a interseccao com o eixo x ocorre em no maximo dois pontos distintos, denominados
zeros da funcao, e sao determinados pela conhecida féormula de Bhaskara:

S7(s) =
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L —hEVP —dac _ —bEt VA

2a 2a
onde a expressao A = b? — 4ac é chamada de discriminante, pois se:

LVR 0) e (<25Y2)0).

e Se A > 0 os dois pontos distintos de intersec¢ao sao: (

e Se A =0 o tnico ponto de interseccao é (—%, 0)

e Se A < 0 nao existe ponto de interseccao.

Assim, considerando que existem duas possibilidades para a concavidade da pardbola e trés

possibilidades para os zeros da fun¢ao, uma funcao quadratica possui seis formas distintas de ser
representada graficamente. A figura esboca essas possibilidades.

a>(0 a<(0

>
I

NS,

x

A<o f\\/ N

X

X, X
y /

=

|
_‘"\-\-_5
//

Figura 4.8: Possibilidades graficas da fungao quadratica
Com coordenadas (Xy, Yy ) do vértice da pardbola sdao dadas por:
b A
X = — = — .
v 2a v 4a
4.3 Sugestao de exercicios

Apresentamos adiante alguns exercicios de aplicacao de fun¢des quadraticas.

(Exercicios I e II extraidos de provas do Exame Nacional do Ensino Médio - Enem|[14])
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I - (Enem 2012) Existem no mercado chuveiros elétricos de diferentes poténcias, que representam
consumos e custos diversos. A poténcia (P) de um chuveiro elétrico é dada pelo produto entre sua
resisténcia elétrica (R) e o quadrado da corrente elétrica (i) que por ele circula. O consumo de
energia elétrica (E), por sua vez, é diretamente proporcional a poténcia do aparelho. Considerando
as caracteristicas apresentadas, qual dos graficos a seguir representa a relacdo entre a energia
consumida (£) por um chuveiro elétrico e a corrente elétrica (i) que circula por ele?

3 &

a) c) e)
"o i 0 i ol i
E b E b

b) d)

0 i o i
Resposta: Alternativa D.

IT — (Enem 2013) A parte inferior de uma taga foi gerada pela rotacao de uma parabola em torno
de um eixo z, conforme mostra a figura.

Ebwo de rotagho (z) 2
r:m}ﬂ & £

x (am)

A fungdo real que expressa a pardbola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei f(z) =
% 2 —6x + ¢, onde ¢ é a medida da altura do liquido contido na taca, em centimetros. Sabe-se que
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o ponto V', na figura, representa o vértice da parabola, localizado sobre o eixo x. Nessas condi¢oes,
a altura do liquido contido na taca, em centimetros, é

a) 1. b) 2. c) 4. d) 5. e) 6.

Resposta: Alternativa E.

(Exercicio ITI extraido de banco de questdes de exames de acesso de universidades nacionais|16].)

IIT - (Unicamp 2010) Uma empresa fabricante de aparelhos que tocam musicas no formato MP3
efetuou um levantamento das vendas dos modelos que ela produz. Um resumo do levantamento é
apresentado na tabela a seguir.

Modelo | Prego - (R$) | Aparelhos vendidos
- (milhares)
A 150 78
B 180 70
C 250 52
D 320 36

a) Em face dos étimos resultados obtidos nas vendas, a empresa resolveu sortear um prémio entre
seus clientes. Cada proprietdrio de um aparelho da empresa receberd um cupom para cada R$
100,00 gastos na compra, nao sendo possivel receber uma fracdo de cupom. Supondo que cada
proprietario adquiriu apenas um aparelho e que todos os proprietarios resgataram seus cupons,
calcule o nimero total de cupons e a probabilidade de que o prémio seja entregue a alguma pessoa
que tenha adquirido um aparelho com preco superior a R$ 300,00.

b) A empresa pretende langar um novo modelo de aparelho. Apds uma pesquisa de mercado, ela
descobriu que o nimero de aparelhos a serem vendidos anualmente e o pre¢o do novo modelo estao
relacionados pela fungdo n(p) = 115 — 0,25p, em que n é o nimero de aparelhos (em milhares) e
p é o prego de cada aparelho (em reais). Determine o valor de p que maximiza a receita bruta da
empresa com o novo modelo, que é dada por n x p.

Resposta:

a) Foram emitidos 360 milhares de cupons e a probabilidade é de 30%.

b) O prego que maximiza a receita bruta é R$230,00.

IV — (Unicamp 2011) Uma grande preocupacgao atual é a poluigao, particularmente aquela emitida
pelo crescente nimero de veiculos automotores circulando no planeta. Ao funcionar, o motor de
um carro queima combustivel, gerando C'O,, além de outros gases e residuos poluentes.

Velocidade | Emissao de
km/h CO; (g/km

20 400

30 250

40 200
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a) Considere um carro que, trafegando a uma determinada velocidade constante, emite 2,7 kg de
C'Os a cada litro de combustivel que consome. Nesse caso, quantos quilogramas de C'Os ele emitiu
em uma viagem de 378 km, sabendo que fez 13,5 km por litro de gasolina nesse percurso?

b) A quantidade de COy produzida por quilometro percorrido depende da velocidade do carro.
Suponha que, para o carro em questao, a fungao c¢(v) que fornece a quantidade de COs, em g/km,
com relacao a velocidade v, para velocidades entre 20 e 40km/h, seja dada por um polinémio do
segundo grau. Determine esse polinomio com base nos dados da tabela abaixo.

Resposta:

a) Emitiu 75,6 kg.

b) O polinémio é ¢(v) = 1/2 - v* — 40v + 1000.
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Capitulo 5

Funcao Exponencial

Ao findar o estudo das fungoes afim e quadratica, o aluno do Ensino Médio se vé diante de
um desafio, compreender um novo padrao algébrico cuja variacao se da nao mais na base de uma
poténcia e sim no expoente. Estamos falando da fungao exponencial f : R — R, — {0} expressa
por

f(x) =a”

com 0 <a# 1.
A partir dela, dados os nimeros reais a, b e ¢, tais que a € Ry — {0;1} e b,c € R — {0}, a
fungao g : R — R expressa por

g(x) =b-a”.

chama-se funcao do tipo exponencial de base a.

5.1 Definicao

A primeira situagao a ser analisada se baseia em alguns filmes de fic¢ao cientifica cuja tematica
se d& na propagacao de uma determinada doenca sobre a humanidade. Dentre os personagens,
um dos principais ¢ um cientista que descobre tanto o agente patoldgico responsavel pela doenca,
virus ou bactéria, como também a forma de disseminacao da mesma. Aliado a isto normalmente
ocorre uma cena onde se narra o ritmo de infeccao do agente. Por exemplo, no filme cujo titulo
em portugués ¢ Contagio, langado no Brasil em 2011, em determinada cena, um dos personagens
principais fala o seguinte:

— No primeiro dia, havia 2 pessoas infectadas. Depois 4; e depois 16... A sequir sao 256 e
depois 65 mil... Em breve serda um bilhao... isso € apenas uma questao de matemdtica’.

Reescrevendo a sequéncia de nimeros dada na narrativa do filme obtemos a tabela a seguir.
Isto significa que ao variar o expoente da poténcia de base dois, chega-se a cada um dos niimeros
da previsao realizada pelo cientista, no filme.

Considerando que em casos semelhantes a esse, o estudo do ritmo de propagacao da doenca
é muito importante para as autoridades se orientarem sobre o que fazer. A partir de agora, serd
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Dias | Quantidade de infectados
1 2 =2!
2 4 =22
3 8 =23
4 16 = 2*
8 256 = 28
16 65.536 = 2'6
30 1.073.741.824 = 239

Tabela 5.1: Quantidade de infectados por dia.

necessario estabelecer um padrao capaz de representar situagoes cujo comportamento se baseia na
variacao de um expoente.

Retomando a temética do filme Contdgio e sabendo que o virus apresentado tinha a capacidade
de, a cada dia, duplicar o niimero de pessoas infectadas. Pergunta-se como o biomédico, ou outro
cientista da area, consegue fazer a previsao do nimero de pessoas P infectadas por esta cepa de
virus, em fun¢ao do tempo ¢, em dias, decorrido de seu surgimento.

Para o especialista determinar a quantidade P em funcao do tempo ¢, serda necessario utilizar
uma funcao, cujo expoente é a variavel independente. Neste sentido ao observar a tabela [5.1}
conclui-se que, no caso em questdo, a lei de formagao da funcao P : N — {x € N|x > 1} é dada
por:

P(t) =2

Isto é, o nimero de pessoas P infectadas por esta cepa de virus, em funcao do niimero ¢, em
dias decorridos de seu surgimento, é um caso especial de fungao exponencial, f(z) = a”, onde
a=2.

Outro exemplo que propomos consiste no estudo de um aspecto muito importante dos elementos
radioativos, a meia-vida ou periodo de semidesintegracao. Nesse processo, o nucleo diminui a
quantidade de prétons e néutrons, e fica mais leve. Em outras palavras, essa caracteristica consiste
no tempo t necessario para desintegrar a metade da massa radioativa m do elemento quimico em
questao.

Tomando como exemplo o elemento quimico fésforo, sabe-se que sua radioatividade diminui
a metade a cada 14 dias. Assim, atribuindo a letra p para cada periodo de 14 dias e r para a
radioatividade restante, para 1kg de fésforo, obtém-se a seguinte tabela [5.2}

Ao analisar a tabela, identificamos que o padrao de comportamento da meia-vida R do foésforo
em fun¢ao da quantidade de periodos p é a funcao r : R, — (0; 1] expressa por:
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Tabela 5.2: Massa radioativa restante em cada periodo de 14 dias.

- (L)

Entretanto, é importante destacar que da forma como esta, para sabermos, por exemplo, a
quantidade de radioatividade do fosforo apds t dias, nao podemos substituir o valor de p por t,
uma vez que cada unidade de p representa um periodo de 14 dias. Em outras palavras, chamando
de p a quantidade decimal do periodo referente aos ¢t dias, podemos afirmar que 14 dias estao para
1 periodo, assim como t dias estao para p periodos, que reescrevendo resulta em

14 t t
—=- & Up=t <& = —.
1 p P P=14

Nesse sentido, como tanto o periodo P quanto o tempo t sao grandezas continuas, podemos
dizer que a funcdo P : R, — R, que relaciona o periodo P e a quantidade de tempo ¢ pode ser
expressa por:

t
7

Assim, chamando de M a fun¢ao composta 7o P : R, — (0; 1], temos que a quantidade M de
massa de fésforo que continua radioativa em funcao da quantidade ¢, em dias, é expressa por:

P(t) =

M(t) = ro P(t) = r(P(t)) = (;)Pm S M) = (;)

Isto é, obtém-se outro caso especial de fungao exponencial, f(z) = a”, onde a = 1/2.

Diante do exposto se ao invés de ter 1kg de Fosforo, o material inicialmente tivesse uma massa
radioativa inicial my. Qual expressao determina a quantidade restante de massa radioativa m em
funcao do tempo t7

Considerando que a diferenca entre a questao anterior e a proposta agora se da tao somente na
massa inicial, podemos primeiramente nos basear na tabela [5.2] incluir esta nova condigdo e gerar
a tabela a seguir:

Em segundo lugar, dado que o periodo p ja foi estabelecido anteriormente em fungao do tempo
t, podemos dizer que a funcdo composta r o P : R, — (0;mg], expressa a quantidade m de
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p (periodo de 14 dias) Radioatividade ()
0 R(0) = my
1 R() =% =mo-g=mo-(3)
: A2 =mo- (3) -5 =mo- (3)
3 R(3):m0-(%)2.%_m0.(%)3
p R(p) = mg - (%)p

Tabela 5.3: Generalizacao da quantidade de massa radioativa restante em cada periodo de 14 dias.

massa radioativa inicial mg que continua radioativa em funcao da quantidade de tempo t conforme
exXpressao:

t

m=roP =r(P(t) =mg- (;)P(t) = m(t)=myp- <;> o

Ou seja, estabelecemos uma fungao que tem um comportamento semelhante ao exponencial, uma
funcao do tipo exponencial.

Neste sentido analisemos uma pratica comum dentro das operagoes bancarias, a realizagao de
empréstimos para pessoas que necessitam de um valor especifico para a aquisicado de um bem
material ou para pagar imediatamente algum tipo de divida.

Por exemplo, ao pegar emprestado R$1.000,00 no banco, Felipe foi informado pelo gerente que,
como forma de remuneracao pelo empréstimo (juros), a institui¢ao financeira cobra 1% a.m. (ao
més) do valor emprestado para cada més que se passa sem a reposigao do valor total ao banco.

Isto é, chamando de V' o valor da divida que cresce de acordo com a variagdo do tempo,
representado por ¢, podemos montar a tabela correspondente a variacao dos valores de V' em
funcao de t:

t (em meses) V(t) (em R$)
0 V(0) = 1000
1 V(1) = 1000 + 1000 - 0,01 = 1000 - (1 + 0,01) = 1000 - 1,01
2 V(2) = (1000 - 1,01) + (1000 - 1,01) - 0,01 = (1000 - 1,01) - (1 + 0,01) = 1000 - 1, 012
3 V(3) = (1000 - 1,012) + (1000 - 1,012) - 0,01 = (1000 - 1,012) - (1 + 0,01) = 1000 - 1,013
4 V(3) = (1000 - 1,013) + (1000 - 1,01%) - 0,01 = (1000 - 1,01) - (1 + 0,01) = 1000 - 1,013
t V() = 1000 - 1,01'

Tabela 5.4: Valor da divida a cada més.

Perceba que o comportamento é parecido com o padrao das expressoes anteriores. Ou seja, a
funcao V' : N — [1000; c0) dada por:
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V(t) = 1000 - 1,01°

Também é uma funcao do tipo exponencial.

5.2 Caracteristica da funcao exponencial

Para analisar qual tipo de curva representa graficamente a func¢ao exponencial e do tipo expo-
nencial, retomemos algumas fungoes dadas anteriormente.

Considerando o caso da fungdo P : N — {x € N|z > 1} é importante destacar para os alunos
que tanto a quantidade P de pessoas contaminadas quanto o tempo t decorrido nao sao reais. Com
isso, a funcao nao pode ser representada graficamente através de uma linha continua. Cabe apenas
representa-la através do conjunto de pares ordenados da figura [5.1] a seguir, tais que

P(t) =2

Figura 5.1: Esbogo da fun¢ao P(t) com varidveis nao reais.

Tal representacao, do ponto de vista didatico, auxilia muito os alunos perceberem que uma
nova curva se formara. Num segundo momento, dado que o tempo é uma grandeza continua,
pode-se reconsiderar a questao, porém agora com varidveis reais, isto é, P : R — [1;00). Assim, a
fungao pode ser representada pela curva presente na figura [5.2] a seguir.
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Figura 5.2: Esboco da fungao P(t) com varidveis reais.

Embora incompleta, a representacao dos pares ordenados ja permitia intuir com os alunos que

quanto mais o tempo passa maior é a quantidade de pessoas infectadas. Isto é, a funcao é crescente
nos dois casos.

Por outro lado, também de forma intuitiva, pode-se inicialmente concluir que a funcao M :
R, — (0;1] expressa por
1\ 14
u() = ()
0=,

é tal que quanto mais o tempo passa, menor é a quantidade de massa que permanece radioativa.

Logo, a funcao é decrescente. Para comprovar podemos observar o grafico da fun¢ao na figura [5.3]
a seguir.

Sobre este decrescimento é possivel perguntar ao aluno quanto tempo levara para que nao exista
nenhuma massa M radioativa? O que permite discutir a resolugao da equacao:

o= () -0

Como qualquer poténcia de base 1/2 é diferente de zero, ndo existe solugdo para os niimeros reais.
Isto é, de forma geral conclui-se que, tanto a massa radioativa, quanto qualquer outro problema
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Figura 5.3: Esbogo da funcao M (t).

expresso por uma fun¢ao exponencial decrescente serd tao proxima quanto se queira de zero, mas
nunca igual.

Mas e a funcao exponencial crescente?

Observando a figura , a seguir, percebe-se no grafico da fun¢ao exponencial crescente f(x) =
2% que a mesma se aproxima de zero conforme se diminui o valor de x, com = € R.

Figura 5.4: Esbocgo da funcao f(z).
Assim, semelhante ao analisado na funcao decrescente, ao tentar resolver a equagao exponencial

2" =0

conclui-se que a fungao exponencial crescente também se aproxima tanto quanto se queira de zero,
mas nunca sera igual a ele.

Tais conclusoes também sao validas para a fungao do tipo exponencial. Para tal considere o
problema do empréstimo bancério cuja fungao V' : N — [1000; 00) é expressa por:

V(t) = 1000 - 1, 01"
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Ao questionar a possibilidade V' (t) = 0, o que se deseja saber é se, em algum momento, é possivel
a divida de R$1000,00 reais, com taxa de juros mensal de 1%, se anular em algum momento t,
desconsiderando a quitacao da divida. Em outras palavras, deseja-se calcular

V()=0 = 1000-1,01'=0 = 1,01°=0.

Perceba que durante o processo de resolucao a fungdo do tipo exponencial recai a mesma
resolucao da funcdo exponencial. Portanto, temos que esta funcao também se aproximara tanto
quanto se queira de zero, mas nunca sera igual.

Outro fato importante que pode ser destacado para os alunos sobre a func¢do exponencial
consiste no ponto referente a interseccio da curva com o eixo das ordenadas. E facil concluir que
este ponto tem coordenadas (0, 1), dado que para qualquer valor de a:

f(0)=a"=1.

Por outro lado, a funcao do tipo exponencial nao possui a mesma propriedade. Para confirmar
esta evidéncia considere o caso da massa radioativa inicial mg do fésforo cuja quantidade de massa
radioativa é dada pela funcao m : R, — (0;mq], expressa por:

1\
m(t) =mg - <2> :
Ao questionar o aluno sobre qual a quantidade de massa radioativa no inicio do experimento

(t = 0), obviamente ele informard que a fungao vale mg, o que equivale dizer que a fungdo passa
pelo ponto de coordenada (0,my). Fato comprovado, conforme segue:

m(0) = my - <;)& = m(0) = my.

Retomando a discussao de crescimento ou decrescimento, analisemos agora o comportamento
da funcao do tipo exponencial. Para tal propomos a partir do grafico da funcao exponencial
crescente f(z) = 2%, esbogado na figura , analisar o que se obtém ao inserir e variar o sinal das
constantes b e ¢ da funcao g(z) = ba“.

Considerando ¢ = 1, o gréafico da fungdao do tipo exponencial g(z) = 2'* nao tera alteragio
em seu crescimento, dado que a base da poténcia continua maior do que 1. Por outro lado, para
¢ = —1 a fungdo do tipo exponencial fica expressa por g(z) = 277, ou ainda,

= (2

O que torna a funcao decrescente, uma vez que a base da poténcia esta entre 0 e 1.
Antes de analisar o que ocorre com a variacdo do sinal da constante b, observe que, dada a
fungao exponencial f(x) = a” a fungao do tipo exponencial g(x) = ba® pode ser reescrita como:

g(x) =b-a® =b- f(x).

Como por defini¢ao f(z) > 0 a fun¢do do tipo exponencial terd seu sinal dependente diretamente
do sinal de b. Isto é, com b > 0 a funcao continua com todos os seus valores positivos, mantendo
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o padrao de (de)crescimento. Mas para b < 0 a fungdo terd todos os seus valores negativos,
invertendo o padrao de (de)crescimento, conforme se observa na figura [5.5]

Figura 5.5: Variacoes gréaficas da funcao do tipo exponencial.

Pode-se concluir que a fun¢ao exponencial f(z) = a®, ndo possui zero, sempre passa pelo ponto
(0,1) e pode ser considerada crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Sobre a funcao do tipo exponencial f(x) = ba“ conclui-se que ela também nao possui zero, sem-
pre passa pelo ponto (0,b) e tem seu crescimento, ou decrescimento, determinado pela combinagao
do valor de a e dos sinais das constantes b e c.

Por fim, para analisar se a inversa da fun¢do exponencial também é uma funcdo, retomemos
o primeiro exemplo dado, sobre o ritmo de infeccao de uma determinada doenca, expresso pela
fungdo P : R, — [1;00) tal que:

P(t) =2,

onde o nimero de pessoas P infectadas por uma cepa de virus é dada em fun¢do do tempo ¢, em
dias.

Ao perguntar quanto tempo se passara para infectar um total de n individuos, o que se deseja
saber, em outras palavras, é quanto vale ¢t quando P(t) = n?

Perceba que para responder essa pergunta é necessario, primeiramente, saber se a funcao é
injetora. Observando a figura [5.6] ao tragar retas imaginarias no grafico da funcao P tem-se que
cada valor de P esta relacionado a um tnico valor de ¢, ou seja, a fungao € injetora.

Confirmando a injetividade, para comprovar que a inversa de P também é func¢ao verificaremos,
agora, se a fun¢ao P é sobrejetora em [1;00). Para tanto, como feito nos capitulos anteriores,
inverteremos a expressao da fungao e, em seguida, verificaremos se os valores de n € [1;00) sao
tais que t € R,

Considerando que os logaritmos e suas propriedades ja sao de conhecimento do aluno, ao aplica-
los na expressao de P obtemos

t

n=2" <& logon =t.
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Figura 5.6: Analise grafica da injetividade da fungao expressa por P(t) = 2'.

Como para n > 1 tem-se t > 0 a funcao P é sobrejetora. Por também ser injetora, conclui-se que
P ¢é bijetora.

Assim, respondendo a questao proposta, o tempo ¢ necessario para que n individuos sejam
infectados é dado pela funcio P~1 : [1;00) — R, expressa por:

T(n) = logan.

Isto é, a inversa da funcao exponencial é uma funcao logaritmica, conforme veremos no proximo
capitulo.

60



5.3 Sugestao de exercicios

A seguir propomos alguns exemplos de exercicios de aplicacao de fungdes exponenciais e do
tipo exponenciais.

(Exercicio I criado pelo autor)

I - Um biologista estda estudando um determinado tipo de microrganismo e para tal dispoe de
uma cultura bacteriana que no inicio do estudo (¢t = 0, em dias) ocupava 30% do recipiente. Se o
crescimento populacional dessa espécie é tal que, a cada dia ela cresce 5% do espaco ocupado no
dia anterior,

a) Qual a expressao que determina o percentual ocupado do recipiente em fungao dos dias decor-
ridos a partir do inicio do estudo?

b) Qual o percentual ocupado apé6s decorrer 20 dias do inicio do estudo?

Resposta:

a) A expressao é f(t) =0,3-1,05%

b) O percentual é de, aproximadamente, 79,6%.

(Exercicio II extraido de prova do Exame Nacional do Ensino Médio - Enem|14])

IT - (Enem 2009) A populagao mundial estd ficando mais velha, os indices de natalidade diminuiram
e a expectativa de vida aumentou. No grafico seguinte, sao apresentados dados obtidos por pesquisa
realizada pela Organizacao das Nagoes Unidas (ONU), a respeito da quantidade de pessoas com 60
anos ou mais em todo o mundo. Os nimeros da coluna da direita representam as faixas percentuais.
Por exemplo, em 1950 havia 95 milhoes de pessoas com 60 anos ou mais nos paises desenvolvidos,
nimero entre 10% e 15% da populacao total nos paises desenvolvidos.

35
Pais=s desenvalvido

& .
mfmulu em milhdes| _/ u\f/g_g]

-
e

¥ — = 15
C’I"’f 490 =" Paises e 10
_.--*" desenvolvimenio

----------

1o ESTIMATIVAS

! L | I
1950 70 90 2010 30 50

Fonte: Perspectivas da Populagio Mundial. ONU, 2009.
Disponivel em: <wwww.economist.com>. Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado)

Suponha que o modelo exponencial y = 363e%%% em que x = 0 corresponde ao ano 2000, z = 1
corresponde ao ano 2001, e assim sucessivamente, e que y é a populagao em milhoes de habitantes
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no ano x, seja usado para estimar essa populacdo com 60 anos ou mais de idade nos paises
em desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse modo, considerando e%? = 1,35, estima-se que a
populacao com 60 anos ou mais estard, em 2030, entre:

a) 490 e 510 milhoes.

b) 550 e 620 milhoes.

c¢) 780 e 800 milhoes.

d) 810 e 860 milhoes.

e) 870 e 910 milhoes.

Resposta: Alternativa E.
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Capitulo 6
Funcao Logaritmica

Tao logo o aluno se familiariza com o padrao exponencial, ele se vé diante de outro desafio,
compreender e operacionalizar logaritmos, pois com essa nova ferramenta algébrica de manipulagao
de expressoes exponenciais, lhe serd apresentada uma nova funcao, a fungao logaritmica f :
R, — {0} — R expressa por

f(x) =log,x
com 0 <a# 1.

6.1 Definicao e caracteristica da funcao logaritmica

No capitulo anterior, a 1ltima expressao obtida, inversa da fungdo exponencial P, recaiu numa
expressao com logaritmo. Diante disso, sugerimos que a introdugao as fungoes logaritmicas utilize
algumas das situagoes propostas para a funcao exponencial. Isso permitira ao aluno, dentre outras
vantagens, solidificar a relagdo de inversao entre as duas expressoes.

Para analisar a representacao grafica da funcao logaritmica, retomamos, primeiramente, a
fungdo inversa P! : [1;00) — R, expressa por:

T(n) = logan.

que determina o tempo decorrido para que a propagacao de uma determinada doenca atinja n
individuos. A curva que representa este caso especial de funcao logaritmica esta representada na
figura [6.1], a seguir.

Perceba que pela imagem podemos intuir juntamente com os alunos que quanto mais individuos
infectados, maior o tempo decorrido da primeira infecgao. Isto é, a fungao é crescente.

Outro exemplo para analise do grafico de uma fungao logaritmica ocorre ao retomar a funcao
M : R, — (0;1] que determina o quanto de massa m continua radioativa em fungiao do tempo t,
em dias, através da expressao:



X

R -
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Figura 6.1: Esbogo da funcao T'(n).

Ao propor o calculo de sua inversa obtemos novamente um caso especial de fun¢ao logaritmica
M~1:(0;1] — R, expressa por

M~ Ym)=14- logim.

a qual determina o tempo t necessario para se obter a quantidade m da massa de 1kg de fésforo que
continua radioativa. Observando a curva representada na figura[6.2], é facil concluir com os alunos
que quanto mais massa radioativa, menor o tempo decorrido, ou seja, a funcao é decrescente.

0.125 025 05 1.0

Figura 6.2: Esboco da funcio inversa M.

Diante do exposto, e de forma analoga a funcdo exponencial, pode-se intuir que a fungao
logaritmica f(x) = log,x, parece ser considerada crescente quando a > 1 - figura [6.3(a) - e
decrescente quando 0 < a < 1 - figura (b) Esta suposicao é verdadeira, pode ser veirificada
através de outros exemplos, mas a demonstr¢ao dela esta fora dos propésitos neste nivel de ensino.

(a) (b)

Figura 6.3: Esbogo da funcao logaritmica crescente (a) e decrescente (b)
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Apés a compreensao da relagdo de inversao entre funcao exponencial e func¢ao logaritmica,
propomos algumas situacgoes cuja modelagem recai numa func¢ao logaritmica.

A primeira se refere a escala utilizada para classificar o som quanto ao seu nivel de inten-
sidade. Para tanto é preciso entender que ouvir um som consiste na percepgao da variagao da
pressao do ar causada por uma onda sonora. Estas ondas sao resultado da vibragao das particulas
do meio em que elas se propagam.

O aparelho auditivo tem a capacidade de converter em estimulos nervosos a variagado da pressao
no ar. Para distinguir os sons, percebendo-os fraco ou forte, dentre outros fatores, citamos a
dependéncia da fonte que o gerou (por exemplo, um instrumento musical, um motor ligado, uma
explosdo), da distdncia entre a geragao e a percepcao e do meio em que a onda se propagou (ar,
agua, etc.).

Esta percepgao esta relacionada a intensidade sonora cuja unidade de medida é o watt/m?.
Por exemplo, a intensidade sonora fundamental, que é o limiar de audibilidade, correspondente ao
valor minimo de intensidade, abaixo do qual é impossivel ouvir algo, vale Iy = 10~ 2watts/m?. J& o
som considerado limite para o conforto actistico, com intensidade I; = 10~ "watts/m?, corresponde
a intensidade sonora tipica de uma sala de aula. A intensidade sonora mais intensa que o ouvido
humano consegue tolerar ¢ Iy = lwatt/m?.

Neste sentido, considerando que a fisiologia do ouvido humano nao percebe a variagdo da
intensidade sonora de forma linear, ficou-se estabelecido que o nivel de intensidade de um som
¢ dado pela expressao:

N(I) = 10log (é)

onde N é o nivel de intensidade sonora, em dB (decibéis), e I é a intensidade em estudo (ou
produzida). Ou ainda, substituindo Iy = 10712 podemos simplificar a expressio para:

N(I) = 10log < > =10 [log(I) — logl0™?| = N(I) = 10log(I) + 120.

10712

Diante dela, algumas situacoes praticas podem ser trabalhadas em sala de aula. Por exemplo,
sabendo que o timpano do ouvido humano se rompe imediatamente quando exposto a um nivel
intensidade sonora de N = 140dB, quantas vezes a intensidade sonora I, deste nivel, é maior que
a intensidade sonora lwatt/m? | que é a intensidade tolerdvel pelo ouvido humano?

Em outras palavras, deseja-se saber qual valor de [ satisfaz a igualdade N (I) = 140. Resolvendo
a equagao obtemos:

N(I) =10log(I) + 120 = 140 = 10log(I) =20 = log(I)=2 = I = 10*watt/m>.

Portanto, a intensidade sonora de 140db é 100 vezes maior do que a intensidade tolerada pelo
ouvido humano.

A segunda situagao que resulta numa expressao logaritmica diz respeito a forma de classificar a
magnitude dos abalos sismicos (terremotos) em termos da quantidade de energia liberada no foco
do mesmo, chamado de epicentro. Dentre os motivos que geram este abalo (atividade vulcinica e
falhas geolégicas), o principal é o encontro de placas tectonicas.
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A escala Ritcher, proposta em 1935, também conhecida como escala de magnitude local, re-
laciona um nimero M ao nivel de energia liberada no sismo. Para tal, é necessario comparar a
energia liberada F (em kW/h) com a energia de referéncia Fy = 71073, de modo que:

9 E
M=2log( 2.
3 09<E0)

Ou ainda, utilizando as propriedades dos logaritmos:

9 B 9 1
M=2log( 2 M==AlogE 1
3 09(7-10—3> = 3 {Og 09<7-10—3>}

~ M= g {logE + [l0g7 + log (107%) |}

2 2
= M:§~logE+§~[log7—3].

Que aproximado para duas casas decimais resulta em:

M =0,67-logE — 1, 44.

Como exemplo de atividade, propomos um trabalho integrado com o professor de geografia para
fazer um comparativo dos efeitos destrutivos que alguns terremotos causaram ao longo da histéria
recente. Para tanto, dentre os diversos terremotos significativos, destacamos o Sismo de Valdivia,
que ocorreu em 1960 e atingiu, principalmente, a cidade de Valdivia, no Chile, e o terremoto de
2010 que devastou o Haiti.

Do ponto de vista matematico, uma das perguntas que pode ser feita se refere a comparagao
das energias dispendidas nestes dois tremores. Isto é, considerando que o sismo no Chile atingiu
9,5 pontos na escala Ritcher e o do Haiti 7,0, quantas vezes a energia dispendida no primeiro foi
maior que no segundo terremoto?

Sejam FE; e F, as energias liberadas no terremoto no Chile e no Haiti, respectivamente. A
primeira providéncia para responder a questao é determinar os valores de E; e E5 resolvendo as
seguintes equagoes:

9,5=0,67-logE; —1,44 = 10,94=0,67-logE; = logE; =16,33 = FE; =103

= ) =2,/138-10"°kW/h

7=0,67-logF, —1,44 = 8,44=0,67-logE; = logF,=12,6 = FE,=10'%

= F, 23 981-10"2kW/h.
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Com essas informacgoes, ao comparar as duas energias temos:

Ey  2,138-10 2,138
E, 3,981-10'2 3,981

Isto ¢, a energia do terremoto no Chile foi 5370 vezes maior que no Haiti.

Outra situacao refere-se a proposta de comparacao de energia e poder de destruicdo de um
terremoto quando comparado com algumas armas de destruicdo em massa. Isto pode ser feito, por
exemplo, ao questionar quantas bombas atomicas semelhantes a de Hiroshima (de 1945), de nivel
5, sdo necessarias para atingir a energia liberada no sismo de Valdivia (de 1960), de nivel 9,57

Perceba que numa questao como essa, abre-se espago para comparar o potencial destrutivo do
maior terremoto mundial ja registrado, com a maior ofensiva nuclear efetivada pelo homem.

Considerando que ja possuimos a quantidade de energia liberada no sismo de Valdivia, para
calcular a razao ente as duas energias basta fazer M = 5, ou seja,

-101712 = 5,37 103

5=0,67-logE —1,44 = 6,44=0,67-logF = logE=9,61 = E=10%%

= FE=~4,074-10°kW/h.

Com isso obtemos a razao:

16
218100 28 e 505108
4,074 - 10° 4,074
Isto é, a energia liberada pelo sismo de Valdivia é equivalente a 5.250.000 bombas atomicas com
potencial igual ao de Hiroshima.
O dultimo exemplo que sugerimos se refere a uma das primeiras propostas de utilizagdo da
matematica para prever o crescimento da populagao humana de uma determinada regiao.
Este modelo foi proposto pelo economista inglés T. R. Malthus em 1798 quando publicou
o ensaio An FEssay on the Principle of Population. Nele, o crescimento de uma populacao é
considerado proporcional a populagao em cada instante, de modo que nao ha restri¢gées de alimento,
ou existéncia de guerras, epidemias ou catastrofes. Além de todos os individuos serem considerados
idénticos.
Considerando o tempo ¢t como grandeza continua, o modelo Malthusiano para a dinamica de
populacoes é dado pela expressao:

P(t):PO-ekt,

onde F, é a populagao inicial, k é a taxa de crescimento da populagao e P é a populacao no tempo
t, em anos, meses, dias etc.

Do ponto de vista de fungao logaritmica, sendo Py e k constantes, propomos que seja determi-
nada a expressao do tempo decorrido ¢ em funcao da populacao P. Isto é, deseja-se saber a inversa
da funcao, obtida ao fazer o que segue:
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P P 1 P
0 - e = B e = In 2 kt = t(P) ’ In 2

Diante disso, propomos a seguinte situacao problema como exemplo. Pelos dados oficiais do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) no censo demografico realizado em 2010,
a populacao da cidade de Campinas possuia 1.080.113 individuos. Para 2014, segundo o préprio
IBGE, a estimativa da populacao é de 1.154.617 individuos. Considerando a taxa de crescimento
médio anual da populagao entre 2010 e 2014 e ritmo de crescimento exponencial, quanto tempo
levara para a populacao de 2010 atingir 2 milhdes de habitantes?

Inicialmente vamos determinar a taxa média anual k de crescimento:

0, 0689
k=—

o (1.154.617— 1.080.113)44 ok ( 74.504 )+4

—_— k=0,0172.
1.080.113 1.080.113 ’

Por fim, substituindo os valores na inversa obtida anteriormente, o tempo, em anos, decorrido
para que populagao de 2010 atinja 2 milhoes é:

12

-In(1,8516) = t=58,1395in(1,8516)

1 2.000.000
ln( ) = t

b= 0,0172 1.080.113 0,0172

= t=58,1395-0,6161 = = 36.

6.2 Sugestao de exercicios

A seguir propomos algumas questoes sobre fungao logaritmica propostos em situagoes problema.

(Exercicio I criado pelo autor)

I — Um colecionador comprou uma antiguidade por 8600 délares e verificou que o valor de venda
desse objeto segue aproximadamente a funcao f(t) = 8000 + 200log>(t + 8), onde ¢ é o ntmero de
anos decorridos apos sua compra. Determine o valor de venda da antiguidade apds 8 anos e apds
56 anos.

Resposta: O valor de venda é 8.800 dolares e 9.600 dolares, respectivamente.

(Exercicios II extraido de prova do Exame Nacional do Ensino Médio - Enem|[14])

IT - (Enem 2011) Texto para a questao.

A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como MMS e denotada como My ), introdu-
zida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala de Richter para medir a
magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo ptblico, a MMS
¢, no entanto, a escala usada para estimar as magnitudes de todos os grandes terremotos da atu-
alidade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala logaritmica. My e M, se relacionam
pela férmula:
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2
My = —10,7+ gloglo(Mo)

onde My é o momento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de movimento da
superficie, através dos sismogramas), cuja unidade é o dina-cm. O terremoto de Kobe, acontecido
no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos terremotos que causaram maior impacto no Japao e na
comunidade cientifica internacional. Teve magnitude My, = 7, 3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY, Historic Earthquakes. Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado).
U.S. GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy. Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio
2010 (adaptado).

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos matematicos, qual foi
o momento sismico My do terremoto de Kobe (em dina - ¢cm)?

a) 10—5,10 b) 10—0,73 C) 1012,00 d) 1021,65 e) 1027,00

Resposta: Alternativa E.

(Exercicios III a V extraidos de banco de questdes de exames de acesso de universidades nacionais|16].)

IIT — (Unicamp 2013) Uma barra cilindrica é aquecida a uma temperatura de 740°C. Em seguida,
é exposta a uma corrente de ar a 40°C. Sabe-se que a temperatura no centro do cilindro varia de
acordo com a funcao

T(t) = (Ty — Tar) 1072 4+ Typ

sendo t o tempo em minutos, 7y a temperatura inicial e T4 a temperatura do ar. Com essa
funcao, concluimos que o tempo requerido para que a temperatura no centro atinja 140°C é dado
pela seguinte expressao, com o log na base 10:

a) 12[log(7) — 1] minutos.

b) 12[1 — log(7)] minutos.

¢) 12log(7) minutos.

d) [1 —log(7)] /12 minutos.

Resposta: Alternativa C.

IV — (Unicamp 2012) Uma bateria perde permanentemente sua capacidade ao longo dos anos. Essa
perda varia de acordo com a temperatura de operagao e armazenamento da bateria. A fungao que
fornece o percentual de perda anual de capacidade de uma bateria, de acordo com a temperatura
de armazenamento, T (em °C), tem a forma P(T) = a - 10°7, em que a e b sdo constantes reais
positivas. A tabela abaixo fornece, para duas temperaturas especificas, o percentual de perda de
uma determinada bateria de fons de Litio.

Temperatura °C | Perda anual de capacidade (%)
0 2—=16
55 4 =20

Com base na expressao de P(T') e nos dados da tabela,
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a) esboce, abaixo, a curva que representa a funcao P(7T), exibindo o percentual exato para T' =0
el = 55;

b) determine as constantes a e b para a bateria em questdo. Se necessério, use log;p2 = 0,30,
logs3 = 0,48 e log1pb = 0, 70.

Resposta:

a)

20 40 60 80 100 120 140

b) As constantes sdo a = 1,6 e b =0, 02.

V — (Unicamp 2011) Para certo modelo de computadores produzidos por uma empresa, o percentual
dos processadores que apresentam falhas apds T anos de uso é dado pela seguinte fungao: P(T) =
100 (1 — 27%47)

a) Em quanto tempo 75% dos processadores de um lote desse modelo de computadores terao
apresentado falhas?

b) Os novos computadores dessa empresa vém com um processador menos suscetivel a falhas. Para
o modelo mais recente, embora o percentual de processadores que apresentam falhas também seja
dado por uma fungao na forma Q(7") = 100 (1 — QCT), o percentual de processadores defeituosos
apds 10 anos de uso equivale a 1/4 do valor observado, nesse mesmo periodo, para o modelo antigo
(ou seja, o valor obtido empregando-se a fungdo P(T') acima). Determine, nesse caso, o valor da
constante c. Se necessario, utilize logs7 ~ 2, 81.

Resposta:

a) Serd necessario 20 anos.

b) O valor da constante é ¢ = —0,019.

VI — (Unicamp 2003) O processo de resfriamento de um determinado corpo é descrito por:

T(t) =Ts+a- 3"

onde T'(t) é a temperatura do corpo, em graus Celsius, no instante ¢, dado em minutos, 74 é a
temperatura ambiente, suposta constante, e o e § sdo constantes. O referido corpo foi colocado
em um congelador com temperatura de —18°C. Um termdémetro no corpo indicou que ele atingiu
0°C apds 90 minutos e chegou a —16°C apds 270 minutos.
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a) Encontre os valores numéricos das constantes « e 3.

b) Determine o valor de t para o qual a temperatura do corpo no congelador é apenas (2/3)°C
superior a temperatura ambiente.

Resposta:

a) Os valores sdo o« =54 e = —1/90.

b) O valor de t é 360 minutos.
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Capitulo 7
Equacao Logistica e suas aplicacoes

No capitulo anterior, baseado no modelo malthusiano, a populagao do tltimo exemplo crescia
sem restrigoes. Nele, solicitamos que o tempo fosse expresso em func¢ao da quantidade de pessoas
de modo que pudessemos saber quanto tempo levaria para a populacao de Campinas atingir 2
milhoes de habitantes.

Contudo, mesmo diante de sua importancia, é preciso dizer que o modelo malthusiano nao
atende plenamente as projecoes de populagao a longo prazo. Isso ocorre uma vez que este modelo
desconsidera, dentre outras coisas, a disputa por espaco e alimento, a variacao da taxa de natalidade
e mortalidade e a incidéncia de moléstias. Estes fatos, dentre outros, interferem no ritmo de
crescimento de uma populagao (Ricklefs [20], p.224).

Diante disso, apresentamos a partir de agora, um modelo para a dinamica de populagoes que
considera a taxa de crescimento populacional varidavel. Este modelo foi proposto inicialmente
em 1845 pelo matemadtico belga Pierre Frangois Verhulst (1804-1949) apos avaliar estatisticas
populacionais. Porém, tornou-se amplamente conhecido a partir dos estudos do biélogo americano
Raymond Pearl (1879-1940) e do engenheiro elétrico Lowell Jacob Reed (1886-1966) [18], quando
publicaram em 1920 um estudo sobre o crescimento populacional dos Estados Unidos a partir de
1790. Para ambos os estudos, a validade do modelo se da para populagoes fechadas (sem imigragao
ou emigragao), que nao possuam estrutura genética especifica ou restrigdo de idade/tamanho. Além
disso, outras condigoes sao exigidas: crescimento continuo sem tempos de retorno, existéncia de
um nimero maximo de individuos suportado pelo ambiente (chamada capacidade de suporte do
meio) cujo crescimento é controlado pela competigdo interna a espécie.

Conhecida atualmente como equacao logistica, o modelo proposto por Verhulst, e utilizado
por Pearl e Reed, é solucao de uma equacao diferencial:

dP

dt

onde P é a populacdo num instante t e « é a taxa de variagdo da populacao em funcao da

quantidade P de individuos num tempo t. Isto é, diferentemente do modelo malthusiano, ao invés

de considerar uma taxa de crescimento constante, este modelo estabelece que a taxa varia de acordo
com a quantidade de individuos.

Neste sentido, foi proposto e utilizado em ambos os estudos, como taxa de crescimento a fungao

= a(P(t)- P(t)
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a: R — [0; K| expressa por

atpwy =2 (510,

onde A representa a taxa de crescimento quando nao existe nenhum fator inibidor, ou seja, a taxa é
dada apenas pela diferenca entre as taxas de natalidade e mortalidade. A constante K representa
a capacidade de suporte do meio, ou seja, a quantidade maxima de individuos que o ambiente pode
suportar em termos de espaco e oferta de comida, por exemplo. Geralmente seu valor é estimado
para um numero de individuos que o ambiente pode manter sem aumento ou reducao abrupto.

Considerando que P, é a populacdo no inicio do experimento, isto é, P(0) = P,, ao resolvermos
a equacao diferencial obtemos a fun¢ao P : R — [0; K] cuja expressao é

K

1+ (%O — 1) e~ M
que representa, de forma pratica, uma aplicacao da equacgao logistica.

Embora a obtencao desta expressao nao facga parte do curriculo de matematica no Ensino Médio
é importante destacar que a funcao P pode ser estudada como caso especial da composicao de uma
funcao fraciondria com outra exponencial. Além disso, destacamos que este modelo matematico
de dindmica populacional é parte integrante do curriculo do 1° ano do Ensino Médio, na disciplina
de Biologia. Assim sendo, propomos a seguir uma situacao que pode ser trabalhada pelo professor
de matematica em conjunto tanto com o professor de biologia, quanto de geografia, cada qual
analisando as informagoes dentro de sua especificidade.

Segundo o IBGE, a cidade de Sdo Paulo é a mais populosa do Brasil em 2014. Pelo censo de-
mografico, a estimativa populacional é de 11.895.893 individuos e com territério de 1.521, 101km?,
a densidade demografica estimada é de 7.820, 58hab/km?.

Na décima quarta posicao das cidades mais populosas do Brasil, aparece a cidade de Campinas
com populacdo estimada em 1.154.617 individuos. Possuindo um territério com 794, 433km?, a
densidade demogréafica estimada ¢ de 1.453, 38hab/km?.

Considerando que o modelo de dindmica populacional é a equacgao logistica, com taxa de cres-
cimento anual de 1,72% e limite maximo de ocupacdo territorial projetado para 10.000hab/km?
podemos elaborar a seguinte questao: quanto tempo levara para a populagao estimada em Cam-
pinas, atingir a atual densidade demografica estimada de Sao Paulo?

Para resolver a questao é preciso primeiramente estabelecer as constantes necessarias na equacao
logistica. Ja sabemos que a taxa de crescimento é A = 0,0172 e a populacao inicial é Py = 1.154.617,
faltando apenas calcular a capacidade de suporte K que, no caso, é o nimero de habitantes para
o limite maximo.

Dado que o limite maximo projetado para Campinas ¢ de uma densidade populacional de
10.000hab/km?* e que Campinas possui uma &rea de 794,433km?, o ntimero de habitantes da
capacidade K é:

P(t)

K

794,433 0.000 = 0.000 - 794,433 = 7.944.330
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Assim, a equacao logistica da situacgao é

7.944.330 7.944.330
P(t) = 1+ (7‘944.330 _ 1) o—0,0172:¢ P(t) = 1 + 5. 8805¢—0.0172+¢
1.154.617 ’

onde 5,8805 ¢ um valor aproximado.

Retornando a questao central, o segundo passo necessario para resolver o problema é determinar
a populacao P que Campinas deve ter para atingir a densidade demografica atual de Sao Paulo,
que é de 7.820,58hab/km?. Isto é, o ntimero de habitantes é

7.820,58 = = P =7820,58-794,433 = P =6.212.927.

P
794,433

Com isso, o tempo necessario para a cidade de Campinas, nesse ritmo de crescimento atual,
atingir a presente densidade de Sao Paulo é:

7.944.330 7.944.330
6.212.927 = = 145, 8805 00172t — T 77
1 + 5, 8805¢ 001721 + 9,860 6.212.927

—0,0172¢ ~ 0, 2787

¥ R0 e 0 o (0, 0474

= 5,8805e 002 >2] 2787 -1 = e

= In(e) 02t 2 n(0,0474) = —0,0172-t= -3,0491 = t=177,27.

Ou, aproximadamente, 177 anos e 3 meses.
O grafico da figura representa a equacao logistica do problema. A partir dele, é possivel
que as disciplinas citadas anteriormente facam as analises devidas.

populagdo lintite (K)

Populacio (em milhées)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Tempo (em décadas)

Figura 7.1: Variagdo da populagao de Campinas segundo modelo logistico.
Pensemos agora em outro exemplo.

Diante da importancia do agronegdcio na economia nacional, uma grande preocupac¢ao das
autoridades sanitarias se da no controle das pragas.
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De acordo com publicacao de agosto de 2013, da Companhia Nacional de Abastecimento —
CONAB [1] —, referente ao segundo levantamento da safra de cana de agticar no Brasil, o estado
de Sao Paulo possui a maior area cultivada com esta cultura. Contando com 4.515.360 hectares,
ou ainda, 51,31% da quantidade nacional.

Nesta cultura, uma das pragas que se destaca é a Diatraea saccharalis, vulgo broca da cana.
Os principais danos diretos por ela gerados sao: morte da gema apical, também chamado “coragao
morto”, quebra da planta, encurtamento dos entrenés e reducao da produtividade. Indiretamente
ela permite a entrada de microorganismos que afetam negativamente a producao de agicar e a
fermentacao alcodlica, segundo Caixeta [6].

Além disso, na maioria das infestagoes, num primeiro momento, com grande oferta de alimento,
a populacao de pragas pode criar a situagdo descrita como superpopulagdo. Sem intervencao do
produtor, a quantidade de individuos da populacao pode chegar a ser maior do que a capacidade
suporte do meio.

Considerando como modelo de dinamica populacional a equacao logistica e que todo o territorio
paulista destinado ao cultivo de cana de agiicar possui uma superpopulacao Py de D. saccharalis
referente a 64 lagartas por metro quadrado, podemos propor a seguinte questdao: quanto tempo
levara para que essa superpopulagao se reduza a 24 lagartas por metro quadrado, se a capacidade
suporte do meio é 8 lagartas por metro quadrado e a taxa de crescimento é de 5% ao més?

Semelhantemente ao que fizemos no exemplo anterior, a solu¢ao dessa questao necessita esta-
belecer as constantes necessarias da equacgao logistica. J& sabemos que a taxa de crescimento é
A =0,05.

Sabendo que cada hectare corresponde a 10.000m? e inicialmente existem 64 lagartas por metro
quadrado, a quantidade de lagartas presentes na superpopulacao Py de D. saccharalis nos 4.515.360
hectares de territério paulista destinado ao cultivo de cana de agicar é:

Py =4.515.360 - (64 -10.000) = P, =4.515.360-640.000 = P, = 2.889.830.400.000.

Como a capacidade suporte do meio ¢é 8 lagartas por metro quadrado, o nimero K de lagartas

K =4.515.360 - (8 - 10.000) = K =4.515.360-80.000 = K = 361.228.800.000.
Agora, em posse das constantes, escrevemos a seguinte equacao logistica da situacao:
361.228.800.000 3,612288 - 1011

P(t) =
361.228.800.000 —0.05. 1) 00,05
L+ (2.889.830.400.000 - 1) e~ 005 1+(0,125-1)e

P(t) =

_3,612288 - 101
~ 1—0,875e0:05
Retomando a questao, para calcular o tempo necessario para que essa superpopulagao Py se

reduza a 12 lagartas por metro quadrado, temos que a quantidade P de lagartas presentes no
territério, referentes a essa razao, é

= P(t)
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P =4515.360-10.000-12 = P = 541.843.200.000.

Logo, o tempo t, em meses, procurado é:

3,612288 - 10'1 3, 612288z
5,418432 - 10'1 = — 1—0,875e 005t = 222 =2 qpii-1L
) 1 — 0, 875¢-005 ) ©10€ 5, 418432
= —0,875e 005t — 2 1 = 005t = 3 = e 905t~ 7619
’ 3 —0,875 ’

= Ine "%t 2p(0,7619) = —0,05-t= —0,2719 = =5 44.

Ou ainda, aproximadamente, 5 meses e 13 dias.
O gréfico que representa essa situagao pode ser visualizado na figura [7.2]

__P( 1)

Populacio (em bilhdes)

i populacdo timite (K)

Tempo (em meses)

Figura 7.2: Variacao da populagao de D. saccharalis segundo modelo logistico.

A seguir veremos como cada constante da equacao logistica altera o tracado da curva.

7.1 Estudo do grafico da equacao logistica
A curva que representa a equacao logistica é denominada sigmoide por se assemelhar a um S

(ou sigma). Vejamos a seguir algumas de suas particularidades. Para tal vamos analisar o que
ocorre com a sigmoide quando variamos as constantes da equagcao logistica expressa por
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K

1+ (go - 1) e

Primeiramente, para K — 0 temos que a restricao ao crescimento da populagao se anula. Logo,
retornamos ao modelo de dinamica populacional malthusiano, expresso no capitulo anterior por
uma func¢ao do tipo exponencial.

Em segundo lugar, vale a pena destacar nao haver sentido em Fy < 0 e K < 0. Assim, vamos
discutir o comportamento dessa funcao a partir do valor da variacdo do sinal da constante \.

Na figura se vé que para A > 0 e Py < K a sigmoide é crescente. Alids, considerando

0< A <1,  =1e)\;>1, percebe-se que quanto maior for A mais rapido a curva se aproxima
da capacidade de suporte do meio.

P(t)

P(y)

Figura 7.3: Exemplo de variacao da sigmoide para Fy < K e A > 0.

Este ritmo de aproximagao permanece para Py > K. Alids, nesta condi¢ao a sigmoide torna-se
decrescente conforme se nota no gréfico da figura [7.4]

No caso da taxa de crescimento A = 0, é facil entender que ndo ha crescimento nem decresci-
mento da populagdo, ou seja, P(t) = Py. Assim, pensemos agora na situa¢ao em que A < 0.

Considerando Py < K e A < 0 vemos na figura que a sigmoide nao s6 é decrescente, como
também tende a zero. Nesse sentido, dado —1 < A\; < 0, Ay = —1 e A3 < —1, podemos notar que
quanto menor o valor de A, mais rapido a curva se aproxima de zero.

Por fim, pensemos no comportamento da curva para Py > K e A < 0. Dado que —1 < A\; <0,
Ao = —1e A3 < —1, se vé na figura que a sigmoide ¢é crescente e possui uma assintota vertical
que varia sua posicao de acordo com o valor de .

A presenca desta assintota se deve a condic¢ao de existéncia da funcao, ou seja,

K
14+ (= —1)e™#£0.
+(% )6 7
Como A < 0 e Fy > K, podemos fazer A\ = —c e afirmar, sem perda de generalidade, que se:

K
< —x<1
<P0<
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Py

Figura 7.4: Exemplo de variacao da sigmoide para Fy > K e A > 0.

Figura 7.5: Exemplo de variacao da sigmoide para Py < K e A < 0.

entao

(K—1><0 = (K—1>——b
Fo Fo B

Assim, manipulando a expressao da condicao de existéncia obtemos:
K -t ct ct ct 1
1+(P—1)e 20 = 1-0"#0 = be"#1 = e 3&5

0
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P(t)

Az

t
Figura 7.6: Exemplo de variacao da sigmoide para Py > K e A < 0.

N ct#ln(i) N t;éi-ln(b)_l N t;é—i-ln(b),

ou ainda,

1 K

t# e ln(l Po)'
Do ponto de vista biol6gico, apenas a situagao de Py > K e A < 0, representada na figura [7.6]
nao possui significado pratico. Em outras palavras, considerar uma populagao inicial maior que a

capacidade suporte do meio e uma taxa de crescimento negativa é incoerente com a realidade.
Isso ocorre por duas razoes. Primeira, se a populacao inicial é maior que a capacidade suporte
entao a taxa de crescimento obrigatoriamente ¢ positiva, pois Fy > K somente quando a taxa
de natalidade é maior que a taxa de mortalidade, ou seja, A > 0. Segunda razao, se a taxa de
crescimento ¢é negativa, entao a taxa de mortalidade é maior que a taxa de natalidade, e isso s6
é possivel para uma populagao que esta abaixo da capacidade suporte, pois A < 0 nao permite

o crescimento da populacao, e consequentemente, aproximacao da capacidade suporte, ou seja,
Py < K.
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7.2 Sugestao de exercicios

A seguir propomos alguns exemplos de exercicios de aplicacao de fungdes exponenciais e do
tipo exponenciais.

(Exercicios I e II criados pelo autor)

I - R. Pearl e L. J. Reed publicaram em 1920, no Proceedings of the National Academy of Sciences
um estudo intitulado “On the Rate ok Growth of the Population of the United States Since 1790
and Its Mathematical Representation” (Sobre a Taxa de Crescimento da Populagao dos Estados
Unidos Desde 1790 e Sua Representacao Matematica) [18]. Para este estudo eles se basearam
no censo de 1910, que apontava, numa populagao de 91.972.000 individuos, um declinio na taxa
exponencial de crescimento da populacido norte americana. Considerando que estudo fez uso da
equagao logistica como modelo de dindmica populacional, de modo que o limite populacional (K)
estimado por eles foi 197.273.000 individuos e a taxa de crescimento (\) em 3,134% ao ano. Em
que ano a populagao seria o dobro da quantidade de individuos de 1910, segundo o estudo?
Resposta: Considerando que, pelo modelo, seriam necessarios, aproximadamente, 88 anos para
dobrar a populacao, o ano desse fato seria 1998.

IT — Comum na regiao sul do Brasil a Araucéria (Araucaria angustifolia) é o tinico pinheiro nativo
da flora brasileira. Nao ultrapassando 50m de altura, seu crescimento é lento perto se comparado
ao de outras espécies exodticas plantadas no Brasil para producdo de moveis e papelao, algo de
0,07m por ano. Diante do exposto e tendo o modelo logistico como bom método para analise do
crescimento de uma arvore:

a) apds 10 anos, qual serd a altura de uma muda de 1,20m?

b) quanto tempo serd necessario para que essa muda de 1,20m atinja 20m?

Resposta:

a) Apés 10 anos a muda estard com, aproximadamente, 1,60m.

b) Serdao necessarios 110 anos.

(Exercicios III e IV extraidos de banco de questoes de exames de acesso de universidades nacionais|16].)

IIT - (UNICAMP) O grafico abaixo ilustra as curvas de crescimento populacional de duas espécies
de mamiferos (A, B) que vivem na savana africana, um pastador e um predador. Analise o gréfico
e responda as questoes.

Momero de individuos




a) Qual curva representa a populagdo do mamifero predador? Qual das duas espécies tem maior
capacidade de suporte (carga bidtica méxima)?

b) Cite duas adaptacoes defensivas contra predagdo apresentadas por mamiferos pastadores da
savana.

Resposta:

a) A curva B representa a populagao do mamifero predador. A populacdo de mamiferos pastadores
(curva A) tem maior capacidade de suporte (carga bidtica méxima) na savana africana.

b) Os mamiferos pastadores da savana vivem em manadas, protegem os filhotes e dispdem de
recursos para se defender de predadores, tais como cascos, chifres e dentes.

IV — (PUCRJ) As figuras abaixo mostram o crescimento populacional, ao longo do tempo, de duas
espécies de Paramecium cultivadas isoladamente e em conjunto. Os resultados desse experimento
embasaram o que é conhecido como Principio de Gause.

100 100 - 100 7

P aurelia
80T B0+ il
B0 T 60T )
T
40 T 40+ aey w0
201 20+ [ 2 20
0 ——t— — ] e — 0 ——t—t—t—2y P caudatum
3 6 9 12 15 18 3 6 9 12 15 18 3 6 9 12 15 18
Paramectum aurelia Paramecium candatum Paramecinm aurelia e
em cultura isclada em cultura isolada Paramecium candatum em cultura mista

Disponivel em: <http://wwww.nossomeioporinteiro.wordpress.com/tag/comunidades/>.

Considere o tipo de relagao ecoldgica entre essas duas espécies e indique a afirmacao correta.
a) A espécie P. aurelia é predadora de P. caudatum.
b) P. aurelia exclui P. caudatum por competicao intraespecifica.

P. aurelia e P. caudatum utilizam recursos diferentes.

P. aurelia exclui P. caudatum por parasitismo.

P. aurelia exclui P. caudatum por competicao interespecifica.
esposta: Alternativa E.

~— —

He el
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Conclusao

Considerando a proposta de abordar as principais fung¢oes reais do curriculo de matemaética do
12 ano do Ensino Médio a partir de situagoes praticas, mostramos inicialmente, através de alguns
momentos historicos, que a observacao da realidade foi um importante passo para o desenvolvi-
mento do conceito de fungao, mas nao suficiente. Foi preciso que o foco de estudo saisse da relagao
entre grandezas, e da geometria, para dar espago a variacao, a correspondéncia, a simbolizacao e
a dependéncia de elementos de conjuntos.

Baseado nesse processo evolutivo, pudemos conceituar funcao com o rigor e formalismo ma-
tematico atual. E como consequéncia dessa abstracao, foi possivel discutir e definir as fungoes
bijetora, composta, inversa e real.

Apés essa revisao pudemos verificar que a representacao grafica e as caracteristicas mais im-
portantes das fungoes afim e quadratica sdo extremamente importantes na discussao e andlise de
situagoes-problema cotidianas, tais como quantidade paga numa corrida de taxi, nivel de reserva-
torio, areas de regides retangulares e modelos fisicos de alguns brinquedos de parque de diversao.

Porém, considerando que a expressao polinomial contempla apenas uma parte daquilo que pode
ser modelado por uma funcao real, mostramos através da andlise das situacoes de decaimento
radioativo, operagoes financeiras e dinamica populacional o surgimento da funcao exponencial
como resultado de uma relagdo funcional onde a razao de (de)crescimento se baseia num fator
multiplicativo constante. Apds isso, ao retomar o tema de dindmica populacional, foi possivel
mostrar que a andlise completa de uma situagdo expressa por fun¢do exponencial necessita do
estudo de sua inversa, a funcao logaritmica.

Assim, diante das situagoes que ja haviam sido parcialmente analisadas pelas caracteristicas da
funcao exponencial, primeiramente evidenciamos a relagao de inversao com a funcao logaritmica,
para depois analisar tanto as suas caracteristicas, quanto as variantes de sua representacao grafica.

Seguido a isso, como exemplo de situagoes expressas diretamente por fungoes logaritmicas,
discutimos dentre outras escalas logaritmicas, alguns aspectos do nivel de intensidade sonora e da
magnitude local de um terremoto.

De forma complementar, mesmo ciente que o rol de fungoes reais do 1° ano do Ensino Médio
se limita, basicamente, aos tipos afim, quadratica, exponencial e logaritmica, resolvemos retomar
o tema de dinamica populacional para apresentar e analisar os principais aspectos praticos da
equacao logistica, uma vez que o estudo superficial da curva sigmédide se faz presente no curriculo
de biologia do 1°¢ ano do Ensino Médio.

Por meio desa analise e discussao, além de perceber que os principais recursos para sua aplicagao
jé& haviam sido dados pelas funcgoes e, respectivas, aplicagbes anteriores, mostramos através de
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algumas situacoes-problema que a discussao de tal funcao é plenamente possivel na disciplina de
matematica pelos alunos do Ensino Médio. Principalmente se feito num trabalho integrado com o
professor de ciéncias biologicas.

Por fim, apos alcancar éxito em mostrar uma proposta diferenciada para abordagem inicial
das fungoes reais no 1° ano do Ensino Médio, esperamos que o presente trabalho sirva tanto
para estimular os colegas, professores de matematica, a refletirem sobre sua praxis docente, como
propor que seja desenvolvida uma nova linha de livros didaticos de matematica que permitam uma
verdadeira conexao entre o mundo real e os conceitos ali apresentados.

Para tal, visando contemplar todas principais func¢oes reais presentes no curriculo de matema-
tica do Ensino Médio, o desafio para um préximo trabalho consiste estudar as func¢oes trigonomé-
tricas segundo a presente metodologia, isto é, apresentar ao aluno o conceito como algo decorrente
do estudo e analise de situacgoes praticas cotidianas.
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