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Resumo

Esta dissertacdo aborda a aritmética modular, uma excelente ferramenta que
pode ser inserida no curriculo do ensino fundamental e médio, de uma forma mais abs-
trata. Mostramos a relacao entre a Aritmética e a Algebra, ao definirmos congruéncia
partindo de alguns conceitos da teoria de Anéis e Ideais, e demonstrando o famoso
Teorema Chinés dos Restos neste novo ambiente. Sao apresentadas duas aplicacoes do
cotidiano, que podem ser trabalhadas nas séries finais do ensino fundamental e dois
momentos do ensino médio, onde podemos usar Congruéncia para auxiliar o ensino de

outros conteudos.

Palavras-chaves: Algeblra7 Aritmética Modular, Educagao Basica.
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Abstract

This dissertation addresses the modular arithmetic, an excellent tool that can be
inserted into the middle and high school curriculum in a more abstract way. We show
the relationship between arithmetic and algebra by defining congruence starting from
some concepts of the theory of rings and ideals, and displaying the famous Chinese
theorem remains in this new environment. Will have two everyday applications, which
can be worked in the final series of elementary school and two high school moments,

where we can use congruence to complement the teaching of others contents.

Keywords: Algebra, Modular Arithmetic, Basic Education.
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Capitulo 1
Introducao

O presente trabalho tem como objetivo principal demonstrar o Teorema Chinés
dos Restos, um resultado bem conhecido da Teoria dos Niumeros, a partir de alguns
conceitos da Teoria de Anéis, servindo desta forma como aprimoramento na formagao
continuada do professor de matematica. Aproveitamos também para indicar dois mo-
mentos na educacao basica onde o tema pode ser inserido, bem como duas de suas
interessantes aplicacoes do cotidiano. Pensamos que através deste trabalho, o pro-
fessor de matematica do ensino basico possa se sentir motivado a inserir o ensino de

Congruéncias em seu planejamento e aplicd-lo na sala de aula.

E importante observamos que a Aritmética e a Divisibilidade fazem parte do
curriculo obrigatério do ensino fundamental brasileiro, o que nao ocorre especifica-
mente com a Aritmética Modular. A Congruéncia é um tema que pode ser trabalhado
nas classes da educacgao basica, tanto nas séries finais do ensino fundamental, quanto
no ensino médio. Podemos inserir essa ferramenta e suas muitas aplicagoes no cotidi-
ano das pessoas (que sao, por exemplo, sobre os cddigos de barras, CPF, CNPJ, ISBN,

criptografia, calenddrios e outros fenomenos periddicos).

Espera-se que a partir deste trabalho, muitos outros possam surgir, completando-
o, enriquecendo-o com outras aplicacoes de Aritmética Modular e mostrando outros

momentos do curriculo da educagao basica onde o tema podera ser inserido.

Apresentaremos no préoximo Capitulo as principais definigoes, proposi¢oes e teo-
remas da Teoria de Anéis e Ideais, para que, com base nestas, possamos demonstrar o
Teorema Chinés dos Restos neste ambiente e definirmos a Congruéncia médulo Ideal

no terceiro capitulo.

Enfim, no terceiro Capitulo, demonstraremos o famoso Teorema Chinés dos Res-
tos no ambiente da Algebra abstrata, além de apresentarmos a Congruéncia moédulo
Ideal e os principais resultados da Teoria dos Numeros relacionados a Congruéncia

Médulo n e as Congruéncias Lineares.

No quarto Capitulo sao apresentadas duas simples e interessantes aplicagoes de



Congruéncia para o ensino bésico, a saber os Cédigos de Barras e o Cadastro de Pessoas
Fisicas (CPF) e, indicamos dois momentos no curriculo da educagao bésica brasileira

onde o ensino de Congruéncia pode ser inserido.
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Capitulo 2
Introducao a Teoria de Anéis

A Teoria de Anéis é uma subérea de importancia fundamental da Algebra. A
mesma estd totalmente conectada com outras grandes areas como, por exemplo, Te-
oria dos Numeros. Por esse motivo, neste capitulo apresentaremos algumas das prin-
cipais defini¢oes, proposicoes e teoremas da Teoria de Anéis e Ideais, para podermos

conceituar e demonstrar resultados relacionados a Congruéncia no préximo capitulo.

2.1 Primeiras Definicoes

Definicao 2.1.1

Um conjunto nao vazio R, juntamente com duas operacoes binarias + e -, é dito

ser um anel quando:
(i) (R, +) é um grupo abeliano, ou seja:

a) a+ (b+c)=(a+b)+c, para todos a,b,c € R;

(a)

(b) 30eR;a+0=0+a=a, para todo a € R;

(¢c) Paratodoa€e R, 3 —a€R; a+(-a)=0=(-a)+a;
)

(d) a+b=>b+a; para todos a,b € R.

(i) - é associativa, ou seja,

a-(b-c)=(a-b)-c, para todos a,b,c € R.

(iii) valem a leis distributivas:
a-(b+c)=(a-b)+(a-c),
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a), para todos a,b,c € R.

Notagao: (R, +,-) denotard um anel R com as operagoes + e -.
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Observacao 2.1.1

Um anel (R, +,-), onde a operagao - é comutativa é dito ser um anel comutativo.
Um anel (R,+,) onde - tem elemento neutro é dito ser um anel com elemento
identidade ou simplesmente, um anel com 1. Tal elemento neutro sera indicado por

1 ou 1p.

Definicao 2.1.2

Seja (R, +,-) um anel. Um elemento a € R, a # 0 é um divisor de zero de R se

existe b0 em R, tal que a-b=0e b-a=0.

Definigcao 2.1.3

Um dominio, ou um anel de integridade é um anel comutativo, com 1, sem

divisores de zero.

Definicao 2.1.4

Um anel (R,+,-) é um anel com divisao, ou quase corpo se (R - {0},-) é
um grupo. Em outras palavras 1 € R e para todo a € R, a # 0, existe b € R, tal que

a-b=b-a=1. Este elemento b é dito ser o inverso de a e é denotado por a!.

Definicao 2.1.5

Um corpo é um anel com divisao comutativo.

Proposicao 2.1.1

Seja (R, +,-) um anel. Entao:
(i) O elemento neutro da +, denotado por 0(ou Og), é tinico.

(ii) Para todo a € R, o oposto de a (o inverso com relagao a +), —a, é tinico.

(iii) Valem as leis do cancelamento para +.

12



(vii)

(viii)

Para todoae R, a-0=0-a=0.

Para todos a,be R, a-(-b) =(-a)-b=-(a-b) e (-a)-(-b) =a-b.
Se R é um anel com 1, entao 1z é tnico.

Se R tem mais que um elemento e R tem 1, entao 1 # 0.

Se R é um anel no qual vale a lei do cancelamento a esquerda (respectivamente,
a direita) para o produto, entdo R nao tem divisores de zero a esquerda (respec-

tivamente, a direita).

Demonstracao

(i)

(vi)
(vii)

(viii)

Se existem 0 e 0" em R tais que a+0=0+a=aea+0 =0 +a = a, para todo

a € R. Em particular, 0 =0+0" =0, ou seja, o elemento neutro da + é tinico.

Para a € R, sejam b,ce R taisque 0 =a+b=b+ae (0 =a+c=c+a. Entao

b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c, ousejab=c, logo o oposto é tinico.
Mostraremos somente que vale a lei do cancelamento a esquerda, o caso a direita
¢ analogo.

Se a,b,c € R sdo tais que a+b=a+c, entdo (-a) + (a+b) = (-a) + (a+¢), o que
implica que ((-a) +a)+b=((-a)+a)+c. Logo 0+b=0+c e, consequentemente

b=c.

Para a € R, temos a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Usando (i), temos a-0 = 0.

Analogamente, 0-a =0, para todo a € R.

Mostremos inicialmente que a-(-b) = —(a-b). Pela unicidade do oposto, é sufici-
ente mostrar que a-(-b)+a-b=0=a-b+a-(-b). Mas, a-(-b)+a-b=a-((-b)+b) =

a-0=0. A outra igualdade é analoga.

De maneira andloga mostra-se que (-a)-b=—-(a-b).

Consequentemente das igualdades acima, temos (-a) - (=b) = —=(a - (-b)) = a -
(-(-b))=a-b.

Se 1 e 1" sdo elementos neutros para -, entdo 1 =1-1"=1". Portanto 1=1".

Se 1 =0 em R, entdao para todo a € R temos a=a-1=a-0=0, ou seja, R = {0},

o que ¢ uma contradicao, portanto 1 # 0 em R.

SeaeR, a+0ea-b=0,entao a-b=a-0 e a+ 0. Por hipétese temos b =0, ou

seja, R nao possui divisores de zero a esquerda.
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Definicao 2.1.6

Um subconjunto nao vazio S de um anel (R, +,-) é dito ser um subanel de R se,

com as operagoes induzidas pelas operagdes de R (restrigoes), S é um anel.

Teorema 2.1.1

Um subconjunto S # @ de um anel (R, +,-) é um subanel de R se, e somente se

valem as seguintes afirmacoes:
(i) 0€S;
(ii) Para todos a,beS=a-b=a+(-b)€S;

(iii) Para todos a,be S =a-beS.

Demonstracao

(=) Suponhamos que S é um subanel de R, entao S + @. Assim, existe x € S e
como S é um anel, segue que —x € S, de onde segue que 0 = x + (-x) € S, e portanto,
a condigao (i) é satisfeita. Agora, dados a,b € S, temos que —b € S, como S é anel,
temos a + (-b) = a - b € S, mostrando a condi¢ao (ii). A condigao (i7i) é claramente
verdadeira, pois S é um anel com as operacoes de R, logo a multiplicacao é fechada
em S.

(<) Reciprocamente, suponhamos que S é um subconjunto de R satisfazendo
as trés condigoes do teorema. Entao, de (i), temos que S # @. A condicao (7ii)
garante que - € um operagao em S. Para vermos que + também é uma operagao em
S, observamos que se a,b € S, segue por (iz), que =b = 0—-b € S e consequentemente,
a+b=a-(-b) eS. Agora é s6 observar que as propriedades que definem um anel
sao hereditarias para operacoes fechadas, exceto o simétrico de +, mas se b € S, entao
-b=0-beS. Portanto, se S satisfaz as condigoes do teorema, entao S é um subanel
de R.

Definicao 2.1.7

Sejam (R, +,-) e (S,®,0) anéis. Uma funcdo ¢ : R - S é um homomorfismo

de anéis se, para todos a,b € R, tivermos:

(i) p(a+b)=w(a)®p(b), (i.é, p é um homomorfismo de grupos)

14



(i) p(a-b) =p(a)o p(b).

Se, além disso, ¢ for bijetora, diremos que ¢ é um isomorfismo de anéis e,
neste caso, diremos também que os anéis R e S sao isomorfos e denotamos por R~ S.
Se (R,+,) = (S,®,0), dizemos que ¢ é um endomorfismo de anéis.

Se p: R - R é um isomorfismo, entao ¢ é um automorfismo do anel R.
Teorema 2.1.2
Seja ¢ : (R,+,-) = (S,®,®) um homomorfismo de anéis. Entao:
(i) ©(0r) = 0s.
(i) ¢(-a) =-p(a), YaeR.
(iii) ¢(R) ={¢(a);a € R} é um subanel de S.
(iv) Se R tem 1, entao ¢(1g) = l,(r).
(v) Se a € R ¢ inversivel, ou seja, tem inverso multiplicativo, entao ¢(a™t) = ¢(a)=!
em @(R).
Demonstracgao

(i) Como ¢(0g)®0s=¢(0r) =¢(0g+0g) =(0r) ®¢(0g), assim, do cancelamento
de ¢(0g), temos ¢(0g) = 0.

(ii) Para todo a € R, temos Og = ¢p(0g) = ¢p(a + (-a)) = p(a) ® ¢(-a), o que implica
que p(-a) = -p(a).

(iii) ¢(R) é um subanel de S, pois por(i), temos que p(R) # & e para todo p(a), p(b) €
©(R), temos:

(a) @(a)—p(b) = p(a) ® p(-b) = p(a+ (-b)) = p(a—D) € p(R).
(b) w(a) @ p(b) = p(a-b) e p(R).

(iv) Para todo ¢(a) € ¢(R), temos que: p(a) ® ¢(1gr) =¢(a-1r) =p(a) =p(lg-a) =
¢(1r) © p(a). Logo, p(1r) = 1y(r)-

v) Se a € R tem inverso, entdao 1z =a-a™' = a™'-a, o que implica que 1,y = ¢(1g) =
¢(R) =¥

pla-a')=p(a) @ p(a)=p(a') o p(a). Logo p(a™') =p(a)™.

15



Teorema 2.1.3

Se ¢ : (R, +,-) = (S,®,®) é um homomorfismo de anéis e S" é um subanel de S,
entdao p~1(S") é um subanel de R, ou seja, a imagem inversa, por homomorfismo, de

subanel é subanel.

Demonstracao
De fato:
(i) ¢ 1(S") # @, pois como p(0r) =0g €S, entdao Op € 1 (S");
(ii) Para todos a,be p='(S"), temos p(a),p(b) € S".

Como S’ é subanel, p(a) — p(b) € S" e portanto, ¢(a—b) € S". Dai, a-be p1(S").
Analogamente, como S’ é subanel, p(a) @ p(b) € S e consequentemente p(a-b) € S".
Logo, a-be p1(S"). Portanto, ¢1(S") é um subanel de R.

Corolario 2.1.1

Se ¢ : R -» S é um homomorfismo de anéis, entdao Ker(yp) = ¢ 1({0s}) é um

subanel de R, chamado o nicleo do homomorfismo ¢. Note que Ker(y) = {a €
R;p(a) = 0s}.

Teorema 2.1.4

Se ¢ : R - S é um homomorfismo de anéis e a € Ker(y) entdao a-r € Ker(p) e

r-a€ Ker(p), para todo r € R.

Demonstracao

Se ae Ker(p) ere R, entao temos p(a-r) = p(a) @ p(r) =05 ©¢(r) =0s. Logo,

a-r € Ker(p). Analogamente, temos que r-a € Ker(p).

2.2 Ideais e Anel Quociente

Definicao 2.2.1

Um subanel I de um anel R é:

16



(i) um ideal de R, se Vaelere R=a-reler-acl.
(ii) um ideal a direita de R, se Yae [l ere R=a-rel.

(iii) um ideal & esquerda de R, se Yael ere R=r-acl.

Observacao 2.2.1

Os conjuntos {0} e R sdo chamados ideais triviais de R.

Teorema 2.2.1

Sejam R um anel e I # @ um subconjunto de R. I é um ideal de R se, e somente

se para todo a,be I e r € R, temos:
(i) 0O€eI;
(ii) a-bel

(iii) a-reler-ael

Demontracao

(=)Imediata.

(<) Suponhamos que I é um subconjunto de R satisfazendo as trés condi¢oes do
teorema. Entao, de (i), temos que I # @. A condicao (iii) garante que - é um operagao
em [. Para vermos que + também é uma operacao em I, observamos que se a,b € I,
segue por (i), que —=b = 0 - b € I e consequentemente, a +b = a — (-b) € I. Agora é
sO observar que as propriedades que definem um anel sao hereditarias para operacoes
fechadas, exceto o simétrico de +, mas se b € S, entao —b = 0—b € I. Portanto, se I

satisfaz as condigoes do teorema, entao I é um Ideal de R.

Definicao 2.2.2

Uma relacao E sobre um conjunto R nao vazio é chamada relacao de equi-
valéncia sobre R se, F é reflexiva, simétrica e transitiva, isto é, se sao verdadeiras as

sentencas:

(i) a € R= aFa, para todo a (reflexiva);
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(ii) aEb= bEa, para todo a,b € R(simétrica);

(iii) aEb e bEc = aFc, para todo a,b,c € R (transitiva);

O
Definicao 2.2.3
Sejam R um anel e I um ideal. Definimos a relagao ~ em R por:
r~y<er-yel
para todo z,y € R.
0

E facil ver que ~ define uma relacao de equivaléncia em R:

(i) x~xpoisz—x=0€l

(ii) Se x ~y entdo y ~ x pois x —y € I implica em y —x = —(x —y) € I porque I é um

ideal.

(iii) Sex ~y ey~ zentdo x ~ z poisse x—y € [ e y—z e I, e por I ser Ideal,

somando-os temos que x — z € [.

Mais ainda, para todo a € R, definamos a={z e Rz —ael}=a+1.

Seja R/I o conjunto das classes de equivaléncia de ~, ou seja,

R/I={a+TI;a€R}

Observe que a+1 =b+1 se, e somente se a—b e [. Em R/I definimos as operagoes
+ e - por:

(a+1)+(b+I)=(a+b)+1
(a+1)-(b+I)=(a-b)+1

para todo a,b € R. Vejamos que + e - estao bem definidas, ou seja, nao depemdem da

escolha dos representantes das classes de equivaléncia.

18



7 ! ~ . . !
Sea+l=a+1eb+1=0>b+1, entao existem x1,x5 € [ tais que a = a +x7 e

b=0b +z,. Asssim,

(a+1)+(b+1) (a+b)+1=((a +z1)+ (b +x2))+1 =
(@ +b)+ (1 +x)+T=(a +b)+(x1+a)+ 1=
(@ +0)+0+I=(a +b +0)+1=

(a +1)+ (b +1)

(a+I)-(b+1) a-b+I=(a +x)(b +35)+ 1=

I’ 7 7 7
(ab +axy+xb +x129) + [ =

(@D +1)+((amo+x1b +z125) + 1) =
(@b +1)+(0+1)=
(@b +0)+T=ab+I1=(a +1)-(b'+1)

Teorema 2.2.2

O conjunto R/I, juntamente com as operagoes
(a+D)+(+I)=(a+b)+1

(a+1)-(b+I)=(a-b)+1

é um anel.

Demonstracao

E facil verificar que (R/I,+) é um grupo abeliano e, decorre imediatamente do
fato de R ser anel que a operacao - de R/I é associativa e é distribuitiva em relagao a
adicao.

Para provar por exemplo, que a relacao - em R/I é associativa, usamos o fato de

que a multiplicacao em R é associativa. De fato, para todos a,b, c € R, temos:

(a+I)-[(b+1)-(c+1)] = (a+I)[(bec)+1T]
= a(be)+1
= (ab)e+1
= [(ab) +I](c+1)
= [(a+I)-(b+1)]-(c+1)
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O anel (R/I,+,-) chama-se anel quociente de R por .

Corolario 2.2.1
Seja (R/I,+,-) um anel. Entao:
(i) 0+ 1 =1 é o elemento neutro de +;

(ii) (-x)+ I é o elemento oposto (inverso com relagdo a +) de z + I, Vx € R.

Além disso,
(iii) Se R é um anel com unidade 1, entdao R/I é um anel com unidade 1+ I;
(iv) Se R é um anel comutativo, entdo R/l ¢ também comutativo.
m

Em muitos textos, o préoximo resultado é conhecido como o Primeiro Teorema do

Isomorfismo.

Corolario 2.2.2

Se p: R — S é um homomorfismo de anéis, entao
RiKer(p) = p(R) = Im(p)

Corolario 2.2.3

Um homomorfismo sobrejetor de anéis ¢ : R — .S é um isomorfismo se, e somente
se Ker(y)={0g}.
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Capitulo 3
Congrueéncias

Em Algebra Abstrata, entende-se relacao de congruéncia como uma relagao de
equivaléncia em um conjunto compativel com algumas operacoes algébricas, ou seja, é
uma relacao binaria entre elementos de um dado conjunto, que satisfaz as propriedades
de reflexividade, simetria e transitividade.

O conceito de congruéncia, apresentado nesta parte do trabalho, serd de extrema
importancia para o desenvolvimento das aplicagoes contidas no préximo capitulo. Na
primeira secao apresentamos a definicao e as propriedades de Congruéncia médulo n,
conhecida no anel dos inteiros, em seguida, na préxima secao, mostraremos o conceito
de Congruéncia Linear e demonstramos alguns dos seus resultados neste ambiente. J&
na terceira segao é apresentada a definicao de Congruéncia Mdédulo I, no campo da
teoria de anéis e ideais, para enfim, na tltima secao, apresentarmos o famoso Teorema

Chineés dos Restos e prova-lo com algumas ferramentas da Algebra.

3.1 Congruéncia Mddulo n

O conceito de congruéncia médulo n pode ser identificado em diversas situagoes,
tais como: nos diferentes cddigos numéricos de identificagao (cédigo de barras, CPF,
CNPJ, ISBN), na seguranga de informacao (criptografia), nos calendarios e em outros
fenomenos periédicos.

Foi apresentada, da forma que conhecemos hoje, por Johann Carl Friedrich Gauss
e publicada no seu livro Disquisitiones Arithmeticae (Pesquisas Aritméticas), de 1801,
a Congruéncia Mdédulo n trata-se da realizacao de uma aritmética com restos da divisao
euclidiana por um numero fixado. Gauss definiu a congruéncia moédulo n da seguinte
maneira: ~Se um ntimero n divide a diferenca de dois ntimeros a e b, a e b sao
chamados congruentes relativos a n. O nimero n é chamado modulus. Se a e b
sao congruentes, cada um é chamado residuo do outro. Designaremos congruéncia
pelo simbolo = e colocaremos em parénteses o modulus...”. Mas formalmente, temos a

seguinte defini¢ao:
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Definicao 3.1.1

Em Z dizemos que a é congruo a b médulo n e escrevemos a = b mod n se n divide

(b-a), isto é, se existe g € Z tal que b—a = ngq.
O

Pela definicao 2.2.2, apresentada no capitulo anterior, vamos mostrar que a
relacao acima definida, é de fato uma relacao de equivaléncia, ou seja, satisfaz as

propriedades de reflexividade, simetria e transitividade.

De fato:
(i) a=a mod n pois n|[(a—a) =0]
(ii) Se a =b mod n entdao b = a mod n pois se n|(a—b) entao n|(b-a)

(i) Se a =bmodn eb=cmodn temos que n|(a-b) e n|(b-c) e entdao n|(a-b)+(b-c),

ou seja, n|(a - c). Isto mostra que a = ¢ mod n

Defini¢ao 3.1.2 (Algoritmo da Divisao Euclidiana)

Sejam a e n dois numeros inteiros. Existem tnicos ¢, 7 € Z tal que a = gn +r com

0<r<n.
O

As classes de equivaléncia de Z mod n serao as classes dos restos da divisao por
n. Com efeito, dados a,n € Z com n # 0 pelo algoritmo da divisao euclidiana, existem
unicos q,7 € Z tal que a = gn+r com 0 <r <n. Isto mostra que a =r mod n.

Denotaremos por Z, o conjunto das classes de equivaléncia de Z modulo n.

Para todos @,b € Z,, temos: @ =b < a =b mod n.

Exemplo 3.1.1

Sejam R=7,={0,1,...,n-1}, n >0, + e - operacoes em Z,, definidas por:

para todo @,b € Z,,.

E facil verificar que (Z,,+,-) é um anel, onde a operagao - é comutativa e tem

elemento neutro 1. Este anel é chamado o anel dos inteiros modulo n.
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Exemplo 3.1.2

Como 25=6-4+1e-25=6-(-5)+5, tem-se que: 25 =1 mod 6 e -25 =5 mod 6

Observacao 3.1.1

Quando a nao é congruente a b médulo n, representamos a # b mod n.

Proposicao 3.1.1

Dados a,b,n € Z com n > 1, tem-se que a = b mod n se, e somente se, a e b deixam

mesmo resto quando divididos por n

Demonstracao

Sejam a =ng; +r; com 11 <n e b=ngs + 19 com ry <n, as divisoes euclidianas de

a e b por n, respectivamente. Logo,
b-a=n(qg-q)+(res—11).

Portanto, pela definigdo 3.1.1, temos que a = b mod n se, e somente se n|(b-a), o que,

em vista da igualdade acima, é equivalente a dizer que ro — 11 =0, j& que |ry — ro| < n.

Proposicao 3.1.2

Sejam a, b, c,d,n e r, nimeros inteiros, com n >1 e r > 1. Entao:
(i) Se a=bmod n e c=dmodn, entdao (a+c) = (b+d) mod n.
(ii) Se a=bmod n e ¢ =d mod n, entdo ac = bd mod n.
(iii) Se a =b mod n, entdo a” = b mod n.
(iv) (a+c¢)=(b+c) mod n se, e somente se a =b mod n.

(v) Se ab = ac mod n e mde(a,n) =1, entdo b = ¢ mod n.

Demonstracao

(i) Tem-se que n|(b-a) e n|(d - c), donde n|[(b-a) + (d-c)] = (b+d) - (a+c).
Portanto, (a +¢) = (b+d) mod n.
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(ii) Suponha que a =b mod n e ¢ =d mod n. Tem-se que n|(b—-a) e n|(d-c), donde
nld(b-a) e nla(d-c). Dai, n|[d(b-a) +a(d-c)], ou seja, n|(bd — ac). Portanto,

ac = bd mod n.
(iii) Suponha que a =b mod n. Aplicando o item (v) desta proposicao r — 1 vezes:

a=bmodn

a=bmodn

T CONgruencias =a"

=b" mod n

a=bmodn

(iv) (a+c¢)=(b+c) mod n<n|(a+c—(b+c)) < a=bmod n.

(v) Suponha que ab = ac mod n. Entao, n|(ac—ab) = n|a(c-b). Como mdc(a,n) =1,

tem-se necessariamente que n|(c—b). Portanto, b = ¢ mod n.

Proposicao 3.1.3

Sejam a,b,c,n € Z, com ¢+ 0 e n>1. Temos que:

abzacmodnabzcmodm

Demonstracao

n a . ,
Como e sao coprimos, temos que
mde(a,n)  mdc(a,n)

n a

(c=b)——F——— <

ab = ac mod n < n|(c-b)a <
mdc(a,n)

mdc(a,n)
n

|(¢c=b) < b=cmod

mde(a,n) mde(a,n)

3.2 Congruéncias Lineares

Denomina-se congruéncia linear, toda congruéncia da forma ax = b mod n, com

a,b,ne”Z en>0, onde x representa as solucoes a serem encontradas.
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Lema 3.2.1

Sejam a,b € Z \{0} e c € Z. A equacao ax + by = ¢ admite solu¢gdo em nimeros

inteiros se, e somente se, mdc(a,b)|c.

Proposicao 3.2.1

Dados a,b,n € Z com n > 0, a congruéncia ax = b mod n possui solugao se, e

somente se, mdc(a,n)|b.

Demonstracao

(=) Suponhamos que a congruéncia ax = b mod n tenha uma solucdo z; logo,
temos que n|(ax - b), o que equivale & existéncia de y tal que ax — b = ny. Portanto, a
equagao az —ny = b admite solucdo, o que implica, pelo lema 3.2.1, que mdc(a,n)|b.

(<) Reciprocamente, suponha que mdc(a,n)|b. Logo, pelo lema 3.2.1, a equagao
ax —ny = b admite uma solugao (z,y). Portanto, ax = b+ ny e, consequentemente, x é

solugao da congruéncia, pois ax = b mod n.

Teorema 3.2.1

Sejam a,b,n € Z com n > 0 e mdc(a,n)|b. Se xy ¢ uma solugao da congruéncia

ax =b mod n, entao

n n n
+—=,20+2—,...,x0+(d-1)=
Lo, Lo d7x0 d7 » L0 ( )d

onde d = mdc(a,n)|b, formam um sistema completo de solugoes 2 a 2 incongruentes da

congrueéncia.

Demonstracao

Pela Proposicao 3.2.1, sabemos que a congruéncia admite solucao. Vamos mostrar

P . . ~ ~
que os numeros xg + ZE, com 7 € IN, sao solugoes. De fato,

d

Além disso, esses numeros sao dois a dois incongruentes médulo n. De fato, se, para

n an
alxy+i—= :ax0+275axozbmodn

1,7 <d,

n n
To+i— =29+ J— modn

d d

entao
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n n
i—=7—modn
Td

d
Pela Proposicao 3.1.3 e pelo fato de
o
mdc (%, n)

segue-se que 1 = 7 mod d, implicando que 7 = j.

=d

Finalmente, mostraremos que toda solugao x da congruéncia ax = b mod n é

, .1 . . -
congruente, modulo n, a zy + i— para algum ¢ < d. De fato, seja x uma solugao

d

qualquer da congruéncia; logo,

axr = axrg mod n

e, portanto, pela Proposicao 3.1.3,

T =x9 modn
Logo, z — xy = kn/d. Pelo Algoritmo da Divisdao Euclidiana, existe i < d tal que

k =qd +1i e, portanto,

n n
x:w0+qn+zgzx0+za mod n

como queriamos.

Exemplo 3.2.1

Resolva a congruéncia 8x = 4 mod 12.

Temos que, como d = mdc(8,12) = 4 divide 4, pelo teorema anterior, a congruéncia
tem d = 4 solugoes moédulo 12.
Por tentativa e erro, obtemos a solucao xy = 2. Portanto, as solu¢oes modulo 12

Sao0
2,2+3,2+6,2+9

Corolario 3.2.1

Se mdc(a,n) = 1, entdo a congruéncia ax = b mod n possui uma tnica solugao

modulo n.
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3.3 Congruéncia Mddulo 1

Nesta secao mostraremos que é possivel generalizar o conceito de congruéncia
modulo n, estudada na primeira secao. A partir da definicao de Ideal, apresentada
no capitulo anterior, definiremos Congruéncia Modulo /. Para tanto, primeiramente
observe que, se considerarmos [ = nZ, entao, para a,b € Z, temos que a = b mod n se,
e somente se a—b e nZ. Assim, se a =b mod n, entao a —b = nk para algum k € Z, mas
nk € nZ., logo, a — b € nZ. Por outro lado, se a — b € nZ, entao a — b = nk para algum
k € Z., o que significa que a = b mod n.

No que se segue, serd feita a generalizacao desta idéia para um anel qualquer.

Definicao 3.3.1

Sejam R um anel, I um ideal de R e a,b € R. Dizemos que a é congruo a b médulo

I quando a—bel.
|

Usaremos a notacao a =b mod I para indicar que a é congruo a b médulo I. Quando

R =7 e I =nZ, escrevemos simplesmente a = b mod n.

Definicao 3.3.2

Sejam R um anel e I um ideal de R. Denota-se por a = {x € R;x =a mod I} a
qual chama-se de classe de equivaléncia do elemento a € R relativamente a relacao
=mod 1.

m]

Observacao 3.3.1
O anel quociente Z/nZ = {0+ nZ,1 +nZ,...,n—1+nZ} é o préprio anel comu-
tativo Z, = {0,1,...,n—1}. Sendo assim, pode-se utilizar qualquer uma das notacoes

Z,, ou Z[nZ. para esse anel quociente.
Embora estes conjuntos sejam matematicamente iguais, suas construcoes reque-

rem conceitos matematicos diferentes; enquanto para construir os elementos de Z,,

que sao classes de congruéncia modulo n, os conceitos envolvidos sao divisibilidade, ou
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resto da divisdo, para construir os elementos de Z/nZ, que sao classes de equivaléncia
da congruéncia médulo ideal, as nocgoes envolvidas sao anel, subanel, operacao entre

elementos do anel e do ideal.

Exemplo 3.3.1

Mostre que Z,, é corpo < n € primo.
De fato,

(=) Suponha que n nao é primo. Se n = 1 entao Z, = Z/7Z que tem apenas um
elemento e entao nao pode ser um corpo. Se n > 1 entao n = rs com 7 e s inteiros

menores que n. Colocando I =nZ temos:
(I+r)(I+s)=T+rs=1

Mas I é o elemento neutro de Z/I, enquanto [ +r e I + s nao o sdo. Como em um
corpo o conjunto dos divisores de zero é vazio, segue que Z/I nao é um corpo. Em
ambos 0s casos obtemos uma contradicao, pois estamos supondo que Z.,, é corpo; logo
n é primo.

(<) Agora suponha que n é primo. Seja I +r um elemento nao-nulo de Z, = Z/I, onde
I =nZ. Ora, podemos supor que 1 <r <n. Assim, como n é primo, r € n sa0 coprimos

e portanto existem inteiros a e b tais que ar + bn = 1. Dali, temos que
(I+a)y(I+r)=({+1)-(T+n)(I+b)=(1+1)

e de modo andlogo
(I+r)(I+a)=1+1

Agora, como I +1 é o elemento identidade de Z/I, encontramos um inverso multipli-
cativo para um dado elemento I + 1. Como cada elemento nao nulo de Z tem inverso,

e 7, é comutativo, segue que Z é corpo.

Exemplo 3.3.2

A funcao ¢ : Z - Z,, definida por ¢(a) =@ é um homomorfismo de anéis, para
todo a € Z.

De fato, para todo a,b € Z, temos:
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(i) pla+b)=a+b=a+b=yp(a)®p(b)
(i) w(a-b)=a-b=a-b=p(a)op(b).

¢ € sobrejetor mas nao é injetor, pois p(a) = p(a+n), para todo a € Z.

Exemplo 3.3.3

Para R = 7, temos que [ = nZ, com n > 0 sao todos os ideais de Z. Mas

ainda, todos s@o nucleos de homomorfismo de anéis. De fato, nZ = Ker(y), onde

o : 2 - Z, é o homomorfismo canénico dado por ¢(a) = @, para todo a € Z, e, neste
caso, Ker(p)={aeZ;a=0} =nZ.

3.4 Teorema Chinés dos Restos

Uma formulacao simples do Teorema Chinés dos Restos assegura que dados

P1,...,Pp, primos distintos e aq,...,a, inteiros, existe um inteiro x tal que p; divide
xr—a;, para i=1,...,n. De outra forma, a; é o resto da divisao de x por p; para cada
ie{l,...,n}.

Acredita-se que os chineses anteriores a era crista ja tinham conhecimento deste
fato, que possivelmente estava relacionado com um problema pratico da época. Con-
tudo, o matemadtico chinés Sun Tsu (século I d.C.) teve seu nome fortemente associado
ao Teorema Chinés dos Restos, sendo considerado o divulgador deste resultado. O pro-
blema especifico abordado por Sun Tsu foi obter o menor inteiro positivo que dividido
por 3, 5 e 7 tivesse restos 2, 3 e 2 , respectivamente. No final desta secao, resolveremos
esse problema.

Como consequéncia de um isomorfismo de anéis, obteremos o Teorema Chinés
dos Restos, uma importante aplicacao da congruéncia modular.

Lembremos que:

Lema 3.4.1 (Identidade de Bezout)

Se a,be”Z e d=mdc(a,b) entao existem r,s € Z, tais que d=a-r+b-s.
Usando este resultado mostraremos que:

Lema 3.4.2

Se a,b € Z sao primos entre si, isto é, mdc(a,b) = 1, entdo Z, x Ziy, = Zigp.
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Demonstracao

7 Z
Desde que Zg, & W e Ligx Uiy = 7 x A é suficiente mostrarmos que W =
7 7
E— X _—
aZ, bz 7 7
Seja ¢ : 7 — A definida por ¢(z) = (z + aZ, x + bZ), para todo x € Z.
a

Claramente temos que ¢ é um homomorfismo de anéis. Mais ainda, Ker(y) = {x €
Z; p(x) =0} ={zeZ; ()= (aZ, VZ)}.
Se x € Ker(y), entdao = € aZ e x € bZ. Logo, a | x e b | z, o que implica que

mmc(a,b) | x.
a-b

mdc(a,b)

inclusdo contraria é imediata.

Mas, mmc(a,b) = =a-b. Assim, z € (ab)Z, ou seja Ker(p) c (ab)Z. A

Z
Logo, pelo corolario 2.2.2, temos (@) Z 2 Im(p) € Zy x 2y € #(Zyp) = ab =
a

#(Z,, x Zy), o que implica que ¢ é sobrejetora.

[ ]
Teorema 3.4.1
SeneZ,n>0en=p"-...-pp* com p;’s primos distintos, entdo Z, = ZP?I X
X Zka.
Demonstracao
Segue diretamente do lema anterior e por técnicas de inducao.
[ ]

Observemos que na demonstracao do lema 3.4.2, mostramos que ¢ é sobrejetora sem

exibirmos a pré-imagem de um elemento genérico. Assim cabe a seguinte pergunta:
Se (c+aZ, d+bZ.) € Zy x Zy, entdo qual é o x € Z tal que ¢(x) = (c+aZ, d+bZ.)?

Observe que

T +al =c+aZ T =cmod a r=c+a-ny, n €
= =
r+bZ =d+ b7 r=dmodb

r=d+b-ng, no€e

Por exemplo Z5 = Z3 x Z, qual é o elemento x € Z, tal que ¢(x) = (2,4)?

Temos:
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z =2 mod 3
r =4 mod 5

Assim, substituindo z =2+ 3-nq, com ny € Z em x =4 mod 5, obtemos:

2+3-n; =4 mod 5
3-n;=2mod b5
2-3-n1 =2 mod 5
ny =4 mod 5

dai, ny = 4 + bny, para algum ny € Z. Entdo, z = 2+ 3(4 + 5ny) = 14 + 15n,, ou seja
x =14 mod 15.

Corolario 3.4.1 (Teorema Chinés dos Restos)
Seja {m;}* , um conjunto de k inteiros 2 a 2 primos entre si, ou seja, mdc(m;, m;) =

1, para todo 7 # j. Entao o sistema de congruéncias lineares:

T = a; mod my

T = ap mod my

onde a; € Z, possui uma unica solu¢ao modulo n = mymag---my.

Demonstracao

Como my, ..., my sao nimeros inteiros 2 a 2 primos entre si e n = myms---my, pelo
lema 3.4.2, temos que Z,, = Zy,, %+ X Ly, , OU seja, existe um isomorfismo ¢ entre Z,, e
Liy, % -+ X Liy,.. LOgo, @ € bijetora. Temos da sobrejetividade de ¢ que, para qualquer
(a1 +mMiZ, ..., ap+myZ) € Ly X -+ X Ly, COM a4, ..., a € Z, existe (v +nZ) € Z, com

x € Z tal que p(x +nZ) = (a1 + mi7Z,. .., ap+mipZ). O que implica que o sistema:

T = a; mod my

T = a; mod my,

tem solucao e, o fato de ¢ ser injetora, nos garante a unicidade desta solucao moédulo

n.

31



Observacao 3.4.1

O Teorema Chines dos Restos como visto acima, nao mostra como obter a solucao
do sistema, sugere apenas uma forma diferente e elegante de demonstrar esta famosa

ferramenta. Em Teoria dos Niimeros vemos que tal solugao moédulo n, pode ser obtida

como segue:
T =N1T1a1 + NoXoQg + -+ + NET Ak
n , - ,
onde n; = — e x; é solucao de n;x =1 mod m;, 1=1,2,... k.
my;

Exemplo 3.4.1

Um camponeés tem certo nimero de ovos; quando os divide por 3, sobra-lhe 1;
quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando os divide por 5, sobram 3. Quantos
ovos tem o camponés, sabendo que a quantidade de ovos é um ntimero inteiro entre

100 e 2007

Solucgao

Observe que podemos escrever um sistema de congruéncias para resolver este

problema:
z=1mod 3
=2 mod 4
xz =3 mod b

onde x representa o niimero de ovos do camponeés.
Como mde(3,4) = mde(3,5) = mde(4,5) = 1, temos, pelo Teorema Chinés dos
Restos, que:

n=3-4-5=060, ny =20, ny =15 e ng = 12. Devemos resolver as congruéncias:
20c1=1mod 3<=2x1=1mod 3=1x,=2
1529 =1 mod 4 < 3x5=1 mod 4 = x5 =3

1223=1 mod 5 <= 2x3=1 mod 5 = x3=3

Assim, x=1-20-2+2-15-3+3-12-3 mod 60 = x = 238 mod 60 = = = 58 mod 60.
As solugoes desse sistema sao da forma 58 + 60k, com k € Z. Tomando k = 2, temos

que o nuimero de ovos do campones é 178.
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Exemplo 3.4.2 (Problema estudado por Sun-Tsu)

Obtenha o menor inteiro positivo, que dividido por 3, 5 e 7, deixe restos 2, 3 e 2,

respectivamente.

Solucgao

Observe que podemos escrever um sistema de congruéncias para resolver este

problema:
=2 mod 3
=3 mod b
z=2mod 7

Como mdc(3,5) = mde(3,7) = mde(5,7) = 1, temos, pelo Teorema Chinés dos
Restos:

n=3-5-7=105 ny =35, ny =21 e ng =15. Devemos resolver as congruéncias:
35z1=1mod 3 < 2x;=1mod 3= x1=2
2lzo=1mod b <= x9=1mod 5 = 25 =1
1523=1mod 7T< x3=1 mod 7= x3=1

Assim, x =2-35-2+3-21-1+2-15-1 mod 105 = x = 233 mod 105 = x = 23 mod 105.
As solugoes desse sistema sao da forma 23 + 105k, com k € Z. Logo, o menor inteiro

que satisfaz o problema é 23.
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Capitulo 4
Aplicacoes para o Ensino Basico

Congruéncia é um tema bastante atual e que pode ser trabalhado na educacao
bésica, sendo um gerador de excelentes oportunidades de contextualizagao no processo
de ensino/aprendizagem da Matemadtica. Neste capitulo, usaremos essa ferramenta,
definida no capitulo anterior, mostrando duas belas e simples aplicacoes no cotidiano,
que poderao ser utilizadas por professores de matematica em determinadas etapas do
seu planejamento. Para aqueles que atuam no ensino médio, mostraremos também dois
momentos do curriculo, onde o tema pode ser usado para auxiliar o ensino de outros

conteudos.

4.1 Coédigo de Barras

Uma das aplicagoes mais importantes e interessantes da Aritmética Modular é
aquela que explica os cddigos de barras, que sao hoje utilizados no mundo todo e
servem para fazer identificagoes em diversas dreas, tais como, industria, comércio,
bancos, bibliotecas, hospitais, bancos de sangue, correios, transportes, controles de
acesso entre outros.

Numa definicao técnica, o codigo de barras é uma representacao grafica de dados.
Ele permite uma rapida captacao de dados, proporciona velocidade nas transacgoes,
precisao nas informagoes e admite atualizacao em tempo real e tudo isso implica em
maior controle, diminuicao de erros, gerenciamento remoto, garantindo velocidade no
atendimento de pedidos e clientes, além da significativa redugao nos custos.

Tendo em vista todas as vantagens proporcionadas pela insercao dos cédigos de
barras, principalmente na area comercial, fica evidente a motivacao para trabalhar tal
assunto em sala de aula, pois é um bom exemplo da aplicacao de Aritmética Modular.

Um dos cédigos de barras mais usados no mundo todo é o EAN —13, constituido
de 13 algarismos, sendo que os trés primeiros digitos do cédigo representam o pais de
registro do produto (verifique que para produtos filiados no Brasil teremos sempre os
digitos 7, 8 e 9); os quatro digitos seguintes identificam o fabricante; os préximos cinco
digitos identificam o produto e o tultimo é o digito verificador ou de controle, que se

pode calcular através da congruéncia, médulo 10.
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Vejamos agora como calcular o digito verificador ou de controle:

Seja ajasaza4a5a6a708a9a10011012 a sequencia formada pelos 12 primeros digitos,
devemos multiplica-los, nessa ordem, pela base {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3} e somar
os produtos obtidos. Vamos representar por S a soma obtida. O digito que esta
faltando, que vamos representar por a;3 deve ser tal que ao ser somado com S, deve
gerar um miultiplo de 10, isto é, o nimero S + a;3 deve ser multiplo de 10, ou seja,
S+ a3 =0 mod 10.

Vejamos, por exemplo, como foi calculado o digito verificador do cédigo de barras

_4"89

Prefixo do Pais Digito Verificador

apresentado na figura abaixo:

Centro do Cadigo

I STSPrint Software

16687326689

Cédigo da Empresa | Cédigo do Produto

Temos que,
S=4-1+8-3+9-1+1-3+6-1+6-3+8-1+3-3+2-1+6-3+6-1+8-3

S=4+24+9+3+6+18+8+9+2+18+6+24 =131

Logo, 131 + a13 = 0 mod 10 < a3 = —131 mod 10 < a3 =9 mod 10, ou seja, a3

¢ de fato igual a 9 conforme ilustrado na figura acima.

4.2 Cadastro de Pessoas Fisicas - CPF

O cadastro de pessoas fisicas (CPF) é o registro de um cidadao na Receita
Federal Brasileira no qual devem estar todos os contribuintes (pessoas fisicas nacionais
e estrangeiras com negécios no Brasil). O CPF armazena informagoes fornecidas pelo
proprio contribuinte e por outros sistemas da Receita Federal.

O numero de CPF de uma pessoa no Brasil é constituido de 11 digitos, sendo
um primeiro bloco com 9 algarismos e um segundo, com mais dois algarismos, que sao,
como nos codigos de barra, digitos de controle ou de verificacao, criados para evitar

erros de digitacao. A determinacao desses dois digitos de controle é mais um caso de
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aplicacao da nocao de congrueéncia.

Vejamos agora como calcular o digito verificador ou de controle:

Seja ajasasasasagaragag a sequéncia formada pelos 9 primeros digitos, devemos
multiplicé-los, nessa ordem, pela base {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e somar os produtos obti-
dos. Vamos representar por S; essa soma obtida. O primeiro digito de controle, que
vamos representar por aig deve ser tal que ao ser subtraido da soma S;, deve gerar um
multiplo de 11, ou seja, S — a9 = 0 mod 11. Note que tal niimero serd o préprio resto
da divisao por 11 da soma 5.

A determinagao do segundo digito de controle é feita de modo similar, sendo que
agora acrescentamos o décimo digito (que é o que acabamos de calcular) e usamos uma
base de multiplicacao de 0 a 9, assim, se chamarmos a soma dos produtos obtidos de

S5, 0 segundo digito de controle ai; é o resto da divisao por 11 da soma S.

Observacgao: Se o resto da divisao for 10, ou seja, se o nimero obtido fosse
congruente ao 10, médulo 11, usariamos, nesse caso, o digito zero.
Vejamos, por exemplo, quais devem ser os digitos de controle do CPF ilustrado

na figura abaixo:

MINISTERIO DA FAZENDA

itaFederal
Cadastro de Pessoas Fisicas
COMPROVANTE DE INSCRICAO

Namero
493.493.493.

HNome

Nascimento

VALIDO SOMENTE COM COMPROVANTE DE IDENTI FICA‘;;\O

Temos que,

S1=4-1+9-2+3-3+4-4+9-5+3-6+4-7+9-8+3-9
S=4+18+9+16+45+ 18 +28+ 72+ 27 =237
Logo, 237-a19 =0 mod 11 < a9 = 237 mod 11 < a19 = 6 mod 11. Assim, a1 = 6.
Dai,
So=4-0+9-1+3-2+4-3+9-4+3-5+4-6+9-7+3-8+6-9
S=0+9+6+12+36+15+24+63+24 +54 =243

Logo, 243-aq; =0 mod 11 < a1y = 243 mod 11 < ay; =1 mod 11. Assim, aqq = 1.
Portanto, o nimero do CPF ¢ 493.493.493 - 61.
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A seguir apresentaremos dois momentos onde o conceito de congruéncia pode ser

usado como apoio a compreensao de outros conceitos no Ensino Basico.

4.3 Trigonometria

Na exposicao dos conceitos basicos da trigonometria, um elemento importante é

a circunferéncia unitaria ou circunferéncia trigonométrica:
No positivo
%o negativo
Observando a figura abaixo, veja que, tomando um angulo o = med(AOB) e

dando uma volta ou n voltas completas sobre o circulo, nao se altera a posicao final do

angulo, neste caso, esses angulos sao chamados de congruos.

-
.
o

-
o
Y

\\
b "
ANEY
i
\"\-

-

1

1
v

\Y

_a

Portanto dado um angulo qualquer o (com a notagao de graus), os angulos da
forma « + 360° - k, com k € Z sao os chamados angulos congruentes a «, e suas repre-
sentagoes na circunferéncia coincidem.

Observe que a notagao de congruéncia = pode ser abertamente utilizada pelo
professor no momento em que definir arcos congruos, por exemplo, o arco de 500° é
congruo (e, portanto estd representado pelo mesmo ponto do circulo unitério) que o

arco de 140°, podendo escrever 500° = 140°.
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4.4 Nuimeros Complexos

Quando se estuda o conceito de niimeros complexos, C, o cdlculo das poténcias
naturais da chamada unidade imaginéria i = \/(-1), é um momento oportuno para
aplicacao dos conceitos de congruéncia.

Considerando as operagoes usuais dos nimeros complexos, vamos analisar as
seguintes poténcias: °,4',42,43,44,45,16,47, 48,

Temos que:

%=1
it =1
i2=-1

== (-1)i=—i
it= (") =(-1)?=1
P =iti=1i=i
=it =1(-1) = -
T =i =1(=i) = -
i =4 = (1)(1) =1

Continuando as potencias de i, percebemos que trata-se de um problema ciclico,

onde as potencias se repetem a cada ciclo de 4, conforme abaixo:

= (i) = ()" =1

i = (M= (D)=
it = (i)"(%) = (1)"(-1) = -1
= ()"0 = (1)"(-1) = -

Desse modo pode-se usar as seguintes congruéncias sobre o expoente das poténcias

de i e entdo determinar quais valores do conjunto {1,7,-1,—i} vale a poténcia, assim:

Expoente de ¢ =0 mod 4 = a poténcia de ¢ é 1.
Expoente de i =1 mod 4 = a poténcia de 7 é 1.
Expoente de i =2 mod 4 = a poténcia de 7 é —1.

Expoente de ¢ =3 mod 4 = a poténcia de ¢ é —i.
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Assim, com esses exemplos que mostramos, podemos observar que em nosso co-

tidiano existem intimeras situagoes onde se faz presente a nogao de congruéncia.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Conclui-se que, a Aritmética Modular, que envolve o estudo das congruéncias,
¢ uma ferramenta eficaz na resolucao de certos problemas de matematica e possui
aplicagoes interessantes do cotidiano. Percebe-se que é possivel inseri-la no ensino
basico e os professores de matemdtica, podem inclui-la em seu planejamento, pois
além de proporcionar aos alunos a possibilidade de aprofundar o significado de resto
e manipula-lo, é capaz de gerar étimas oportunidades de contextualizacao no processo
de ensino/aprendizagem.

O Teorema Chinés dos Restos é, sem duvida, uma das mais eficazes aplicagoes
da congruéncia, ao demonstra-lo no ambiente da dlgebra abstrata, observarmos uma
elegante ligacao entre um resultado bem conhecido da Teoria dos Numeros e a Teoria
de Anéis.

Apresentados como aplicagoes da Aritmética Modular, no contexto social, os
cédigo de barras e o CPF despertam o interesse no aluno em aprender tal teoria.
Apresentados como momentos do curriculo da educagao béasica em que a congruéncia
modulo n pode ser inserida, no ensino médio, no momento em que se estuda arcos
congruos e as poténcias naturais do nimero complexo i = v/—1, promovem uma Stima
oportunidade de mostrar as conexoes entre temas matematicos interessantes.

Professores de matematica, que atuam principalmente no ensino bésico, poderao
utilizar este trabalho em nivel de formacgao continuada e aplica-lo na sala de aula.
Acredita-se também que, motivados por este, outros trabalhos nessa linha possam
surgir, com outras aplicacoes interessantes de congruéncia, que poderao ser aplicadas

na Educacao Bésica.
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