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Resumo

Este trabalho apresenta uma pesquisa sobre os Principios de inducao e Recorrén-
cias, sua historia, conceitos mateméticos utilizados e aplicacoes. Foram desenvol-
vidas algumas demonstragoes do Principio de inducao e Recorréncias, utilizando-se
alguns conceitos basicos de Teoria dos Numeros, Anélise Combinatoria, Teoria dos
Conjuntos e Geometria que podem ser explorados no Ensino Médio. Foram apre-
sentadas algumas atividades que podem ser aplicadas em sala de aula do Ensino
Médio no desenvolvimento de conceitos matematicos como Progressao Aritmética,
Progressao Geométrica, Geometria, Combinacao e Conjuntos Numéricos entre ou-
tros temas.

Palavras chaves: Principio de Inducao, Recorréncias, Progressao Aritmética,
Progressao Geométrica, Ensino Médio.



Abstract

This work presents a research on the Induction Principles and the Recurrences,
its history, mathematical concepts and applications used. Were developed some
statements of Induction Principle and the Recurrences using some basic concepts
from Number Theory, Combinatorics, Geometry and Set Theory that can be ex-
plored in high school. Was submitted a few activities that can be applied in the
classroom of the high school in the development of mathematical concepts such as
Arithmetic Progression, Geometric Progression, Geometry, Combinatorial Analysis
and Numeric Sets among other topics.

Keywords: Induction Principle, Recurrences, Arithmetic Progression, Geometric
Progression, High School.
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Introducao

Este trabalho trata de uma pesquisa bibliografica sobre Principios de Inducao e
Recorréncias, aplicacoes no Ensino Médio e o desenvolvimento de algumas constru-
¢Oes de recorréncias utilizando conceitos da Teoria dos Numeros, Anélise combina-
toria, Teoria de conjuntos e Geometria.

O objetivo é produzir um material didatico que possa ser utilizado por professores
do Ensino Bésico, principalmente do Médio, ao trabalhar com recorréncias, ou até
mesmo a alunos de graduagao em Licenciatura em Matemética. Servindo de base
para quem desejar conhecer um pouco mais sobre recorréncias e inducao, como
também para complementar atividades na sala de aula explorando alguns conceitos
matematicos de forma diferenciada.

O raciocinio recursivo, também chamado de recursao ou recorréncia, permite
a resolucao de intimeros problemas estruturados em etapas, onde o procedimento a
ser empregado em uma determinada etapa caracteriza-se pela repeticao completa do
raciocinio utilizado na etapa anterior. Um procedimento caracterizado pela recursao
é dito recursivo. Consequentemente, qualquer objeto que seja resultado de um
procedimento recursivo é um objeto recursivo.

Na matematica, o raciocinio recursivo permite obter objetos a partir de objetos
previamente definidos, de maneira que todos os objetos formados pertencam a uma
mesma classe. Por exemplo, a definicao formal dos niimeros naturais diz que 1
(um) é um ndmero natural, e todo nimero natural tem um sucessor, que é também
um ntmero natural. O raciocinio recursivo também permite definir regras para
formular casos complexos em termos de casos mais simples. Como exemplo, temos
alguns métodos de prova, como a prova por inducao finita.

Os conceitos de recorréncia que serao abordados neste trabalho terao como pu-
blico alvo os alunos do Ensino Médio. Ser4 demonstrada a importancia das recorrén-
cias para a resolucao de intimeros problemas, provas indutivas e busca de padroes em
variados contetidos da mateméatica: progressoes, analise combinatdria, matemaética
financeira, geometria, etc; além de sua importancia para a construcao de modelos
matematicos que visam explicar iniimeros processos dinamicos.

O trabalho foi dividido em trés capitulos, um pouco da histéria das recorréncias
e inducgoes, caracteristicas e conceitos matematicos envolvidos, algumas relagoes de
recorréncia e as possibilidades de aplicagoes em sala de aula. A seguir detalhamos
cada um desses capitulos.

O capitulo 1 trata do principio de inducao e seu precursores, algumas defini¢oes
gerais e aplicacoes em diversas areas. E a partir dele que podemos perceber o quanto
o estudo do principio de inducao é fascinante. Ainda neste capitulo é possivel en-
contrar os Axiomas de Peano, mostrando suas propriedades e importancia no estudo
das indugoes. E, por fim, apresentamos algumas demonstragoes envolvendo proble-
mas interessantes como o “paradozo dos cavalos”, que foi inventado pelo matemético



hungaro George Pdlya.

O capitulo 2 detalha caracteristicas e classificacoes Relacoes de Recorréncia.
Também ¢ nesse capitulo que o leitor podera encontrar os calculos e teoremas, além
de alguns conceitos envolvidos com as recorréncias. Sao mostrados alguns exemplos
de relacoes de recorréncia e suas demonstragoes intrigantes, algumas aplicagoes re-
lacionadas as areas da Teoria dos Numeros. A abordagem utilizada pode facilmente
ser adaptada aos conhecimentos matematicos trabalhados no Ensino Basico.

O capitulo 3 mostra as aplicacoes do Principio de Inducao e das Recorréncias.
Mostra também algumas atividades relacionadas com o Ensino Médio que esperamos
fascinar o aluno no desenvolvimento do conhecimento matematico e estimular sua
criatividade, como por exemplo, “A Torre de Hanoi”, quebra cabeca, criado pelo
mateméatico Edouard Lucas ou o “Problema de Josefus”. Além disso, concluimos
com outros dois temas abordados no Ensino Médio, que utiliza o método recursivo,
que sao as Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas.

xi



Capitulo 1
Principio de Inducao

O Principio da Inducao é um eficiente instrumento para a demonstracao de fatos
referentes aos ntimeros naturais. Por isso deve-se adquirir pratica em sua utilizacao.
Por outro lado, é importante também conhecer seu significado e sua posicao dentro
do arcabougo da Matematica. Entender o Principio da Inducao é praticamente o
mesmo que entender os nimeros naturais. Inducao matematica ¢ um método de
prova mateméatica usado para demonstrar a verdade de uma enorme quantidade de
proposicoes.

Enquanto os conjuntos constituem um meio auxiliar, os ntimeros sao um dos
dois objetos principais de que se ocupa a Matematica. O outro objeto é o espaco,
juntamente com as figuras geométricas nele contidas. Os ntimeros sao objetos abs-
tratos que foram desenvolvidos pelo homem para servir como modelos que permitem
contar e medir e, portanto avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza.

Os compéndios tradicionais dizem o seguinte: Nimero é o resultado da compa-
racao entre uma grandeza e a unidade. Se a grandeza ¢ discreta, essa comparacao
chama-se uma contagem e o resultado é um nimero inteiro; se a grandeza ¢ continua,
a comparacao chama-se uma medicao e o resultado é um ntmero real.

Nos padroes atuais de rigor matematico, o trecho acima nao pode ser considerado
como uma definicdo matematica, pois faz uso de ideias (como grandeza, unidade,
discreta, continua) e processos (como comparacao) de significado néo estabelecido.
Entretanto, todas as palavras que nela aparecem possuem um sentido bastante claro
na linguagem do dia-a-dia. Por isso, embora nao sirva para demonstrar teoremas
a partir dela, a definicdo tradicional tem o grande mérito de nos revelar para que
serve e por qual motivo foram inventados os nimeros.

1.1 A sequéncia dos niimeros naturais

Os nimeros naturais constituem um modelo matematico, uma escala padrao,
que nos permite a operacao de contagem. A sequéncia desses nimeros é uma livre e
antiga criagao do espirito humano. Comparar conjuntos de objetos com essa escala
abstrata ideal é o processo que torna mais precisa a nocao de quantidade; esse
processo (a contagem) pressupde portanto o conhecimento da sequéncia numeérica.
Sabemos que os nimeros naturais sao 1,2,3,4,5,... .

A totalidade desses ntimeros constitui um conjunto, que indicaremos com o sim-
bolo N e que chamaremos de conjunto dos naturais. Portanto

N={1,2,3,4,5,...}.



1.2. O PODER DO METODO INDUCAO

Evidentemente, o que acabamos de dizer s6 faz sentido quando ja se sabe o que
¢ um numero natural. Facamos de conta que esse conceito nos é desconhecido e
procuremos investigar o que ha de essencial na sequéncia 1,2,3,4,5,... . Deve-se a
Giussepe Peano (1858 — 1932) a constatagao de que se pode elaborar toda a teoria
dos niimeros naturais a partir de quatro fatos basicos, conhecidos atualmente como
os axiomas de Peano. Em outras palavras, o conjunto N dos ntimeros naturais possui
quatro propriedades fundamentais, das quais resultam, como consequéncias logicas,
todas as afirmacoes verdadeiras que se podem fazer sobre esses nimeros. Come-
caremos com o enunciado e a apreciacao do significado dessas quatro proposicoes
fundamentais a respeito dos ntimeros naturais.

1.2 O Poder do Método Inducgao

Comecemos com a seguinte pergunta:

O que significam expressoes do tipo 1 +2+---+nel.2.--- .n?
Note que as operagoes de adigao e multiplicagdo dos niimeros naturais (ou em qual-
quer sistema numérico) sdo binarias, isto é, elas relacionam dois elementos de cada
vez. Apesar disso, temos uma ideia bastante intuitiva do significado das expressoes
acima, até mesmo no que diz respeito aos pontinhos que nelas aparecem. FExiste,
contudo, um modo de tornar mais rigorosas defini¢oes desse tipo por meio do Prin-
cipio de Inducao Matemética.

1.3 Principio de Indugao Matematica (PIM)

O que é o conjunto N dos nimeros naturais? Bem, podemos intuitivamente
descrevé-lo dizendo quais sao os seus elementos; eles sao os nimeros reais da forma:

L,2=1+1,3=241=(14+1)+1,4=3+1=(1+1+1)+1,...

Ocorre, porém, que dificilmente poderemos provar alguma propriedade desses
numeros utilizando apenas esta descri¢ao, pois, apesar de sabermos intuitivamente
quais sao os numeros que os pontinhos acima representam, teriamos dificuldade de
descrevé-los de modo suficientemente explicito.

Uma alternativa consiste em dar algumas propriedades que caracterizem de modo
inequivoco o conjunto dos naturais dentro do conjunto dos ntimeros reais.

Inicialmente, considere um subconjunto S dos nimeros reais que possui as se-
guintes propriedades:

(1) S contém o nimero 1.

(2) Toda vez que S contém um ndimero n, ele necessariamente contém o nimero
n+ 1.

(3) Nao existe subconjunto proprio de S satisfazendo as condigoes (1) e (2).

Em outras palavras, (3) nos diz que se S possui as propriedades (1), (2) e (3),
acima, e se S’ ¢ um subconjunto de S que possui as propriedades (1) e (2), entdo
S’ =5.



1.3. PRINCIPIO DE INDUCAO MATEMATICA (PIM)

Vamos provar que se existe um subconjunto S dos ntmeros reais satisfazendo
as trés condicoes acima, entao esse conjunto é tinico. De fato, se S; e Sy sao dois
os subconjuntos, temos que S; N Sy possui as propriedades (1) e (2), logo pela
propriedade (3) segue que

S =5N85=295

Nao temos como provar que tal conjunto S existe. Portanto, admitiremos o
seguinte axioma:

Axioma 1.1 Eziste um subconjunto dos reais que possui as propriedades (1),(2) e
(3).

Esse inico subconjunto serd chamado de conjunto dos numeros naturais e deno-
tado por N.

A propriedade (3) € o que se chama de Principio de Indu¢ao Matemdtica. Mais
precisamente:

Principio de Inducao Matematica: Dado um subconjunto S do conjunto
dos niimeros naturais N, tal que 1 pertence a S e sempre que um niimero n pertence
a S, o nimero n + 1 também pertence a S, tem-se que S = N.

Esta simples propriedade fornece uma das mais poderosas técnicas de demons-
tragao em Matematica: a demonstracao por inducao.

Suponha que seja dada uma sentenga mateméatica P(n) que dependa de uma
variavel natural n, a qual se torna verdadeira ou falsa quando substituimos n por
um numero natural dado qualquer. Tais sentencas serao ditas sentencas abertas
definidas sobre o conjunto dos naturais.

A seguir damos alguns exemplos de sentencas abertas definidas sobre N:

(a) P(n):n é par

E claro que a afirmacio P(1) é falsa, pois ela diz que 1 & par; P(3), P(5) e P(9)
sao falsas, pois afirmam, respectivamente, que 3,5 e 9 sao pares.

Por outro lado, ¢ também claro que P(2), P(4), P(8) e P(22) sao verdadeiras,
pois 2,4, 8 e 22 sao pares.

(b) P(n):n é multiplo de 3.

Temos, por exemplo, que P(1), P(2), P(4) e P(5) sao falsas, enquanto P(3) e
P(6) sdo verdadeiras.

(¢) P(n) :14+3+5+7+ -+ 2n—1)=n?

Temos que P(1), P(2), P(3),P(4),...,P(10) sdo verdadeiras.

Aqui sabemos precisamente o que significa a sentenga aberta P(n), apesar dos
pontinhos na sua defini¢ao. Ela significa:

“A soma dos n primeiros niimeros fmpares é igual a n? ”

Nao foi possivel visualizar algum ntimero natural n tal que P(n) seja falsa? Apos
mais algumas tentativas, é possivel se “convencer” de que esta formula tem grandes
chances de ser verdadeira para todo nimero natural n; ou seja, P(n) é verdadeira
para todo n € N.

(d) P(n):n?—n+41 ¢ um nimero primo para todo n € N

3



1.4. OS AXIOMAS DE PEANO

E facil verificar que as sentencas P(1), P(2), P(3) sdo verdadeiras. Com algum
trabalho, é possivel ir além, verificando também que P(4), P(5),..., P(35) sdo ver-
dadeiras.

Portanto, é plausivel que tenhamos encontrado um polindémio cujos valores nos
nimeros inteiros sejam sempre nimeros primos.

Mais alguns testes para confirmar a nossa suspeita? La vai, P(36), P(37), P(38)
e P(40) sao verdadeiras.

Podemos parar por aqui e nos sentir felizes com a nossa descoberta? Bom, para
satisfazer os mais céticos, faremos s6 mais um teste com n = 41.

Note que 412 — 41 + 41 = 412 nao é primo. Logo, para a nossa desilusao, P(41)
é falsa!

Podemos provar que nao existe nenhum polinémio em uma varidvel com coefi-
cientes inteiros cujos valores nos naturais sejam sempre nimeros primos. Portanto,
nao havia a priori nenhuma chance de P(n) ser verdadeira para todo nimero natural
n.

Podemos provar que uma sentenca aberta definida sobre os naturais ¢ sempre
verdadeira, mas nao é coerente e possivel testar, um por um, todos os nimeros
naturais, pois eles sao em nimero infinito. Portanto, serd preciso encontrar algum
outro método.

Vamos a seguir expor a técnica da demonstracao por indu¢ao matemaética que
resolvera esse nosso problema.

Seja P(n) uma sentenca aberta sobre os naturais e denote por V' o seu conjunto
verdade em N, isto é, o subconjunto de N, definido como

V ={n € N: P(n) é verdadeira}

Para provar que P(n) é verdadeira para todo n € N, basta mostrar que V' = N.

Isso pode ser feito usando o Principio de Inducao Matematica.

Basta, para isto, mostrar que 1 pertence a V' e que n+ 1 pertence a V' , toda vez
que n pertence a V.

Provamos, assim, o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Principio de Indug¢iao Matemdtica) Seja P(n) uma sentenca aberta
sobre N. Suponha que

(i) P(1) € verdadeira; e

(ii) qualquer que seja n € N, sempre que P(n) é verdadeira, seque que P(n+ 1) é
verdadeira.

Entao, P(n) é verdadeira para todo n € N.

1.4 Os axiomas de Peano

Um matematico profissional, em sua linguagem direta e objetiva, diria que o
conjunto N dos ntimeros naturais é caracterizado pelas seguintes propriedades:

1. Existe uma func¢do s : N — N, que associa a cadan € N um elemento s(n) € N;

2. A funcao s : N — N ¢é injetiva;



1.5. O AXIOMA DA INDUCAO

3. Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) € N, para todo
n € N;

4. Se um subconjunto X C N é tal que 1 € X e S(X) C X, entao X = N.

Observe que, como estamos chamando de N o conjunto dos ntimeros naturais, a
notacao n € N significa que n é um numero natural. As afirmacoes 1,2,3 e 4 sao
os axiomas de Peano. A notacdo s(n) ¢ proviséria. Depois de definirmos adicao,
escreveremos n + 1 em vez de s(n). Como concessao a fraqueza humana, nosso
matematico nos faria a gentileza de reformular os axiomas de Peano em linguagem
corrente, livre de notagao matematica. E nos diria entao que as afirmacgoes acima
significam exatamente o mesmo que estas outras:

1’. Todo ntimero natural possui um tnico sucessor, que também é um niimero
natural.

2’. Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes. (Ou ainda: nime-
ros que tém 0 mesmo sucessor sao iguais. )

3’. Existe um tnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este
numero é representado pelo simbolo 1 e chamado de "nimero um".

4’. Se um conjunto de ntiimeros naturais contém o nimero 1 e, além disso, contém
o sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com N,
isto é, contém todos os ntimeros naturais.

A partir dai, retomamos a palavra para dizer que o sucessor de 1 chama-se "dois",
o sucessor de dois chama-se "trés", etc. Nossa civilizagao progrediu ao ponto em
que temos um sistema de numeracao, o qual nos permite representar, mediante
o uso apropriado dos simbolos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9, todos os ntimeros naturais.
Além disso, nossa linguagem também fornece nomes para os primeiros termos da
sequéncia dos niimeros naturais. (Numeros muito grandes nao tém nomes especificos,
ao contrario dos menores como "mil novecentos e noventa e oito". Quem sabe, por
exemplo, o0 nome do nimero de atomos do universo?)

Voltando a usar a notagao s(n) para o sucessor do niimero natural n, teremos
entao 2 = s(1), 3 = s(2), 4 = s(3), 5 = s(4), etc. Assim, por exemplo, a igualdade
2 = s(1) significa apenas que estamos usando o simbolo 2 para representar o sucessor
de 1. A sequéncia dos nimeros naturais pode ser indicada assim:

1—-2—23—-4—>5— ...

As flechas ligam cada ntimero ao seu sucessor. Nenhuma flecha aponta para 1,
pois este niimero nao é sucessor de nenhum outro. O diagrama acima diz muito
sobre a estrutura do conjunto N dos nimeros naturais.

1.5 O axioma da inducao

Um dos axiomas de Peano, o ultimo, possui claramente uma natureza mais ela-
borada do que os demais. Ele é conhecido como o axioma da inducao. Faremos dele
uma analise detida, acompanhada de comentérios.
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O significado informal do axioma 4 é que todo nimero natural pode ser obtido
a partir de 1, por meio de repetidas aplicacoes da operacao de tomar o sucessor.
Assim, por exemplo, 2 é o sucessor de 1, 3 é o sucessor do sucessor de 1, etc.
Para se entender melhor o axioma da indugao é 1til examinar o exemplo, no qual
N ={1,2,3,...} mas a fungao s : N — N é modificada, pondo-se s(n) = n + 2.
Entao, se comecarmos com 1 e a este niimero aplicarmos repetidamente a operacao
de tomar o "sucessor"(nesta nova acepgao) obteremos 5(1) = 3,5(3) = 5,5(5) = 7,
etc., e nunca chegaremos a qualquer ntimero par. Portanto, temos funcao injetiva
5 : N — N para a qual nao é verdade que todo ntimero natural n pode ser obtido, a
partir de 1, mediante repetidas aplicacoes da operacao de passar de k para s(k).

Dentro de um ponto de vista estritamente matemaético, podemos reformular o
axioma da indugao do seguinte modo: Um subconjunto X C N chama-se indutivo
quando s(X) C X, ou seja, quando n € X = s(n) € X, ou ainda, quando o
sucessor de qualquer elemento de X também pertence a X. Dito isto, o axioma da
inducao afirma que o tnico subconjunto indutivo de N que contém o niimero 1 é o
proprio N.

No exemplo acima, os niimeros impares 1,3, 5,... formam um conjunto indutivo
que contém o elemento 1 mas nao é igual a N. O papel fundamental do axioma da
indugao na teoria dos niimeros naturais e, mais geralmente, em toda a Matematica,
resulta do fato de que ele pode ser visto como um método de demonstracao, chamado
o Método de Inducao Matematica, ou Principio da Inducao Finita, ou Principio da
Inducao, conforme explicaremos agora.

Seja P uma propriedade que se refere a nimeros naturais. Um dado nimero
natural pode gozar ou nao da propriedade P. Por exemplo, seja P a propriedade de
um ndmero natural n ser sucessor de outro niimero natural. Entao 1 nao goza da
propriedade P, mas todos os demais nimeros gozam de P.

Podemos também obter a validade do Principio de inducao matematica através
dos Axiomas de Peano, basta observar que, dada a propriedade P cumprindo as
condicoes estipuladas no enunciado do Principio, o conjunto X dos niimeros naturais
que gozam da propriedade P contém o ntimero 1 e é indutivo. Logo X = N, isto &,
todo ntmero natural goza da propriedade P. As propriedades bésicas dos niimeros
naturais sao demonstradas por inducao. Comecemos com um exemplo bem simples.

Exemplo 1.1 FEntre os axiomas de Peano nao consta explicitamente a afirmacao de
que todo nimero € diferente do seu sucessor, a qual provaremos agora. Seja P esta
propriedade. Mais precisamente, dado o nimero natural n, escrevamos P(n) para
significar, abreviadamente, a afirmacdo n # s(n). Entio P(1) é verdadeira, pois
1 # s(1), jd que 1 nao é sucessor de numero algum; em particular, 1 ndo € sucessor
de si proprio. Além disso, se supusermos P(n) verdadeira, isto é, se admitimos
que n # s(n), entao s(n) # s(s(n)), pois a fungio s : N — N € injetiva. Mas a
afirmacgao s(n) # s(s(n)) significa que P(s(n)) € verdadeira. Assim, a verdade de
P(n) acarreta a verdade de P(s(n)). Pelo Principio da Inducgdo, todos os nimeros
naturais gozam da propriedade P, ou seja, sao diferentes de seus sucessores.

Nas demonstracoes por indugao, a hipotese de que a propriedade P ¢é valida para
o namero natural n (da qual deve decorrer que P vale também para s(n)) chama-se
hipotese de inducao.

O Principio da Inducao nao é utilizado somente como método de demonstracao.
Ele serve também para definir fungoes f : N — Y que tém como dominio o conjunto
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N dos nimeros naturais.

Para se definir uma funcao f : X — Y exige-se em geral que seja dada uma regra
bem determinada, a qual mostre como se deve associar a cada elemento x € X um
tnico elemento y = f(x) € Y.

Entretanto, no caso particular em que o dominio da funcao é o conjunto N dos
numeros naturais, a fim de definir uma funcao f : N — Y nao é necessario dizer,
de uma s6 vez, qual é a receita que da o valor f(n), para todo n € N. Basta que
tenhamos conhecimento dos seguintes dados:

(1) f(1);
(2) Uma regra que permita calcular f(s(n)) quando se conhece f(n).

Esses dois dados permitem que se conhega f(n) para todo nimero natural n.
(Diz-se entao que a fungao f foi definida por recorréncia.) Com efeito, se chamarmos
de X o conjunto dos ntimeros naturais n para os quais se pode determinar f(n), o
dado (1) acima diz que 1 € X e o dado (2) assegura que n € X = s(n) € X. Logo,
pelo axioma da inducao, tem-se X = N.

Observacao 1.1 Uma funcao f : N =Y cujo dominio € o conjunto dos niumeros
naturais chama-se uma sequéncia ou sucessio de elementos de Y. A notacdo usada
para uma tal sequéncia é (Y1,Y2,- - Yn,-..), onde se usa y, em vez de f(n) para
indicar o valor da funcao f no numero n. O elemento vy, .

Deste modo, o Principio da inducao matematica pode ser visto como uma pro-
priedade fundamental dos niimeros naturais, em que se P(n) é uma propriedade
relativa ao nimero natural n, tal que:

(i) Base de indugdo: Mostrar que P(1) ¢ valida;

(ii) Hipotese de Indugdo: Para todo n € N | a validez de P(n) implica a validez de
P(n+1).

Entdo P(n) é valida qualquer que seja o nimero natural n.

1.5.1 Formulacgao do Principio da inducao matematica usando
conjuntos

O Principio da Inducao Matemética também pode ser enunciando usando a
linguagem da teoria de conjuntos:

Teorema 1.2 Seja S um subconjunto de N tal que:

(i) 1e€5;

(ii) Sempre que k € S, para algum k € N, temos que k+1 € S.
entao S = N.

Este teorema pode ser facilmente mostrado usando o principio da inducao ma-
tematica. Por outro lado, podemos demonstrar o principio da indugao matemética
supondo que o teorema acima é verdade, e considerando o conjunto S de todos os
naturais n para os quais P(n) é verdadeira.

7
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1.6 Generalizacoes da inducao matematica

H4 muitas variacoes do principio da inducdao matematica, que sao no fundo
equivalentes, mas podem tornar algumas demonstracoes mais simples.

1.6.1 Base genérica

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenca aberta P(n) vale para todos
0s nimeros naturais maiores ou iguais a um certo ng, ou seja, que "(Vn € N),
n > ng = P(n)". Por exemplo, a afirmacao n? > 3n é verdadeira para todo natural
n maior ou igual a 4, embora nao seja verdadeira se n for 0,1, 2 ou 3.

Podemos usar o principio da inducao matemaética para provar esse tipo de afir-
magao, de maneira indireta. Primeiro definimos um outro predicado Q(m) como
sendo equivalente a P(ny + m). Provamos entao a afirmacao (Vm € N) Q(m),
usando o principio da indugao matemaética. Essa afirmacao entao implica (Vn € N)
n >ny = P(n).

Este raciocinio justifica o teorema geral abaixo, que nos permite provar tais
afirmagoes por inducao matemética de maneira mais direta, usando ny como base
em vez de 1:

Teorema 1.3 Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N, se:
(i) P(ng) € verdadeira, e
(ii) Para todo k > ng , (P(k) = P(k+1)).

entdo P(n) é verdadeira para todo n € N com n > ny.

1.6.2 Passo genérico constante

Numa prova por inducao, além de comecar com uma base ng arbitraria, é possivel
usar um incremento maior que 1 no passo da inducao. Ou seja, o passo da inducao
pode ser a demonstracio de que P(k) = P(k + p), em vez de P(k) = P(k + 1).
Nesse caso, o roteiro ¢ dado pelo seguinte teorema geral:

Teorema 1.4 Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N, ng um nimero natural qual-
quer, e p um inteiro positivo, se:

(i) P(no),P(no+1),...,P(ng+p—1) sao verdadeiros, e
(ii) Para todo k,k > ng, P(k) = P(k + p).

entdo P(n) € verdade para todo n > ny.
Observe que, neste caso, a prova da base da inducdao deve valer para p inteiros
consecutivos, (ng,mo+ 1,...,n0+p — 1), e nao apenas ny.
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1.7 Usos indevidos da inducao matematica

E importante entender e verificar as condi¢oes em que a indugao matemaética
se aplica. Se mal utilizada, ela pode levar a conclusoes absurdas. Nos exemplos a
seguir, tente encontrar o erro na demonstracao.

Exemplo 1.2 Todos os cavalos tem a mesma cor.

Demonstragao: Seja a sentenca aberta P(n): "Num conjunto com n cavalos,
todos os cavalos tem a mesma cor."Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo
n > 1, por inducao.

e Base: Para n =1 a sentenca P(n) é verdadeira.

e Hipotese de inducdo: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k > 1; isto
é, em todo conjunto com k cavalos, todos tem a mesma cor.

e Passo de inducao: Vamos mostrar que, em todo conjunto com k + 1 cavalos,

todos tem a mesma cor. Considere um conjunto C' = {cl, Coy ..y Cp, Ck+1} com
k 4+ 1 cavalos. Podemos escrever o conjunto C' como uniao de dois conjuntos,
cada um com k cavalos, da seguinte forma: C = C"UC” = {¢y,...,c} U
{627 s 7Ck’+1}

Pela hipotese de inducao, todos os cavalos de C’ tem a mesma cor. O mesmo
¢ verdade para C”. Como ¢y pertence a C’ e a C”, concluimos que os cavalos
de C' tem a mesma cor que os cavalos de C”. Logo, todos os cavalos de C' tem
a mesma cor.

[ ]
Este exemplo, conhecido como paradoxo dos cavalos, foi inventado pelo mate-
matico hungaro George Pdlya (1887-1985).

O erro na “demonstragao” descobre-se ao analisar o raciocinio: faz-se a suposicao
implicita de que os dois subconjuntos de cavalos aos quais se aplicou a suposicao de
inducao tém um elemento comum, mas isto falha quando n = 2.

Este paradoxo é simplesmente o resultado de um raciocinio erréoneo. Mostra as-
sim os problemas que se produzem quando se deixam de considerar casos especificos
para os quais uma proposicao geral pode ser falsa.

O exemplo a seguir ilustra um erro similar na aplicagao do principio da inducgao
matematica, com “conclusao” igualmente absurda:

Exemplo 1.3 Todos os nimeros naturais sao 1guais.

Demonstracao: Seja P(n) a sentenga aberta "todos os nimeros naturais menores
ou iguais a n sdo iguais."Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n € N, por
inducao.

e Base: P(1) é obviamente verdadeira.

e Hipotese de inducao: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k > 1, ou
seja, todos 0s nimeros menores ou iguais a k sao iguais.
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e Passo de inducdo: Vamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira. Pela hipotese
de indugao, k — 1 = k. Somando 1 em ambos os lados da igualdade temos
k =k + 1. Portanto P(k + 1) também é verdadeira.

[
O proximo exemplo mostra a necessidade de provar a base da indugao

Exemplo 1.4 Para todo nimero natural n > 1, o nimero n® +n é impar.

Demonstracgao:
e Hipotese de inducao: Suponha que k? + k é impar para algum k > 1.

e Passo de indugao: Vamos mostrar que (k+1)>+ (k+1) é impar. Observe que
(k+1)2*+(k+1)=k+2k+1+k+1=(K+k) +2(k+1)

Este resultado é impar, pois (k? + k) é impar pela hipotese de indugao, 2(k + 1)
é par, e um nimero impar somado com um nuamero par é impar. =

Neste caso, nossa hipotese de indugao é falsa, pois para qualquer n > 1, o nimero
n? 4 n é par e ndo impar como supomos no inicio.

1.8 Principio da indugao completa (PIC)

Vamos agora enunciar o principio da indugdo completa (PIC), também chamado
de principio da inducao forte. Esta versao alternativa do principio da inducao mate-
matica serve, como a anterior, para demonstrar sentengas na forma (Vn € N) P(n).
Em alguns casos essa técnica torna a demonstracao da sentenca mais facil que a
técnica anterior.

Teorema 1.5 Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que
1. P(0) € verdade; e
2. Para todo k em N, (Vi € N)i <k, P(i) - P(k+1).
entio P(n) é verdade, para todo n € N.

Portanto, para provar que (Vn € N) P(n) é verdadeiro, usando inducao completa,
devemos proceder da seguinte forma:

1. Base da inducao: Mostrar que P(0) é verdade.

2. Hipotese de indugdo: Supor que, para algum k € N, P(i) é verdade para todo
1com0<g<Ek.

3. Passo da indugdo: Mostrar que P(k + 1) é verdade.

Como no principio da induc¢ao matematica, podemos generalizar e considerar a base
ng no lugar de 0.

10



1.9. PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO (PBO)

1.8.1 Formulacao do principio da inducao completa usando
conjuntos

Assim como no caso do principio da indu¢dao matematica, o principio da inducao
completa também pode ser enunciando usando a linguagem da teoria de conjuntos:

Teorema 1.6 Seja S um subconjunto de N tal que:
1. 08
2. Para todo k € N;{0,1,2,... )k} CS —k+1€S; entio S=N

1.9 Principio da boa ordenacao (PBO)

Uma outra maneira de provar sentencas abertas sobre niimero naturais é usar
uma propriedade dos niimeros naturais conhecida como o principio da boa ordenacao
(PBO). Seja S um conjunto de niimeros reais. Um elemento minimo de S é um y € S
tal que para todo x € S,y < x. O principio da boa ordenacao diz que:

Teorema 1.7 Todo subconjunto nao vazio S de N tem um elemento minimo.

Note que esta afirmacao nao é valida para subconjuntos de R ou Z; isto é, existem
subconjuntos de R e de Z que nao tem elemento minimo.

Como exemplo de uso do principio da boa ordenagao, vamos provar o Teorema
da Divisao de Euclides:

Teorema 1.8 Sejam a,b € N, com b > 0. Entao existem q,r € N tais que a = bg+r
com 0 <r <b.

Prova. Sejam a,b € N, com b#0,e S={a—b.k: ke N,a—bk >0}

Observe que S C N pois a — b.k > 0; e que S # () pois contém a = a — 0.0. Entao
pelo principio da boa ordenacao S tem um elemento minimo. Seja r = a — b.q esse
elemento. Suponha agora que > b. Nesse caso a—b.(¢+1) = r—0b > 0, e portanto
r — b estd também em S. Como b > 0, temos r — b < r. Isto contraria a escolha de
r como o menor elemento de .S. Portanto r < b. [

1.10 Formas equivalentes do principio da inducao
Nesta secao vamos provar a equivaléncia do principio da inducao matemaética
e do principio da indugao completa. Para isso vamos utilizar o principio da boa

ordenacao (PBO). Vamos provar que:

PIM = PBO = PIC = PIM

11



1.10. FORMAS EQUIVALENTES DO PRINCIPIO DA INDUCAO

1.10.1 PIM implica PBO

Demonstragao: Vamos supor que o principio da inducao matematica é vélido, e
provar o principio da boa ordenacao.

Seja S um subconjunto de N que nao possui elemento minimo; vamos mostrar que
ele s6 pode ser o conjunto vazio. Considere a sentenca aberta P(n): "todo elemento
de S & maior que n". Vamos provar (Vn € N) P(n) por indu¢do matematica.

e Base: como 0 < z para todo x € N, 0 nao pertence a S , pois caso contrario
seria um elemento minimo. Logo, P(0) é verdadeira.

e Hipotese de inducao: Vamos supor que P(k) é verdadeira para algum k; isto
é, todo elemento de S ¢ maior que k.

e Passo da indugdo: Vamos provar que P(k + 1) é verdadeira. Todo elemento
x de S é maior que k, portanto, ¢ maior ou igual a k + 1. Segue dai que
o nimero k + 1 nao pode pertencer a S , pois nesse caso seria um elemento
minimo. Portanto, todo elemento de S é maior que k£ + 1. Ou seja, P(k + 1)
é verdadeira. Por outro lado, se z é um elemento qualquer de S , a afirmacao
P(z) é falsa. Portanto, a afirmacao (Vn € N) P(n) implica que S é vazio.

1.10.2 PBO implica PIC

Demonstragao: Vamos supor agora que o principio da boa ordenacao ¢é valido, e
provar o principio da inducao completa.

Suponha que P(n) é uma sentenga aberta que satisfaz as condi¢oes do principio da
inducao completa, isto é:

1. P(0) & verdade; e

2. para todo k € N, ((Vi €e N)i <k — P(i)) — P(k +1).

Considere o conjunto S = {n € N : P(n) é falsa}. Se S nao for vazio, pelo
principio da boa ordenagao ele possui um elemento minimo. Pela condicao 1 acima,
este elemento é positivo, ou seja, é k + 1 para algum k € N. Como k + 1 ¢ minimo,
P(i) deve ser verdadeira para todo natural i < k. Mas pela condic¢ao 2, P(k + 1)

deve ser verdadeira, ou seja k+1 < S . Esta contradicao significa que S é vazio, ou
seja P(n) é verdadeira para todon. m

1.10.3 PIC implica PIM

Demonstragao: Para concluir, vamos supor que o principio da inducao completa
é verdade, e provar o principio da indugao matemaética.

Seja P(n) uma sentenca aberta que satisfaz as condigbes do principio da inducdo
matematica, isto é,

1. P(0) & verdade; e

2. para todo k € N, P(k) — P(k+1).

12



1.11. APLICACOES EM MATEMATICA DO PRINCIPIO DE INDUCAO
MATEMATICA

A segunda afirmacao implica uma outra, que chamaremos de 2’ para todo k& € N,
(Vi <k)P(i)) — P(k+1).
Nesta passagem usamos o fato que
(Vi < k) P(i) equivale a ((Vi < k)P(i)) A P(k)
e o teorema da logica proposicional(*).
(p—q) = (rAp—q)
onde p = P(k), q=P(k+1), e r=((Vi < k)P(7)).
As condigoes 1 e 2/ sao as hipoteses do principio da inducao completa, portanto
concluimos que P(n) é verdadeira para todo n. =

(*)Demonstragao do Teorema da logica proposicional, disponivel em (Fundamen-
tos de Matematica Elementar, volume 01 - Gelson lezzi(e outros) 1977 - Pags 1 a
15)

1.11 Aplicacoes em Matematica do Principio de In-
ducao Matematica

1.11.1 Conjuntos finitos e infinitos

Seja m € N, definimos I, = {r e N:z <m} ={1,...,m}.

Diremos que um conjunto A é finito, se A = ) ou se existirem m € N e uma
bijecdo de I,,, em A. Se A nao é finito, diremos que ¢é infinito.

A questao que nos colocamos agora é saber se o nimero natural m é univocamente
determinado por A e pela existéncia de uma bijecao de I, em A. A resposta é
positiva e decorre do seguinte resultado.

Teorema 1.9 Sejam m e n dois nimeros naturais. Se m > n, entdo nao existe
nenhuma funcao injetora de I,, em I,.

Demonstracao: Basta provar o teorema quando m = n+1. De fato, se m > n+1
e se existisse uma funcao injetora de I,,, em I, a sua restricao a [, seria também
injetora.

Mostraremos por inducao sobre n que é verdadeira para todo n > 1 a seguinte
sentenca: P(n): Nao existe nenhuma funcao injetora de I,; em I,,.

(i) P(1) é verdadeira;

(ii) Suponhamos que P(n) é verdadeira e seja I, 1o — I,,+1 queremos provar que f
nao é injetora. Vamos supor, por absurdo, que f é injetora. Duas possibilida-
des podem ocorrer.

(a) n+1¢ f(I,42). Neste caso, a fun¢ao g : I,11 — I, definida por g(x) = f(z)
para todo X € I, é injetora, o que é uma contradicao.

(b) n+1¢€ f(I,42). Seja X' o tnico elemento de I, 19; tal que f(z') =n + 1.
Consideremos dois subcasos:

(b’) ' = n + 2. Neste caso, g : I,11 — I, definida por g(x) = f(x), Vo € I,11 é
bem definida e injetora, absurdo.
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MATEMATICA

(b”) 2’ #mn+ 2. Como f é injetora, temos que f(n+2) # f(z') =n+ 1.

f(z), se x # 1';
f(n+2), sex=u2a

é bem definida e injetora, o que caracteriza uma contradicao. m

Suponha agora que dado um conjunto A, existam niimeros naturais m e n com
m > n e duas bijecoes f : I, — Aeg: I, = A Segue entdo que g 1o f :
I, — I,, ¢ uma bijecao, portanto, injetora o que nao ¢ possivel pelo teorema.
Consequentemente dado um conjunto finito A o nimero natural m para o qual
existe uma bijecao [,, — A é univocamente determinado por A e é chamado do
ntumero de elementos de A. Diremos neste caso que A tem m elementos.

Logo a funcao g : I,,41 — I, definida por g(z) = {

Corolario 1.1 [Principio de Dirichlet|. Dados dois conjuntos X e Y respectiva-

mente com m e n elementos, se m > n, entdo nao eriste nenhuma fungdo injetora
de X em Y.

Demonstracao: FExistem bijecoes f : I, - X e g : I, — Y. Se existisse uma
funcao injetora h : X — Y, teriamos que g ' oho f : I, — I,, é injetora, o que nao
é possivel pelo teorema. =

O Principio de Dirichlet é também chamado de principio das gavetas pois admite
a seguinte formulacao: Dados m objetos a serem distribuidos em n gavetas e se
m > n,entao uma das gavetas devera conter mais de um objeto.

Corolario 1.2 Sejam X um conjunto com m elementos e Y um conjunto com n
elementos. Se m < n, entao nao existe nenhuma sobrejecao de X em Y.

Demonstracao: Suponha que exista uma sobrejecao f de X em Y, entao f admite
uma inversa a direita g : Y — X. Portanto, fog: Id(y). Segue entdo que g admite
uma inversa a esquerda, assim tem-se que g ¢é injetora. Isto contradiz o Principio
de Dirichlet. m

Corolario 1.3 Sejam X e Y dois conjuntos finitos com o mesmo nimero de ele-
mentos. Uma funcao f: X — Y € injetora se, e somente se, ela é sobrejetora.

Demonstragao: Suponha que f seja injetora e suponha por absurdo que nao seja
sobrejetora. Seja ¢y’ € Y nao pertencente a f(X). Logo é bem definida e injetora a
funcao:
fi: X = V\{y)
z - f(z)
Isto é uma contradicao pelo Principio de Dirichlet. Suponha x' # x” agora que f
seja sobrejetora mas nao injetora. Logo existem 2’ e 2" em X tais que f(z') = f(z").
Portanto é bem definida e sobrejetora a fungao: fo: X\{2'} =Y z — f(x)

Isto contradiz o Corolario .2 m

Proposicao 1.1 Dados dois conjuntos A e B com n elementos, entdo o conjunto
de todas as bijecoes de A em B tem n! elementos.

Demonstracao: Considere a sentenca aberta P(n): O numero de bije¢oes entre
dois conjuntos, cada um contendo n elementos, é n!.
P(1) é claramente verdadeira pois sé existe uma bije¢do entre dois conjuntos com
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1.11. APLICACOES EM MATEMATICA DO PRINCIPIO DE INDUCAO
MATEMATICA

1 elemento cada um. Suponha P(n) verdadeira e sejam A e B dois conjuntos com

n + 1 elementos cada um. Fixe um elemento a de A. Existem n + 1 possibilidades

para escolher a imagem de a em B por uma bijecao. Para cada escolha destas,

por exemplo a — b, as bijecoes que tem esta propriedade sao tantas quantas sao

as bijecoes de A\a em B\b, logo sao em numero n!. Portanto o nimero total de

possibilidades de definir uma bijecdo de Aem B é (n+ 1).nl=(n+1)! =
Daremos agora um exemplo de conjunto infinito

Proposicao 1.2 Z ¢ infinito.

Demonstragao: Se existissem um nimero natural m e uma bijecao f : I, — Z,
teriamos uma fungao injetora f~1 : Z + I, e portanto a restricao f~ i1 : Lyt —
I,,, seria injetora, o que é impossivel pelo Teorema 1.9, m

1.11.2 Bindémio de Newton
Sejam ACR,a€ Aen € N.

a, n=1;

Definigao 1.1 a" = { aat n> 1.

Para n,: € Z., definimos:
|
n!

— >
(T.L) —{ Am—y "=
¢ 0, n <1i.

Pela definicao destes nimeros nao é claro que se trata de nimeros inteiros. Os
proximos lemas nos mostrarao que tais nimeros sao efetivamente inteiros.

Lema 1.1 (Relacdao de Stifel). Para todo nimero natural n e todo inteiro i com
1 <1< n, temos que:
(5)- (=07
. +(.]= .
1—1 l l
Demonstracgao:

(z' . 1) * <7Z) - 1)!(nni ) z‘!(nni i)!

in! (n—14+1)n!

ilm—i+1) dn—i+1)!
inl+ (n—i+1n!)

il(n —i+1)!

(n+1).n!

illn—i+1)!

(n+1)!
illn—i+1)!

()
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1.11. APLICACOES EM MATEMATICA DO PRINCIPIO DE INDUCAO
MATEMATICA

Lema 1.2 Dado um nimero natural n qualquer, para todo nimero inteiro i com

0 <71 <n éintetro o numero ()
1

Demonstracao: Por inducao sobre n. A proposicao é claramente verdadeira para
n = 1. Suponha que seja verdadeira para n.

(TH_ 1) ( : ) (n)
. = | . + 1.
l 1—1 )
Logo é inteiro pela hipotese de inducao. m

Teorema 1.10 (Bindmio de Newton) . Dados dois elementos a,b € R e um
numero natural n, tem-se que

(a+b)"=a"+ (T)a"‘l.b—k---%— (ﬁ)a”"'.bi+---+bn

1

Demonstracao: Seja P(n) a igualdade acima. P(1) é obviamente verdadeira.
Suponhamos que P(n) seja verdadeira. Temos que (a + b)"™ = (a +b).(a + b)" =
a.(a+b)" +b.(a+b)"

Pela hipotese de que P(n) é verdadeira, segue que

e ala+b)" =a" + (n) a" + (n) a” b+ ( " )a2.b”1 + (n) a.b”
1 2 n—1 n

o ba+b)=amb+ (a4 " Y2t 7 )abr ot
1 n—2 n—1

Somando membro a membro estas igualdades e usando as relagoes do Lema 1,
segue que P(n + 1) é verdadeira. =
O corolario segue imediatamente do teorema [1.10[ acima

Corolario 1.4 Para todo nimero natural n, tem-se que

n

(a—b)"=a"+ (1> (—Da" b+ + (7;) (=1)a™ "0 + - 4 (=1)""
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Capitulo 2

Recorréncias

Rela¢ao de recorréncia (ou passo recorrente) é uma técnica matematica que per-
mite definir sequéncias, conjuntos, operacoes ou até mesmo algoritmos partindo de
problemas particulares para problemas genéricos, ou seja, por intermédio de uma
regra pode-se calcular qualquer termo em funcao do(s) antecessor(es) imediato(s).

As relagoes de recorréncia sao compostas por duas partes importantes: a(s)
condigao(des) inicial(is) que deve(m) ser conhecida(s) e a equacao de recorréncia
que ¢ a regra que permitira calcular os proximos termos em funcao dos antecessores.

A equacao de recorréncia nao pode definir sequéncias sem as condigoes iniciais,
isto é, nao é uma relacao de recorréncia.

Muitas vezes nao é possivel resolver problemas de contagem diretamente combi-
nando os principios aditivo e multiplicativo. Para resolver esses problemas recorre-
mos a outros recursos: as recursoes ou recorréncias. A principal ideia por tras das
recorréncias é expressar uma quantidade z,, em fungao de quantidades anteriores
Tn—1,Tp—2y...,T1.

Em certas sequéncias numeéricas, em alguns casos, ¢ possivel determinar um
termo geral de um nimero da mesma em funcao de um ou mais de seus termos
anteriores. Termos gerais desse tipo sao chamados de equacoes de recorréncia.

Uma sequéncia ¢ definida recursivamente se ela for dada por uma regra (recor-
réncia) que permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais termos
anteriores. Por exemplo PAs, PGs, fatorial, poténcias com expoente maior do que
1, como, por exemplo:

1. progressoes aritméticas: a,, = a,_1 + 7}

2. progressoes geométricas: a, = ap—1¢;

3. fatorial: a,, = na,_1;

1

4. poténcias com expoente natural: a, = aa™~

Para definir uma sequéncia desse modo, nao basta dar a recorréncia, mas é pre-
ciso dizer qual é o seu primeiro termo. Isto é 6bvio nos casos de PAs, PGs. No caso
(3), obtemos o fatorial, se tomarmos a; = 1. Se tomarmos a; = 2, por exemplo,
obtemos a sequéncia:

CL1:2,CL2:47CL3:12,CL4:48,...
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2.1. SOLUCAO DE UMA RECORRENCIA

que nao representa o fatorial. Temos também que (4) somente define as poténcias
de a se tomarmos a; = a

Podemos classificar os diversos tipos de sequéncias recorrentes, quanto a sua
(seu):

(i) Ordem: A ordem nos da o nimero de termos anteriores de quem o termo geral
depende. Por exemplo, um termo geral que nos da um termo da sequéncia
em funcao de um termo anterior é dito uma recorréncia de 1%ordem; o que
nos d4 um termo em funcgao de 2 termos anteriores é dito uma recorréncia de
2%ordem, e assim em diante.

(ii) Termo Independente: Uma equacao que nos da um termo em fungio de termos
anteriores e outras constantes aditivas , ou seja, termos independentes, sao
ditas recorréncias nao homogéneas. Equacoes homogéneas sao as recorréncias
com termos gerais sem termos independentes.

(iii) Linearidade: Uma recorréncia ¢ dita linear quando o expoente dos termos
anteriores do termo geral sao todos iguais a 1, e caso contrario ¢ dita nao
linear.

2.1 Solucao de uma recorréncia

Resolver uma relacao de recorréncia é encontrar uma férmula explicita que da
o termo geral da sequéncia, de preferéncia usando funcoes elementares ou outras
relacoes de recorréncia mais simples.

Muitas sequéncias sao definidas recursivamente(isto é, por recorréncia), ou seja,
por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em funcao do(s)
antecessor(es) imediato(s).

Exemplo 2.1 A sequéncia(x,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7,... pode ser
definida por r,o1 = xp, + 2(n > 1), com 1 = 1. Assim, x, = 2n — 1 para todo
n €N, é a solucao dessa recorréncia.

Exemplo 2.2 Qualquer progressio aritmética (x,) de razao r e primeiro termo
a pode ser definida por .41 = x, +r (n > 1), com 1 = a. E fdcil ver que
T, =a+ (n—1)r é uma solugao dessa recorréncia.

Exemplo 2.3 Qualquer progressio geométrica (z,) de razao q e primeiro termo a
pode ser definida por x,11 = q.x,(n > 1), com ¥, = a. F fdcil ver que z,, = aq"™!

Exemplo 2.4 A sequéncia (F,), dita de Fibonacci, cujos termos sio 0,1,1,2,3,5, ...

e na qual cada termo € a soma dos dois imediatamente anteriores € definida por

Froio=F,1+ F,(n>0), com Fy =0 e F} = 1. Veremos mais tarde que
F(n)=—=

1+v5\  [(1-v5\
V5 2 a 2

¢ solucao dessa recorréncia, também chamada de formula de Binet.

1
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2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Uma recorréncia, por si s6, nao define a sequéncia. Por exemplo, a recorrén-
cia do Exemplo Tni1 = T, + 2, é satisfeita, ndao apenas pela sequéncia dos
niimeros fmpares, mas por todas as progressoes aritméticas de razao 2. Para que
a sequéncia fique perfeitamente determinada é necessario também o conhecimento
do(s) primeiro(s) termo(s).

Nos exemplos temos recorréncias de primeira ordem, isto €, nas
quais cada termo é expresso em fungao do antecessor imediato, e que no exemplo
2.4] temos uma recorréncia de segunda ordem, ou seja, na qual cada termo é expresso
em funcao dos dois antecessores imediatos.

2.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Uma recorréncia de primeira ordem, expressa x,,; em fungao de z,. Ela é dita
linear se (e somente se) essa fungao for do primeiro grau, ou seja, se ela é da forma

Tus1 = g(n)a, + h(n)

Onde g e h sao fungoes reais definidas sobre N.
Dizemos que a recorréncia ¢ homogénea, se h = 0.

Exemplo 2.5 As recorréncias x,., = 2x, — n® e T,4.1 = nx, sdo lineares e a
recorréncia T,.1 = 2 ndo € linear. As duas tltimas sio ditas homogéneas, por ndo
possuirem termo independente de x,,.

Nao hé grandes dificuldades na resolu¢ao de uma recorréncia linear homogénea de
primeira ordem, conforme mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.6 Resolva a recorréncia x,.1 = 2x,.

Solugao 2.1 Temos:

To = 21’1
T3 = 21’2
Ty = 21’3

Tp = 2Tp 1

Dai, interagindo, obtemos x, = 2" 'z, . € claro que como ndo foi prescrito o valor
de x1 , hd uma infinidade de solugoes para a recorréncia, x, = C.2""!  onde C é
uma constante arbitrdria.

As recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem que mais facilmente se
resolvem sao as da forma x,,; = =, + f(n). Com efeito, temos

To = X1 + f(l)
T3 = To + f(?)
1y =3+ f(3)
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2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Somando, obtemos:

O teorema a seguir mostra que qualquer recorréncia linear nao-homogénea de pri-
meira ordem pode ser transformada em uma da forma =, = x, + f(n)

Teorema 2.1 (Solugio de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem)Se a,, é uma
solu¢do ndao-nula da recorréncia xn1 = g(n)T,, entdo a substituicdo x, = apyn
transforma a recorréncia Ty11 = g(n)x, + h(n) em yni1 = yn + h(n)[g(n) - a,) ™t .

Demonstracao: A substituicao x,, = a,y, transforma

Tus1 = g(n)2, + h(n)

em
An1Ynt1 = g(n)anyn + h(n)
ou seja,
Ynt1 = Yn + h(n)[g(n) - an]_l
|

Exemplo 2.7 Resolver x,.1 = 2x, + 1,1z, = 2.

Solugdo 2.2 Uma solug¢io nao-nula de x,., = 2z, €, por exemplo, x, = 2",
conforme vimos no Exemplo . Fazendo a substituicio x, = 2" 'y, , obtemos
2"yt = 2"y, + 1, ou seja, Yni1 = Yo + 27" . Dai se tem

Yo =y + 27"

Ys = y2 +27°

Yy =y3+27°
Yn = Yn—1 + 27(n71)

Somando, resulta

Yp =11 +27 " +2724277 4 ... 42 (D)

—1\n—1
_ @)1
A=
:y1_21—n+1'

Como x, = 2" Yy, ex; =2, temosy1 =2 ey, =3 —2"" . Dai, v, = 3-2" 1 — 1.
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

2.3 Recorréncias lineares de segunda ordem
Uma recorréncia linear de segunda ordem é uma recorréncia do tipo
f(n)z, + g(n)x,—1 + h(n)x,—o + k(n) =0

Onde f, g, h e k sao fungdes cujos dominios sao o conjunto dos niimeros naturais e
f(n) nunca se anula. Quando k = 0, a recorréncia é dita homogénea. Para que uma
recorréncia do tipo acima nos defina uma sequéncia, é preciso estipular os valores
dos seus dois termos iniciais.

2.3.1 A equacao caracteristica

Inicialmente, trataremos das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas
com coeficientes constantes, isto é, recorréncias da forma

Tnt2 + PTpt1 + qTn = 0.

Suporemos sempre ¢ # 0, pois se ¢ = 0, a recorréncia seria, na realidade, uma
recorréncia de primeira ordem.

A cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes cons-
tantes, da forma acima, associaremos uma equacao do segundo grau, r>+pr+q = 0,
chamada equacdo caracteristica. A nossa suposicao preliminar de que g # 0 implica
que 0 nao é raiz da equacao caracteristica.

Exemplo 2.8 A recorréncia T, o = Tpi1 -+, tem equacao caracteristica r® = r+1.
As raizes da equacdo caracteristica sao

1+46 1-V5
2

€Ty =
2

1

O teorema a seguir mostra que se as raizes da equacao caracteristica sao r; e ro,
entao qualquer sequéncia da forma a, = Cirf + Cyrl é solu¢ao da recorréncia,
quaisquer que sejam os valores das constantes C; e Cs.

Teorema 2.2 Se as raizes de r? +pr+q =0 sao ry e ry , entao a, = C1r{ + Cory
é solucao da recorréncia 1o + prni1 + qp = 0, quaisquer que sejam os valores das
constantes Cy e Cy.

Demonstracao: Substituindo a,, = Cyr{+Csry na recorréncia 2 +px,1+qT, =
0, obtemos, agrupando convenientemente os termos,

Cyri(r} + pri+ q) + Cory (r + pra + q)

= 017’?04‘027”;0 =0
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

2.3.2 Caracterizando recorréncias de segunda ordem

O teorema a seguir mostra que, se r; # ry , todas as solucoes da recorréncia tém
a forma apontada no Teorema [2.2]

Teorema 2.3 Se as raizes de r®> +pr+q =0 sdo ri e ry, com ry # ry , entdo todas
as solugoes da recorréncia x,o + pTpi1 + qr, = 0 sao da forma a, = Cyri + Corl,
C4 e Cy constantes.

Demonstracao: Seja y, uma solugao qualquer de x5 + pr,1 + qr, = 0. Deter-
minemos constantes C; e Cs que sejam solugoes do sistemas de equagoes

Ciry + Corg =y

Cﬂ’% + CQT% = Y2
isto é,

T3YL — T2l Y2 — i
Ci=—"F"F"—"—e(Cy = —F——""—

rira(ra — 1) rira(ra — 1)

Isso é possivel poisry Zroer; A0 eryg #£0

Afirmamos que y,, = Cir] + Cyrl para todo n natural, o que provara o teorema.
Com efeito, seja 2z, = y, — Cir} — Cory. Mostraremos que z, = 0 para todo n.
Temos

Znt2 + DZni1 + @20 = (Ynt2 + PYni1 + qyn) — C1r7 (1] +pri + q) — Corl (r3 + pra+ q)

O primeiro paréntese é igual a zero porque y,, é solucao de x, 2+ pr,i1+qx, = 0; 0s
dois tltimos parénteses sdo iguais a zero porque 7, e ry sao raizes de 72 +pr+4q = 0.
Entao 2,42+ pzni1+qz, = 0. Além disso, como Cyry + Cory = yy € C173 +cors = 1o,
temos z1 = 29 = 0. Mas, se 2,19+ pzpt1+ 92, =0 e 21 = 2o = 0, entao z, = 0 para
todon. m

Exemplo 2.9 Vamos determinar as solugoes da recorréncia
Tpyo + 3xp1 — 4z, = 0.

A equacdo caracteristica v + 3r — 4 = 0, tem raizes 1 e —4. De acordo com
os Teoremas e as solugoes da recorréncia sao as sequéncias da forma a, =
Ci11"+Co(—4)" | isto €, a, = C1+Co(—4)" , onde Cy e Cy sao constantes arbitrdrias.

Exemplo 2.10 Sequéncia de Fibonacci e Formula de Binet.
Determinemos o numero de Fibonacci F,, definido por

Foo=F, 1+ F, comFy=0¢e¢F; =1

A equagao caracterfstica é 7> = r + 1 e as suas raizes sao dadas por

1++5 1-+5
5 “TPT T

T =
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

1+v5\ 1-v5)
oo o

Para determinar C; e (5, basta usar Fy =0 e F} = 1. Obtemos o sistema

Entao

Ci+Cy=0
1++/5 5
Logo,
1 1
Ci=—e(Cy=——
Vs B
Assim,

s L (16vB) 1 (145
NV 2 NG 2

Se as raizes da equagao caracteristica forem complexas, a solucao a, = Cir! +
Cyry, Cy e Cy constantes arbitrarias pode ser escrita de modo a evitar calculos com
complexos. Pondo as raizes na forma trigonométrica, teremos:

r1 = p(cosh + isenb), ro = p(cost — isend)

ri = p"(cosnb + isennh), ry = p"(cosnf — isennf).

Logo,
Cir} + Corgd = p"[(C1 4 Cs) cosn + i(Cy — Cy)sen nb).

E claro que O] = C; + Cy e Ch = i(Cy — Cy) sdo novas constantes e a solucio pode
ser escrita.
a, = p"[C] cos nb + Cisen nb]

Exemplo 2.11 A recorréncia x,19 + Tpi1 + x, = 0 tem equagdo caracteristica
2 +1r+1=0, cujas raizes sao

1+iV3 1—iV3

r = T € To = 9
que sao complexas de mddulo p =1 e argumento principal 0 = +% A solugao €

Ty = pn[cl cosnd + CQSenne] = Cl coS % + 02367),%

O que aconteceria se as raizes da equacao caracteristica fossem iguais? Os teoremas
a seguir respondem essa pergunta.

Teorema 2.4 Se as raizes de 7> + pr + ¢ = 0 sdo iguais, 1, = 9 = r, enldo,
a, = Cir"™ + Conr™ € solucdao da recorréncia T, o + pTpi + qr, = 0, quaisquer que
sejam 0s valores das constantes Cy e Cy.
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~ , ~ . . - —p S
Demonstracao: Se as raizes sao iguais, entao r = <> Substituindo a,, = C1r" +
Coynr™ na recorréncia

Tpto + PLpt1 + qTn =0

obtemos, agrupando convenientemente os termos,
Cir™(r® + pr + q) + Conr™(r* + pr 4 q) + Cor™r(2r + p)

= 017’”0 + CQTLT”O + CQT’”T’O = 0.

Teorema 2.5 Se as raizes de r> + pr + q = 0 sao iguais, r, = r9 = r, entdo todas
as solucoes da recorréncia T, o + prpi1 + qr, = 0 sao da forma Cir"™ + Conr™ , C
e Cy constantes.

Demonstracao: Seja y, uma solucao qualquer de .9 + pr,+1 + qx, = 0. Deter-
mine constantes C e Cy que sejam solugoes do sistema de equacoes
{ 017“ + 027“ = U1
017’2 + 2027‘2 = Y9
Isto é,

Isso é possivel, pois r # 0

Afirmamos que y,, = Ci1r" 4+ Conr™ para todo n natural, o que provara o teorema.
Com efeito, seja z, = vy, — C1r" — Conr™. Mostraremos que z, = 0 para todo n.
Temos:

Zng2 T P21 + 420 = (Yns2 + DYnt1 + qYn) —
C’lr”(rz +pr+q) — Cgm"”(rQ +pr+q) — Cor™r(2r + p)

O primeiro paréntese é igual a zero porque y, é solugdo de x, 1o + pr,i1 + qr, = 0;
o segundo e o terceiro parénteses sao iguais a zero porque 7 é raiz de r? +pr+qg=0;
o quarto € igual a zero porque 2r+p = 0 ja que, quando r; = ro = 7, tem-se r = —5
Entao 2,49 + pzpt1 + gz, =0

Além disso, como Cir + Cor = y; e C1r? +2C572% =y, , temos 21 = 25 = 0.
Mas, se 2,40 + pzpi1 + @2, =0 € 21 = 250 = 0 entao 2z, = 0 para todon. =

Exemplo 2.12 A recorréncia x,19 — 4x,1 + 4z, = 0 tem equagdo caracteristica
> —4r +4 = 0. As raizes sdo v, = ro = 2 e a solucdo da recorréncia é T, =

01211 + CQTLQ”

O teorema a seguir mostra um processo para resolver algumas recorréncias nao-
homogéneas.

Teorema 2.6 Se a, ¢ uma solugcio da equa¢io x, o + prpi1 + qr, = f(n), entdo
a substituicao x, = a, + Yy, transforma a equacao em Ynio + PYni1 + qYn = 0.
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Demonstracao: Substituindo x,, por a, + vy, na equagao, obtemos

(an+2 +pan+1 + qan) + (yn+2 + PYn+1 + qyn) = f(n>

Mas any2 + pani1 + qa, = f(n) pois a, é a solugdo da equacao original. Logo, a
equacao se transformou em

Ynt2 + DPYny1 + qyn =0

[

A solucao de uma recorréncia nao-homogénea é constituida de duas parcelas:
uma solugdo qualquer da nao-homogénea e a solugao homogénea. A solucao da
homogénea, sabemos achar. Uma solu¢ao da nao-homogénea, procuraremos por
tentativas.

Exemplo 2.13 A recorréncia x,, 9—6x,1+8x, = n+3" tem equac¢do caracteristica
r2—6r+8 = 0, cujas raizes sio r = 2 ery = 4. Portanto, a solu¢do da homogénea,
isto €, de 0 — 62101 + 82, =0 € h, = Cy + Cy4™ . Tentaremos agora descobrir
uma solucao particular, t,, da recorréncia

Tpio — 6Tpyq + 8z, = n+ 3",

Ora, se substituirmos t, em x, 19 — 61,11 + 8z, devemos encontrar n+3" . Que
tipo de funcao deve sert, ¢ Poderiamos imaginar que t,, seja a soma de um polindmio
do primeiro grau com uma exponencial de base 3. Tentaremos t, = A, + B + C3".
Substituindo em x,,9 — 61,41 + 82, = n + 3" obtemos

3A,+3B—-4A—-C3" =n+3".

Assim, t,, serd solugdo se 3A=1,3B —4A =0 e —C = 1. Logo,

1 4
A=>-B=-¢C=-1.
37779 ¢
Dai
t 1+4 3"
n==-n+-—3"
3779

Exemplo 2.14 A recorréncia x,19—6x,,1+8x, = 142" tem equacao caracteristica
2 —6r +8 = 0, cujas raizes sio v = 2 e ry = 4. Portanto, a solucdo da equacdo
homogénea, isto €, de X, 0—06x,1+8x, =0 €éh, = C12"4+Co4™ . Tentaremos agora
descobrir uma solucao particular, t, da recorréncia x, o — 62,1 + 8z, = 1 + 27,
Ora, se substituirmos t, em x, o —6x,1 + 8x, devemos encontrar 1 +2". Que tipo
de funcao deve sert, ? € possivel que t,, seja a soma de um polindmio constante com
uma exponencial de base 2. Tentaremos t, = A+ B2"™ . Substituindo em

Tpio — 6Tp + 81, =1+ 27,

Obtemos 3A = 1 + 2" . Essa igualdade é impossivel. A recorréncia nao admite
solu¢ao da forma t, = A+ B2" .

Parando para pensar no que aconteceu, verificamos que era obvio que a nossa
tentativa nao podia dar certo. O espirito da nossa tentativa era tentar uma constante
A para que obtivéssemos uma constante que igualariamos a 1 e tentar B2™ para gerar
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uma exponencial que pudéssemos igualar a 2" . E claro que o termo B2" ndo poderia
cumprir o seu papel. B2™ é solu¢ao da homogénea (€ a solugdo da homogénea que
é obtida pondo C; = B e Cy = 0) e, substituido da equacdo, daria zero e nao uma
exponencial que pudéssemos igualar a 2".

Vamos corrigir a nossa tentativa para t, = A + Bn2". Sempre que na nossa
tentativa em algum bloco nao cumprir o seu papel, fazemos a correcao “aumentando
o grau”, isto €, multiplicando o bloco por n. Agora, substituindo obtemos 3A —
B4B2" =1 4+ 2n.

Se3A=1¢e—4B =1, isto €,

1 1
A=-eB=—-
3 4
Temos a solugao
p 1 n2"
"3 4
A solucao da recorréncia é a soma de h,, com t,. Portanto,
1 n2"
n=012"4+Co4" + - — —
x 127+ Cod™ + 3 1

2.4 Sequéncias infinitas

Uma sequéncia infinita ¢ uma fungao cujo dominio é um conjunto de inteiros
limitado inferiormente, ou seja {n € Z : n > r} para algum inteiro r; por exemplo,
todos os naturais N, ou todos os inteiros positivos N\{0} . Para estas sequéncias
valem os mesmos conceitos de termo, indice e valor vistos para sequéncias finitas,
bem como a notacao z,, em vez de z(n). Além disso, se n é uma variavel arbitraria,
a formula “z!’ é chamada de termo geral da sequéncia.

Ocasionalmente o termo sequéncia também é usado quando o dominio é o con-

junto de todos os inteiros Z; nesse caso pode-se dizer que a sequéncia é bi-infinita.

Exemplo 2.15 Seja z : N — R onde z,, = n?, para todo n € N. Os elementos da
sequéncia sao: xg =021 =1, 20 =4,23=9,...

Assim como no caso das sequéncias finitas, a escolha do indice inicial r varia
de autor para autor. Em particular, muitos autores definem sequéncias infinitas
como funcoes dos naturais positivos N \ {0}. Em outros contextos, entretanto, é
conveniente adotar o indice inicial como sendo 0, e definir sequéncias infinitas como
fungoes com dominio N (incluindo 0).

O conceito de subsequéncia também vale para sequéncias infinitas. Por exemplo,
se o & a sequéncia com dominio N tal que x, = n? , e R é o conjunto dos nimeros
naturais pares, a subsequéncia y de x determinada por R seria a restricao de x a R,
ou seja, a fungao: y = {(2k,4k?) : k € N} = {(0,0), (2,4), (4,16), ...}

Como no caso finito, é conveniente supor que os termos de uma subsequéncia
sdo reindexados a partir de um valor convencional (0 ou 1). No exemplo acima,
a subsequéncia de x determinada por R seria a fungao y = {(k,4k?) : k € N} =

{(0,0),(1,4),(2,16), ...}
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2.5 Majoracao e minoracao de recorréncias

Muitas vezes é dificil ou impossivel obter uma férmula explicita exata para uma
sequéncia y definida recursivamente sobre um conjunto de indices D. Porém, nesses
casos pode ser possivel obter um limitante inferior para y: uma sequéncia x, com
mesmo dominio D, tal que z, < y, para todo n em D. Analogamente, pode ser
possivel obter um limitante superior, uma sequéncia z tal que y, < z, para todo n
em D. Tais limitantes podem ser suficientes para muitos fins, como por exemplo,
reserva de espaco de memoria para certa tarefa, ou estimativa do tempo de execucao
de um programa.

Por exemplo, considere a sequéncia y tal que yo = 3 ¥ = Yn—1 + |Yn—1/3] para
todon >0

Os primeiros termos desta sequéncia sao:

n|0|1|2/3[4,5 6|7 |8]9|10]11]12]13
Yo | 3|45 |68 10 13|17 ]22]29| 38|50 |66 |88

Podemos obter um limitante superior para y trocando o lado direito da recorrén-
cia por uma féormula mais simples que seja maior igual a esse termo. Por exemplo,
20 =3 Zp = Zp_1 + 2n—1/3 para todo n > 0

Podemos provar que z, > y, para todon € N, por inducao em n. Basta observar
que 2,1 > Yn_1, pela hipdtese de indugdo, e que |u| > u para qualquer nimero real
u. A recorréncia de z pode ser simplificada para z, = (4/3)z,_1 . Esta é uma
progressao geométrica com termo inicial 3 e razao 4/3, e, portanto, a solu¢do exata
é z, = 3(4/3)n . Podemos entdo concluir que y, < 3(4/3)" para todo n em N.

De maneira analoga, podemos obter um limitante inferior x observando que
|u| > u— 1 para todo nimero real u. Obtemos entdo a recorréncia
Ty = 3
Tp = Tp_1+ (x,_1/3 — 1) para todo n > 0

Esta recorréncia pode ser reescrita z, = (4/3)x,-1 — 1.
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Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Relacoes de Recorréncia: descoberta e resolu-
cao
3.1.1 Como generalizar os casos menores

Vamos considerar primeiro um problema geométrico: qual é o niimero maximo
L,, de regioes definidas por n retas no plano?

Comecaremos observando os casos menores: quando nenhuma reta divide o
plano, temos somente uma regiao; quando uma reta o divide, temos duas regioes.
Para n = 2, temos duas opcoes: posicionar as retas de forma que fiquem paralelas,
formando trés regides, ou de forma que fiquem concorrentes, formando quatro re-
gioes. Escolheremos esta tltima opc¢ao, uma vez que queremos que L, seja o maior
possivel. A partir desse caso, percebemos que, ao acrescentar uma reta as n — 1
previamente existentes, a n reta deve interceptar todas as anteriores, de forma a
conseguirmos a maior quantidade de regioes definidas por n retas no plano.

X
1 \ :
1 1
/ K|
gt /4
ey Fa s by
La=1 Li=2 [>-=4

Figura 3.1: Regioes definidas por n retas no plano

Retornando anélise de casos menores, ao acrescentarmos a terceira reta, perce-
bemos que ela s6 pode interceptar trés das quatro regioes existentes, independente
da posicao das duas primeiras retas.

Portanto, Ly = Ly + 3 = 7 é o maximo que conseguimos. Com esses casos
menores em consideragao, vamos generalizar o raciocinio.
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3.1. RELACOES DE RECORRENCIA: DESCOBERTA E RESOLUCAO

Figura 3.2: Inclusao da terceira reta no plano

Ao posicionar a n-ésima reta acrescentaremos k regioes se, e somente se, tal reta
dividir k& regides previamente existentes, o que ocorre se, e somente se, interceptar
em k — 1 pontos as retas anteriores. Como duas retas podem se interceptar em, no
maximo, um ponto, temos que a n-ésima reta pode interceptar as n — 1 anteriores
em, no maximo, n — 1 pontos, criando n regides novas. Sendo k < n, encontramos
um limite superior:

Ly<L,i+nn>0

Para que se consiga o ntimero maximo de regides, como discutido previamente,
a n-ésima reta acrescida nao deve ser paralela a nenhuma das outras anteriormente
existentes. Além disso, se colocarmos a reta de forma que nao passe por nenhum
dos pontos de interseccao anteriores atingiremos a igualdade nessa féormula, uma
vez que a nova reta intercepta todas as n — 1 anteriores em n — 1 pontos distintos,
caracterizando a criacao de n novas regioes. Logo, obtivemos a seguinte relagao de
recorréncia:

Ly = 1
L, = L,_1+n,paran >0 (3.1)

Achada a relacao de recorréncia, precisamos agora encontrar sua forma fechada.
Com o intuito de melhor entender a relacao, vamos expandi-la a0 maximo:

L,=L,_1+n
=L, 2+(n—1)+n
=L, 3+(n—2)+(n—-1)+n
=Lo+1+24+---+(n—-2)+(n—-1)+n
=1+S,,onde S, =14+2+---+(n—2)+(n—1)+n

Encontraremos a soma .5,, dos n primeiros inteiros positivos a partir do seguinte
truque (aparentemente inventado por Gauss em 1786, quando tinha nove anos):

S, = 1 + 2 4+ 3 4+ .. 4+ -1+ n
S, = n + (n—-1) + n—2) + ... + 2 + 1
28, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1)

Basta somar S,, consigo mesmo, mas com os termos na ordem inversa, de forma
que cada uma das n parcelas & direita do sinal de igualdade seja igual a n+ 1. Logo,

n(n+1)

Sy = 5

, para todo n > 0. (3.2)
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3.1. RELACOES DE RECORRENCIA: DESCOBERTA E RESOLUCAO

Entao, a solucao do nosso problema é:

Lo— n(n+1)
2

+ 1, paran > 0. (3.3)
Para verificar se a solucao esta realmente correta, vamos provar por indugao:

O primeiro passo é trivial, pois
0-1

n(n+1)

Se supusermos que a equacao L, = +1, para n > 0 ¢ valida paran —1,

basta mostrar que a mesma vale para n. De fato:
1 1
L,=L,1+n= 5(n—l)n+1 —i—n:§n(n—|—1)—|—1

Portanto, nossa solucao esté correta.

Relagoes de recorréncia similares as relacdes acima sao comuns em diversas apli-
cagoes. Para achar a forma fechada para relacdes semelhantes a L,,, passamos por
trés etapas:

1. Analisar a solucao de casos simples e procurar perceber o padrao do problema.

2. Generalizar a solucao do problema, encontrar uma relacao de recorréncia e
provar sua validade.

3. A partir da relagao de recorréncia, encontrar a forma fechada da solucao e
demonstrar sua validade.

Vamos colocar nosso método em pratica em outro problema geométrico:

Qual é o nimero maximo P, de regioes tridimensionais que podem ser definidas
por n planos diferentes? Comecando pelos casos menores: naturalmente, Py =
1, quando h& um plano seccionando o espaco temos duas regioes. Sabemos pelo
exemplo anterior que o novo plano nao pode ser paralelo aos antigos, logo o segundo
plano acrescido deve interceptar o anterior, dividindo as duas regioes anteriores,
fazendo com que P, = 4. O terceiro plano dividird as quatro regides anteriores, de
forma que P; = 8.

Figura 3.3: Intersecao entre planos
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Tal sequéncia nos leva a crer que P, = 2", contudo ao acrescentar o quarto plano
percebemos que nao é essa a forma fechada que procuramos. Para que possamos
visualizar melhor o problema, vamos imaginar que temos os trés planos coordenados
xy, yz e xz do sistema cartesiano. Ao tragar o quarto plano, conforme a figura
abaixo, teremos trés retas formadas da interseccao deste com os planos coordenados.
As regioes determinadas por essas retas no plano acrescido dividem as antigas regies
tridimensionais, gerando sete novas regidoes no espaco. Logo, teremos Py =8+ 7 =
15.

Figura 3.4: Intersecao entre 4 planos

Note que ao acrescentar um plano temos que nos assegurar de que este nao
contenha nenhuma das retas de intersecao ja existentes. Sem esquecer-se desse
aspecto e observando os casos menores, chegamos a generalizacao apropriada. O
n-ésimo plano intercepta os n — 1 planos antigos em n — 1 retas distintas, que o
dividem em L, ; regides. O plano, por sua vez, divide o espaco em L, ; novas
regioes. Encontramos, portanto, a nossa relacao de recorréncia:

PO = 1,
P, = Pyy1+ Lo (3.4)

Podemos partir em busca da forma fechada para (3.4). Como esse foi um pro-
blema similar ao anterior (até as suas relagbes de recorréncia se parecem), vamos
resolvé-lo analogamente, expandindo (3.4):

P, = P11+ Ly
= Poo+ Ly o+ Ly
= Pn—?) + Ln—3 + Ln—2 + Ln—l

n(n+1)

5 + 1, temos que:

n—1
= 1+ Z Ly—(14k), como sabemos L,, =
k=0
1

- 1+K@)+1]
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Agora basta manipular a soma:

I

O dltimo somatorio é

n—l n—1
= 1+%Zk2 Z’”Zl
k=0 k=0 k=0

simplesmente o nimero de parcelas a serem somadas

quando k vai de zero a n — 1, ou seja, n. O penultimo somatorio ja foi calculado
anteriormente: a soma dos n — 1 primeiros inteiros positivos, representada por ((3.2))
com n no lugar n — 1. O primeiro somatoério representa uma relagao de recorréncia
que tem a seguinte forma fechada

5

)(n—l—l))

para nao ficarmos sem a solucao para P,. Finalizando nosso calculos:

1
1 (=D =2 1 /(-1
Po= 1+4- S (i om
" "3 3 +2( 2 )+”
(n—1)(n—3)n n—1
=1 1
—i—n{ 6 + 1 +
2n? —3n+1+3n—3+12
= 14+n
12
2
)
= 1—1—@, para n > 0 (3.5)

6

Encontramos a forma fechada de (3.4)), falta demonstrar sua validade. O primeiro

passo da inducao é bésico:

Py =1+0(045)6 = 1. Supondo que (3.5)) seja valida

para n — 1, vamos mostrar que vale para n. De fato:

b,

P,_
1+(n—1)( G

1+ Loy

(n - 1)” o

+ 5) N n(n2— 1)

nd—3n2+8n—-64+3n>—3n+6
- 14+
6
B 1+n3+5n
N 6
B 1+n(n26—|—5)

Para que nao achemos que todas as relacoes de recorréncia sao resolvidos ao
expandir a equacao principal. Vamos a um outro exemplo: o Problema de Josefus.

32



3.1. RELACOES DE RECORRENCIA: DESCOBERTA E RESOLUCAO

Conta a lenda que um historiador famoso do primeiro século, Flavius Josefus,
estava encurralado pelos romanos em uma caverna, juntamente com 11 rebeldes
judeus, durante uma guerra entre judeus e romanos. O grupo de rebeldes, preferindo
o suicidio & captura, decidiu formar um circulo e, contando ao longo deste, matar
cada terceira pessoa restante até nao sobrar ninguém.

Contudo Josefus, junto com um amigo, nao queria participar do pacto suicida,
e calculou rapidamente onde ele e 0 amigo deveriam ficar nesse circulo.

Vamos estudar uma variagao desse problema: sabendo que ha n pessoas nume-
radas de 1 a n em um circulo, eliminaremos cada segunda pessoa restante até sobrar
um tnica pessoa. Estamos interessados em calcular J(n), o nimero do sobrevivente.
Para entendermos melhor a questdo veremos o que acontece quando n = 12. Apos
a primeira volta, eliminamos, nessa ordem, as pessoas de nimero 2,4,6,8,10 e 12.
Na segunda volta descartamos 3,7 e 11; e finalmente, na tltima volta, eliminamos
5 e 1, restando somente a pessoa de ntimero 9.

03080

Figura 3.5: Eliminagao por voltas

Uma vez entendido o problema, vamos analisar os exemplos com valores peque-
nos:

1 2 3 4 6
1 1 3 1 3

Y
3

J(n)

Observamos que J(n) é sempre impar, o que é coerente com o problema, uma
vez que, como foi observado para n = 12, na primeira volta eliminamos todos que
possuem numero par.

Vamos supor entao que temos 2n pessoas originalmente. Depois da primeira
volta, em que eliminamos todos os pares, ficamos com:

Q)

Figura 3.6: Representacao para 2n pessoas
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Chegamos a uma situacao semelhante a que comeca com n pessoas, exceto que
cada pessoa tem seu nimero dobrado e diminuido de 1, ou seja,

J(2n) =2J(n) —1,n > 1.

No caso impar, supondo que temos 2n + 1 pessoas, a pessoa de nimero 1 é
eliminada logo apds a 2n, restando novamente n pessoas que, desta vez, tiveram
seus nimeros dobrados e aumentados de 1.

Zn+l

2n-1

Figura 3.7: Representacao para 2n-+1 pessoas

Logo, J(2n+1) =2J(n) + 1,n > 1.
Combinando estas equagoes com sua condicao inicial, chegamos & nossa relacao de
recorréncia:

J(1) = 1,
J(2n) = 2J(n)—1, paran > 1; (3.6)
J2n+1) = 2J(n)+1, paran > 1.

A partir desta relacao de recorréncia podemos construir a seguinte tabela para
valores pequenos de n:

10 11 12 13 14 15|16
5 7 9 11 13 15| 1

1 2 3|4 6 7/8 9
1 1 3|1 5 7|1 3

5
3

J(n)

Percebermos que a cada poténcia de 2 em n é formado um grupo que sempre se
inicia com J(n) = 1 e, & medida em que n cresce, J(n) aumenta de 2 em 2 dentro
desse grupo. Entao se escrevermos n na forma n = 2m + [, em que 2m é a maior
poténcia de 2 que nao é maior que n, e [ é o que sobrou, teremos:

Jj2r 4+ =2041,m>0e0< <27 (3.7)

que é a forma fechada para (3.6 que procuravamos.

Agora, temos que provar a validade de (3.7). Vamos fazer a induc¢do em m: quando
m = 0, temos [ = 0, logo o primeiro passo da indugdo nos da J(1) = 1, o que ¢
verdade. Vamos dividir a segunda etapa da inducao em duas partes: quando [ é par
ou impar. Se [ é par, como m > 0, 2m + [ = 2n e, pela segunda equagao de (3.6]) e
usando a hipétese de inducao, temos que:

JERM+1)=2J2™" 1 +1,2)—1=2021/2+1)—1=20+1
<,2+,) 2" +12) (2l/2+1) +
Se [ é impar, como m > 0,2m + 1 = 2n + 1, pela terceira equagao de (3.6)), temos:
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-1 1—1
Jer+1)=2J 2"+ —— | +1=2(2——+1)+1=2+1
—— 2 2
-+ N———

n

Portanto, a indugao esta completa e (3.7)) esta provada.

3.1.2 Meétodo de compilacao

Vamos estudar agora a Torre de Hanoi, um quebra-cabeca criado pelo matema-
tico francés Edouard Lucas em 1883, que consiste em uma base contendo trés pinos,
onde em um deles sao dispostos oito discos uns sobre os outros, em ordem crescente
de diametro, de cima para baixo.

Figura 3.8: Torre de Hanoi

O problema consiste em passar todos os discos de um pino para outro qualquer,
usando um dos pinos como auxiliar, de maneira que um disco maior nunca fique em
cima de outro menor.

Lucas anexou ao jogo uma lenda: no comeco dos tempos, Deus criou a Torre de
Brahma, que continha trés pinos de diamante e colocou no primeiro pino 64 discos de
ouro macico. Deus entao chamou seus sacerdotes e ordenou-lhes que transferissem
todos os discos para o terceiro pino, seguindo as regras acima. Os sacerdotes entao
obedeceram e comecgaram o seu trabalho, dia e noite. Se quando eles terminarem, a
Torre de Brahma ird ruir e o mundo acabara.

Suponha que sao dados n discos e seja T, o nimero minimo de movimentos que
permite a transferéncia desses n discos de um pino para outro segundo as regras de
Lucas. A melhor maneira de resolver problemas como esse é generalizar um pouco,
mas para isso vamos comecar analisando os casos menores: temos que 1o = 0,7} =1
e Ty = 3. A resolugao para T3 nos d4 uma ideia da generalizacao adequada. Primeiro
movemos o menor disco para outro pino e o disco médio para o terceiro pino. Em
seguida, como precisamos mover o maior disco, temos que deixar um pino vago e o
tnico jeito de fazé-lo é colocando o disco menor no mesmo pino do médio. Agora,
basta mover o disco grande para o pino vazio, em seguida, colocar a torre de dois
discos sobre o disco maior, fazendo com que T35 = 2. T, + 1 = 7. Generalizando,
encontramos um limite superior para 7,: dada a torre com n discos, temos que
mover a torre com n — 1 discos para um outro pino, em seguida mover o n-ésimo
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disco e depois colocar a torre de n—1 discos sobre o disco maior. Logo, com 27,,_;+1
movimentos resolvemos nosso quebra-cabeca.

T, < 2T, 1 +1 (3.8)

No entanto, percebe-se que movemos a torre com n discos se, e somente se, mudamos
o n-ésimo disco de pino, o que ocorre se, e somente se, houver um pino vago, ou
seja, se e somente se, os n — 1 discos menores estiverem todos em um pino. Para
obter tal configuracao, foi necessario, no minimo, 7,_; movimentos, que também ¢é
a quantidade minima necessaria para colocar a torre de n — 1 discos sobre o n-ésimo
disco, apo6s ter movido este de pino. Entao,

T, > 2T, 1 +1 (3.9)

Portanto, a partir de (3.8)) e (3.9) obtivemos uma igualdade e encontramos a relac¢ao
de recorréncia que procuravamos:

TO - O

T, = 2T,_1+1,n>1. (3.10)

Vamos primeiro generalizar a relacao de recorréncia. O que aconteceria se o pro-
blema tivesse produzido uma relagdo de recorréncia parecida com (3.10)) mas com
constantes distintas? Tentaremos encontrar a forma fechada para a relacao de re-
corréncia mais geral:

f0) = o
f(n)=2f(n—1)+p,n>1. (3.11)

Comegando com f(0) = « e calculando progressivamente é possivel construir a
seguinte tabela:

f(n)

o
20+
da+ 30
8a+ 70

16a 4 155
32a + 317

Tk W~ O3

Suspeita-se que o coeficiente de o é 2™ e 0 de § é 2" — 1. Portanto, podemos
escrever f(n) da seguinte forma:

f(n) =A(n)a+ B(n)p (3.12)
em que

A(n) = 2",
B(n) = 2"—1

Ao invés de provar isso por indugao tentaremos um forma alternativa de chegar
aos mesmos resultados. Como a relacao de recorréncia vale para quaisquer « e [3,
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podemos escolher em particular « = 1 e f = 0 em (3.12)), obtendo f(n) = A(n) e
substituindo esse resultado em (3.11]) chegamos a seguinte relagao:

A(0) = 1,
A(n) = 2A(n-—1).

cuja solucao é simplesmente A(n) = 2™.

Agora vamos usar a relagdo de recorréncia e a solugao (3.12) na ordem
contraria, comecando com uma funcao simples f(n) e procurando constantes o e [
que a definirdo. Substituindo a fungao constante f(n) =1 em temos que:

1=aq,
1=21+7.
Estas equacoes sao validas para todo n quando « = 1 e f§ = —1, logo nao

precisamos provar por indu¢do que estes parametros nos dao f(n) = 1. Ja sabemos
que f(n) =1 é uma solugao neste caso pois a relacao de recorréncia define de
maneira dnica f(n) para todos os valores de n. Logo, ao substituir tais valores em
(3-12)), sem esquecer que f(n) =1, obteremos A(n) — B(n) = 1.

Portanto, mostramos que as fungoes A(n) e B(n) em (3.12)), que resolvem (3.11)),
satisfazem as equagbes: A(n) = 2", A(n) — B(n) = 1.

Ao resolver estas equagoes, obtemos B(n) = 2" — 1.

Agora que ja resolvemos a generalizacao do nosso problema, para voltar a ele
basta substituir a = 0 e =1 em (3.12)) considerando os valores encontrados para

A(n) e B(n). Entao a solugao de (3.10)) é:
T,=2"—1 (3.13)

O método de compilacao que utilizamos consiste em escolher valores particulares
para « e 3 e combiné-los, sendo dividido em quatro etapas:

1. Generalizar a relacao de recorréncia;
2. Achar valores de parametros gerais para os quais conhecemos a solucao;
3. Compilar uma lista de casos particulares que podemos resolver;

4. Obter o caso geral combinando os casos particulares.

Precisamos de tantas solugoes particulares independentes quantos forem os parame-
tros independentes. Para compreendermos melhor o método, vamos agora resolver
a seguinte relacao de recorréncia hipotética:

So = ao;
S, = Sp_1+a,,n>1. (3.14)

Supondo que a, é igual a uma constante mais um miltiplo de n, a relacao de
recorréncia (3.14)) pode ser reescrita da seguinte forma:

Ro = «Q,
R, R, 1+ B+ n, paran > 0. (3.15)

37



3.1. RELACOES DE RECORRENCIA: DESCOBERTA E RESOLUCAO

Procedendo como no exemplo anterior, percebemos que Ry = a+ [+ v, Ry =
a+ 206 + 3y e assim por diante, fazendo com que a solugao de (3.15)) seja da forma
geral

R, = A(n)a+ B(n)B+ C(n)y (3.16)

Onde A(n), B(n) e C(n) sao os coeficientes de dependéncia nos parametros gerais
a, e n.

Segundo o método de compilagdo, devemos tentar colocar fungoes simples de n
no lugar de R,,, com o objetivo de encontrar parametros constantes «, § e v em que
a solugao é particularmente simples.

Ao tomar R, =1 em (3.15), temos

1 = «a,
1 = 1+ 8+ n, paran > 0,

O que implica a =1,8 =0, e v = 0, logo, substituindo esses valores em (3.16)),
temos A(n) = 1.
Escolhendo R, = n em (3.15) teremos

0 = a,

n = n—14+p+yn, paran >0,

donde a =0,8=1e v =0,
e ao substituir esses valores em (3.16]) teremos B(n) = n.
Ao escolher R, = n? em (3.15) obtemos

0 = q,

n* = (n—12%+B+vn, paran >0,

o que implica a =0,8=—-1,e vy =2
e colocando esses valores em (3.6 temos
_n’4n

2C(n) — B(n) = n?, donde C(n) = 5

Ao voltarmos a (3.14), podemos supor, por exemplo, ag = 2,a, = 5n + 7,
implicando a =2, =T e v = 3.
A solucao dessa relacao de recorréncia seria

Sp=A(n)-2+ B(n) -7+ C(n) -3, ou seja,

2 3n?+17Tn +4
Sn:1.2+n_7+n;—n.3: n +2n+ .

3.1.3 Representacao Binaria

As poténcias de 2 tiveram um papel importante nos dois problemas anteriores,
logo ¢é interessante examinarmos suas representagoes binarias. Comecaremos com o
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Problema de Josefus (representado pela relagao de recorréncia (3.6])) e considerare-
mos as representacoes de n e J(n) em base 2. Suponha que a expansao binaria de
n seja:

n = (bmbm—l c. blb())Q,

isto é:

n="b,2"4+bp_12" -+ 0124+ by, onde b, =leb,=0o0ub; =1

Lembrando que n = 2™ 4+ [, temos sucessivamente,

n = (Lbm_ibm_s...bibo)s
I = (0bp_1bm_2...b1bo)2
oA = (byorbms ... bib0)s
2041 = (bm1bm—o...b1bol)s, como b,, =1e J(n)=21+1,
J(n) = (byrbm_s...blboby)s.

Logo, acabamos de provar que

J((bmbum—i - . . b1bo)2) = (Bm—1bm—s . . . bibobm)s.

Ou seja, obtemos J(n) de n fazendo uma translagao ciclica para a esquerda de um
digito binario.
Vamos agora generalizar o Problema de Josefus da seguinte forma

i) = a
j(2n) = 2j(n) + B,n =1, (3.17)
j@2n+1) = 2j(n) +v,n>1,

e resolvé-lo em representacao binaria. Tomando 5y = [ e 51 = 7, podemos reescrever
a relagdo de recorréncia generalizada (3.17) como:

i) = o,
j@2n+k) = 2j(n)+ By, parak=0,1en > 1.

Expandindo esta relacao de recorréncia em notacao binaria:

n k n
]((bmbm—lbl bo )2) = 2] (bmbm—l e b1> + ﬂbo

4j(bmbm71 cee b2) + 26171 + ﬂbo

= 2"5((bm)2) + 2™ Bop_y + 4 284, + By
= 2+ 2™ 18 A 2By + By
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Suponha que modifiquemos agora a notacao em base 2 permitindo digitos arbitrarios
em vez de apenas 0 e 1. Os célculos acima nos dizem que:

j((bmbm—l e b1b0)2> = (Oéﬁbmilﬁb"HQ e 651650)2 (318)

Aproveitando que estamos tratando de uma forma alternativa de resolver o Pro-
blema de Josefus, vamos tentar outra forma de resolver o problema original. Para
tanto, vamos utilizar as funcoes piso e teto ( respectivamente, o maior inteiro menor
ou igual a z, representado por |x]; e 0 menor inteiro maior ou igual a z, represen-
tado por [x] ), que ddo uma nova dimensao ao estudo de relagdes de recorréncia.
Por exemplo, a relacao correspondente ao Problema de Josefus pode ser colocada
na forma

J1) = 1
J(n) = 2J QgJ) — (=1)", paran > 1.

Considerando finalmente o Problema de Josefus original, em que cada terceira
pessoa é eliminada, mas em outra abordagem: ao passarmos por uma pessoa que
nao é imediatamente eliminada podemos lhe dar um novo niimero.

Logo, as pessoas de niimeros 1 e 2 ganham novos niimeros n+1 e n+2, em seguida
eliminamos a pessoa de nimero 3, e renomeamos 4 e 5 como n + 5 e n + 4, depois
eliminamos a pessoa com numero 6. Continuando esse processo, renomearemos
3k+1e3k+2comon+2k+1en+ 2k+ 2, depois eliminamos 3k + 3 e assim
sucessivamente até que a pessoa 3n seja eliminada ou sobreviva.

Por exemplo, quando n = 10, os ntimeros sao

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17

18 19 20 21 22
23 24 25
26 27
28
29
30

A k-ésima pessoa eliminada acaba com o ntimero 3k, logo descobriremos o so-
brevivente se descobrirmos o nimero original da pessoa que ficou com o niamero
3n.

Dada uma pessoa de ntimero N > n, sabemos que a mesma tem que ter tido um
nimero anterior e nosso objetivo é encontré-lo . Como sabemos que N =n+2k+1
N-—-n-—1

2
3k +1 ou 3k + 2, respectivamente, isto é, o nimero anterior era 3k + (N —n —2k) =
k 4+ N — n. Portanto, podemos calcular o ntimero original do sobrevivente J3(n) da
seguinte forma:

ou N = n+2k+2, percebe-se que teremos k = { ; 0 nimero anterior era
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N = 3n;
{N—n—l

Quando N > n, faremos N := 5

J—i—N—n;
Jg = N.

Isto nao é uma forma fechada para o Problema de Josefus, mas certamente é
uma forma mais réapida de calcular a resposta quando n é grande.

Podemos simplificar o algoritmo se usarmos a variavel D = 3n+ 1 — N no lugar
de N, mudanca que corresponde a fazer a contagem regressiva de 3n a 1 ao invés de
1 a 3n. Logo,

({(3n+1—D)—n—1J +3n+1—D)

- wen- 252 < | 2] =0 [2] - [2]

e podemos reescrever o algoritmo como

D = 1;
3
Quando D < 2n, faremos D := hd—‘ ;
J3 = 3n+1—-D.

Encontrando finalmente uma solucao para o Problema de Josefus original.

Usando a notacao em representacao binéria introduzida anteriormente, problemas
complicados possuem solugoes mais simples. Para exemplificar tal fato, vamos resol-
ver uma variacao do problema da Torre de Hanoi, visto na secao anterior: suponha
que em uma Torre de Hanoéi existem n tamanhos diferentes de discos e exatamente
my, discos de tamanho k. Vamos tentar determinar A(mg,...,m,), o nimero mi-
nimo de movimentos necessirios para transferir uma torre quando discos de mesmo
tamanho sao indistinguiveis.

Para entendermos melhor o problema, comecaremos com uma torre contendo
2n discos de n tamanhos diferentes, dois de cada tamanho. Quantos movimentos
A(2,...,2) precisamos para transferir uma torre dupla de um pino para outro, se
discos de mesmo tamanho sao indistinguiveis entre si? O raciocinio é analogo ao
feito na torre original, com a diferenca de que toda vez que movermos um tamanho
de disco em vez de movermos somente uma unidade, moveremos duas, ou seja (
como discos de mesmo tamanho sdo indistinguiveis ) é o mesmo que mover n discos,
apenas fazemos cada movimento em dobro. Logo, A(2,...,2) = 2T, = 2"t — 2.

Voltando a torre com n tamanhos de discos, sendo m; discos de tamanho k,
comecaremos analisando casos menores: se temos somente um tamanho de disco,
para mover a torre basta m; movimentos. Com dois tamanhos de disco, primeiro
vamos mover os m — 1 discos menores para um pino, em seguida os m — 2 discos
maiores para o pino vazio e depois recolocaremos a torre de m; discos menores sobre
0s ma maiores, totalizando A(my,my) = my + mae + my = 2my + mo. Percebemos
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que a generalizacao desse problema ¢é analoga & da torre original: movemos os m,,
discos do maior tamanho somente se movermos a torre de n—1 tamanhos menores de
discos para outro pino, em seguida, ap6s ter movido os m,, discos do maior tamanho,
basta recolocar a torre de n — 1 tamanhos menores de discos sobre os m,, maiores.
Portanto, a relagao de recorréncia procurada é:

A(my) = my,
A(my, .ymy) = 2A(My, .ymp_1 +my). (3.19)
Essa é uma equacao do tipo "Josefus generalizada", isto é, do tipo (3.18]) com a = my
e ﬁbk = mg.

Logo a solugao de (3.19) é:

Almy,....my) = (my..my)2

= 2"+ 2m, 1 +m,,.

3.2 A Recorréncia na Soma

Somas e relagoes de recorréncia estao intimamente relacionadas. A soma

n
Sn: E Qe
k=0

¢ equivalente a relagao de recorréncia ((3.14))

So = ao,
S, = Sp_1+a,,n>1.

Podemos calcular, portanto, uma forma fechada para uma dada soma utilizando os
métodos do capitulo anterior. Comecaremos calculando a soma @),, dos n primeiros
quadrados perfeitos pelo método de compilacao.

3.2.1 Meétodo de compilacao

n
A soma Q,, = E k? dos n primeiros quadrados perfeitos pode ser escrita como:
k=0

Qo = 0
Qn = Qua+n’n>0. (3.20)

Uma generalizagdo da relagao de recorréncia (3.15)) seré suficiente para somarmos
termos que envolvem n?:

Ro = Q,
R, Rn_1 + B+ ~yn+ dn?, paran > 0. (3.21)
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A solugao de (3.21)) sera da forma geral:
R, = A(n)a+ B(n)B + C(n)y + D(n)é. (3.22)

Perceba que ja determinamos A(n), B(n) e C'(n), pois (3.21)) & igual a (3.15)) quando
9 = 0. Basta encontrar uma equagao que determine D(n), pra tanto vamos tomar

R, = n? em (3.21)), obtendo

0 = q
n* = (n—1)°+B8+yn+dn? paran > 0.
O que implicaa = 0,8 =1,7v= —3 e § = 3, e ao colocarmos esses valores em (3.22))

teremos B(n) — 3C(n) + 3D(n) = n?, donde

D(n) = n(n + 1)6(2n + 1)‘

n
Estamos interessados na soma (), = g k?, representada sob a forma de relacio de

k=0
recorréncia por (3.20), que ¢ (3.21) com a =0,6=0,y=0e = 1.
Portanto @, = D(n) e a forma fechada para a soma que procuramos é:

n(n+1)(2n+ 1)
6

Calcularemos agora uma soma que nos dard uma generalizacao um pouco diferente.
Queremos calcular a soma alternada dos n primeiros quadrados perfeitos, ou seja,
n

Qn:

procuraremos a forma fechada para P, = Z(—l)ka, que escrita como relagao de

k=0
recorréncia adquire a seguinte forma
PO = 07
P, = P,1+(—1)"n* paran > 0. (3.23)
cuja generalizagao ¢
Ro =
R, = R, + (—1)"B+ (=1)"yn + (=1)"0n? (3.24)
A solugao de (3.24) tem a forma geral:
R, = A(n)a+ B(n) + C(n)y + D(n)d. (3.25)

Vamos partir para a compilacao, lembrando sempre que escolhemos fun¢oes R,
de forma que ao descobrir os valores dos parametros «, 3,7 e § e substitui-los em
encontremos equacoes simples e mais faceis de resolver.

Comecaremos com R, = 1. Ao substituir essa funcao em temos

1 = a,
1 = 1+ (=1"B8+ (=1)"yn + (=1)"0n?, paran > 0,
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o que implica @« =1 e f =~ = 4§ = 0. Substituindo esses valores em (3.25)) temos
que A(n) = 1.
Tomando R,, = (—1)" em (3.24) teremos

1 = q
(=D = (=D)" '+ (=1)"B+ (=1)"yn + (—1)"6n?, paran >0

donde a=1,=2evy=06=0.
Ao substituir os valores dos parametros em ([3.25) obtemos

(=)™ + 1'

A(n) +2B(n) = (-1)", donde B(n) = —=

Ao substituir R, = (—1)"n em ({3.24) teremos

0 = a,
()" = (=D)"'(n—1)+(=1)"8+ (=1)"yn + (=1)"6n?, para n >0,

donde a =0,8=—1,7v=2e 0 =0, que ao serem substituidos em (3.25)) nos da
—B(n)+2C(n) =(-1)"n
. Logo,

(=1)"2n + (=1)" + 1

C(n) = 1

Finalmente, escolhendo R,, = (—1)"n? em (3.24)) temos

(=)™ = (=1D)" Y n—-1)2+(=1)"B+ (=1)"yn + (—1)"6n* para n > 0,

O que implicaa = 0,8 = 1,7 = —2 e § = 2. Substituindo os valores dos parametros
em (3.25) obtemos B(n) — 2C(n) + 2D(n) = (—1)"n?, logo teremos

(~1)"(n? + )
2

D(n) =

n
Estamos interessados na soma P,, = Z(—l)kk2, representada sob a forma de relacao
k=0

de recorréncia por (3.23), que é um caso particular de (3.24) com o =0,5=0,7=0
e d = 1. Portanto P, = D(n) e a forma fechada para a soma que procuramos é:

(~1)"(n? + )
2

P(n) =

3.2.2 Fator Somante

Assim como muitas somas podem ser escritas como relagoes de recorréncia, estas
também podem ser reduzidas a somas, portanto vamos estudar um método especial

44



3.2. A RECORRENCIA NA SOMA

para resolver relacoes de recorréncia que poderiam ter uma resolucao complicada
por outros métodos. Vamos comecar por um exemplo familiar, a Torre de Hanoi:

TO = 07
T, = 21, 1+1, paran > 0.

Colocaremos esta relagao numa forma similar a (3.14]). Para tanto, basta dividir os

dois lados de (3.10) por 2"

Ty

w — Y

T, T,

on = 2n1,paran>0.

T,
Podemos tomar S, = on para obter

So=0:5,=25,_1+2"! paran>0.
Entao (3.10) se transforma em
Sp=>» 27"
k=1

Note que deixamos de fora da soma o termo com k£ = 0. Para calcular essa soma,
vamos utilizar uma truque parecido com o que foi utilizado na Segao (3.1 para
calcular a soma dos n primeiros niimeros naturais:

Sp = 1 + r + P + .+ b+
-8, = —r — 12 — ... — vl - g pntl
1-rnS, = 1 + 0 + ... + 0 + 0 — rrt!

Logo,

(1—-7)S, =1—r""
1 —prtl

KN

(3.26)

1
Como na nossa soma r = 5, temos:
1 — 1\n+1 1 n
W, ()
5 2

No entanto, ao fazer tal truque acabamos por somar a unidade referente a k = 0,
logo temos que subtrair 1 do resultado que encontramos:
Lembrando que queremos calcular a forma fechada para o problema da Torre de

" Ty : .
Hanoéi, como S, = on tornou-se simples encontrar a solucgao:

ﬂl - Sn2”
|: <1>”:|
— [1—(=) |2
2
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A questdao a ser respondida agora é: como saberemos por qual fator dividir a
relacao de recorréncia? Tal truque reduz praticamente qualquer relacao recorrente
da forma a soma.

a, T, = b, T,,_1 + ¢, (3.27)
A ideia é multiplicar ambos os lados por um fator somante s,,:
Snnly, = $pbnTh_1 + SncCn.
Tal fator é escolhido de forma que
Spbn = Sp_1Qn_1.

Entao escrevendo S,, = s,a,1},, obtemos

Spandly, = Sp—10p_1In—1++ s,c,
S, = Sn_1+ SnCp.

Como em toda relacao de recorréncia temos que definir Sy, definiremos como sgag7y,
logo

S = soaTo + Y _ spck

k=1

como S,b, = s,_1an — 1, temos s1b; = sgag, 0 que implica
n
Sn = SlblTo + E SkCl-
k=1

Mas como queremos encontrar a solucao de ([3.27)), sabendo que S,, = s,a,T,,, temos
que:

Sp,
T, =
Span,
1 n
T, = - <3161T0 +;skck> (3.28)

Resta ainda saber como vamos encontrar o fator somante s,, correto que resolve
Sp—1an—1

bn

3.27). A relacao s,b, = s,_1a,_1, ou seja s, = , pode ser expandida, nos

izendo que a fracao

5 — Ap—1Qp—2...071
n=
bp—1bp—2 ... by

ou qualquer multiplo constante desse valor, serd um fator somante apropriado. No
caso da Torre de Hanoi, por exemplo, a,, = 1 e b, = 2, fazendo com que s,, = 27" 2.
No nosso exemplo, escolhemos s, = 27", que é um miltiplo constante do fator

somante encontrado usando (3.29).

(3.29)
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Vamos aplicar esse método a uma relagao de recorréncia cuja solugao seria um
pouco mais dificil de encontrar pelos métodos anteriores:

TO = 57
2T, = nT,_1+3n!,n>0. (3.30)

Nesse caso a,, = 2,b, = n e ¢, = 3nl. Substituindo esses valores em (3.29)),temos:

n—1 vezes
— e
2:2-2...2 on—1
Sn: =

n-(n—1)...2 n!

Logo, ao substituir esse valor, juntamente com os respectivos valores de a,, b, ¢ c,,
em (3.28) vamos obter:

1 n
T, b7,
sa. (51 1do + Z&e%)
k

n! k-1
= o (5+322 )

k=1

usando o resultado encontrado em ([3.26)), temos que:

|
= ;—n(5 +3(2" — 1)), entao chegamos a solucao de (3.30
n!
= oui + 3nl.

3.3 Progressao Aritmética - PA

As Progressoes Aritméticas (PA) constituem-se na familia mais simples de sequén-
cias definidas recorrentemente. Elas sao comuns na vida real e sempre aparecem
quando se apresentam grandezas que sofrem variacoes iguais em intervalos de tem-
pos iguais como, por exemplo, no calculo de juros simples, ou desvalorizacao de um
bem ao longo do tempo.

Progressoes aritméticas sao sequéncias nas quais o aumento de cada termo para
o seguinte é sempre o mesmo. A sequéncia (400,430, 460, 490, 520, 550, ...) é um
exemplo de uma progressao aritmética.

O aumento constante de cada termo para o seguinte é chamado de razao de
progressao. A razao da progressao acima ¢é igual a 30.

Vamos a definicao formal. Uma progressao aritmética é uma sequéncia na qual a
diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante
é chamada de razao da progressao e representada pela letra r.

Em uma progressao aritmética (aj,ag,as,...), para avan¢ar um termo, basta
somar a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim
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por diante. Assim, por exemplo, a;3 = a5 + 8r, pois, ao passar de a5 para a3 ,
avancamos 8 termos; a12 = ay + br, pois avancamos 5 termos ao passar de a; para
a12 ; ay = a+ 17— 13r, pois retrocedemos 13 termos ao passar de a7 para a4 e, de
modo geral,

a, =ai+ (n—1)r,
pois, ao passar de a; para a, , avancamos n — 1 termos.

Exemplo 3.1 O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua iltima passagem
por aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de
Cristo? Em que ano foi sua primeira passagem na era crista?

Solucao 3.1 Os anos de passagem do cometa foram 1986,1910,1834, ... e formam
uma progressao aritmética de razao —76. O termo de ordem n dessa progressao é
a, = a; + (n — 1)r, isto é, a, = 1986 — 76(n — 1) = 2062 — 76n. Temos a, > 0

2062
quando n < —— = 27,13 .... Portanto, os termos positivos dessa progressao sao

0s 27 primeiros, ay,as, as, . .., asr. Logo, ele nos visitou 27 vezes na era crista e sua
primeira passagem na era crista foi no ano az; = 2062 — 76 - 27 = 10

Exemplo 3.2 Os lados de um tridngulo retingulo formam wma progressao arit-
mética crescente. Mostre que a razao dessa progressao € igual ao raio do circulo
mscrito.

Solucao 3.2 Chamemos os lados do triangulo de x — r,x,x + r. Esse é um bom
truque para facilitar as contas; ao representar uma progressao aritmética com um
numero impar de termos, comecar pelo termo central.

Como a progressao € crescente, a hipotenusa € o ultimo termo. Pelo Teorema de
Pitdgoras, (x +1)? = (x —r)*> + 2%, Dai 2* = 4rzx e, jd que x # 0 pois x € um dos
catetos, v = 4r. Os lados sao entao 3r,4r e b5r. O perimetro é 2p = 3r+4r+dr = 12r
e a drea do tridngulo é: S = # = 6r% Assim:

S 6r?
P e

Em uma progressao aritmética, o termo geral é dado por um polindmio em
n,a, =a;+ (n—1)r =rn+(ag —r). Ser # 0, ou seja, se a progressao nao for
estacionaria (constante), esse polinomio é de grau 1. Se r = 0, isto é, se a progressao
for estacionaria, esse polinémio é de grau menor que 1.

Por esse motivo, as progressoes aritméticas de razao r # 0 sao chamadas de
progressoes aritméticas de primeira ordem.

Reciprocamente, se em uma sequéncia o termo de ordem n for dado por um
polinémio em n, de grau menor que ou igual a 1, ela serd uma progressao aritmeética.
Com efeito, se z,, = a, + b, (x,) é uma progressdo aritmética na qual a = r e
b=a,—r,ouseja, r=aea =a+b.

Como em uma progressao aritmética a,, = ag + nr, a funcdo que associa a cada
natural n o valor de a, é simplesmente a restricio aos naturais da funcao afim
a(z) = a(0) + rz.

Portanto, pensando em uma progressao aritmética como uma funcao que associa
a cada numero natural n o valor a, , o grafico dessa funcao é formado por uma
sequéncia de pontos colineares no plano.

Em outras palavras, (a,) é uma progressao aritmética se, e somente se, os pontos
do plano que tém coordenadas (1, a;), (2, as), (3, a3), etc. estdo em linha reta.
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Y

Figura 3.9: Grafico de uma PA

3.3.1 Soma dos termos de uma PA

Baseados na ideia de Gauss, usada para calcular a soma 1+2+---+100, podemos
calcular a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética qualquer.

Teorema 3.1 A soma dosn primeiros termos da progressao aritmética (ay, as, as, ... )
é
(a1 + a,)n
Sy =——"—
2
Demonstragao: Temos S, = a; + as + a3 + --- + a,_1 + a, e, escrevendo a

soma de trés para frente, S, = a, + a,—1 + ap_o + -+ + as + a; . Dai, 25, =
(a1 + an) + (az + an_1) + (ag + ap_2) + -+ + (an_1 + a2) + (an + ay).

Observe que, ao passar de um paréntese para o seguinte, a primeira parcela
aumenta de r e a segunda parcela diminui de r, o que nao altera a soma. Portanto,
todos os parénteses sdo iguais ao primeiro, (a; + a,,). Como sdo n parénteses, temos
(a1 + an)n

25, = (a1 +a,) -nesS,= 5

Exemplo 3.3 A soma dos n primeiros niimeros impares é

1+2n—-1)n
Observe que S, , no exemplo anterior, ¢ também um polinémio do segundo grau
em n, sem termo independente. Isto se generaliza como segue.
A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética é

Sp =

=-n"+ (a1 — 2

(a1 +an)n a1 +a+(n—Lrjn 7, ( r)n
2 B 2 2 2

Observe que, se r # 0, entao S,, ¢ um polindmio do segundo grau em n, despro-
vido de termo independente. Se r = 0, S,, € um polinémio de grau menor que 2,
sem termo independente.

Reciprocamente, todo polinébmio do segundo grau em n, desprovido de termo
independente, é o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progressao arit-
mética. Com efeito P(n) = an®+bn é a soma dos n primeiros termos da progressio

r
aritmética na qual 3= aear=a+b
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Definicao 3.1 Define-se para sequéncias o operador A, chamado de operador dife-
renca, por Aa, = ap_1 — ap.

Portanto, da defini¢cao segue imediatamente que uma sequéncia (a,) é uma pro-
gressao aritmética se, e somente se, (Aa,) = (a,+1 — @) ¢ constante.

Definicao 3.2 Uma progressio aritmética de sequnda ordem € uma sequéncia (ay,)
na qual as diferencas Aa,, = a,11—a,, entre cada termo e o termo anterior, formam
uwma progressao aritmeética nao-estaciondria.

Exemplo 3.4 A sequéncia a, = (1,3,6,10,15,21,...) é uma progressao aritmética
de sequnda ordem porque a sequéncia das diferencas entre cada termo e o anterior,

b, = Aa, = (aps1 — an) = (2,3,4,5,6,...)

€ uma progressao aritmética nao-estaciondria.

3.4 Progressao Geométrica - PG

Ao utilizarmos progressoes aritméticas para modelar problemas de juros simples,
obtemos uma situagdo como segue. Considere um capital de R$10.000,00 aplicado
a uma taxa de juros mensal de 2%:

Més Valor Inicial Juros Valor Final
1 10.000 10.000 + 2%=200 10.200
2 10.200 10.000 + 2%=200 10.400
3 10.400 10.000 + 2%—=200 10.600
4 10.600 10.000 + 2%=200 10.800
5 10.800 10.000 + 2%=200 11.000
6 11.000 10.000 + 2%=200 11.200

Vocé ja viu alguém aplicar dinheiro dessa forma? Pense na sua caderneta de pou-
panca. O mais verossimil é que o juro incida sobre juros, pois ja no segundo més
0 nosso capital nao ¢ mais R$10.000, 00, mas R£$10.200, 00; logo é esse capital que
deve ser remunerado no segundo més. Obtemos assim uma nova tabela (com arre-
dondamento na segunda casa decimal):

Més Valor Inicial Juros Valor Final
1 10.000 10.000 + 2%=200 10.200
2 10.200 10.200 + 2%=204 10.404
3 10.404 10.404 + 2%—208,08 10.612,08
4 10.612,08 10.612,08 + 2%—212,24  10.824,32
5) 10.824,32 10.824,32 + 2%—216,49  11.040,81
6 11.040,81 11.040,81 + 2%—220,82  11.260,92

O que se nota nessa tabela é que, a menos das aproximacoes feitas, o quociente entre
0 nosso capital em um meés e o do més anterior ¢ constante igual a 1,02. Isto motiva
a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.3 Uma Progressio Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica na
qual a taza de crescimento (ou decrescimento) de cada termo para o sequinte é
sempre a mesma.
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Portanto, de acordo com o problema acima, as PGs modelam fené6menos como o
aumento de um capital aplicado a uma taxa anual prefixada. Da mesma forma,
as PGs modelam o crescimento de uma populacdo a uma taxa anual ou, ainda, o
decaimento da radiacao emitida por um material radioativo.

Assim, as PGs aparecem muito frequentemente nao so6 nas aplicacoes, mas tam-
bém, em varios contextos matemaéticos e, por isso, certamente, sao muito mais inte-
ressantes do que as progressoes aritméticas.

Em uma progressao geométrica (ai,as,as,...), para avangar um termo basta
multiplicar pela razao; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela
razdo, e assim por diante. Por exemplo, a;3 = as¢® , pois avancamos 8 termos ao
passar de as para a;3; a12 = ar¢° , pois avancamos 5 termos ao passar de arparaa;2;

as = ;%, pois ao passar de a;7; para a4 , retrocedemos 13 termos; de modo geral,
a, = a;q"" ', pois, ao passar de a; para a, , avancamos n — 1 termos.

Em muitos casos é mais natural numerar os termos a partir de zero, nesse caso,
a, = apq" , pois avancamos n termos ao passar de ay para a n.

Como em uma progressao geométrica a, = apq", a funcdo que associa a cada
natural n o valor de a,, é simplesmente a restricao aos naturais da funcao exponencial
a(x) = a(0)¢”. Portanto, pensando em uma progressao geométrica como uma fun¢do
que associa a cada ntimero natural n o valor a,, o grafico dessa funcao é formado
por uma sequéncia de pontos pertencentes ao grafico de uma fungao exponencial.

Y

Figura 3.10: Gréfico de uma PG

Exemplo 3.5 Em uma progressao geométrica, o quinto termo vale 5 e o oitavo
termo vale 135. Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?

Temos ag = asq> , pois ao passar do quinto termo para o oitavo, avancamos 3
termos. Logo, 135 = 5¢® ¢ ¢ = 8. Analogamente, ay = asq® = 5 - 3% = 45.

O sétimo termo vale 45.

3.4.1 A férmula das taxas equivalentes

Lema 3.1 Se I € a taxa de crescimento de uma grandeza relativamente ao periodo
de tempo T e 1 € a tara de crescimento relativamente ao periodo t, e se T = nt,
entio 14+ 1 = (1 +14)".

Demonstracao: Seja Gy o valor inicial da grandeza. Apo6s um periodo de tempo
T, o valor da grandeza serd Go(1 + I)! . Como um periodo de tempo T equivale a
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n periodos de tempo iguais a t, o valor da grandeza sera também igual a Go(1 + )"

. Logo, Go(1+i)' =Go(1+i)"el+I=(14+4)". m

Exemplo 3.6 Uma bomba de vdcuo retira, em cada succao, 2% do gds existente em

certo recipiente. Depois de 50 succoes, quanto restard do gds inicialmente existente?
Temosi = —2% = —0,02 en = 50. Dai, 1+1 = (1+1)" = (1—-0,02)%° = 0, 3642

el = —0,6358 = —63,58%. A quantidade de gds diminuird de aprozimadamente

63,58%. Restarao aprorimadamente 36,42% do gds inicialmente existente.

3.4.2 A soma dos termos de uma PG

Lema 3.2 A soma nos n primeiros termos de uma progressao geométrica a, de
~ P —aq™
razio q # 1, € S, = alllqu
Demonstragao:
S,=a1+ay+az+ -+ ap_1+ a,.

Multiplicando por ¢

qSn = a2 taz+as+ -+ an + app1.
Subtraindo, temos S,, — ¢S, = a1 — an41 , isto &, S, (1 —¢q) = a1 — a1¢™ e, finalmente,
1—q"
l—gq
Exemplo 3.7 Diz a lenda que o inventor do zadrez pediu como recompensa 1 grao
de trigo pela primeira casa, 2 graos pela sequnda, 4 pela terceira e assim por diante,

sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de radrez tem 64
casas, o numero de graos pedidos pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros

Sn:al

termos da progressao geométrica 1,2,4,.... O valor dessa soma €
1—q" 1 — 264
Sp=a—b =1 =98
1—gq 1-2
Calculando, obtemos um estupendo numero de digitos:
18446744073709551615

Nas progressoes geométricas em que |¢| < 1, a soma dos n primeiros termos tem
um limite finito quando n — co. Como nesse caso

1-0
lim S, = a;
n—00 1—gq
isto &,
lim S, = il
n—o0o 1—g¢q

Exemplo 3.8 O limite da soma 0,3+0,034-0,003+. .. quando o nimero de parcelas

0,3 . :
tende a infinito € igual a T—o0l 3 O resultado € intuitivo pois somando um
nimero muito grande de termos da progressao encontraremos aproximadamente a
1
dizima periodica 0,33333--- = 3

As aplicacoes mostradas neste capitulo, sao tais que poderao motivar a introdu-
cao desta teoria devidamente adaptada no ensino médio.
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