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Resumo

Neste trabalho, que representa parte de um artigo maior, iremos abordar o conjunto dos ndmeros reais,
mais precisamente classificad-los em duas categorias: racionais e irracionais. Buscamos ampliar o
conhecimento dos leitores em relacdo a esses conjuntos. Definiremos 0s himeros racionais, em sua forma
decimal, mostrando a sua padronizacdo quanto as casas decimais. Definiremos 0s nimeros irracionais
onde ndo h& uma padronizacdo. Mostraremos algumas aplicacBes das expansfes decimais desses
nUmeros.

Palavras-chave: NUmeros reais; Racionais; Irracionais; Decimais. Expansdes decimais

1. Introducao

Este trabalho busca ampliar o conhecimento dos professores em relacdo aos
contelidos dos conjuntos dos racionais e dos irracionais, proporcionando uma nova
perspectiva sobre sua construcdo conceitual, pois a falta de esclarecimento destes
contetidos provoca no aluno respostas equivocadas e incompreensdo desse assunto.

A metodologia utilizada aqui tem como alicerce a pesquisa teorica, onde o sélido
embasamento tedrico nos leva ao tema proposto. Este trabalho representa parte de uma
artigo maior e nesta parte apresentamos algumas aplicac6es das expansdes decimais.

2. Conhecendo os diferentes tipos de representacao decimal.

Algumas caracteristicas particulares das expressfes decimais correspondem a
propriedades especificas dos nimeros que elas representam. Os nimeros racionais sao
representados por expressdes decimais finitas e infinitas periddicas (simples ou
compostas). J& 0s numeros irracionais sdo representados por expressdes decimais
infinitas e ndo periodicas. Nesta se¢cdo vamos definir alguns métodos que permitirdo
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transformar os nimeros racionais representados na sua forma decimal em sua forma
fracionaria.

2.1 ExpressOes decimais finitas.

Algumas fracGes possuem representacdes decimais finitas. Sdo exemplos de
representagOes decimais finitas de uma fragao,
1

=05 2—04 ! =0,0125
2_ ) ) 5_ ) ) 80_ ) .

Podemos nos perguntar quais fragdes racionais possuem uma representacdo decimal
finita? Antes de responder a esta pergunta, em geral, vamos examinar um exemplo, que
é uma representacdo decimal finita 0,8625. Sabemos que

0,8625 = 8625
’ ~ 10000

e que qualquer nimero decimal finito pode ser escrito como uma fragdo racional com
um denominador que € de 10, 100, 1000, ou alguma outra poténcia de 10. Se a fracao
do lado direito é simplificada, obtemos

08625 — 8625 69
’ 10000 80

O denominador 80 foi obtido dividindo 10.000 por 125, o maior fator comum de 10.000
e 8625. Agora, 0 numero inteiro 80, como 10.000, tem apenas os dois fatores primos 2 e
5. Se tivéssemos comegado com qualquer nimero decimal com representacdo finita,

. ~ . a . .
seja qual for, a forma correspondente a fracdo racional > comae b primos entre si,

teria a mesma propriedade. Isto é, o denominador b teria somente 2 e 5 como fatores
primos que sdo 0s mesmos fatores de 10, que acaba por decidir a questao.

-~ , . . , m ~ .
Proposicdo: Um numero racional, na forma irredutivel - tem representacdo decimal
finita se, e somente se, n ndo possui fatores primos diferentes de 2 e 5.

Demonstracdo: (—) Considerando ¢ um numero de representacdo decimal finita, €
. p m -
sempre possivel coloca-lo na forma —,comn sendo uma poténcia de 10. E qualquer

poténcia de 10 tem apenas como fatores primos 0 2 e 5.

(<) Suponha que n seja da forma 2¢5%, com a e b inteiros positivos ou nulos. Ent3o,
duas coisas podem acontecer: ou b € menor do que ou igual a a (b < a), ou entdo b é
maior do que a (b > a). Se b < a, multiplicaremos o numerador e o denominador da
fracdo por 5472,



m_m _ om 5a-b _m. 5a-b _mSa‘b
n  2a5b  2agbgsa-b — paga — 1pa ’

sendo a — b positivo ou nulo, 547 serd inteiro e, portanto m.5%? também sera um
inteiro, digamos . Podemos escrever:

m_ B
n 104
e, como a divisdo do inteiro g por 10? requer apenas que coloquemos virgula no lugar
m ~ . ..
correto, obtemos para —uma representacdo decimal finita.
Analogamente, concluimos para b > a.

2.2 Expressdes Decimais infinitas — periddicas

Podemos estabelecer que cada um desses numeros decimais infinitos tem um
padrdo de repeticdo, tais como

> _ 0,454545 3097 _ 0,31282828
7-0 e 3900 =

Por conveniéncia, vamos utilizar a notacdo padrdo para indicar um periodo, através do
uso de uma barra sobre a parte repetitiva:

S—OE 3097—031% 1—0§
11 77 9900 o3 T

A razdo para o padrdo repetitivo de digitos pode ser vista a partir de uma consideracdo

2 .
do método padréo de conversdo de uma fracao, P por exemplo, na forma decimal :

2
- = 0,285714.

No processo de divisdo, os restos sucessivos sao 6, 4, 5, 1, 3, 2. Quando o resto 2 é
atingido, o ciclo esta completo e tem um recorréncia da divisdo de 20 por 7. Os restos
sdo menores do que o divisor, por isso ha uma recorréncia uma vez que existem apenas
seis eventuais restos. Observe que, nesse caso, o resto 0 é desconsiderado, uma vez que
ndo estamos examinando decimais finitos.

No exemplo acima, a recorréncia aconteceu quando a divisdo de 20 por 7

apareceu pela segunda vez. Agora, 20 por 7 foi o primeiro passo em todo o processo de

N _ 3 209 )
divisdo. Considere, por exemplo, a conversdo de ~00 para a forma decimal :

209 _ 0,29857142
700



A recorréncia aqui acontece quando alcancamos o resto 600, que havia ocorrido Vvarios
passos antes. Com 700 como o divisor, sabemos que 0s eventuais restos sao 0s nUmMeros
1,2,3,...,699. Assim, temos a certeza da repeticdo de um resto, embora possamos ter
que seguir muitos passos para alcancgar a repetigéo.

a ., . .
No caso geral 5o ae b ndmeros inteiros e b # 0, pode-se argumentar de um

modo semelhante. Quando o numero inteiro a é dividido por um namero inteiro b, os
unicos restos possiveis sao 1,2 ,3,...,b-2,b -1, e assim uma recorréncia do
processo de divisdo é determinado. Quando se repete o processo de divisdo, um ciclo é
iniciado e o resultado é uma dizima periodica.

- x . a : -
Proposicdo: Qualquer fracédo racional 5 € expressa como um decimal finito ou uma

expansao decimal periodica infinita; reciprocamente, qualquer expansédo decimal finita
ou infinita periodica é igual a um numero racional.

Primeiramente, vamos mostrar, atraves de um método que pode ser generalizado
para cobrir todos os casos, que um numero decimal em que ha repeticdo periddica
infinita é racional. Depois de tratarmos um caso particular, devemos aplicar 0 mesmo
método para qualquer decimal periddica.

Consideremos, por exemplo, a decimal periddica infinita

x =28,123456 ou  x = 28,123456456 ...

Vamos multiplica-la pela primeira vez por um numero, em seguida, por outro; Estes
nameros serdo escolhidos de modo que, quando tomamos a diferenca dos dois produtos,
a parte periddica infinita tera sido subtraida. No exemplo, 0s numeros 10° e 10® servirdo
para este fim. Observe que

106.x = 28123456,456

103.x = 28123,456,
de modo que a diferenca 10%.x — 103.x é
999000x = 28095333,

portanto

28095333

¥~ 7999000
Logo x € um numero racional.

Generalizando este método pretende-se mostrar que 0s ndmeros 10° e 10° nédo
foram escolhidos aleatoriamente, mas foram escolhidos de forma sistematica. Nos
devemos omitir a parte inteira do decimal, ou seja, a parte que corresponde a 28 no
exemplo acima, porque ndo desempenha qualquer papel decisivo no processo. Assim,
podemos escrever qualquer decimal periodico sem a parte inteira, dessa forma.

4



Demonstracéo:
Seja
x =0,a,a, ...asb1b, ... b;,
Onde a4, a,, ...,as representam os s digitos consecutivos da parte ndo periddica e

by, by, ..., b; representam os t digitos consecutivos do periodo. Multiplicamos x pela
primeira vez por 10°*%, depois por 10%, e obtemos

105+t.x = a4, ...asblbz bt + O, b1b2 "'bt1
10%.x = aya, ...as, byb, ... by,

Subtraindo as equacdes, temos
(105t —10%).x = aya, ...agh. b, ...b; — aqa, ...as,
de modo que

a,ay ...agbib, ...by — a,a, ...ag
= 105+t — 10s ’

que € um namero inteiro dividido por outro nimero inteiro e, portanto € racional.
|

;- . ~_ a., . . ~ .
Corolario: Se o denominador b da fracéo 5 € primo relativo com 10 entéo, o periodo
comeca imediatamente apés a virgula.

O Resultado acima é a contrapositiva do que foi feito na proposi¢éo anterior.

O que temos estabelecido nesta secdo é que alguns nimeros racionais podem ser
expressos como decimais finitos, ao passo que ha outros nimeros racionais que podem
ser expressos por decimais infinitos. Curiosamente cada decimal finito, com exce¢do do
zero, pode ser expresso numa forma infinita. Claro que isso pode ser feito de uma
maneira muito Obvia, quando escrevemos 6,8 como 6,8000 . . . , isto €, com uma
sucessdo infinita de zeros. Além deste processo Obvio de transformar um ndmero
decimal finito em um infinito anexando toda uma série de zeros, h& outra maneira.
Vamos comecar com a expansdo decimal bem conhecida:

L 0,33333
3 -_ ) e

Se multiplicarmos ambos 0os membros desta equagéo por 3, obtemos o resultado
1) 1=0,9999... .

Assim, temos a igualdade entre a expansao decimal finita 1,0 e a expanséo decimal
infinita 0,9999 ...,



Vejamos a equacdo (1) de outra maneira. Suponha que denotamos o nimero decimal
infinito 0,9999 ... por X, isto é,

) x =0,9999 ...,
Multiplicando por 10, obtemos
(3) 10x =9,9999..=9+0,9999 ...,
Subtraindo a equacéo (2) da equagéo (3), obtemos
9x=9 ou x=1.
Assim provamos a equacgdo (1) por uma abordagem diferente da usada inicialmente.

Agora, depois de dividirmos a equacdo (1) por 10, 100, 1000, etc. Produzimos toda
sequéncia de resultados.

0,1 = 0,09999 ...,
(4) 0,01 = 0,009999 ...
0,001 = 0,0009999 ...
0,0001 = 0,00009999 ..., etc

Estes resultados podem ser utilizados para converter qualquer decimal finito em uma
forma infinita. Por exemplo, podemos escrever:

6,8=16,74+0,1=6,7+0,09999 ....= 6,79999 ...
Alguns outros exemplos s&o:
0,43 =042 +0,01 = 0,42 + 0,009999 ... = 0,429999 ....;
0,758 = 0,757 + 0,001 = 0,757 + 0,0009999 ... = 0,7579999 ....;
0,102 = 0,101 + 0,001 = 0,101 + 0,0009999 ... = 0,1019999 ....;
Este método nos permite escrever qualquer numero decimal finito como um ndmero
decimal infinito. Por outro lado, as equacdes (1) e (4) podem ser utilizadas para
converter qualquer decimal que tem uma sucessao infinita de noves em um ndmero
decimal finito. Alguns exemplos séo:
0,469999 ... = 0,46 + 0,009999 ... = 0,46 + 0,01 = 0,47
18,09999 ... = 18 + 0,09999 ... = 18 + 0,1 = 18,1.
A questdo de como um numero decimal pode ser representado de varias formas,

envolve uma questao de interpretacéo. Pois, além de escrevermos 0,43 como 0,42999...
também podemos escrever este numero nas formas



0,430, 0,4300,0,43000, 0,430000,...

No entanto, sdo essas variacdes triviais sobre 0,43 que fazem ndo conta-las como
diferentes representacdes. Quando nos referimos a forma decimal infinita de um
numero, como 0,43, queremos dizer 0,42999... e ndo 0,43000...

.- . . . , . - a - - -
Podemos distinguir dois tipos de nUmeros racionais - aqueles em que o nimero inteiro

b s6 tem fatores 2 e 5, e todos 0s outros. Presume-se que % estd na forma irredutivel. Os
do primeiro tipo podem ser escritos tanto como decimais finitos quanto infinitos. Por
exemplo,

1
5= 0,5 =0,4999 ...

Os numeros do segundo tipo podem ser escritos apenas com a representacdo decimal
infinita. Por exemplo,

1 0,3333
3 - ) e

Na secdo 2 vimos que duas representaces decimais infinitas distintas, nenhuma das
quais tendo 9 como periodo, correspondem a nameros reais distintos. A proposi¢do
abaixo nos ajuda a entender um pouco das restricGes apresentadas quanto aos nimeros
gue possuem nove como periodo.

Proposicdo - O processo das divisdes sucessivas nunca gera periodo formado sé por
noves.

Demonstracdo: A prova € por absurdo. Suponha que %< 1 e que, pelo processo
descrito acima, tenhamos chegado, por exemplo, a um periodo de trés noves:

=0,91...95999 ... = 0,41 ... qs999.

S Q

Isto significa que fomos gerando quocientes ¢, ... g5 € respectivos restos r; ...7 , € que, a
partir dai, digamos, nas préximas 3 etapas, obtivemos:

10X, =9Xb+r1,,,c0M0<71,,,<b
10X 71,1 =9Xb+1s,,,com0<ry,<b
10 X154, =9 X b +1s.

Isto nos garante que a partir de agora o bloco de 3 quocientes iguais a 9 vai se repetir,
caracterizando assim periodo 9 para expansdo decimal de %. Somando as 3 igualdades

acima, obtemos:

1OX(7:§-|'7's+1-|'rs+2)=9Xbx3‘|'(rs+2‘I'rs+1'|'rs):

=9Xb X3+ (15 + 7541 + T512),
ou ainda,
Ts + 1541+ 1502 =3 X b,

7



0 que € absurdo, pois cada resto é estritamente menor do que b.
Assim, o processo de divisdes sucessivas nunca gera periodo s6 formado por 9’s.

2.3 Expressdes decimais infinitas — ndo periddicas

Na se¢do anterior caracterizamos as representa¢des decimais de nlimeros racionais
como sendo aquelas que sdo ou finitas ou infinitas com dizimas periddicas. Uma
conclusdo importante que podemos obter a partir desse resultado é a caracterizacdo da
representacdo decimal de ndmeros irracionais, a saber: Essas representacdes s&o
infinitas e sem dizimas periddicas. Com isso, temos nessas representacfes uma
infinidade de algarismos a direita da virgula sem um padrdo de repeticdo definido.
Como consequéncia, um dado namero irracional ndo pode ser obtido como uma fracao

de inteiros %com n diferente de 0.

Para comegarmos a nossa discussio, vamos exibir a irracionalidade de v2 que é a
base para provarmos a irracionalidade de infinitos outros nimeros.

Proposicdo: v/2 é um nimero irracional.

Demonstracdo: A prova é por absurdo. Suponha que /2 é nimero racional, podemos
escrever

a
2=—
V2=,

onde a e b sdo inteiros, primos entre si. Elevando ao quadrado a equacédo, obtemos

aZ

ﬁ ’

a® = 2b?.

2 =

O termo 2b? representa um inteiro par, entdo a? ¢ um niimero par, e portanto a também
€ um namero par. Seja a = 2¢, onde ¢ € também um namero inteiro. Substituindo a por
2¢ na equacdo a? = 2b?, obtemos

(2¢)? = 2b?,
4c? = 2b?,
2c? = b2.

O termo 2¢? representa um inteiro par, de modo que b2 também é um inteiro par, o que
. ., a ~ - P ;s .
contradiz a hipotese de 5 Seruma fracéo irredutivel. Logo 2 é irracional.



De maneira andloga pode-se demonstrar que ./p para p primo é um ndmero
irracional. Portanto como h& infinitos ndmeros primos, deduzimos que h& infinitos
numeros irracionais produzidos dessa forma.

Convém notar que, embora ndo exista um padréo de formacéo das representagdes
decimais dos nameros irracionais, € muito facil construi-las para uma infinidade desses
numeros: Basta criarmos um numero que tenha uma representacdo decimal infinita e
que ndo tenha uma dizima periddica. Por exemplo:

£ =0,123456789101112131415161718....

O nudmero g foi escrito utilizando-se os digitos dos nimeros naturais em ordem
crescente. Apesar da representacao decimal desse nimero ser de obtencdo simples, néo
¢ uma representacdo finita e ndo possui dizima periddica. Logo £ € um ndmero
irracional.

Outro exemplo de nimero q irracional, facil de construir, € dado por:
q =0,1010010001000010000010000001 ...

g é formado por uma série de uns separados por zeros, primeiro um zero, em seguida
dois zeros, em seguida, trés zeros e assim por diante. Podemos observar que ndo existe
um periodo que se repita.

Mais um exemplo de namero irracional é a constante de Liouville, definida pela série
numeérica
(o]
L= Z 107/
j=1

Finalmente as considerac@es feitas anteriormente nos conduzem a concluir que ha
uma facilidade na obtencdo de uma infinidade de numeros irracionais. Isto serve para
desmistificarmos a ideia intuitiva e equivocada, de que ha poucos exemplos desses
nameros. Na verdade pode-se até mostrar que ha uma infinidade de representacdes
decimais infinitas e sem dizimas periddicas, o que ratifica o fato de que o conjunto dos
nameros irracionais tem infinitos elementos.

Neste trabalho ndo trataremos das aproximacdes dos Irracionais. Indicamos
aos leitores que desejarem se aprofundar mais neste assunto especifico, a leitura do livro
Numbers: Rational and Irrational (NIVEN, 1961).

3. Consideracoes Finais

Com o presente trabalho podemos observar as demonstragdes que nos levam a um
tipo de representacdo de cada numero. Vimos que um numero real é racional ou
irracional e que estes se diferem no comportamento de suas casas decimais. As
demonstracdes matematicas sdo de suma importancia, tanto para o professor para que
ele sinta-se seguro nos seus argumentos, tanto para o aluno para que ele possa ampliar
as estratégias para a resolucdo de um problema. Entender o comportamento dos
nameros Reais e a diferenca entre os seus subconjuntos é a base para um entendimento



solido da matematica. Vimos que a partir dos axiomas dos reais, sdo construidas varias
operacdes simples até outras mais complexas, como as sequéncias, que nos levam a
entender o comportamento das expansdes decimais. Na constru¢gdo do conhecimento
(ou, do conceito), por vezes a intuicdo nos foi bastante util, mas isso ndo significa que a
formalizagdo conceitual com o rigor matematico necessario deixou de ser apresentada.
Demonstramos alguns resultados importantes das representacbes decimais que nos
permitiram entender como estdo associadas as diferentes representaces de um nimero.
Dessa forma, esse trabalho visa ser um auxiliador para o professor que deseja entender
melhor as diferentes representacdes decimais, contribuindo com o seu conhecimento e
consequentemente melhorando as orientagdes dadas aos alunos.
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