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RESUMO

O presente trabalho traz um breve estudo sobre a trajetoria da Geometria e suas
variacoes, Analitica, Euclidiana e nao-Euclidiana, com o intuito de estudar as trans-
formagoes geométricas planas. Para tal, iremos discorrer sobre estas no curriculo da
matematica, sempre pautados pelos PCN'’s, e sobre o uso das TIC’s no processo de ensino-
aprendizagem. Finalizando, teremos atividades que abordam as transformacoes com o uso

do GeoGebra.

Palavras Chaves: Geometria, Transformagoes Geométricas, GeoGebra.



ABSTRACT

The present work brings a brief study on the trajectory of the geometry and its va-
riations, Analytical, Euclidean and non-Euclidean, in order to study the plane geometry
transformations. To this end, we will discuss these in the curriculum of mathematics,
always guided by the NCP’s, and the use of ICT’s in the teaching-learning process. Con-
cluding, we will have activities which focus the transformations with the use of GeoGebra.

Key words: Geometry, Geometric Transformations, GeoGebra.
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Capitulo 1

Introducao

Varias pesquisas, ver Pavanello!, 1989, apontam que ha décadas o ensino da Geometria
no Brasil é deficitario, devido ao abandono e até omissao deste tépico em todos os niveis
de escolarizacgao, inclusive no ensino superior. E f4cil constatar a imensa dificuldade que
alunos, e até professores, tém em identificar figuras semelhantes. Quando se pede para
um aluno desenhar um triangulo, ao se fazer uma rotagao deste, muitas vezes o aluno
afirma que os triangulos sao diferentes. Note que nao foi uma transformacao tao dificil
de fazer. Outro exemplo é quando se desenha um trapézio que nao esta apoiado em uma
das bases e é comparado com um desenhado de “maneira usual”.

Nao obstante, os livros didaticos ainda tratam de forma bastante superficial as trans-
formagoes geométricas. E muito comum encontrar alunos que nao reconhecem as cons-
trugoes, por homotetia, de figuras semelhantes. Alias, muitos nem conhecem esta palavra,
o que nao € de se estranhar, pois na maioria das vezes este conteido nao é ensinado.

As transformacgoes geométricas sao muito utilizadas em campos como a Algebra Li-
near, a Computagao Grafica, nas construgoes e principalmente na Arte. E este trabalho
apresentara alguns exemplos e aplicagoes. Todavia, o principal objetivo deste é dar su-
porte ao professor para que este possa trabalhar, e bem, em sala de aula este tema e
proporcionar ao aluno uma visao mais atraente das transformagoes geométricas. Para tal
fim sao propostas varias atividades didaticas com o uso do GeoGebra.

O trabalho comeca com uma breve resenha histérica sobre a geometria e as trans-
formagbes geométricas, a seguir apresenta a teoria referente a estas tranformagoes (de-
finigoes e exemplos). Em seguida se tem uma andlise acerca das mesmas no ensino
fundamental. Apds, apresenta os comandos e funcionalidades do programa GeoGebra,
bem como construcoes de elementos basicos e figuras simples, tais como ponto, retas e
triangulos. E, por fim, disponibiliza as atividades desenvolvidas em sala de aula.

!Pavanello (1989). Em sua dissertagao de mestrado faz uma analise histérica do ensino da Ma-
tematica no Brasil e no mundo, objetivando responder a razao pela qual o ensino da Geometria vem
gradualmente desaparecendo do curriculo das escolas brasileiras.



Capitulo 2

Resenha Historica

Mesmo sendo um dos ramos mais antigos da matematica ainda nao se sabe, exatamente, o
inicio do estudo da Geometria. Muito embora seja facil encontrar, na pré-histéria, figuras
e simbolos geométricos atualmente bem conhecidos e muito trabalhados, esta geometria
definida por Eves! como “geometria subconsciente”fez com que o homem pré-histérico
conseguisse se comunicar entre os seus, além de dar inicio ao estudo das mesmas. E foi
através destes estudos, que o homem obteve algumas nogoes e relagoes que deram origem,
segundo Howard Eves, a “geometria cientifica”.

Foi através dos estudiosos e filosofos gregos, que deram a geometria uma base l6gica
e racional, que se passou a tratar este tema de uma forma mais cientifica, mais exata e
menos empirica. Através de deducoes légicas, os gregos deram uma forma mais concreta
e aceitavel de ver, conceber e ensinar a geometria. Estas dedugoes deram, entao, origem
ao que hoje se conhece como axiomas, defini¢goes, lemas, teoremas, proposicoes, postula-
dos, conjecturas etc. Considerando esta fase, estes estudos trazidos pelos gregos, se pode
ter, sim, uma data para o inicio do estudo da Geometria como ela é conhecida atualmente.

Foi através dos estudos de Thales de Mileto (624 A.C. - 548 A.C.) que se obteve os
primeiros resultados e provas elementares da geometria atual. Mesmo considerando que
a época em que tais resultados foram alcancados e provados ja ultrapassam mais de dois
mil anos, nao se pode negar a importancia e, principalmente, a atualidade e veracidade
dos mesmos. Afinal, foi apenas no século XIX que a geometria euclidiana foi confrontada.

2.1 Geometria Euclidiana

A Geometria Euclidiana, como o nome sugere, é baseada nos trabalhos de Euclides?. A
obra de Euclides “Os Elementos”é, até hoje, um dos livros mais influentes da Matematica,
seja pelo método, seja pelo conteuido. Nesta obra, Euclides propoe e descreve um método
para provar toda sua sistematica, sua ideia, sobre a geometria. O método consiste em
assumir um conjunto de axiomas intuitivos para poder provar varios teoremas. Embora
muitos destes resultados tenham sido afirmados por outros matematicos gregos, Euclides

'Howard Whitley Eves (1911 - 2004). Matemdtico norte-americano, conhecido por seu trabalho
em geometria e histéria da matemaéatica. Ph.D. em matemaética pela Universidade Estadual do Oregon
em 1948, com uma dissertacao intitulada “A Class of Curves”.

2Euclides de Alexandria. Foi um professor, matemético, platonico e escritor possivelmente grego,
muitas vezes referido como o “Pai da Geometria”.



foi o primeiro a demonstrar de forma logica e contundente que tais proposicoes pode-
riam ser reunidas em um abrangente sistema dedutivo. Embora tais postulados sejam
conhecidos e amplamente divulgados, cabe lista-los abaixo:

[

a+f< 180"

Figura 2.1: Postulados de Euclides

1. Dados dois pontos distintos, ha um tnico segmento de reta que os une;
2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir uma reta;

3. Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer, pode-se construir uma circun-
feréncia de centro naquele ponto e com raio igual a distancia dada;

4. Todos os angulos retos sao congruentes (semelhantes);

5. O “Postulado de Euclides”: Se uma linha reta cai em duas linhas retas de forma
a que os dois angulos internos de um mesmo lado sejam (em conjunto, ou soma)
menores que dois angulos retos, entao as duas linhas retas, se forem prolongadas
indefinidamente, encontram-se num ponto no mesmo lado em que os dois angulos
sao menores que dois angulos retos.

Com seu enfoque axiomdtico, o qual é baseado em demonstracoes e construgoes, até
o século XVII a ciéncia aplicada, e aceita, na geometria era a de Euclides. A partir do
século XVII a geometria segue, mesmo que paralelamente, dois caminhos:

e O, ainda, axiomatico incorporando novos conceitos como os de perspectiva que ja
era utilizado pelos artistas; e

e O analitico, que incorporou o uso de coordenadas, transformando a, entao, intuicao
geométrica do espago, em uma visao numérica de um espaco matematico, o plano
cartesiano.



2.2 Geometria Analitica

A grande mudanca na geometria apés a era de ouro dos gregos, se deve a Descartes® e
Fermat?, idealistas da geometria analitica. Grandes entusiastas das ciéncias e do direito,
propuseram uma substituicao dos pontos do plano e das curvas, por pares de nimeros
e por equacgoes, respectivamente. Logo, o estudo das propriedades das curvas passa a
ser tratado de uma forma mais algébrica, considerando as equagoes correspondentes. Na
época de ambos, que sao contemporaneos, o grande desenvolvimento da Matematica se
deu nao s6 na geometria analitica, mas também na analise infinitesimal.

A geometria de Euclides, que era vista e entendida como forma de acesso ao espago
fisico foi, de certa forma, transportada aos nimeros reais. Ou seja, a partir das ideias
de Descartes as propriedades geométricas devem decorrer das propriedades dos ntimeros
reais, ou da intuicao sobre eles, e nao mais da intuicao, da visao puramente espacial. A
associacao de nimeros como medida de segmentos de reta, permitiu a Descartes definir
o que atualmente é conhecida como “reta numérica”, base do sistema de coordenadas da
geometria analitica.

A Geometria Analitica de Descartes apareceu em 1637 no pequeno texto chamado
“A Geometria”como um dos trés apéndices do Discurso do Método, obra considerada o
marco inicial da filosofia moderna. Nela, em resumo, Descartes defende o método ma-
tematico como modelo para a aquisicao de conhecimentos em todos os campos. De forma
independente Fermat inventou a Geometria Analitica em 1629 e descreveu as suas ideias
num trabalho nao publicado intitulado “Introducao aos Lugares Geométricos Planos e
Sélidos”, que circulou apenas na forma de manuscrito, publicado em 1679. Neste traba-
lho Fermat introduziu a “ideia”de eixos perpendiculares e descobriu as equacoes gerais da
reta, circunferéncia e equagoes mais simples para pardbolas, elipses e hipérboles, e depois
demonstrou que toda equacao de 1° e 2° grau pode ser reduzida a um desses tipos.

Tabela 2.1: Comparacao das Geometrias

Geometria Euclidiana | Geometria Analitica
Plano Euclidiano Plano Cartesiano
Ponto geométrico Par ordenado
Reta geométrica Equagao da reta

Ao apresentar um espago que nunca se modifica, a geometria euclidiana revela uma
simetria estrita, onde se pode afirmar que se uma relacao é verdadeira de x para y, entao
também sera verdadeira de y para x. Tal teoria sé foi confrontada na era moderna com o
surgimento de outras geometrias tais como a hiperbdlica, a eliptica e a esférica. Ao ana-
lisar o processo de prolongamento no Postulado V, percebe-se sua “falta de conclusao”ao
anunciar a existéncia dos pontos de intersecao dos pares de retas quando “prolongadas
indefinidamente”. Esta dificuldade abre, entao, uma margem para se questionar esta ver-
dade como evidente, o que da inicio a um processo de discussao que durou séculos e se

3René Descartes(1596-1650). Fildsofo, matematico e fisico francés do século XVIL E considerado
0 pioneiro no pensamento filoséfico moderno.

“Pierre de Fermat(1601-1665). Advogado e oficial do governo em Toulouse, Franca. A matemética
era o seu passatempo.



concluiu no século XIX, com o advento de geometrias que propunham alguma negacao a
este postulado, as geometrias nao-euclidianas.

2.3 Geometrias nao Euclidianas

Segundo a Geometria Euclidiana “por uma ponto fora de uma reta, existe uma unica reta
paralela a esta, passando por este ponto”e “duas retas paralelas nunca se encontram” (isto
constitue uma versao alternativa do 5° postulado). Euclides demostrou a existéncia de
uma reta paralela passando por um ponto fora de uma reta dada, e percebeu que a questao
da unicidade das paralelas era um tema polémico, visto que esta afirmacao implicava na
existéncia de um ponto de encontro de outras duas quaisquer retas concorrentes, mesmo
que este encontro ocorresse além dos limites do factivel. Surge entao uma indagagao:
Pode-se afirmar a existéncia de algo que nao pode ser realizado dentro do universo inteiro?

Embora fosse uma questao bem delicada, até meados do século XIX a veracidade do
quinto postulado jamais foi questionada. Houve, sim, um consenso de que embora o quinto
postulado nao fosse tao simples quanto os outros quatro, os quais nao geraram duvidas,
eram simples e evidentes, sua veracidade era inquestionavel. Muitos matematicos trata-
vam, e ainda tratam, o quinto postulado mais como um teorema e que, por sua vez, deve
ser demonstrado utilizando apenas os quatro primeiros postulados. Nestes mais de dois
mil anos, muitos matematicos e filosofos tentaram realizar esta prova. Mas, sempre que
alguém conseguia provar, seus métodos eram sempre derrubados pela precisao e pelo rigor
da matematica.

Com tantas e tamanhas dificuldades para se provar o quinto postulado, o procedimento
utilizado por Euclides passou a ser cada vez mais questionado pela classe matematica na
era moderna. Muitas destas objecoes se baseavam no fato de Euclides tentar definir os
conceitos basicos da geometria sem lancar mao dos conceitos primitivos. Segundo Eves
(1995, p. 656) “para os gregos, a geometria nao era exatamente um estudo abstrato, mas
uma tentativa de andlise 16gica do espaco fisico idealizado”, o que explica a diferenca entre
a ideia moderna e a ideia grega acerca do método axiomatico utilizado por Euclides. Uma
das primeiras indagacoes se deve ao fato de usar a Geometria Euclidiana para definir si-
tuagoes geométricas sobre superficies curvas, como o globo terrestre, mesmo sabendo que
seus axiomas e teoremas sao validos apenas em superficies planas. Outro fato verificado
é que na geometria Euclidiana a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°. No
entanto, ao desenhar um triangulo sobre um superficie curva este fato deixa de ser verda-
deiro. Surgem, entao, no inicio do século XIX pontos de vistas que tentam formalizar, de
maneira mais consistente, a geometria. O foco principal destas geometrias, diferentes da
de Euclides, se encontrava em rebater, principalmente, o que Euclides afirmava a respeito
das retas paralelas. Grandes pesquisadores como Gauss, Bolyai, Lobachevski e Riemann
contribuiram para o desenvolvimento de uma geometria de espacos curvos.

2.3.1 Geometria Hiperbdlica

Dada a dificuldade em provar o quinto postulado de Euclides tendo como base apenas os
primeiros quatro, surge uma nova ideia, uma nova geometria que nao sé poe em duvida,



mas chega a negar a veracidade do mesmo. Na primeira metade do século XIX Loba-
chevsky (1792-1856), Gauss (1777-1855) e Bolyai (1802-1860) foram os percursores desta
ideia, desta nova visao denominada, por Felix Klein, de geometria hiperbdlica.

A Geometria Hiperbdlica tem origem e se baseia em provar que existe mais de uma
reta paralela. E fécil perceber que, diferentemente da geometria euclidiana, a hiperbdlica
nao pode ser representada no espago real; é necessario considerar um outro espaco para
que seja possivel comprovar a veracidade desta. E neste espago, que podemos chamar de
“espaco artificial”, podemos definir algumas transformacoes geométricas. Em particular,
uma nocao adequada de isometria, onde pode se estudar alguns movimentos permitidos
por esta geometria nao euclidiana. Segundo Barreto(2005),

Na Geometria Hiperbolica o modelo plano € uma superficie chamada de pseudoesfera.
FEssa superficie é gerada através da revolugdo de uma curva chamada tratriz (Figura 2.2)
em torno do seu eixo horizontal. As retas da Geometria Hiperbolica sio geodésicas da
pseudo-esfera.

-

o

Pseudo-estera Tratriz

Figura 2.2: Geometria Hiperbdlica
Postulado das paralelas para as geometrias hiperbdlicas:

Dada uma reta qualquer e um ponto fora desta reta, existe pelo menos duas retas
paralelas a reta dada, passando por este ponto.

A figura abaixo ilustra este postulado:

Figura 2.3: Postulado Hiperbdlico



2.3.2 Geometria Eliptica ou Riemanniana

Novamente, ha a negacao do quinto postulado de Euclides, s6 que desta vez a suposicao
¢ de que nao existe tal paralela. Deste modo se obtem a Geometria Eliptica e um espaco
sem paralelas. Um cldssico exemplo deste espago sem paralelas é o planeta Terra. Ao
se locomover sobre sua superficie, se tem a sensacao de viajar sobre um enorme plano.
No entanto, este deslocamento é feito sobre uma superficie esférica. Logo, ao comparar
a superficie esférica com a terrestre, as retas nada mais sdo do que os meridianos que
se encontram nos poélos, note que a definicao de “retas”é dada pelo local geométrico da
intersecao da esfera com planos que passam na origem.

Figura 2.4: Geometria Eliptica

Postulado das paralelas para a Geometria Eliptica:
Por um ponto exterior a uma reta nao podemos tracar nenhuma paralela a esta reta.

Muito embora este breve estudo possa destruir varios resultados utilizados frequen-
temente em geometria plana, nao se pode negar que a descoberta das Geometrias nao-
Euclidianas proporcionou aos matematicos, principalmente aos matematicos da época, se
ver livre da rigidez de esquemas anteriores. Nao se pode negar, também, a importancia
de ensinar as Geometrias nao-FEuclidianas nos cursos de graduagao, sobretudo os de Ma-
tematica. Afinal, a geometria esférica é de suma importancia quando se considera a
superficie terrestre para assuntos como navegacao maritima e localizagao no globo terres-
tre. Ao desenvolver a teoria geral das variedades em 1854, Georg Reimann foi o primeiro
grande matematico a reconhecer a importancia das Geometrias nao-Euclidianas, legiti-
mando os varios tipos desta, além das Geometrias Reimannianas. Entretanto, a total
aceitacao destas Geometrias sé se firmou, se estabeleceu, apds a morte de Reimann em
1866.



Capitulo 3

Transformacoes (Geométricas

Embora Fermat tenha demonstrado interesse pelo ensaio “As Conicas”, de Apolonio, logo
se voltou para o estudo dos métodos analiticos, a Geometria Analitica. Em sua obra,
Apolonio descreve as conicas como secoes planas de um cone de base circular, destacando
que a parabola, a elipse e a hipérbole sao curvas diferentes e que devem ser estudas sepa-
radamente. Foi Desargues' que retomou os estudos da obra de Apolonio, muito em parte
motivado pelos artistas renascentistas que usavam com frequéncia as nocoes de perspec-
tiva. Segundo Boyer (1974, p. 263), a geometria projetiva de Desargues tinha uma enorme
vantagem, em generalidade, sobre a geometria métrica de Apolonio e Fermat, pois muitos
casos especiais de um teorema se juntam num enunciado geral.

O método que Desargues usou para trazer a geometria métodos usados na perspectiva
consistia em considerar um circulo A contido num plano $ e um ponto P nao pertencente
a este plano. Toda reta que passe por P e se apoie sobre A gera um cone C. Assim, todo
plano a que nao passe por P corta o cone e gera uma conica. Tal conica nada mais é
do que a projecao no plano « do circulo contido em [ e, assim sendo, suas propriedades
podem ser transportadas para a conica, seja ela qual for. De acordo com Boyer, foi em
1963 que Desargues desenvolveu esta ideia e obteve, a partir das projecoes, a parabola,
e elipse e a hipérbole, bem como a no¢ao de ponto no infinito. Desargues também foi o
primeiro a perceber a importancia de se considerar um conjunto de retas paralelas como
um caso de particular de retas concorrentes que se encontram em um ponto no infinito.
Mesmo muito importantes, estudos sobre as ideias de Desargues s6 foram retomados por
Blaise Pascal (1623-1662) e Philippe de Lahire (1640-1718). Assim como Desargues, a
metodologia de Pascal consistia em uma transformacao que levava pontos e retas de uma
circunferéncia a pontos e retas de uma conica qualquer.

Falando mais especificamente sobre as transformagoes geométricas, ha de se citar, mais
uma vez, Félix Klein que, em 1871, ao apresentar a possibilidade de unificar as geometrias
euclidianas e nao-euclidianas chocou a comunidade matematica da época. Klein afirmara
que ambas poderiam ser vistas como casos particulares de uma superficie projetiva, fato
que tornava equivalente a consisténcia das duas geometrias. A teoria de grupos contribuiu
muito para a geometria euclidiana ao mostrar as transformacoes geométricas como uma
funcao bijetora, isto é, uma funcao do plano no plano, bem como com o conceito de grupo
de transformacoes. Neste campo vale destacar o grupo das isometrias no plano que, de
forma analitica, traduz os movimentos do, e no, plano, e que é onde se estuda sobre os

!Girard Desargues (1591-1661). Arquiteto e engenheiro frances.



chamados movimentos rigidos que sao a translacao, a reflexao e a rotacao.

3.1 Transformacoes Geométricas no Plano
Antes de definir uma transformacao geométrica, ha de se lembrar:

Definicao 3.1.1 Uma funcao bijetiva f : A — B € uma func¢ao que associa a cada ele-
mento do dominio (o conjunto A), um unico elemento do contra-dominio (o conjunto B),
por meio de uma regra que define f e cuja imagen f(A) = {y € B|f(x) =y, para algum
x € A} € igual B.

Uma transformacao geométrica é uma correspondéncia biunivoca entre pontos do
plano. Mais especificamente:

Definicao 3.1.2 Uma transformagao geométrica T, no plano w, € uma funcaoT : m — T,
bijetiva que associa a cada ponto A do plano outro ponto A" = T(A) do plano, chamado
sua imagem de A por T. Se F é uma figura (ou conjunto de pontos) F' = T(F) € o
conjunto das imagens dos pontos de F.

Através de uma transformagao, os pontos de uma figura sao transportados e transfor-
mados, no mesmo plano, em uma outra figura que pode ser congruente ou semelhante a
figura original. Se a imagem for uma figura congruente, esta transformacao é uma isome-
tria, ver teorema 3.2.1. Todavia, se a imagem obtida for semelhante, esta transformacao
¢ uma homotetia. Pode-se, assim, definir como isometrias as transformagoes que mantém
as distancias relativas, ao passo que, quando estas medidas, estas distancias, sao altera-
das, proporcionalmente, estamos tratando de homotetias. Muito embora existam trans-
formagoes geométricas que nao preservam a forma da figura e, consequentemente, nao
existe semelhanca entre o objeto original e o transformado, este trabalho serd focado nas
isometrias e nas homotetias (ver Figura 3.1).

TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

Isometrias Néo isometrias

Homotetias

Translagdes Rotagdes Reflexdes

Figura 3.1: Transformacoes Geométricas



3.2 Isometrias

Definicao 3.2.1 Uma isometria é uma transformacao geométrica I : m — m tal que,
dados dois pontos, A e B, tém sua distancia d mantida pelas suas imagens. Isto € a

distancia d(A, B) = d(I(A),1(B)).

Ou seja, devido a esta caracteristica, as isometrias também sao vistas e chamadas de
movimento rigido no plano.

Figura 3.2: Exemplo de Isometria

Sao exemplos de isometria:
e Translacao

e Reflexao

e Rotacao

Teorema 3.2.1 FEuxistem apenas trés tipos de isometrias, nao triviais, no plano: translacao,
reflexdo e rotagao, além da composi¢ao das aplicacoes destas.

E é devido a este teorema que este trabalho estd focado no estudo das transformacoes
geométricas rigidas, que mantém a forma da figura original, translacao, reflexao e rotacao.
Além, é claro, da homotetia. A seguir ha um estudo sobre cada uma delas.

3.2.1 Translacao

Definicao 3.2.2 Translacao é uma transformacao geométrica onde os pontos de uma
figura sao todos deslocados numa mesma direcdo, num mesmo sentido e num mesmo
comprimento .

E imediato perceber que uma translagao ¢ uma isometria, dado que quaisquer dois
pontos da figura sao transladados preservando sua distancia. Tais diregoes podem ser
vertical, horizontal ou uma combinacao de ambas, mas mantem a igualdade entre as fi-
guras. Segundo Lima, 2001, as translagoes conservam, ainda, dire¢ao e comprimento de
segmentos, bem como a amplitude dos angulos entre os mesmos. Eis alguns exemplos de
translagao:

Nas figuras abaixo, observe que o quadrado ABDC' foi transladado “para tras”, cri-
ando o quadrado A’B'D'C’. J4 o triangulo ABC' deu origem ao triangulo A;B;C}.
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TRANSLAGAO HORIZONTAL
Triangulo ABC = A(3,2); B(7,3), C(4,5)
Triangulo A'B'C" = A'(-7,2):b"(-3,3).,C'(-5.5)

Figura 3.3: Exemplos de Translagao

Na simetria de translacao, a figura “desliza”’sobre uma reta, mantendo-se inalte-
rada. Sao exemplos de translacao, elevadores e escadas rolantes. Algebricamente, uma
translacao é representada da seguinte formas:

fiR?2 5 R2
(z,y) = (z+ky+h)

Onde o vetor de translacao ¢é (k, h).

< ‘ K g\é/jsj 1 o
‘ 5

Figura 3.4: Mais exemplos de Translacao

Nas figuras da direita e da esquerda e possivel perceber, devido ao vetor, a direcao da
translacao, bem como qual a figura original e qual a figura transladada. Ja na figura cen-
tral, existem duas translacoes do peixe, independente de qual se escolha, ou se determine,
como imagem original. Ver as Atividades 2 e 3, no capitulo 7.

3.2.2 Reflexao

Definicao 3.2.3 A mediatriz m de um segmento AB do plano €, o conjunto de todos os
pontos do plano que eqiidistam das extremidades A e B do segmento. Mais especifica-
mente, P € m se, e somente se d(P,A) = d(P, B).

Da definicdo, imediatamente se tem que o ponto médio do segmento AB pertece a
mediatriz do mesmo. Alternativamente: a mediatriz m de AB é a reta perpendicular ao

segmento passando por seu ponto médio.

Para definir a reflexdo em torno de uma reta (chamada eixo de rotagao), considere
uma reta r no plano .
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Definicao 3.2.4 A reflexao em torno do eizo r é uma transformagao geométrica p : m —
T, que associa a cada ponto Q & r do plano o ponto Q' tal que r é a mediatriz do segmento
QQ', e a cada QQ € r 0o mesmo ponto Q.

De acordo com a definicao, é facil perceber que a reflexao é uma isometria. De fato,
dada a reta r e uma figura F', sejam A, B € F. Considere a reta [ perpendicular a r que
pasa por A. Se B € [ facilmente se vé que d(A’, B') = d(A, B), ou seja, a distancia de
A" a B’ é igual a distancia de A a B, onde A’ = p(A) e B’ = p(B). Pois, por definigao,
r é a mediatriz do segmento A’A e B'B, ver figura 3.5. Por outro lado, se B ¢ [ e o
segmento AB N7 = (), basta “descer ”a reta perpendicular a [ que passa por B e marcar o
ponto de concorréncia P. Considerando p(P) = P’, pelo visto anteriormente, se tem que
d(A’, P") = d(A, P). Por definigao B’B é perpendicular a r e, por consequéncia, paralelo
a [. Logo, os triangulos A’P'B’ e APB sao retangulos com catetos iguais e, portanto,
d(A', B') = d(A, B), ver figura 3.5. O caso em que ABNr # () é andlogo e sua verificacio
fica a cargo do leitor.

SN X
XN
N \\

/ Ny A Y

A A
Figura 3.5: Ilustracao da prova

A Reflexao, também conhecida como simetria axial, ¢ uma transformagao geométrica
onde os pontos correspondentes, da figura original e sua imagem, estao equidistantes de
um eixo de reflexdo que, em geral, é uma reta (Lima, 2001). Esta reta age como se
fosse um espelho ao refletir a imagem da figura original. Em uma visao mais geométrica,
esta reta 4 a mediatriz do segmento AA’, onde A’ é o correspondente de A segundo a
transformacao aplicada. A principal caracteristica da reflexao, como ja dito, é que os
pontos correspondentes estao a uma mesma distancia do eixo de simetria.

1

Figura 3.6: Exemplos de Reflexao

Na imagem mais a direita tem-se a descricao, quase que perfeita, do paragrafo ante-
rior. A imagem central, por sua vez, demonstra de forma explicita o trabalho, a “fungao
espelho”da translacao. Ja na imagem da esquerda, a reta m faz o papel do espelho e
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deixa bem claro a questao, a relacao da distancia entre os pontos e suas reflexoes.

As Reflexdes mais estudadas no ensino médio sao referente aos eixos coordenados (OX
e OY) e, como o nome indica, as retas de referéncia r sdo os eixos coordenados. Sua re-
presentacao algebrica é:

Respeito ao eixo OY.

f R — R?
(z,y) = (=z,9)
Respeito ao eixo OX
f:R? » R?
(z,y) = (z,—y)
Para uma maior compreensao deste topico ver as Atividades 4 e 5, no capitulo 7.

Figura 3.7: Mais exemplos de Reflexao

3.2.3 Rotagao

Definicao 3.2.5 A rotacio ¢ uma transformacao geométrica que consiste em girar um
objeto ao redor de um ponto fizo do plano chamado de centro de rotagao.

Uma rotacao é uma isometria. De fato, considere dois pontos A, B € F e um ponto
fixo O (centro de rotagao), logo considere a rotacao destes pontos representados por A’ e
B’ respeitivamente. Agora considere os triangulos OAB e OA’ /1\3’ , estes sao congruentes
pois d(O,A) = d(O,A") e d(O,B) = d(O,B’) e o angulo AOB = AOB’. Dai que,
d(A,B) =d(A', B'), ver figura 3.8.

Figura 3.8: Ilustracao da prova

Assim como a reflexao e a translagao, a rotagao também preserva as distancias entre
os pontos e os angulos da figura original (Lima, 2001).
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Figura original et IS

A 8 N

Centro de Rotacdo o

(@) A'p

¢ <t 00 3
D B N Centrod¢

“ rotacdo
F [otach

Figura rotacionada 90°
c em sentido horario

Figura 3.9: Exemplos de Rotacao

Nas imagens acima estao exemplos simples de rotacao. Estao representadas, da es-
querda para a direita, a rotacao de eixos coordenados no sentido anti-horério, a rotagao
de setas no sentido horario, e a rotagao de um desenho no sentido horario.

Ao assumir que cada ponto sofreu uma rotagao por um angulo «, a representagao
algébrica desta é:

fiR2 R
(x,y) = (zcos(a) + ysen(a),ycos(a) — xsen(a))

Uma interpretacao melhor desta transformacgao pode ser feita com ajuda da &lgebra
linear em Lima, 2001.

B N WD

— R

Figura 3.10: Outros exemplos de Rotagao

Na figura 3.10, a esquerda, ha um caso de miiltiplas rotagoes. Observe que a imagem
original nao foi destacada, nao foi definida. Todavia, o ponto de rotacao se encontra no
bico do passaro. Fato curioso, e interessante, nesta imagem é que as rotagoes se encaixam
umas nas outras. Ja na imagem da direita, mais uma vez a malha quadriculada ajuda
na percepcao da rotacao gerada. Novamente o vetor rotagao mostra que a figura A foi
rotacionada e gerou a figura B. Entretanto, com a ajuda das malhas, é facil perceber que
A foi rotacionada por um angulo de 90° no sentido horario.

Para um melhor entendimento deste topico ver a Atividades 6, no capitulo 7.
Como ja foi comprovado, a traslacao, a reflexao e a rotagao sao isometrias. Agora ha

de se verificar que, de fato, estas e suas composicoes sao os Unicos tipos de isometrias, de
acordo com o Teorema 3.2.1.
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Prova(do Teorema 3.2.1). Considere ¢ uma isometria nao tivial (ou seja, ¢ # Id).
Assim, tem-se que existe um ponto A tal que A; = ¢(A) # A. Se Ay = ¢(A;) entao
d(Ay, Ay) = d(p(A), p(A1)) = d(A, Ay) > 0. Logo, Ay # A e Ay # Ay. Supondo ainda
que As # A, os pontos A, A; e Ay sao dois a dois distintos. Logo, existem dois casos a
considerar:

Caso 1 - A, Ay e A, sao nao colineares. Neste caso, a imagem do triangulo AA; A
pela isometria ¢ é um triangulo A; A3 B. Dado que os lados deste triangulo tém suas me-
didas congruentes as dos lados do triangulo transformado AA; As, existem duas, e apenas
duas, posicoes possiveis para o vértice B, dependendo da posicao dele e do ponto A em
relacao aos semiplanos determinados pela reta A; As. Isto é, os pontos A e B podem estar,
ou nao, no mesmo semiplano determinado pela reta A; Ay (ver Figura 3.11).

Na primeira posigao possivel (se mostrard que ¢ é uma rotacao), onde os pontos se
encontram no mesmo semiplano, o ponto B = ¢(A,) forma com A, A; e As o poligono
convexo AA; Ay B, cujos lados opostos tém a mesma medida e 1/4\1 = 2\2 (ver Figura 3.11,
onde B = B,). Portanto, tal poligono pode ser inscrito em uma circunferéncia de raio
OA, tal que o centro O é a interseccao das mediatrizes dos segmentos AA;, A1 As e AsB.
Agora considere O’ = ¢(0). Como OA = OA;, tem-se que O'A; = O'A; = O'B. E,
assim, O’ pertence as mediatrizes dos segmentos A_AAl e A A,, de onde vem que O’ = O.
Assim, considerando a rotacao Ro o, em que o = AOA;, se tem que:

Ro.o(A1) = Ay = (A1),

Figura 3.11: Demonstracao do Caso 1

E assim, segue da Definicao 3.2.5, que ¢ = Rp, é uma rotacao.

Na segunda situacdo para o ponto B, havera um paralelogramo em que AA; e A,B
sao lados opostos e A; Ay é uma diagonal (ver Figura 3.11, B = B;). Desta construcio,
tem-se que os pontos médios M, P, N dos segmentos AA;, AsB e A;A,, respectivamente,
se encontram, todos, sobre uma mesma reta r (ver Figura 3.12). Tome, desta vez, a
isometria 0 = Ty n° R, que é uma composicao da translacao Ty, com a reflexdo R em
torno de r. Segue que d e ¢ sdo coincidentes nos trés pontos nao colineares A, A; e As,

visto que, (S(A) = A1 = ¢(A), 5(141) = A2 = gb(Al), 5(142) =B = ¢(A2)
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Logo, pelas Definicoes 3.2.2 e 3.2.4, tém-se que ¢ = §. Isto é, ¢ é a composicao de
uma translagao com uma rotacao.

Figura 3.12: Outra demonstragao do Caso 1

Caso 2 - Os pontos A, A; e A, sdo colineares. Visto que AA; = A Ay, tém-se que
A; é o ponto médio do segmento AA,. J4 a reta r, que contém os trés pontos em questdo,
é transformada, em si mesma, por ¢. Ademais, ¢ coincide nos pontos A e A; com a
translagao T4a, (translada os pontos na dire¢ao do vetor AA;). Logo, em todos os pontos
de r, ¢ coincide com T4 4,. Agora, considere um ponto B nao pertencente a r. O triangulo
AA; B é transformado, por ¢, no triangulo A; As By, congruente a AA;B. Existem, entao,
duas posigoes possiveis para o vértice By, conforme ele e B estejam no mesmo semiplano
ou em semiplanos opostos determinados por r. Na primeira condicio, AB e A;B; sdo
lados opostos de um paralelogramo. Assim, considerando a translacao T'44,, tem-se que ¢
e T)y4, coincidem nos trés pontos nao colineares A, A; e B. Portanto, segue da definicao
3.2.2 que ¢ = Ty, nada mais é do que uma translagao. Na segunda condicao, o ponto
Bs é o simétrico do ponto By em relacao a r, da hipétese anterior. Assim, considerando
a isometria 0 = T4 4,° R, vé-se que:

Figura 3.13: Demonstracao do Caso 2
Portanto, segue que ¢ = Ty, = R,.

Caso 3 - Para concluir, suponha que A; = A. Nesta hipétese, ¢ transforma AA; em
si mesmo. Assim ¢(M) = M, donde M nada mais é do que o ponto médio do segmento
AA,. Decorre, entdao, que a mediatriz s de AA; é transformada em si mesma por ¢.
Considere agora, B # M, um ponto dessa mediatriz. H& dois casos a considerar: ou
¢(B) = B, ou By = ¢(B) é o simétrico de B em relacdo a r = AA;. No primeiro dos
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casos considerados, ¢ coincide com a reflexao R, nos pontos A, A; e B, portanto ¢ = R,.
No segundo caso, ¢ coincide com a rotagao Rys1s00. E, assim, ¢ ¢ uma translacao ou uma
rotagao.

v
=
P

Figura 3.14: Demonstracao do Caso 3

3.3 Homotetia

Definicao 3.3.1 Dada uma reta, ou uma figura, no plano, a homotetia € a aplicacdo
afim que a cada ponto P faz corresponder o ponto P', tal que m(OP'") = kxm(OP), onde
OP'’ é a ampliagao, ou a redugdo, de m(OP) sequndo uma razdo k através do centro de
homotetia O.

Ou seja, a homotetia é um tipo de transformacao que nao preserva as dimensoes das
medidas, logo nao pode ser uma isometria. Mas a razao entre os segmentos, a forma do
objeto e os angulos nao se alteram. Por isso, a principal caracteristica da homotetia ¢ a
semelhanca entre os objetos, entre as figuras original e transformada. Por exemplo, nos
barcos da Figura 3.15 é possivel observar que d(A’, B") # d(A, B).

OAIOA=3
OBYOB=3

8 B2=45

Figura 3.15: Exemplos de Homotetia

Uma homotetia é facilmente percebida quando seu centro esté definido, ou destacado,
conforme ocorre nas imagens acima. Muito embora na figura acima e a esquerda este
ponto nao esteja destacado, de forma explicita, como nas outras duas figuras, é possivel
notar que este ponto é o ponto em comum, é o “ponto de partida’das retas que determi-
nam a ampliagao da figura original. Ou seja, este ponto é o centro de homotetia.

Uma representacao algébrica simples desta transformacao é:
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fiR? > R2
(z,y) = (kx,ky)

2
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Figura 3.16: Mais exemplos de Homotetia

Por sua vez, nas imagens acima os centros de homotetia nao estao bem claros, nao
estao destacados. Todavia, ao se aplicar a mesma tecnica da imagem 3.15, isto é, tracar
retas que unam os pontos correspondentes, o centro de homotetia sera encontrado. Este
centro € a interseccao entre estas retas. Ver as Atividades 7 e 8, no capitulo 7.
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Capitulo 4

As Transformacoes Geométricas no
Curriculo da Matematica

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), a geometria é um campo fértil
para situagoes-problema, sendo de importante contribuicao para o processo de ensino e
aprendizagem de nimeros e medidas, pois, como é um assunto pelo qual os alunos se
interessam desde cedo, auxilia na observacao de semelhancas, diferencas e regularida-
des. A Algebra também tem grande destaque nos PCN’s, pois é “um espaco significativo
para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstracao e generalizacao além
de lhe possibilitar a aquisicao de uma poderosa ferramenta para a resolugao de problemas”.

De acordo com os PCN’s “os conceitos geométricos constituem parte importante do
curriculo de Matemdtica no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desen-
volve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e represen-
tar, de forma organizada, o mundo em que vive”. Alguns dos temas de grande destaque
pelos PCN’s na area de Geometria, sao:

e Espaco e Forma, onde é sugerido que “o professor de Matemdtica explore situagoes
em que sejam mnecessarias algumas construcoes geométricas com régua e compasso” para
que os alunos consigam ver e entender melhor as construcoes, aplicagoes e propriedades
das figuras, principalmente por que a intencao é trabalhar, também, as nogoes de posicao,
localizacao e deslocamento no plano. Além de que, sugerem a exploracao de objetos do
cotidiano, assim como de “obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato” com
o intuito de facilitar o entendimento do aluno e a analogia entre a Matematica e a vida.

e Transformagoes Geométricas, dando énfase para as isometrias e homotetias, ao citar
que as mesmas permitem “o desenvolvimento de habilidades de percepcao” e auxiliam, “de
forma experimental a descoberta das condi¢oes para que duas figuras sejam congruentes
ou semelhantes”.

Segundo os PCN’s; o estudo das transformacoes geométricas deve ocorrer durante o
quarto ciclo do Ensino Fundamental, ou seja, durante o 8° ano e o 9° ano, antigas 7
série e 8* série, respectivamente. No entanto, nas publicacgoes, dos livros didaticos mais
escolhidos e usados, segundo o PNLD 2011/2014, este tema é pouco abordado. Apenas
uma das colegoes pesquisadas trata do assunto a partir do 8° ano. Para este estudo foram
escolhidas as seguintes colecoes:
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Figura 4.1: Capas dos livros pesquisados

1. Matemdtica, Edwaldo Bianchini, 6* edigao, Sao Paulo: Moderna, 2006;

2. Vontade de Saber Matemdtica, Joamir Souza e Patricia M. Pataro, 2* edicao, Sao
Paulo: FTD, 2012;

3. Projeto Telaris: Matemadtica, Luiz Roberto Dante, 1* edi¢ao, Sao Paulo: atica, 2013.

A escolha destas colegoes se justifica pelo fato de, como ja dito, serem as trés mais
escolhidas no PNLD 2011/2014, além de duas serem adotadas nos municipios onde o autor
leciona.

Embora a colecao “Matemadtica” seja a tnica a tratar do assunto desde o 8° ano, a
mesma o trata de forma superficial. Ainda no livro do 8° ano se tem uma breve resenha
sobre Translagao, Reflexdo e Rotacao, entre as paginas 103 e 105 (ver Figura 7.15). Por
sua vez, o livro do 9° ano, onde era esperado que o assunto fosse mais aprofundado e me-
lhor tratado, ha apenas uma breve mencao sobre homotetia, ja na parte final do capitulo
que trata sobre “Proporcionalidade e Semelhanca em Geometria” (ver Figuras 7.16 e 7.17).

Ja a colecao “Vontade de Saber Matemdtica”, que é uma das usadas pelo autor,
aborda o ensino das Transformacgoes Geométricas, de forma separada, em dois capitulos.
O capitulo sobre “Simetria”é dedicado, exclusivamente, a Translacao, a Reflexao e a
Rotacao. Sao, ao todo, 12 paginas com alguns exemplos, exercicios e aplicacoes, mas
sempre de forma superficial (ver Figuras 7.18 e 7.19). Mais adiante, no capitulo que trata
de “Semelhanca”, a transformacgao abordada é a homotetia. Embora o espago reservado
para tal seja pequeno e a abordagem simples, o assunto foi bem tratado, dado a série/ano
letivo em questao.

Por sua vez, a colecao “Projeto Telaris: Matemdtica”, trata das transformacoes em um
capitulo que aborda a Semelhanca. Sao 12 paginas que tratam de Translagao, Reflexao,
Rotagao e Homotetia (ver Figuras 7.20 e 7.21). As explicacoes, os exemplos, as aplicagoes
e os exercicios sao de facil entendimento e cobrem o tema de uma forma plausivel! Cabe
ressaltar que esta colegao também é adotada pelo autor, mas em outra escola.

Segundo a analise acima, percebe-se que ambas as colegoes estao de acordo com o que
sugerem, com o que indicam os Parametros Curriculares Nacionais, visto que o assunto
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é abordado no ciclo correto. Todavia, nao se pode negar que nao ha um padrao, ao
menos nas colegoes estudadas, no que tange a classificagdo/separacao dos assuntos, e
nem em seu aprofundamento. Tais dificuldades, aliadas a escassez de trabalhos acerca
do tema, motivaram o autor na pesquisa e construcao deste trabalho de conclusao. Por
ser direcionado a alunos do 9° ano, cré-se que no presente TCC, este assunto é abordado
e tratado, de uma forma geral, na medida certa. Sobretudo pelo fato de, neste ciclo,
as Transformagoes serem abordadas de uma forma mais geométrica do que analitica.
E possivel, e esperado, que o aluno adquira a visao e os conhecimentos Geométricos
necessarios para, no ensino médio, entender as transformacoes através, e como, aplicagoes
de vetores.

4.1 A Natureza e a Arte no Ensino das Transformacoes
Geométricas

Segundo Ferreira (2003, p. 40), “aprender € alterar/ampliar/rever/avancar em relagdo
aos proprios saberes, a propria forma de apreender e a prdtica pedagogica”.

Ja Maurice Tardif (2006), entende que “Contrariamente ao operdrio de uma induistria,
o professor nao trabalha apenas um objeto, ele trabalha com sujeitos e em funcdao de um
projeto: transformar os alunos, educd-los e instrui-los. Ensinar é agir com outros seres
humanos; € saber agir com outros seres humanos que sabem que lhes ensino; é saber que
ensino a outros seres humanos que sabem que sou um professor” .

Estudos dos ENEMS (Encontros Nacionais de Educagao Matematica) mostram que o
uso de assuntos do cotidiano do aluno deve ser constante, deve estar sempre presente na
sala de aula, e de uma forma que levem significados dos contetidos geométricos para o seu
dia-a-dia. Os estudos sugerem, ainda, que sejam usados eixos metodologicos como Mode-
lagem, abordagem Interdisciplinar e Contextualizada, além de oficinas de Resolucoes de
Problemas. Toda esta preocupacao tem como objetivo mostrar ao aluno que os conceitos
geométricos (de transformacao ou nao) tém uma relagdo com o seu espaco. Ao perceber
as formas e transformacgoes geométricas que ocorrem ao seu redor, é esperado que o aluno
seja capaz de fazer uma relacao entre a Matematica e outras areas do conhecimento, como
Arte, Biologia, Quimica, Fisica e Geografia.

E claro e notério que aprender e entender a Matematica de uma maneira integrada
e contextualizada, de forma que ela se relacione com diversos conhecimentos, proporci-
ona habilidades e competéncias essenciais a formacao do cidadao, pois desta forma, o
ser torna-se capaz de interpretar seu cotidiano mais facilmente, além de poder concluir e
argumentar por si s6 situagoes de seu dia-a-dia. Corroborando com estes fatos, se tem as
idéias de Fainguelernt e Nunes (2006, p.15), os quais também chamam a atencao para a
arte, citando que a matematica e a arte sao disciplinas fundamentais, pois:

Além de desenvolver a intuicao e a imagina¢do, matemdtica e arte sao disciplinas
fundamentais por muitas outras razoes. Por exemplo, a matemdtica é uma drea natural-
mente propicia ao desenvolvimento e a manutencao de um dialogo permanente com a vida
cotidiana e com outras dreas do conhecimento.
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Sendo assim, a proposta é que ao serem estudadas as transformagoes geométricas, o
professor aproveite a geometria existente em seu entorno e chame a atencao de seus alunos
para esta. Naturalmente, que aproveite a arte para explorar o aprendizado da geometria.
A seguir se vé uma breve relacao entre a arte e as transformacoes geométricas.

Ao falar de arte e simetria, nao se pode deixar de citar a obra de Leonardo Da Vinci,
“O Homem Vitruviano”. Neste famoso desenho, Da Vinci descreve a figura de um homem
nu em duas posicoes que, sobrepostas, passam a no¢ao de movimento. Com esta obra, Da
Vinci quis mostrar um modelo ideal para o ser humano, cujas proporgoes sao perfeitas,
segundo o ideal classico de beleza.

Figura 4.2: O Homem Vitruviano

Esta ideia, este conceito, é visto como um canone (conjunto de regras) das proporgoes
do corpo humano, a partir de um determinado raciocinio matematico e baseando-se, par-
cialmente, na divina proporcao. E possivel perceber que a cabeca ¢é calculada como sendo
um oitavo da altura total e que o tamanho dos bragos sao iguais. Mesmo que as posigoes
de bragos e pernas passem a impressao de movimento, é facil perceber que o umbigo da
figura permanece imovel, sendo este o verdadeiro centro de gravidade do Homem Vitru-
viano.

Com esta obra de arte pode se induzir o aluno a pensar que uma transformacao
geométrica nada mais é do que um movimento, uma movimentacao, um “brincar com a
figura” obedecendo determinadas regras, preservando as propriedades da imagem.

7

Outro grande nome da “arte-isométrica”é o holandés Maurits Cornelis Escher (1898-
1972). Suas xilogravuras, litografias e meios-tons geralmente representam construgdes im-
possiveis, preenchimento regular do plano, exploragoes do infinito e metamorfoses (padroes
geométricos entrecruzados que se transformam). Ver Figura 4.3.

Maurits C. Escher “brincava”com o fato de ter que representar o espago, que ¢é tri-
dimensional, num plano bidimensional. Desta forma ele criava figuras impossiveis, re-
presentacoes distorcidas e paradoxais. Foi considerado, posteriormente, como um grande
matematico geométrico. Escher utilizou quatro tipos de transformagoes geométricas que
sao: translagoes, rotacoes, reflexoes e reflexoes deslizantes.
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Figura 4.3: Maurits Cornelis Escher

Segundo Weyl (1997), mesmo que de forma intuitiva, o artista faz uso, em seus traba-
lhos, das leis matematicas que tém origem na simetria. Todavia, afirma ele que “raramente
a assimetria é meramente a auséncia da simetria. Mesmo nos desenhos assimétricos
pode-se sentir a simetria como a norma da qual se desvia sob forcas de cardter nao for-
mal” (p.25). Afinal, nas artes a simetria demonstra uma forma, uma visao de descanso,
de ordem e de leveza; ao passo que a assimetria transmite uma ideia de movimento e de
arbitrariedade.

Como visto, nao é de hoje que as transformagoes geométricas estao presentes na arte.
As mais diversas formas de transformacao ja eram usadas desde a antiguidade em varios
contextos como mostra a figura 4.4.

Figura 4.4: Calgada Portuguesa e Vitral de Notre Dame

De uma forma menos constante e, talvez, menos perfeita, também é possivel encontrar
exemplos de transformacoes geométricas, sobretudo simetrias, na natureza. Na Figura
4.5, temos duas “construcoes naturais”de teias de aranha. E possivel observar a “leveza”e
regularidade entre as linhas. Dependendo do ponto de visao, podemos ter, por exemplo,
uma simetria ou uma homotetia.

Figura 4.5: Teia “natural”’de Aranha
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Ja na Figura 4.6 temos um exemplo de uma teia “artificial” construida pelo homem.
Ao se comparar as trés imagens, é facil perceber que a construgao humana é mais perfeita,
contém menos erros e falhas que a “construcao da natureza”.

Figura 4.6: Sera que as aranhas sao PHD em geometria?

Nao podemos afirmar que as aranhas sao PHD em geometria. Mas ¢ sabido que suas
teias possuem tais formas por se tornar mais facil, ou menos dificil, capturar outros inse-
tos, capturar seus alimentos. Um outro exemplo é o das borboletas que usam este artificio
para se proteger (ver Figura 4.7).

Figura 4.7: Borboletas: A Natureza mostrando que entende de simetria
Afinal, segundo o blog http://www.umdiadecampo.blogspot.com.br/:

Os meios de defesa das borboletas sdo passivos, em que a sua defesa nao € realizada
por meio de ataques mas sim por meio de sinais, caracteristicas morfologicas e de com-
portamento que repulsam ou enganam os seus predadores. O mimetismo ¢ um método de
defesa no qual um individuo de uma espécie se assemelha a outra, ou outras, difere da

camuflagem, o qual ocorre quando uma espécie se assemelha a algo (objeto) ndao apetecivel
pelo predador.

Figura 4.8: Uma coruja? Com certeza uma coruja nao ¢ um alimento muito apetitoso
para um predador de borboletas.

Do exposto neste capitulo, pode-se concluir que para aprender, e ensinar, é necessario
que haja interesse no assunto abordado. A sala de aula é vista, por muitos, como uma
obrigagao, como um dever, e nao como um ambiente de troca de ensinamentos e apren-
dizagem. E necessério que o aluno tenha motivacao e veja algum interesse nos conteidos

24



abordados durante as aulas. Ao levar abordagens diferentes e realistas para suas aulas, o
professor lanca mao de mais um artefato para atrair o aluno, para tornar suas aulas mais
atraentes, tornando o processo de ensino-aprendizagem mais facil e prazeroso para ambos
os lados.
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Capitulo 5

O Uso das Tecnologias no Ensino

Segundo Paulo Freire (2011), ensinar exige criticidade e ética, pesquisa, humildade, to-
lerancia, seguranca do que se fala, competéncia profissional, generosidade e compreender
que a educacao é uma forma de intervencao no mundo, liberdade de autoridade, querer
bem aos educandos e disponibilidade para o didlogo. Mas, antes de tudo, ensinar exige
dos educadores saber escutar.

As reformas educativas atuais colocam os educadores em confronto com dois desa-
fios: reinventar a escola como local de trabalho e reinventar a si mesmo como pessoas
e profissionais da educacao. E necessdrio conhecer os problemas que envolvem a pratica
educativa dos professores na atualidade, com a intencao de supera-los. Os educadores pre-
cisam, além de reinventar suas praticas educativas, no sentido de repensar suas atitudes
e conhecimentos sobre o processo de aprendizagem do discente, reinventar suas relagoes
profissionais que comeca com a observacao de sua postura em relacao ao outro e, também,
estimular o desenvolvimento de habilidades e competéncias a producao de um novo sa-
ber. E essencial que o educador busque na sua formacao permanente, compreender os
principios e saberes que sao necessarios a pratica educativa.

Ja Garrido (1999) cita que “Os educadores devem se apropriar desses principios, que
se dao na medida em que amplia a consciéncia de uma prdzis transformadora (...), tais
principios se referem ao tipo de identidade profissional que o educador vai construindo ao
longo da sua trajetoria de vida.”

Desde o principio da vida académica os educadores devem se assumir como sujeitos
inerentes a producao do saber e, assim, definir sobre suas praticas, pois o ensinar, se-
gundo Freire (2011) “ndo € transferir conhecimento, mas criar as possibilidades para a
sua producao ou a sua construcao”. Isto indica que nao cabe ao educador transmitir
contetudos acabados, mas sim oportunizar ao discente que este possa construir e, também,
se apropriar de instrumentos necessarios para se situar no mundo como sujeito plural,
dotado de valores e crencas.

O conhecimento, de modo geral, acontece na interacao constante entre o aluno e o
objeto a ser conhecido, tendo o educador como um mediador desse processo. Neste sen-
tido, o educador precisa contextualizar a sua pratica docente, considerando o aluno como
um sujeito integral e concreto. O educador deve ensinar o que os alunos precisam saber,
enquanto sujeitos situados em um determinado momento histérico, buscando assim, des-

26



pertar neles a consciéncia politica e cidada. O ato de ensinar requer o exercicio constante
da reflexao critica sobre as praticas cotidianas docentes, de forma que também é preciso
que se esteja inserido no processo de formacao, a fim de aprimorar os conhecimentos,
buscar novos saberes, apreender novas estratégias de ensino e os mecanismos de reflexao.

Atualmente, as mudancas que sociedade da informacao, a era da informatica, tem
imposto, aliada com a presenca dos diversos tipos de tecnologias na sociedade, faz com
que os educadores tenham que rever e repensar seus métodos e metodologias em sala de
aula. Pesquisas diversas apontam para a grande importancia do uso da Tecnologia da
Informagao, TI, em sala de aula. Neste aspecto, Borba e Penteado (2007) entendem que
a Tecnologia da Informacao (ou informdtica) é uma enorme ferramenta no ensino da Ma-
tematica, pois a mesma permite a experimentacao e a énfase no processo de visualizagao.
Outrossim, trabalhos de Brocardo, Ponte e Oliveira (2003) indicam que professores de
Mateméatica devem saber manusear as ferramentas das Tecnologias da Informacao e Co-
municacao em suas aulas, sobretudo softwares educacionais préprios e inerentes a sua
disciplina.

Um argumento que se pode usar é a motivagao que tais recursos, tais softwares, pro-
vocam no aluno, devido ao seu dinamismo e variedades. Afinal, nao se pode negar que a
representacao grafica, bem como a movimentacao na tela de um computador, proporcio-
nam uma visao e uma interacao que nao ¢ possivel ter num quadro negro, numa lousa,
onde as construcoes sao estaticas.

Nesta perspectiva nao se pode deixar de citar a importancia do computador, e da
informatica, no ensino da Matematica, sendo este uma ferramenta, um acessério, muito
presente nao s6 nas escolas, mas também, e principalmente, na vida dos docentes e dos
discentes. A importancia desta ferramenta como material didatico, bem como sua uti-
lizacao em sala de aula, nao pode passar despercebida, visto que a mesma proporciona
novas, interessantes e diferentes oportunidades no processo de ensino-aprendizagem.

Muitos destes softwares dao bastante importancia para o ensino da Geometria, con-
tribuindo para que o aluno adquira e/ou melhore sua visdo e seus conceitos geométricos.
Uma das principais caracteristicas, se nao a principal, dos softwares de geometria dinamica
¢ a possibilidade de movimentar objetos e construcoes, através do mouse, na tela do com-
putador. Desta forma, é possivel que tanto o professor quanto o aluno possam fazer
investigagoes e simulacoes, fazer descobertas, confirmar resultados, de uma forma mais
rapida e prética.

Interessantes abordagens podem ser encontradas em Baldinn e Villagra (2002), onde
os autores citam que os programas de computadores para uso educacional possuem di-
versas capacidades e propriedades que devem ser reconhecidas e aproveitadas tanto por
professores como por alunos, para obter os resultados eficientes no processo de ensino
e aprendizagem. Outrossim, “o computador veio introduzir uma dimensdo dinamica a
investigagcao sobre a visualizagdo, pois as representacoes de figuras planas e espaciais na
tela podem ser manipuladas e transformadas de diferentes maneiras” Fainguelernt (1999).

Em artigo publicado nos Anais do VII Simpdsio Brasileiro de Informatica na Educagao
(Belo Horizonte, 1996), a autora Maria Alice Gravina entende que:
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Vemos emergir uma nova forma de ensinar e aprender Geometria; a partir de ex-
ploragao experimental vidvel somente em ambientes informatizados, os alunos conjecturam
e, com o feedback constante oferecido pela maquina, refinam ou corrigem suas conjecturas,
chegando a resultados que resistem ao “desenho em movimento”, passando entao para a
fase abstrata de argumentacao e demonstracdo matemdtica.

Assim, fica claro que construgoes feitas com os softwares, com os programas ma-
tematicos, sao muito mais produtivas e tém um melhor retorno na aprendizagem dos
conceitos geométricos do que as construcoes feitas apenas no papel. Afinal, as cons-
trugoes feitas no computador sao dinamicas e proporcionam ao aluno uma rapida visao
dos possiveis erros, bem como suas correcoes. Ademais, ao utilizarem softwares de geome-
tria dinamica, fica mais facil, tanto para o professor como para o aluno, as demonstragoes,
as andlises, as propriedades, as relagoes, enfim, o estudo dos conceitos e das caracteristicas
presentes nas mais variadas figuras.

Sobre isto, Valente (1999) diz que “nao é o computador que permite ao aluno entender
ou nao um determinado conceito. A compreensao € fruto de como o computador € utili-
zado e de como o aluno estd sendo desafiado na atividade de uso desse recurso”. Portanto,
o computador nao vai, e nem deve, substituir nao s6 o professor, mas também os livros
didaticos. Essas ferramentas tém que servir como uma complementagao aos textos, as
explicacoes dos professores e as resolucoes de atividades propostas tanto em sala quanto
nos trabalhos e deveres de casa.

Logo, incorre num erro muito grande quem pensa que basta colocar o aluno em frente
ao computador, ou qualquer outra ferramenta multimidia, de posse de um roteiro de te-
clas e comandos a serem seguidos para que o mesmo aprenda. E necessario proporcionar
e criar atividades desafiadoras, atividades que motivem o aluno, atividades que lhe desa-
fiem e o facam refletir sobre o assunto abordado, de forma que o mesmo possa entender
e aprender de uma forma eficaz e satisfatéria.

Em artigo ja citado anteriormente, hd mais um entendimento de Gravina (1996),

As questoes as quais vamos nos deter aqui sao duas: o0s processos de formag¢ao do
conceito de objeto geométrico e de transicdo entre o experimental e o abstrato. Analisamos
as dificuldades inerentes a estes processos e apresentamos o desenvolvimento de duas
sessoes de trabalho com os alunos do nosso curso onde evidencia-se o quanto softwares

com recurso de “desenhos em movimento”podem ser ferramentas ideais na superacao das
dificuldades.
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Capitulo 6

GeoGebra

Desenvolvido por Markus Horenwarter (Universidade de Salzburg/ALE), o GeoGebra é
um software matematico que reine geometria, algebra e aritmética. Em relacao a geo-
metria, foco deste trabalho, o GeoGebra se destaca pela construcao de pontos, vetores,
segmentos, retas, circulos, entre outros. Com este software é possivel transportar cons-
trugoes, tirar medidas, construir retas paralelas e transversais. Por ser um software de
geometria dinamica, suas construgoes podem ser trabalhadas de diversas formas como, por
exemplo, translacao, reflexao, rotacao, e homotetia, ou seja, as principais transformagoes
geométricas. Por ser um software matematico que retine os trés campos da matematica,
ainda é possivel ver, numa janela lateral, expressoes referentes ao objeto trabalhado.

£ Geoiebra L

Arve Edtar Esbr Opgos Famamuntas Janssa A Entrar

[i=] Auseen ersneos
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Entads o]

Figura 6.1: Tela inicial do GeoGebra

Ao fazer uso do GeoGebra, este trabalho visa tratar seu tema principal, estudando
as transformacgoes geométricas de uma forma mais dinamica e atrativa, além de fazer o
aluno entender, perceber relagoes entre as diversas areas da Matematica. Sua escolha se
deve ao fato de o mesmo ser um software que pode ser trabalhado tanto no Sistema Linux
quanto no Windows, por ter uma versao em portugués e por ser possivel criar applets
que funcionam em diversos navegadores. Abaixo seguem as principais caracteristicas, os
principais comandos e atalhos do GeoGebra:

A Janela Algébrica é onde se encontram as informagoes das fungoes e figuras que
se encontram na Janela de Grdficos e Figuras/Poligonos. Por sua vez, esta ja-
nela exibe poligonos e figuras que podem ser desenhados/criados usando os comandos
da Barra de Ferramentas, ou entrando com comandos, expressoes de fungoes, no
Campo de Entrada de Comandos/Funcgdes. Ja a Barra de Menu possui coman-
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dos, alternativas, possibilidades, que, em sua maioria, podem ser encontradas na Barra
de Ferramentas (ver figura 6.2).

S
{=> BARRA DE MENU enter
@e
@
7> BARRA DE FERRAMENTAS
JANELA DE GRAFICOS E FIGURAS/POLIGONOS
JANELA ALGEBRICA
2- 4
ewess| CAMPO DE ENTRADA DE COMANDOS/FUNCOES ]

Figura 6.2: Campos do GeoGebra

Para exemplificar, considere a expressao abaixo inserida no Campo de Entrada de
Comandos/Fungoes.

Entrada: \y=3x-5

Figura 6.3: Campo de entrada do GeoGebra

Que resulta no grafico da Figura 7.22. Quando a expressao 2 + y? = 9 ¢ inserida, se
obtem a Figura 7.23.

A seguir apresentamos alguns icones da Barra de Ferramentas, os quais sao auto-
explicativos (ver também as Figuras 7.24, 7.25, 7.26).
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3; [% Gravar para a Planilha de Célculos \(/ Vincular / Desvincular Ponto ", Segmento com Comprimento Fixo
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. = =2
o Ponto Médio ou Centro X Caminho Poligonal
-
.Z Nimero Complexo / Vetor
-//: Vetor a Partir de um Ponto

Figura 6.4: Mover, Pontos e Retas

Para um melhor entendimento do GeoGebra ver Aratijo (2008).
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Capitulo 7

Atividades

Este capitulo aborda as atividades realizadas em sala de aula, assim como algumas pro-
postas para o leitor. Para tal, hd um roteiro especificando os temas a estudar e como
serao avaliados:

7.1 Roteiro das Atividades

1)

I1)

Todas as atividades devem ser feitas na janela de visualizacao do Geo-
Gebra.

Objetivos, Competéncias e Habilidades - Descritores dos PCN’s:

e D1 - Identificar a localizagdo/movimentagao de objetos, em mapas, croquis e
outras representagoes graficas.

e D3 - Identificar propriedades de triangulos pela comparacao de medidas de lados
e angulos.

e D5 - Reconhecer a conservagao ou modificacao de medidas dos lados, do perimetro,
da drea em ampliacdo e/ou redugao de figuras poligonais usando malhas quadricu-
ladas.

e D6 - Reconhecer angulos como mudanca de direcao ou giros, identificando angulos
retos e nao retos.

e D7 - Reconhecer que as imagens de uma figura construida por uma transformacao
homotética sao semelhantes, identificando propriedades e/ou medidas que se modi-
ficam ou nao se alteram.

e D8 - Resolver problema utilizando a propriedade dos poligonos (soma de seus
angulos internos, nimero de diagonais, calculo da medida de cada angulo interno
nos poligonos regulares).

e D9 - Interpretar informacoes apresentadas por meio de coordenadas cartesianas.

e D13 - Resolver problemas envolvendo o calculo de area de figuras planas.

IIT) Ano/série: 9° ano/8* série.

31



IV) Organizacao da atividade no LIED (Laboratério de Informatica Educa-
tiva):

1. Como atualmente os LIED’s estao equipados com o Linux Educacional 4.0
- LE}.0 - nao haverda maiores dificuldades nas realizagoes das tarefas. No
entanto, o professor devera aplicar aulas introdutoérias sobre o uso do GeoGebra,
para que os alunos possam criar uma intimidade, uma maior facilidade no
manejo do/com o GeoGebra;

2. E aconselhével que o professor explique/acompanhe as atividades e construgoes
através de um computador conectado ao Data Show /Telao, para que os alunos
tenham um melhor aproveitamento e entendimento das atividades;

3. Apds algum tempo de aplicagoes das atividade, separar em grupos de 3 a 5
alunos para que eles possam debater e trocar informacoes sobre as solugoes
encontradas em cada problema proposto;

4. Selecionar atividades, de preferéncia diferentes, para que cada grupo apresente
aos demais as solugoes e conclusoes por este encontradas;

5. Durante a apresentacao, se necessario, o professor devera fazer algumas in-
sercoes com o intuito de corrigir as mesmas; e

6. Incentivar, instigar os grupos que estao assistindo a perguntarem e/ou respon-
derem sobre a atividade que estd sendo apresentada.

V) Critérios de Avaliagao:

1. Organizacao;

2. Participagao e envolvimento dos membros;
3. Criatividade na resolucao das atividades;
4

. Resolucao correta das atividades.

7.2 Atividade 1 - Formigas

A seguinte questao foi proposta nas olimpiadas Argentinas de Matematica e posterior-
mente no curso MA13 do PROFMAT no ano 2012, na unidade 13, numero 3:

Problema das Formigas

Trés formigas estao paradas em trés dos quatro vértices de um retangulo no plano.
As formigas se movem no plano uma por vez. A cada vez, a formiga que se move o faz
sequndo a reta paralela a determinada pelas posi¢oes das outras duas formigas. E possivel
que, apos alguns movimentos, as formigas se situem nos pontos médios de trés dos quatro
lados do retangulo original?

A atividade proposta serd dividida em duas etapas. Em uma das etapas os alunos

serao convidados a resolver o problema apenas com barbante. Serao selecionados quatro
alunos para formar o retangulo e outros trés formarao o triangulo inicial (ver Figura 7.1).
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Figura 7.1: Posicao Inicial

A partir desta formacao, outros alunos serao convidados a realizar o desafio pro-
posto. A cada movimento que os “alunos/vértices” tentarem fazer, os “alunos/lados para-
lelos” deverao estar preparados. Para tal, os alunos/vértices devem informar o movimento
que pretendem fazer com seus respectivos barbantes.

Na outra etapa, os alunos serao convidados a resolver o problema proposto através
de aplicagoes no GeoGebra. Embora um arquivo/aplicagao ja tenha sido construido, os
mesmos irao participar da construcao do problema. Como os alunos ja tém conhecimento
do programa e suas ferramentas basicas, o passo a passo da construcao do retangulo serd
suprimido.

A seguinte figura mostra uma opcao de movimento. Utilizando a ferramenta que
constroéi, retas dados dois pontos, figura 7.2, os alunos deverao construir uma das diagonais
do retangulo. Utilizando a ferramenta que constréi paralelas, traga-se uma reta paralela
a diagonal passando por um dos outros dois vértices, figura 7.3.

Arquivo  Editar Exibir Dpi;l‘.lé$ Ferramentas Janala Ajuda

t:;_ A / > ':\'-'" & \[ ‘**

~ Janela de Al{ Reta (=] ] » Janelade\ﬂsuanzaqao
=1| ]+ Selecione dois ponios |

Figura 7.2: Ferramenta que constroi retas

T2=30.31 !

Figura 7.3: reta paralela a diagonal BD passando pelo ponto C

Selecionando um ponto qualquer sobre a paralela a diagonal, tem-se um triangulo de
area invariante e igual a metade da area do retangulo construido inicialmente. Note que
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este ponto é livre e ja d4 uma nocao, uma ideia, de como abordar o problema.

Construgoes andlogas podem ser feitas. Na Figura 7.4, o ponto livre foi construido
sobre um dos lados gerando o triangulo em azul. Nestes momentos os alunos devem
movimentar este ponto e verificar a invariancia da &area, a qual novamente é igual a
metade da area do retangulo construido inicialmente.

Figura 7.4: Ponto livre sobre o retangulo

Utilizando a ferramenta que constréi pontos médios, os alunos deverao determinar os
pontos médios de trés lados do retangulo. Construindo o poligono que tem estes trés
pontos como vértice, tém-se o triangulo indagado/sugerido pelo enunciado (ver Figura
7.6).

Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda

D5EPERUENIED

V|
M Ponto Médio ou Centro
: Selecione dois pontos, um segmento, um circulo ou uma cbnica

Figura 7.5: Ferramenta que constréi ponto médio

%
/

v

%

Apoés estes passos, é possivel perceber que a construcao sugerida nao € possivel. Afinal,
além das areas serem diferentes, percebe-se, claramente, que os lados nao sao paralelos.
Ou seja, os triangulos nao sao semelhantes.

Figura 7.6: Possivel Solucao?

Estas construgoes, além de serem apenas auxiliares, também servirao para que os
alunos treinem novas construgoes, para que se familiarizem, ainda mais, com o programa.
A construcao que se deseja segue os seguintes passos, apos a construcao do retangulo:

34



Selecionando a ferramenta que constréi ponto em objeto, cria-se trés pontos, um em
cada lado do retangulo(Ver Figura 7.7);

Ligando estes trés pontos, o triangulo construido estard inscrito no retangulo;

Utilizando a ferramenta que constréi paralelas, os alunos devem tracar estas retas
paralelas aos lados do triangulo passando pelo vértice oposto (Ver Figura 7.8);

Em cada uma das retas paralelas aos lados do triangulo cria-se um ponto;

Com a ferramenta que constréi poligonos, liga-se estes trés pontos e tem-se outro
triangulo. Esta construcao tem como objetivo criar pontos que se movimentem
sobre as retas paralelas aos lados do triangulo inicial;

Clicando com o botao direito em cada um dos vértices dos triangulos, os mesmos
podem ser renomeados.

ABC

Ce
v

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
] - {'El
J=alld

[:] <l
i W) b= v W
Ponto em Objeto

~ Jang
=|| | Clique no interior de um objeto ou em sua fronteira para criar um Ponto
- T

=)

L]
1L

Figura 7.7: Escolha dos pontos iniciais

303.28 o

Figura 7.8: Movimentacao

Para uma melhor clareza e entendimento, os vértices do triangulo serao nomeados da

seguinte forma:

Os pontos que estao sobre os lados do retangulo, e que sao vértices do triangulo ins-
crito, sao nomeados de “Formiga 1”7, “Formiga 2”e “Formiga 3”. Esta escolha se deve pelo
fato de, no inicio, as formigas estarem sobre trés dos vértices do retangulo. J& os pontos
que estao sobre as retas paralelas aos lados do triangulo inicial, devem ser denominados

de L(Flﬂ’ ((F277e (CF377.
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Figura 7.9: Construcao Final

Apoés estes passos, verificado que a construcao esta de acordo, os alunos tentarao re-
solver o problema através do GeoGebra. Incialmente, é interessante que os vértices “For-
miga” estejam sobre os vértices do retangulo pois, desta forma, estara bem claro quais
sao os possiveis caminhos para as formigas “F”. Movimentando os pontos livres sobre as
retas paralelas, ou seja, os pontos F1, F2 e F3, os alunos tentarao solucionar o problema,
ou seja, fazer com que “as formigas se situem nos pontos médios de trés dos quatro lados
do retangulo original”, sabendo que “as formigas se movem mo plano uma por vez”, e
que, “a cada vez, a formiga que se move o faz sequndo a reta paralela a determinada pelas
posicoes das outras duas formigas”.

Esta atividade foi aplicada em duas turmas de um mesmo colégio onde o autor leciona.
Mas em ordens diferentes.

7.2.1 TURMA A

Nesta primeira turma a abordagem inicial, foi feita através do método dos “barbantes” (ver
Figura 7.10). Neste método a resolucao do problema se deu conforme o esperado. Os
alunos, em principio, tiveram algumas dificuldades para “encontrar e entender seus luga-
res’na atividade. Todavia, cada aluno que se propds a provar que a tese era verdadeira
logo se encontrava em situagoes impossiveis. A maioria demorou para perceber que nao
seria possivel atender as condicoes necessarias para a resolucao do desafio. Entretanto,
alguns outros alunos perceberam, antes mesmo de tentar resolver, que a situacao proposta
era impossivel. Mas nenhum destes foi capaz de explicar, de justificar tal fato de uma
forma geométrica.

As justificativas mais ouvidas destes alunos era algo como:

“Nao dd pra fazer. Quando um dos pontos (vértices) pode ser colocado no ponto(médio)
que a gente quer, o outro lado sempre muda de lugar/posi¢ao.”

Visto que a atividade foi bem pratica, que todos os alunos se envolveram e deram suas
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Figura 7.10: Turma A

opiniodes e justificativas, mesmo que nao corretas, ou incompletas, pode-se afirmar que foi
muito valida esta aplicacao.

Num segundo momento, esta mesma turma foi levada para o LIED da escola para
construir e, tentar, resolver este problema. Salvo alguns problemas, algumas dificuldades
que poucos alunos demonstraram com o manuseio do GeoGebra, no geral a turma se
saiu bem na construcao. As falhas, ou falta de entendimento, em alguns passos foram
esclarecidos e/ou corrigidos. Alguns alunos demoraram para identificar que o problema
proposto se tratava da mesma atividade feita, dias antes, com uso de barbantes. Todavia,
nenhum aluno se furtou a tentar uma nova resolugao. Apds alguns minutos, um grupo de
alunos surgiu com a seguinte solucao:
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Figura 7.11: Solucao proposta por alunos da Turma A

Eles alegavam que conseguiram posicionar o triangulo inicial, de laranja, com os
vértices nos pontos médios de trés dos lados do retangulo. No entanto, a construcgao
nao obedeceu as condigoes do enunciado. Outro ponto a se considerar, é que se 0s passos
seguidos estivessem corretos, seria possivel posicionar os pontos “F”, vértices do triangulo
rosa, nos vértices do retangulo. Entretanto, o que corrobora o fato de a construcao nao
estar correta, é a area do triangulo laranja. E possivel notar que a mesma é 1/4 da édrea
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do retangulo original.

7.2.2 TURMA B

Nesta turma as atividades foram aplicadas na ordem inversa. A primeira atividade se
deu no LIED (Ver Figura 7.12), com a apresentagao do problema e pedido de sugestoes
para resolver o mesmo. Como nao houve consentimento entre as poucas sugestoes, ficou
acordado que o professor é quem conduziria a tarefa (Ver Figura 7.13). Assim como na
primeira turma, alguns alunos também demonstraram dificuldades, mesmo que pequenas,
no manuseio de GeoGebra. Por outro lado, nao existiram duvidas acerca do roteiro.
Depois que a construgao ficou pronta, o professor fez algumas observagoes, ressaltando e
diferenciando bem quem eram as formigas do enunciado e quais eram os caminhos que
elas poderiam percorrer. Feito isto, os alunos se imbuiram na resolucao do problema.

Figura 7.12: LIED

Em pouco tempo, bem menos do que a turma anterior, surgiu primeira resposta que,
por sinal, estava correta. Resumidamente, a resposta do grupo foi a seguinte:

Nao da para resolver o problema, por que toda vez que a gente movimenta um dos pon-
tos, os vértices do triangulo, o caminho que uma das formigas pode fazer também muda.
E muda saindo de “cima do retangulo”, de cima dos lados dele, assim elas nunca vao
poder ficar nos pontos médios dos lados do retangulo. Nos movimentamos bastante todas
as formigas e esta situacao sempre acontece. O mdzrimo que consequimos foi colocar duas
formigas. Nunca dd pra colocar a terceira.

Depois desta resposta, o professor mostrou “a solu¢ao”que um grupo da TURMA A
havia sugerido e perguntou aos alunos se aquela construcao estava correta ou se eles é que
estavam corretos.

Muito embora os alunos tenham se assustado no inicio, depois de analisarem a solucao
por algum momento, nao sé de forma estatica, mas também a construcao no GeoGebra,
concluiram que eles sim é que estavam corretos. Logo perceberam que a solucao encon-
trada pela outra turma nao estava de acordo com o proposto pelo enunciado. E que,
portanto, nao era uma solucao.
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Figura 7.13: Guia da Atividade 1

- 303.28

Figura 7.14: Solucao proposta por alunos da Turma A

Apo6s alguns minutos, outros alunos também concluiram que nao era possivel satisfazer
as condigoes que o problema pedia. Como o tempo estava acabando, os primeiros alunos
que resolveram o problema foram convidados a apresentar suas solugoes para a turma.
O professor optou por esta alternativa, pois os alunos tém uma linguagem menos técnica
e mais ao nivel dos demais colegas. Ainda assim, houve a necessidade desta explicagao

mais técnica!

Na aula seguinte, apds algumas colocacoes e explicacoes, a turma foi levada a tentar
resolver o mesmo problema usando os barbantes. Todavia como o problema, e sua solucao,
haviam sido bem explorados na aula anterior, com o uso do GeoGebra no LIED, a turma
nao se mostrou tao interessada em, palavras deles, “tentar resolver o que nao tem solucao”.
Os poucos alunos que demonstraram algum interesse foram aqueles que nao conseguiram
visualizar a solugao, ou a falta dela, no GeoGebra e o grupo de alunos que havia resolvido
a atividade no LIED.

7.2.3 Conclusao

Apos estas atividades, a conclusao que se tem é que, muito embora a atividade com bar-
bantes seja mais agitada e divertida para os alunos, a abordagem através de um software
de geometria dinamica surti um efeito, uma aprendizagem mais rapida e melhor funda-
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mentada. Por mais que os alunos tenham se envolvido, de corpo(literalmente) e alma,
tanto a visao como a interacao acabam sendo prejudicas. Afinal, quando se tem uma
visao panoramica, quando se olha de cima e se percebe, todas as possibilidades, é muito
melhor e mais facil de entender do que quando se faz parte do trabalho, quando se é um
dos elementos do trabalho, do problema.

Outro aspecto relevante é o tempo que se gasta para preparar uma atividade como a
feita com os barbantes. Para se preparar e cortar os pedacos ja se usa um bom tempo.
Ainda tem o trabalho, e mais tempo, de se levar a turma para um ambiente mais espagoso
e conseguir prender a atencao de todos, enquanto um grupo de 10, 15 alunos, em um uni-
verso de 30, 40 alunos, realiza a atividade. Apesar de todas as dificuldades apresentadas
com os barbantes, ela ¢ muito importante pois estimula a inteligencia cinestécica, ou seja
os alunos aprendem usando seus sentidos, aprendem fazendo.

Por outro lado, a realizacao desta atividade usando um software de geometria dinamica,
o GeoGebra, se mostrou mais pratico e de entendimento, compreensao, mais facil por parte
dos alunos. Mesmo que o LIED da escola nao tenha um computador por aluno, a tarefa
nao foi prejudicada. O trabalho em dupla, ou trio, foi bem proveitoso, pois houve uma rica
troca de ideias entre os alunos. Vale destacar ainda, que o fato de todos os computadores
estarem conectados a uma mesma rede, facilita nao s6 uma correcao, mas principalmente
uma necessaria distribuicao de arquivos. Ou seja, nao é necessario que o professor va de
maquina em maquina, seja para instalar uma tarefa, seja para corrigir a mesma tarefa.
O trabalho ¢ facilitado pelo fato de se poder acessar todas as maquinas, e os trabalhos
nelas feitos, através de um computador central. Pode-se dizer que este é o aspecto geral,
a visao pedagdgica.

Numa visao mais especifica, mais restrita ao ensino da matematica, o uso de progra-
mas como o GeoGebra é um facilitador no processo de ensino-aprendizagem. Este fato
ficou comprovado quando a TURMA A, que primeiro tentou resolver o problema através
dos barbantes, mas nao conseguiu, ainda quis resolver com o software. Ou seja, criou-se
uma impressao de que:

“Com barbante é muito dificil, mas no computador dd pra fazer, dd para resolver!” (aluna
Julia Ribeiro, Turma A)

Por outro lado, a Turma B demonstrou pouquissimo interesse na resolu¢ao com bar-
bantes, dado que na primeira oportunidade, com o GeoGebra, o conhecimento foi bem
adquirido e fundamentado. Afinal, podendo manusear e testar todas as possibilidades e
conjecturas através deste software, pouca ou nenhuma divida restou sobre a possibili-
dade, ou nao, de se construir o problema proposto.

7.3 Atividade 2 - Translacao de Poligonos através de
um vetor

1. Construa um poligono no GeoGebra. Para melhor entendimento e facilidade, pode
ser um triangulo;
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2. Com a ferramenta que constrdi retas, construa um vetor que parta da origem (0,0);

3. Em seguida ative a ferramenta Translagao por um Vetor. Clique na regiao interna
do poligono e em seguida no vetor. Observe que foi criado um novo poligono, cujo
os vértices correspondem aos do poligono criado inicialmente, transladado de acordo
com o vetor criado;

4. Para uma melhor visualizacao do que ocorre, construa retas que passem pelos
vértices correspondentes destes poligonos.

http:/ /www.geogebratube. org/student/m109903

Aproveite para movimentar os pontos livres, os poligonos e o vetor, por todo o plano.
Observe que tipo de mudancas estes movimentos fazem nas figuras.

Apoés estas observagoes, responda:

1. Que tipo, quais os tipos de mudancas vocé observou ao movimentar estes objetos?
2. E possivel movimentar o poligono transladado?

3. Ao movimentar o vetor, o que ocorre com as figuras?

4. Quais sao os efeitos que alongar ou comprimir/encurtar o vetor provoca nos poligonos?

5. As retas que passam pelos vértices correspondentes sao concorrentes ou paralelas?
Justifique sua resposta.

6. E possivel sobrepor as imagens? Ou seja, é possivel movimentar as figuras de tal
forma que os vértices da “figura original” coincidam com os vértices da figura trans-
ladada? Qual é, ou sdo, as condigbes para que tal fato ocorra? Demonstre/justifique
sua resposta.

7.4 Atividade 3 - Translacao dos vértices de um poligono
através de um vetor

1. Na janela de visualizacdo do GeoGebra, construa uma triangulo ABC qualquer,
usando a ferramenta que constréi poligonos;

2. Com a ferramenta que constréi retas, construa trés vetores, nao colineares, que
partam da origem (0,0). Nomeie estes vetores por A, By e Cf;

3. Ative a ferramenta Translagdo por um Vetor. Selecione o vértice A e em seguida
o vetor A;. Faca esta associagao entre os vértices B e C' e os vetores By e ()
respectivamente. Note que foram criados os pontos A’, B e C”;

4. Com a ferramenta que constréi poligonos, construa o triangulo A’B'C’, cujo os
vértices sao os pontos criados apds as translagoes dos pontos A, B e C' pelos vetores
Ay, By e (1, respectivamente.
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http://www.geogebratube.org/student,/m109909

Aproveite para movimentar os vértices do triangulo ABC' e os vetores criados no item
3. Observe que os triangulos nao possuem a mesma forma.

Agora responda o que se pede:
1. Por qual motivo isto ocorre?
2. Ao se movimentar os vetores, o que ocorre com os pontos A, B e C'?

3. Note que nesta construcao apenas os vértices foram transladados, por este motivo
os triangulos nao sao idénticos. Contudo, seria possivel fazer com que os triangulos
sejam semelhantes? De que forma, qual seria o procedimento? Enfim, quais as
condicoes que os vetores devem satisfazer para que os triangulos sejam idénticos?

4. Quais os tipos de mudancgas vocé observou ao movimentar estes objetos?
5. E possivel movimentar o poligono transladado?
6. Ao movimentar um vetor, o que ocorre com as figuras?

7. Quais sao os efeitos que alongar ou comprimir/encurtar o vetor provoca no novo
poligono?

8. E possivel sobrepor as imagens? Ou seja, é possivel movimentar as figuras de tal
forma que os vértices da “figura original” coincidam com os vértices da figura trans-
ladada? Qual é, ou sdo, as condigoes para que tal fato ocorra? Demonstre/justifique
sua resposta.

7.5 Atividade 4 - Reflexao em relacao ao eixo OX

1. Selecione a ferramenta que constréi poligonos e construa um triangulo qualquer no
primeiro quadrante. Para isto, basta clicar em trés pontos, distintos, no plano;

2. Ative a ferramenta Reflexao em relacao a uma reta . Clique na regiao interna do
triangulo e em seguida no eixo OX.

http://www.geogebratube.org/student/m109889

Neste caso, observe que o triangulo construido inicialmente foi o triangulo ABC' e que
o triangulo A’B’C"” é a reflexao deste triangulo, em relagao ao eixo OX.

Aproveite para movimentar o triangulo por todo o plano. Observe o que ocorre e
responda o que se pede. Mova também os pontos livres.

1. Alias, quais sao eles?

2. As distancias dos pontos correspondentes, reflexivos, ao eixo OX sao as mesmas?
Por qual motivo?
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3. Existem pontos “nao livres”? Quais sao eles? Por que eles nao sao livres?

4. Note que o valor das abcissas é 0 mesmo tanto nos pontos quanto em suas respectivas
reflexoes, ao passo que o valor das ordenadas é sempre o oposto nos respectivos pares.
Justifique tal fato.

5. Aproveite este fato e este exercicio para fazer novas demonstragoes com outros
poligonos. As conjecturas continuam valendo?

7.6 Atividade 5 - Reflexao sobre uma reta

1. Selecione a ferramenta que constréi poligonos e construa um triangulo e um pentagono
quaisquer no plano;

2. Com a ferramenta que constréi retas, construa uma reta qualquer no plano. Nao se
incomode caso haja interseccao entre a reta e os poligonos;

3. Ative a ferramenta Reflexdo em relacao a uma reta. Clique na regiao interna dos
poligonos e em seguida na reta criada no passo anterior.

http://www. geogebratube.org/student,/m109916

Assim como na Atwidade 4, note que os vértices dos poligonos construidos foram
nomeados na forma “ABC”e/ou “FGHIJ”, ao passo que as figuras refletidas foram deno-
minadas por “A’B’C”e/ou “F'G’H’['J".

Na Atividade 4 o eixo de simetria era o eixo OX, que era fixo. Entretanto, nesta
atividade o eixo é movel, é a reta criada no item 2. Este fato proporciona um maior leque
de movimentos e, consequentemente, observagoes.

Aproveite para movimentar os poligonos e a reta por todo o plano. Observe que tipo
de mudancas estes movimentos fazem nas figuras.

Agora responda:
1. Quais os tipos de mudancas vocé observou ao movimentar a reta?

2. O que ocorre com os vértices/poligonos quando a reta é posicionada sobre alguma
das figuras construidas?

3. E possivel sobrepor as imagens? Ou seja, é possivel movimentar as figuras de tal
forma que os vértices da “figura original” coincidam com os vértices da figura refle-
tida? Demonstre/justifique sua resposta.

7.7 Atividade 6 - Rotacao

1. Na janela de visualizacao do GeoGebra, construa um triangulo ABC qualquer,
usando a ferramenta que constréi poligonos;
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. Ative a ferramenta Rotacao em torno de um ponto. Clique na figura e em seguida

em um dos vértices do triangulo, pode ser o vértice C;

Quando abrir a caixa de didlogo, digite o angulo desejado, 75° por exemplo;

. Note que foi criado o triangulo A’B'C’, que é a imagem do triangulo ABC' rotacio-

nado de 75° em torno do vértice C', ou de outro selecionado;

. Para uma melhor visualizacao e entendimento, ative a ferramenta angulo e clique

nos pontos A, C' e A’ par medir o angulo ACA’. Observe que este angulo mede 75°,
e como o ponto de rotacao é o vértice C, nao é possivel “separar”’as duas imagens.

Agora uma outra construg¢ao na mesma janela.

1.

Na janela de visualizacao do GeoGebra, construa um triangulo DEF qualquer,
usando a ferramenta que constréi poligonos;

. Construa o ponto G, fora deste triangulo, mas préximo a um dos vértices, pode ser

o vértice F;

. Ative a ferramenta Rotacao em torno de um ponto. Clique na figura e em seguida

no ponto G;

Quando abrir a caixa de didlogo, digite o angulo desejado, 90° por exemplo;

. Note que foi criado o triangulo D'E'F’, que é a imagem do triangulo DEF rotaci-

onado de 90° em torno do ponto G;

. Para uma melhor visualizacdo e entendimento, ative a ferramenta angulo e clique

nos pontos D, G e I’ par medir o angulo DGF”;

Observe que este angulo mede 90°, e como G é o ponto de rotagao, qualquer movi-
mento no triangulo DEF faz com que o triangulo D'E’F’ também se movimente,
mas obedecendo a rotacao, mantendo o angulo de 90° entre os lados correspondentes.

http: //www. geogebratube.org/student /m109921

Aproveite para movimentar os triangulos ABC e DEF'. Observe o que ocorre com 0s
triangulos rotacionados A’B'C" e D'E'F’. Mova também os vértices dos triangulos.

Responda:

1.

2.

3.

4.

Ao se movimentar o triangulo ABC, o que ocorre com o triangulo A’B'C’? E quando
se movimenta o triangulo DEF? Existe alguma diferenca entre estes movimentos?

O que ocorre com as figuras quando movemos os vértices?
E possivel mover o ponto E'? E o ponto B? Justifique suas respostas.

O que ocorre com os triangulos ABC e A’B'C’" quando movimentamos o ponto C?
E possivel colocar o ponto C' dentro de um destes triangulos?
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5. Ja quando movemos o ponto (G, quais sao as mudancas que ocorrem com os triangulos
DEF e D'E'F'? E possivel que o ponto G se localize no interior de um destes
triangulos?

6. E possivel movimentar o poligono rotacionado?

7. E possivel sobrepor as imagens? Ou seja, é possivel movimentar as figuras de tal
forma que os vértices da “figura original ” coincidam com os vértices da figura rota-
cionada? Demonstre/justifique sua resposta.

7.8 Atividade 7 - Homotetia

1. Construa uma circunferéncia de centro A e raio AB qualquer, utilizando a ferra-
menta adequada;

2. Em seguida construa uma circunferéncia, qualquer, de centro C' e raio C'D diferente
de AB;

3. Trace a reta que passa pelos pontos A e C.

4. Marque um ponto E na circunferéncia de centro A e trace a reta que passa pelos
pontos A e F;

5. Use a ferramenta que constréi retas paralelas para construir a reta paralela a reta
AF que passa pelo ponto C'.

6. Escolha e marque o ponto F', intersecao desta reta com a circunferéncia de centro
C;

7. Trace a reta que passa pelos pontos F' e F.
8. A escolha do ponto F', é tal que as retas EF e AC sejam concorrentes

9. Marque G, o ponto de concorrencia destas retas.

http://www.geogebratube. org/student,/m10992}

O ponto G é o centro de Homotetia entre estas circunferéncias. Isto é, qualquer
circunferéncia que tenha centro O, contido na reta AC, e raio OR, com R pertencente a
reta F'F', terd seu raio modificado por qualquer alteracao feita nos raios das duas primei-
ras circunferéncias citadas!

Isto decorre do fato de as retas AE e C'F' além serem paralelas, sao também as retas
suportes dos diametro das circunferéncias construidas inicialmente. Como o raio da ter-
ceira circunferéncia, OR, é definido e limitado pelos pontos O e R, os quais pertencem
as retas AC' e F'F| respectivamente, seu raio so sera alterado quando o raio de uma das
outras duas também for, pois os pontos que determinam o centro e o raio de ambas, sao
pontos livres.

Outrossim, como os raios estao sobre uma mesma reta e pelo fato de as retas suportes
dos diametros serem paralelas, temos que os segmentos GA, GO e GC, sao proporcionais
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as segmentos AE, OR e C'F, respectivamente. Observe que este ponto O sé pode ser mo-
vido sobre a reta AC. Tal movimentagao/variagao faz com que o raio desta circunferéncia
se altere “dentro”’da reta E'F.

Aproveite, mova o ponto O e verifique que nesta construgao a circunferéncia de centro
O e raio OR pode ser menor ou maior que as duas circunferéncias iniciais!! No entanto,
esta circunferéncia estara sempre centrada na reta AC e tera seu raio determinado de
acordo com as posigoes das circunferéncias iniciais, bem como com as posigoes das retas
AC e EF.

Responda:

1.

De acordo com esta construcao, seria possivel determinar o raio da circunferéncia
de centro O?7 E os demais raios, também podem ser determinados? Explique de que
forma isto pode ser feito.

. Em algum momento as circunferéncias terao mesmo centro e raio? Se sim quais sao

as condicoes? Se nao, justifique.

O raio da circunferéncia de centro A pode ser alterado/determinado pelo raio da
circunferéncia de centro O7 Justifique.

O que ocorre entre as retas AC e FF' quando as circunferéncias de centro A e C'
possuem o mesmo diametro?

7.9 Atividade 8 - Homotetia Fixa

1.

Construa um segmento de reta DFE com 16 cm de comprimento, utilizando a ferra-
menta que constréi segmento com comprimento fixo;

Com centro em F, construa uma circunferéncia de raio FA = 6. Em seguida trace
a semirreta DA;

. Encontre o ponto médio do segmento DFE, e chame este ponto de B. Por este ponto

B trace uma reta paralela ao segmento E'A, encontrando o pondo C' pertencente a
reta DA;

Construa a circunferéncia de centro B e raio BC

Clique com o botao direito do mouse sobre o segmento F A e selecione para exibir
o tamanho deste segmento. Faga o mesmo procedimento sobre o segmento BC.

http://www. geogebratube. org/student,/m109925

Responda:

1.

O que voceé pode verificar sobre estes segmentos? Qual o tamanho/medida deles?

2. Existe alguma relagao, alguma proporgao entre eles? Qual? Justifique.

46



3. O ponto A é um ponto semi-livre, pois é o ponto que determina o raio da circun-
feréncia maior. Observe que ele s pode ser movimentado sobre a circunferéncia,
nao havendo, nesta, ponto algum de restricao.

4. Nesta construcao, existe algum outro ponto semi livre? E livre? Quais sao?

5. E possivel alterar o raio das circunferéncias construidas? Justifique.
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Observe que, quando refletimos uma figura em relago a uma reta (ou o espelho, ou n2
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Transformacbes geométricas que geram figuras congruentes

Vi " i

figura:
preservando todas as medidas: reflexdo, translagéo e rotagao. Nesses movimentos, a F?gura
ndo muda de tamanho nem de forma; muda unicamente de posicao.

Desse modo, as i btidas depois do
Reflexao

Quand: |
plano, vemos nossa imagem refletida nele. Todos

4figuranicial

sd0.
8m mesma forma e mesmo tamanho).

14 estudamos como podemos fazer reflexées
de figuras em relacio a uma reta (que funciona
como se fosse um espelho) e assim obtemos fi-
guras simeétricas. Essa reta é chamada de eixo de
reflexao.

A superfice de um lago (com dgucs ranguis) funciona
comoum espeiho plan: efete 0 objeto mantendo @
forma eo tamenho dele.
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Figura 7.16:

Ve outros exemplos de figuras homotéticas.

® Agora 6 com voce!

construa



Goscarts o mater

Para espeihos comuns séo uizades
Idminas G ido lonas, mas a amém
em s emtcs G dtorce =
imagem, com a

s do s ﬁueauzammunﬂa
o cobrador possam iaizar

vemos et omum

U grupo de amigos fez uma viagem
para a llha Grande (RJ).

L& traram multas fotos, que foram
reveladas no tamanho 10 X 15.

Una das fotos, a da lgreja da Fregue-
st de Santana, ficou excelente. Resobve-
ram. entio. fazer uma copia ampliada no
tamanho 20 30 para cada um,

Na folo original, a igreja tem 7.2 cm
de largura (medindo-se pelo beiral su-
perior).

Qual ¢ a medids. cm centimetro, dessa
largura na cépia ampliada? Responda em

seu caderno, 144

PARA SABER mais 113

Iprejo 80 Freguesia de Santono, liha Grande (RJ).

Construindo figuras scmellmlt-s por homotetia

A homotetia ¢ um exemplo de transfor-
ica que preserva a forma da
figura original mas ndo

Coma procedemas para ampliar o pen-
uwwm narazio 1,5, por homotetia.

seu tamanho. Desse modo, a figura original
e a figura obtida dela por homotetia sio
semelhantes. Essas figuras sdo chamadas de
figuras homotéticas.

Podemos ampliar ou reduzir figuras usando
ahomotetia.

[} ABCDEE

» Tragamos, a partir do ponto O, semirretas
que passam pelos vértices desse pen-
tégono.

Obtemos o pentagono A'8'C'O'E" fazen-

doOA' = 1,5 0A O8'= 1,5 - OB, & assim pot
diante.
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Homotetia

Podemos ampliar ou reduzir uma figura de diversas maneiras como, por
exemplo, utilizando um pantgrafo, um programa de computador ou uma

Agova, veja como podemos reduzir na razéo de 2 para 1 o quadrildtero ““‘“‘”5’:&57‘.‘.‘.”,." s

. Determmsmos um ponto O interno ao quadrilétero ABCD e tragamos os sy en i

e de maama
transformagéo chamaca homotetia. segmentos OA, OB, OC e OD. o no-eaphulo 11
N . " o dovalimo do 5?::

desta coleg

Semelhanga

Pega aos alunos aue

-
] [ ) C
= Utilizando um compasso, marcamos 0s DONOS A' A
de maneia que OA'= 22, 08'= 22, o0 «©, OD‘-—

| ¥ 1 Bt Obtemos assim o quadrilétero A'B' o D', que e uma rsaum
na razéo de 2 para 1 do quadrilatero ABCD. B C

Atividades e

Com base no pentagono regular B, foram construidos os pentagonos A e C.

!
i
!

Observe como podemos ampliar, na razao de 1 para 2, 0 AABC utilizan-
do homotetia.
* Determinamos um ponto O qualquer, extero <0 triangulo, e tragamos
as semirretas OA, OB e OC.

A o A
A -
B c C
a) Qual a medida do lado do pentagono B? E do pentagono C? 2 cm; 4.2 cm

« Com auxilio de um compasso, marcamos os pontos A', B' e C' de ma- b) Qual a razéio de ampliagéo do pentagono C em relagao ao pentagono B? ;) =2
neira que OA" = 20A, OB' = 208 & OC' = 20C.

©) Qual a razéio de redugdo do pentagono A em relagéo ao pentagono B? |

EA Reproduza o poligono e, utllizando homotetia:
a) Bmplie-o na razao de 1 para 2.
b) reduza-o na razo de 1 para 0,5.
©) reduza-o na razo de 1 para 0,75.

d) amplie-o na razéo de 2 para 5.

EH Construa um triangulo equilétero com lado medindo 3 cm. Em seguida, marque um ponto O
externo ao tridngulo e amplie-o na razéo de 1 para 3,5. Resposta no il 4o o

Q

A ”

EX Copie cada poligono e reduza-o por homoteta numa razio de 1 para 0.6, s 1o
e 6o o,
a) b)
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Figuras transladadas
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Figura 7.23: Janelas Algébrica e de Graficos do GeoGebra
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Figura 7.24: Retas definidas, Poligonos e Circulos
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