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RESUMO

Este trabalho tem como objetivos discutir questdes relacionadas a formacao do professor e ao
ensino de fungdes no Ensino Médio, que respondam a questdo: Quais aspectos da historia do
conceito de funcgdes podem contribuir para a compreensdo desse conceito e das suas
representacdes por diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos? E uma
pesquisa bibliografica na qual tomamos como base os materiais disponibilizados nas escolas
publicas paulistas como, documentos de orientacGes oficiais e livros didaticos, e a contribuicao
de autores como Boyer (1974), Caraca (1984) e Courant e Robbins (2000) para entender a
historia desse conceito até sua formalizacdo e compor uma Unidade de Ensino que possibilite
ao professor (a) propor um trabalho com exemplos do cotidiano que mostrem claramente a
relacdo de dependéncia entre duas variaveis, isto €, quais sdo as ideias iniciais do conceito de
fungdes (b) entender como explicitar a lei que define uma fungdo em uma relagéo que antecede
a linguagem algébrica, (c) relacionar os itens anteriores com o conceito formal de fungdes, (d)
propor o estudo dos graficos de funcdes a identificacdo do dominio, contradominio e imagem
(e) relacionar as diversas representacdes de funcdo mantendo a identidade dos elementos
fundamentais do conceito de fungdes: varidveis dependentes e independentes; lei de formacéo;
dominio-contradominio-imagem; a relacdo entre as linguagens algébricas e a representacdo
gréfica, por diagramas e graficos cartesianos. Tal Unidade de Ensino procura enfatizar a
importancia de um ensino que priorize a articulacdo entre o conceito de funcGes e suas diversas
representagdes, como forma de aprimorar o processo de ensino e de aprendizagem do conceito

de funcdes.

Palavras-chave: Ensino do conceito de fungdes. Ensino Médio. Representacdes de funcdes.



ABSTRACT

This paper aims to discuss issues related to teacher education and teaching functions in high
school, responding to the question: What aspects of the history functions can contribute to the
understanding of their representations by diagrams, algebraic language and Cartesian graphs?
It is a literature in which we take as a basis the materials available in the Sdo Paulo public
schools as documents of official guidelines and textbooks, and the contribution of authors such
as Boyer (1974), Caraca (1984) and Courant and Robbins (2000) to understand the history of
this concept to its formalization and compose a Teaching Unit that allows the teacher (a) to
propose a work with everyday examples that clearly shows the dependency relationship
between two variables, that is, what are the initial ideas of the concept of functions (b) to
understand how to explain the law that defines a function in a relationship before the algebraic
language, (c) to relate the above items with the formal concept of functions, (d) to propose the
study of graphs of functions to the field of identification, range and image (e) to relate the
various function representations keeping the identity of the key elements of the concept of
functions: independent and dependent variables; law training; domain-range-image; the
relationship between languages and algebraic graphing, by diagrams and Cartesian graphs.
This Teaching Unit seeks to emphasize the importance of an education that prioritizes the
relationship between the concept of functions and their various representations as a way to

enhance the teaching and learning of the concept of functions.

Keywords: Concept Teaching functions. High school. Representations of functions.
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1 INTRODUCAO

Na trajetéria como professora de Matematica, desde a formacao inicial em Licenciatura
em Matematica pela UFSCar (1994 — 2000), o inicio da docéncia, como professora temporaria,
na rede de ensino estadual de S&o Paulo, em 1999, e a partir de 2004 como professora efetiva
na rede estadual e a partir de 2009, na rede municipal de S&o Carlos, a busca por um melhor
ensino de matematica que resultasse em um melhor aprendizado do estudante foi constante.
Nesse processo, na busca de melhorar o modo de ensinar, foi possivel acumular certa
experiéncia e, obter algumas informacbes sobre como os estudantes aprendem alguns
contetdos e como o professor pode melhorar seu ensino. Muitas inquietacbes e davidas
surgiram durante essa trajetoria e permaneceram sem respostas, algumas necessitam ser melhor
estudadas. Por exemplo, como se ensina um conteudo especifico para que o estudante tenha
uma aprendizagem significativa? Como ser um professor que facilita a aprendizagem e faz
com que os estudantes aprendam um contetdo que inicialmente acham dificil?

Para tanto, com o intuito de solucionar essas dificuldades, tanto do ensino quanto da
aprendizagem, algumas estratégias foram modificadas, tais como no desenvolvimento do
estudo de fungdes, com a insercao das tecnologias para auxiliar a construcao e interpretacédo de
graficos, a apresentacdo e a resolucdo de situacBes-problema que se aproximassem do
cotidiano do estudante. Tais insercdes pareceram ser insuficientes, pois solucionavam o
problema de forma pontual, porque o conceito de funces’ era tratado da mesma forma que
com o giz e lousa. Se, por um lado, os estudantes se envolviam com as tecnologias dos
softwares propostos, por outro, as dividas quanto ao conceito de funcdes permaneciam. Sendo
assim, as reflexfes acerca do processo de ensino e aprendizagem do conceito de fungdes, a
busca por entender a origem das dificuldades desse processo de formacdo do conceito e as
alternativas para 0 ensino e a pratica em sala de aula definiram a minha procura por cursos,
propostas e diretrizes de ensino, pesquisas e estudos publicados, sobre os conceitos
matematicos, em particular do conceito de fungdes.

A participacdo em diversos cursos que propunham a formacao continuada do professor
foi uma forma de buscar apoio e subsidio para pratica, tais como, Teia do Saber? em 2005,

Rede Aprende com a Rede® em 2008, Implementac&o do Curriculo de Matemética no Estado

! Muitos autores utilizam em suas obras e publicagdes o termo “conceito de fun¢ao”, neste trabalho utilizaremos

“conceito de fungdes”- salvo em citacdes que seguiremos o autor.

2 programa de Formagao Continuada Presencial promovido pela Secretaria Estadual da Educacao de S&o Paulo e
realizado por meio de parcerias com Universidades entre 2003 e 2007.

® Programa de Formagao Continuada & distancia promovido pela Secretaria Estadual da Educacéo de S&o Paulo a
partir de 2008.
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de S&o Paulo* em 2009, Programa Pré-Iniciacdo Cientifica® em 2009, na Rede S&o Paulo de
Formagdo Docente em 2010 (REDEFOR?®). E atualmente, na Pés-graduacdo stricto sensu —
PROFMAT’, formacéo profissional de professores de educacdo bésica, que proporcionou um
estudo mais detalhado e aprofundado do tema desta pesquisa.

Saber Matematica ou especificamente um contetdo ndo garante ao professor que seu
estudante aprenda, pois o processo de ensino e aprendizagem vai além do professor saber bem
esse contelido, é necessario que a cada conteudo o professor saiba também ensina-lo de forma
a garantir que o estudante compreenda-o e internalize-o.

No sentido de aprender mais profundamente sobre um contetdo para ensina-lo, o tema
que gerou inquietacdo a esta professora, que é também pesquisadora desse trabalho, foi sobre a
compreensdo mais profunda do conceito de funcgdes e suas diversas representacdes por meio de
diagramas, graficos cartesianos e linguagem algébrica, pois € um conceito importante uma vez
que permeia todo o ensino médio. As questdes que levaram a refletir sobre “como o professor
aprende para ensinar esse contetdo”, foram tomando forma e se transformando em uma
inquietacdo e delineando a questdo da pesquisa.

Ainda quando aluna do ensino médio, esse conceito foi abordado de forma a priorizar
excessivamente a linguagem algébrica com o objetivo de se compreender a interdependéncia
entre as variaveis e calcular o valor de uma das variaveis quando atribuido um valor a outra, ou
seja, 0 procedimento parecia mais importante que o conceito. Tal prioridade, talvez tenha sido
0 inicio de muitas dificuldades no curso de graduacdo no que diz respeito ao conhecimento e
embasamento do conceito de fungdes.

Enquanto professora da educagéo basica e atuando por varios anos no ensino médio,
quando o estudo do conceito de fungbes € sistematizado, foi possivel observar algumas
dificuldades dos estudantes tanto nas modelagens e resolucédo de situacdes-problema quanto na
construcdo e interpretacdo de graficos cartesianos, levando a dificuldades e contribuindo para a
pouca compreensdo do conceito por esses estudantes, também foi possivel perceber algumas
dificuldades quanto ao ensino e integracdo dos aspectos do conceito que permeiam o estudo de

funcBes, tais como, (a) trabalhar com exemplos do cotidiano que mostram a relacdo de

* Curso Presencial de Formagao Continuada para professores de Matematica, promovido pela Diretoria de Ensino
de S&o Carlos em 2009 e 2010.

> Iniciativa da Pré- Reitoria de Pesquisa Universidade de S&o Paulo em parceria com a Secretaria Estadual da
Educacdo de Sdo Paulo e Banco Santander, com o intuito de ofertar aos estudantes e professores oportunidades de
participar de atividades de pesquisa desenvolvidas por grupos de pesquisa cientifica dessa Universidade.

® Formagdo Continuada de professores - Cursos de especializacdo a distancia com encontros presenciais por meio
de convénio entre a Secretaria Estadual da Educagéo de S&o Paulo e as trés Universidades estaduais: UNESP,
UNICAMP e USP .

" PROFMAT - Pés-graduagdo stricto sensu para aprimoramento da formagéo profissional de professores da
educagdo basica. Programa semipresencial, com bolsas CAPES para professores em exercicio na rede publica.
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interdependéncia entre duas varidveis, (b) a lei que a define, (c) articular as situa¢Bes do
cotidiano com o conceito formal de funcdes, (d) trabalhar gréficos com o objetivo de associar o
conceito de funcbes ao estudo das suas propriedades das diversas representacdes. Essas
dificuldades, tanto do professor para o ensino quanto na aprendizagem manifestada pelos
estudantes, indicaram a necessidade de pesquisar mais profundamente o conceito de funcdes e
suas representacOes, utilizando diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos que
contribuam com a reflexdo da pratica docente.

Ao estudar mais detalhadamente esse tema nesta pesquisa, surgiram algumas ideias que
podem colaborar ativamente para o ensino, isto é, na formagdo enquanto professor e na
aprendizagem do conceito de fungGes. Sendo assim, a proposta é apresentar no Capitulo 2 a
justificativa desta pesquisa, no Capitulo 3 apresentar a metodologia desse estudo, no Capitulo 4
analisar as propostas para o ensino de fungfes nos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM), no Curriculo de Matemaética do Estado de S&o Paulo e em quatro dos
sete livros aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLD
— EM, 2011), procurando exemplificar e detalhar as experiéncias vividas em sala de aula no
ensino de funcdes e as principais dificuldades detectadas e no Capitulo 5 conceituar funcgdes e
suas diversas representacdes de acordo com diversos autores, como Caraca (1984), Courant e
Robbins (2000) e Eves (2011), descrever e analisar a teoria que apoia esse estudo, analisar as
contribuicdes da Historia da Matematica para o tema proposto e apresentar uma proposta de
atividades para o ensino de funcBes para o ensino médio tendo como apoio Lima e Moisés
(2010).

Nas consideracdes finais (Capitulo 6) a proposta € analisar os fatores que podem
contribuir para a melhoria na pratica em sala de aula, que subsidiem o professor no ensino de

funcGes e que fortalecem o ensino de Matematica na educacéo basica.
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2 JUSTIFICATIVA

Na Historia da Matematica, o conceito de fun¢Ges modificou-se por muitas vezes até
solidificar-se e ser aceito pela comunidade académica, essas modificaces sdo indicada por
Eves (2011)

O conceito de funcdo, como as nogOes de espago e geometria, passou por
evolucdes acentuadas. O estudante de matematica perceberd bem esse fato ao
atentar para os varios refinamentos desse processo evolutivo que
acompanham seus progressos escolares, desde 0s cursos mais elementares da

escola secundaria até os mais avancados e sofisticados em nivel de poés-
graduacdo. (Eves, 2011, p.660).

Caraca (1984) considera que o conceito de func@es esta relacionado a compreensao dos
mais variados fendmenos naturais, como por exemplo, a Lei de Kepler, a Lei da gravitacdo de
Newton e a Lei da queda livre.

Courant e Robbins (2000) observam que os fenémenos periddicos como— mares,
vibracbes de uma corda, emissdo de ondas luminosas por um filamento incandescente — séo
regidos por funcdes trigonométricas.

Essas consideragdes se refletem fortemente nos textos para o ensino de funcgdes na
educacdo basica.

O estudo de fungdes é indicado para ser abordado no ensino médio, pelos documentos
de orientagOes curriculares oficiais federal, os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio, PCNEM (Brasil, 2000)e pelo Curriculo do Estado de S&o Paulo (S&o Paulo,
2010) o inicio, em uma abordagem menos abrangente, deve ocorrer no 9° ano. Portanto,
entender o desenvolvimento do conceito de fungbes por meio de sua histéria pode contribuir
para a melhor compreensdo do conceito e consequentemente um melhor ensino nesse
segmento da educacdo béasica.

O fato € que ao consultarmos a literatura podemos perceber que o ensino de fungbes
realizado de modo desarticulado de sua historia tem tido como consequéncia uma separacao
entre as diversas representacdes desse conceito. Talvez esse fato tenha contribuido para as
dificuldades que temos observado em sala de aula nas manifestacdes dos estudantes.

Consideramos aqui que um dos aspectos importantes na compreensdo do conceito de
funcbes € entender seus significados — interdependéncia, variavel, regularidade,
correspondéncia e generalizacdo. Nesse sentido, 0 objetivo dessa pesquisa € entender e

fundamentar os aspectos da historia do conceito de fungdes que nos auxiliem a entender as
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relacfes entre seus significados e as suas representacfes atuais, pela linguagem algébrica, por
diagramas, e por graficos cartesianos.

Os aspectos historicos do conceito de funcdes e suas relacbes com varias contribuices
cientificas serdo analisados no sentido de contribuir para o processo de ensino na educagéo

basica.



19

3 METODOLOGIA

Esta pesquisa € um estudo bibliografico, desenvolvida com base em pesquisas de livros,
artigos cientificos, documentos e publicac6es periodicas que por ora subsidiam e fundamentam
0 desenvolvimento do tema proposto.

Para Marconi e Lakatos (1992), a pesquisa bibliografica abrange todo o levantamento
da bibliografia que ja foi publicada sobre o assunto pesquisado, seja em forma de livros,
revistas, publicacGes avulsas, jornais, boletins, publicaces da internet, monografias, pesquisas
- teses e dissertacdes. Para os autores, a finalidade da pesquisa bibliografica é fazer com que
haja o contato direto entre o pesquisador e todo o material produzido, escrito e publicado
referente assunto, auxiliando-o na analise de suas pesquisas ou até mesmo na manipulagdo das
informagdes, podendo até ser considerada um primeiro passo de toda a pesquisa cientifica.

Também Fiorentini e Lorenzato (2012) entendem que a pesquisa bibliogréfica é:

(...) aquela que se faz preferencialmente sobre documentacdo escrita. O
campo pode ser caracterizado pelas bibliotecas, pelos museus, pelos arquivos
e pelos centros de memoria (...). Esse tipo de pesquisa é também chamado de
estudo documental. Os documentos para estudo apresentam-se estaveis no
tempo e ricos como fonte de informagéo, pois incluem: filmes, fotografias,
livros, propostas curriculares, provas (testes), cadernos de alunos,
autobiografia, revistas, jornais, pareceres, programas de TV, listas de
contetdos de ensino, planejamentos, dissertagcbes, ou teses académicas,
diarios pessoais, diérios de classe, entre outros documentos. (FIORENTINI E
LORENZATO, 2012, p. 102-103)

Nesta pesquisa bibliografica, a primeira parte foi dedicada para acrescentar as
experiéncias vividas pela pesquisadora no ensino de funcdes, bem como os exemplos e as
principais dificuldades percebidas, além disso, analisamos o que é proposto nos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio, no Curriculo Oficial do Estado de Séo Paulo, no guia
dos livros didaticos e nos livros didaticos aprovados no Programa Nacional do Livro Didéatico
(2012) e na ferramenta de avaliagcdo do PNLD.

Na segunda parte foi realizada uma pesquisa na matematica académica em Caraca
(1984) e Courant e Robbins (2000), no intuito de conceituar cientificamente funcées, ou seja,
procuramos saber 0 que os matematicos consideram importante que o estudante de ensino
superior saiba sobre o estudo de fungbes. Ainda na segunda parte, foi realizada uma pesquisa
na Historia da Matematica em Boyer (1974) e Eves (2011) buscando as caracteristicas que sao
mais significativas na origem do conceito de fungdes e identificando as diversas intepretactes
e representagdes que estiveram presentes no desenvolvimento desse conceito, como forma de

contribuir para a compreensdo e ensino do conceito de fungdes na educagéo basica.
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Procuramos responder a nossa questdo central: Quais aspectos da historia do conceito
de funcbes podem contribuir para a compreensdo desse conceito e das suas
representacdes por diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos? Para isso
dividimos nosso estudo para responder a essa questdo, nas seguintes subquestdes: (a) como
propor o trabalhno com exemplos do cotidiano que mostrem claramente a relagdo de
interdependéncia entre duas varidveis, (b) como explicitar a lei que a define como uma relacéo
que antecede a linguagem algébrica, (c) como relacionar os itens anteriores com o conceito
formal de funcbes, (d) como propor o estudo dos graficos com o objetivo de associar o
conceito de funcBes a determinacdo do dominio, contradominio e imagem (e) como relacionar
as diversas representacdes de fungdo mantendo a identidade dos elementos fundamentais do
conceito de funcbes: identificacdo das variaveis dependentes; lei de formacdo; dominio-
contradominio-imagem; a relacdo entre as linguagens algébricas e a representacdo grafica, por
diagramas e por gréaficos cartesianos.

Ao final dessa pesquisa procuramos destacar em Lima e Moises (2010) quais aspectos
da histdria do conceito de funcBes podem contribuir para a compreensao desse conceito e das
suas representacdes por diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos no ensino
médio, além de apresentar uma sequéncia didatica aplicada em sala de aula que tem como

objetivo, trabalhar o conceito de funcéo.
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4 CONCEITO DE FUNCOES NA EDUCACAO BASICA, OS DOCUMENTOS
CURRICULARES OFICIAIS E OS LIVROS DIDATICOS

4.1 O ensino de fungBes nos documentos curriculares PCNEM (2000), PCN + EM (2002) e
no Curriculo do Estado de S&o Paulo

Os Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio (2000), PCNEM, consideram que
0 conceito de fungdes desempenha um importante papel no estudo de muitos fendbmenos que
envolvem as diversas areas do conhecimento, tais como, Biologia, Geografia, Fisica, Quimica,
Economia, seja descrevendo, interpretando ou construindo graficos que representam esses
fendmenos, além de propiciar conexfes com a propria Matematica. Indicam também que o
ensino do conceito de fungbes deve ser suficiente para que o0s estudantes possam tanto
estabelecer as conexdes com a propria Matematica como adquirir certa flexibilidade para
associa-lo as diversas situagdes em que possa estar presente, em que 0 estudante possa ser
incentivado a buscar solugdes e ajustar seus conhecimentos sobre funcdes para entdo, construir

um modelo para interpretacao e investigacdo em Matematica.

O estudo das funcGes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacéo entre grandezas e
modelar situa¢des-problema, construindo modelos descritivos de fenbmenos e
permitindo vérias conexdes dentro e fora da prdpria matematica. Assim, a
énfase do estudo das diferentes fungdes deve estar no conceito de fungéo e em
suas propriedades em relacdo as operacdes, na interpretagdo de seus gréaficos e

nas aplicacOes dessas funcdes. (PCN + EM, 2002, p.121)

As indicacdes acima como, linguagem algébrica, expressar a relacdo entre grandezas,
modelar situagOes-problema, construir modelos descritivos de fendmenos e estabelecer
conexBes dentro e fora da prépria matematica sdo questBes que tem espaco nos materiais
propostos a alunos e professores da educacdo basica e que podem ser explorados pelo
professor em sala de aula de forma a colaborar com a integracdo do conceito de funcdes e suas
diversas representagoes.

Pensar no ensino de matematica no ensino medio, principalmente no que diz respeito ao
conceito de fungdes, significa primeiramente rever e redimensionar o tema e rever a forma e
metodologia de ensino, mas também repensar em um ensino que ultrapasse o conhecimento
matematico restrito a informacdo, com definicbes e exemplos, exercicios de aplicacdo e

fixagdo. Os conceitos que sdo apresentados de forma fragmentada ndo garantem ao estudante o
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estabelecimento de significacdo para as ideias isoladas e desconectadas, mesmo que
trabalhados de forma aprofundada e completa (PCNEM, 2000, p.43).

Mas talvez as dificuldades que os estudantes apresentam frente ao estudo de funcgdes
possam nos dar indicios de que, apesar de acreditarmos que ele seja capaz de compreender as
relagbes existentes entre o conceito e suas diversas representacGes, tais como, linguagem
algébrica, diagramas e os gréficos cartesianos, na pratica ndo ocorrem. Acreditamos também
que é necessario que o conceito de funcBes e seu carater integrador, seja compreendido por
guem vai ensind-lo e desenvolvido em sala de aula de forma a explora-los de formas
diversificadas.

O Curriculo do Estado de S&o Paulo propde a formaliza¢do do conceito de fungdes no
9° ano do ensino fundamental, a maioria dos autores dos livros didaticos que circulam e
auxiliam o professor em suas aulas prop@e iniciar na 12 série do ensino médio. O Curriculo do
Estado de Sdo Paulo é acompanhado por dois materiais para a sala de aula, o Caderno do
Professor e o Caderno do Aluno.

No Caderno do Professor (2014) estdo presentes recomendacdes e explicacdes para a
abordagem e aprofundamento da nocdo de funcdes que retomam o que ja foi trabalhado em
anos anteriores,

(...) uma retomada da nocdo de fungdo, que traduz uma relacdo de
interdependéncia entre duas grandezas, explorando-se especialmente as
fungdes de 1° grau e de 2° grau, bem como suas aplicagdes em diferentes
contextos. Tais assuntos ja foram apresentados aos alunos em séries/anos
anteriores. Na 62 série/7° ano do Ensino Fundamental, foram exploradas
situagbes envolvendo a proporcionalidade direta e inversa entre
grandezas, e que conduzem a relagdes do tipo y = kx, ou, entdo, y = k/X,
onde k é uma constante ndo nula. Na 8? série/9° ano, foram estudadas as
fungbesy =ax + bey=ax’+bx +c,com a#0, além da representacéo
destas em gréficos. Agora, 0 estudo dessas fungdes serd apresentado de
modo mais sistematizado. Tudo sera feito, no entanto, de tal forma que,
mesmo se o professor estiver tratando desse assunto pela primeira vez, o
aluno provavelmente ndo terd grandes dificuldades em acompanhar as
atividades propostas. Como j& foi dito anteriormente, as funcdes referidas
sdo capazes de traduzir matematicamente todos 0s processos que
envolvem relagBes de proporcionalidade direta (gréaficos lineares), ou
relacbes em que uma grandeza € proporcional ao quadrado de outra
(graficos com a forma de uma parabola). Muitos exercicios envolvendo
situacBes concretas em que a consideracdo das grandezas envolvidas conduz a
uma funcdo de 1° grau ou de 2° grau serdo contemplados, com especial
destaque para problemas de otimizacdo, ou seja, problemas que envolvem a
obten¢do do maximo ou do minimo de uma funcéo, em determinado contexto.
De modo geral, os conteidos estudados neste Caderno sdo meios para o
desenvolvimento de importantes competéncias basicas: o0 recurso a
linguagem das fungdes para representar interdependéncias conduz a um
aumento na capacidade de expressdo, favorecendo a construcdo de um
discurso mais eficaz para enfrentar problemas em diferentes contextos; a
capacidade de compreensao de uma variada gama de fenémenos é ampliada,
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uma vez que muitas situacbes de interdependéncia estdo naturalmente
associadas a modelagens que conduzem a explicacdes dos referidos
fendmenos; o reconhecimento das funcBes envolvidas em um fenémeno
possibilita a sistematizacdo de propostas de intervencdo consciente sobre a
realidade representada.

(..) reapresentaremos a ideia de funcdo por meio de multiplos exemplos
de situacgdes de interdependéncia entre grandezas. (Caderno do Professor,
2014, p.7) (Grifos nossos)

Portanto, os elaboradores indicam que para a compreensdo da ideia de funcdes €
necessario entender as situacdes de interdependéncia entre grandezas. Como também foi
indicado por Caraca (1984) e Courant e Robbins (2000).

No Curriculo do Estado de Séo Paulo, tido como um curriculo em espiral, pois aborda
os diversos conteidos em todos os segmentos do ensino e com aprofundamentos diferentes,
seguem-se multiplos exemplos que apresentam a relacdo de interdependéncia entre duas
grandezas, como os presentes nas Figuras 1, 2 e 3.

Analisaremos entdo, as situacdes de aprendizagem propostas no Caderno do Professor
e/ou do Aluno, volume 1 do quadriénio 2014- 2017.

A primeira situacdo de aprendizagem do Caderno do Professor (2014) propde analisar e
discutir a relagcéo de existéncia ou ndo de proporcionalidade entre duas grandezas:

Em cada um dos casos apresentados a seguir, verifique se ha ou néo
proporcionalidade. Se existir, expresse tal fato algebricamente, indicando o
valor da constante de proporcionalidade. Em caso negativo, justifique sua
resposta.

a) A altura a de uma pessoa é diretamente proporcional a sua idade t?

b) A massa m de uma pessoa é diretamente proporcional a sua idade t?

c) O perimetro p de um quadrado e diretamente proporcional ao seu lado a?

d) A diagonal d de um quadrado e diretamente proporcional ao seu lado a?

e) O comprimento C de uma circunferéncia e diretamente proporcional ao seu
didmetro d? (Caderno do Professor, 2014, p. 57)

A segunda atividade, ainda da primeira situacdo de aprendizagem do Caderno do
Professor (2014) e do Aluno (2014) continua discutindo a relacdo de existéncia ou ndo de

proporcionalidade entre duas grandezas.
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Figura 1 — Tabela para andlise da existéncia da relacdo de dependéncia entre duas grandezas

b) Produgio de automoveis e produgio de
tratores (anual, em milhares).

Paises Automoveis Tratores

A 100 8

B 150 12
© 200 16
D 225 18
E 250 20
F 300 24
G 350 28
H 400 32
| 450 36

Fonte: Caderno do Professor, 2014, p.57

Na Figura 1, a proposta é discutir o crescimento simultaneo entre as grandezas nimero
de automoveis e nimeros de tratores e sua relagdo de proporcionalidade. J& na Figura 2, a
relacdo de dependéncia é discutida entre as grandezas area destinada a agricultura e area

destinada a pecudria, que apesar de crescerem simultaneamente, ndo sao proporcionais.

Figura 2 — Tabela para andlise da existéncia da relacdo de dependéncia entre duas grandezas.

b) Area destinada a agricultura e area des-

tinada a pecuaria (em 1000 km?).

Paises Agricultura Pecuaria
A 80 60
B 100 70
C 110 80
D 120 98
E 150 100
F 160 124
G 180 128
H 200 132
1 250 136

Fonte: Caderno do Professor, 2014, p.57
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Figura 3 — Tabela para andlise da existéncia da relacdo de dependéncia entre duas grandezas.

¢) Produto Interno Bruto (PIB, em mi-
lhoes de déblares) e Indice de Desenvol-
vimento Humano (IDH).

Paises PIB IDH
A 300 0,90
B 400 0,92
C 510 0,80
D 620 0,88
E 750 0,78
F 760 0,89
G 880 0,91
H 1000 0,80
| 1100 0,86

Fonte: Caderno do Professor, 2014, p.58

A Figura 3 pretende discutir que as grandezas PIB — produto Interno Bruto e o IDH —
indice de Desenvolvimento Humano n3o sdo nem diretamente proporcionais e nem
inversamente proporcionais.

Nossa observacdo da sala de aula nos tem indicado que os alunos manifestam
dificuldades para entender quais sdo as grandezas indicadas nesses exemplos e também em
justificar por que elas sdo ou ndo interdependentes, ja que ndo ha uma explicacao clara do que

significa interdependéncia entre as grandezas.

4.2 Guia do livro didatico - andlise da distribuicdo dos campos da Matematica nas

propostas dos livros didaticos que compdem o PNLD 2012

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) tem como principal objetivo subsidiar
o trabalho pedagogico dos professores por meio da distribuicdo de colectes de livros didaticos
aos alunos da educacao basica, o ciclo para escolha e troca de livros didaticos é trienal. O
Ministério da Educag¢do (MEC) publica e envia um Guia de Livros Didaticos que subsidia a

escolha do professor e da escola, com resenhas das obras que foram aprovadas.
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De acordo com Guia de PNLD 2012 de Matematica, para avaliar as obras de
Matematica do ensino médio, os topicos foram divididos em seis campos: ndmeros e
operacdes; funcbes; equacdes algébricas; geometria analitica; geometria; estatistica e
probabilidades. Sendo que

(...) Em funcdes consideramos: o conceito de fungéo; sequéncias; fungdes
afins e afins por partes; fungdes quadraticas; funcBes exponencial e
logaritmica; fungbes trigonométricas; matematica financeira; e célculo
diferencial. (Guia PNLD, 2012, p.18)

Ao todo foram sete colecdes aprovadas pelo Guia PNLD 2012 e em todos os livros que
compde o PNLD 2012 de Matematica do Ensino Médio, o ensino de fung¢bes ocorre em maior
parte na 12 série e diminui a cada ano/série. Em torno de 65% do conteddo da 12 série esta
concentrado no campo de func@es, 0 que gera ainda uma fragmentacao e uma repetitividade de
casos particulares de funcGes. Na 22 série, 0 ensino de fungbes estd pautado nas funcgdes
trigonométricas e na 3?2 série, exceto por duas cole¢bes- ndo listadas no Guia PNLD 2012, as
obras omitem ou dedicam-se pouco as funcoes.

A andlise sobre a introducdo e sistematizacdo do conceito de funcbes em cada um das

sete obras aprovadas foi descrita de forma minuciosa no Guia PNLD 2012,

(...) todas as obras aprovadas introduzem a no¢do de funcdo de modo
intuitivo, apoiando-a nas ideias de: relacdo ou associacdo entre grandezas
variaveis; dependéncia entre grandezas; correspondéncia entre
elementos de dois conjuntos; “regra” ou “lei de formacio” envolvendo
grandezas ou nuameros, entre outras. Todas as obras sistematizam o
conceito de funcdo utilizando conjuntos, o que é apropriado. Por outro lado,
em duas das obras adota-se a defini¢do de fungdo como um tipo especial de
relacdo e esta como subconjunto do produto cartesiano de dois conjuntos.
Embora matematicamente seja possivel adotar este caminho, ele pouco
contribui para a compreensdo do conceito de fungdo. (Guia PNLD, 2012,
p.30) (Grifos nossos)

Quanto a analise sobre a apresentacdo de defini¢des consideradas fundamentais o Guia
PNLD 2012 esclarece que todas as colec¢des as fazem,

(...) nas explanagdes teoricas relativas a funcbes, todas as colecOes
apresentam as definicdes fundamentais de: dominio, contradominio,
imagem, fungdo injetiva, sobrejetiva, bijetiva, composta, inversa, entre
outras. Em algumas delas, é dada muita atencdo preliminar a esses conceitos
e, quando nos momentos posteriores eles se fazem importantes, ndo sdo
devidamente valorizados. Com relacdo ao conceito de dominio, um dos
exemplos dessa falha é observado quando na definicdo é escolhido um
dominio e, nos exemplos, usam-se outros dominios sem nenhum comentario
sobre essa alteragdo, que muitas vezes € imposta pelo contexto. (Guia PNLD,
2012, p.30) (Grifos nossos)
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Quanto as diversas formas de representacdes de funcdes, a analise é pautada na

importancia dessa diversificacdo para a compreensao do conceito de funcgoes,

(...) no estudo de fungBes, é importante representa-las de diferentes modos —
tabelas, graficos, representacfes analiticas (algébricas) — estabelecendo
relacbes entre eles. Frequentemente, um problema inicialmente formulado de
maneira algébrica pode ser mais facilmente resolvido ou compreendido se o
interpretarmos geometricamente, e vice-versa. Por exemplo, a simetria axial
presente nas funcdes quadraticas € facilmente perceptivel no grafico e, no
entanto, pode exigir esforco de célculo quando se trabalha com sua
representacdo algébrica. Convém mencionar que o uso de aplicativos
computacionais permite visualizar o grafico de funcGes e ajuda a perceber
propriedades por meio de experimentos com maior riqueza de exemplos.

No estudo das funcBes, os seus graficos no plano cartesiano desempenham
um papel importante. Na avaliagdo das obras inscritas no PNLD 2012,
observamos que ndo sdo tomados os devidos cuidados quando se constroem
graficos de fungdes. Por exemplo, com um ndmero reduzido de valores da
variavel independente, induz-se o aluno a considerar que € possivel construir
o gréfico cartesiano de uma funcdo. E comum encontrar nos livros didaticos,
uma tabela com trés ou quatro valores de X, associada ao desenho de uma
pardbola, sem explicages adicionais. (Guia PNLD, 2012, p.31) (Grifos
NOSs0S)

O Guia também aponta algumas possiveis falhas que podem ocorrer quanto ao uso de
gréaficos estatisticos para construir fungdes e a importancia de inserir a matematica financeira

como contextualizagdo de algumas funcoes,

(...) outra falha é recorrer a gréaficos estatisticos para construir fungdes reais de
variavel real. No caso das varidveis discretas, o gréafico estatistico pode ser
constituido por pontos isolados no plano cartesiano ou por barras verticais.
Isso ndo permite que, sem nenhum comentario explicativo, passemos para o
grafico de uma funcdo com varidvel independente continua. Na estatistica,
muitas vezes, utiliza-se o procedimento de ligar os pontos isolados de um
gréafico discreto por uma curva continua. No entanto, trata-se apenas de um
procedimento para auxiliar a visualizagdo do comportamento da variavel
estatistica.

Na classificacdo dos contetdos adotada no PNLD 2012, consideramos a
matematica financeira no campo das funcfes pela importancia das fungdes
linear e exponencial como modelos para os problemas dessa area. No entanto,
apenas uma das colecdes aprovadas faz, explicitamente, tais conexdes. Na
matematica financeira, 0s conteldos mais abordados sdo porcentagem,
acréscimo e desconto, juros simples e compostos. Observamos, na abordagem
desses topicos, muita énfase ao emprego direto de férmulas, o que ndo é
desejavel. Esse é um assunto que deveria instrumentalizar o aluno para a
cidadania, e isso pode ser feito por meio da exploracdo de problemas
adequados e atuais. Dentre as cole¢fes aprovadas, trés destacam-se pelas
contextualizagdes sugestivas. (Guia PNLD, 2012, p.31)
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Os gréaficos das Figuras 4 a 6 mostram a distribuicdo dos campos nos livros que
compdem o PNLD — 2012.

Figura 4 — Obras aprovadas e distribuicdo nos campos da matematica V.1.

Grafico 1- Distribuicdo dos campos nos volumes da 1* série das obras aprovadas

19 série -Comparagéo da distribuigéo dos campos da
Matemética por colecéo

25042 I —
25776 [ —
25117 [ ——
25712 | m—
25122 S —
25125 [ ey
25133 [

Bl Funcoes B Equacoes algébricas
[l Geometria [ Estatistica e probabilidades

B Nomeros e operacoes
[[] Geometria Analitica

Fonte: Guia de livros didaticos: PNLD 2012: Matematica.

Figura 5 - Obras aprovadas e distribui¢do nos campos da matematica V.2.

Grafico 2 - Distribuicao dos campos nos volumes da 2° série das obras aprovadas

o \

2° série -Comparacdo da distribuicéo dos campos da
Matemadtica por colegéo

25042 | —
257116 [ —
25117 [ ——
2512 1 |
25122
25125 [ ——
25133 [

B Numeros e operacoes Bl Funcoes B Equacoes algébricas
[] Geometria Analitica [l Geometria  [] Estatistica e probabilidades

Fonte: Guia de livros didaticos: PNLD 2012: Matematica.
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Figura 6 - Obras aprovadas e distribuicdo nos campos da matematica V.3.
Grafico 3 - Distribuicdo dos campos nos volumes da 3° série das obras aprovadas

39 série -Comparacgdo da distribui¢do dos campos da
Matemadtica por colegéo

25042 T [ ]
25116 [ ]
25117 | —
25121 o ]
25122 T | —
25125 [ —— [ —
25133 (N I —
B Nomeros e operagoes B Fungoes B Equacdes algébricas
[ ] Geometria Analitica [l Geometria  [] Estatistica e probabilidades

Fonte: Guia de livros didaticos: PNLD 2012: Matematica.

Segundo Guia PNLD 2012, é possivel perceber que em cada série do ensino meédio
ocorre um excesso em relacdo a alguns conteudos e prejuizo aos demais, 0 que pode gerar uma
falta de conexdo entre os contelidos e, no caso das fungdes, o predominio ocorre na 1%érie e
diminui até a 32 série.

Considerando que as novas tecnologias devem permear o ensino de Matematica e que o
ensino de funcBes deve capacitar os estudantes para que estes saibam empregar conceitos de
funcdes e de suas varias representacdes, tais como, graficos, tabelas, formulas, diagramas, etc.
e a utilizacdo de suas equacdes, o professor pode planejar suas aulas, utilizando os recursos
didaticos e tecnologicos, de forma a estabelecer conexdes entre o conceito de funcbes e suas
diversas representacoes.

O PCNEM (2000) orienta que no ensino médio o estudante deve perceber que as
definicbes e demonstracdes, juntamente com o0s encadeamentos conceituais e l0gicos,
constroém novos conceitos e estruturas e servem para validar intuicbes e dar sentido as
técnicas. E que aprender Matematica vai além de memorizar resultados, uma vez que a
aquisicdo do conhecimento matematico esta vinculada ao dominio de um saber fazer e de um

saber pensar matematico. Cabe ao professor da educacéo basica elaborar propostas para a sala
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de aula que favorecam tal compreensdo, procurando subsidios nos livros didaticos, nas

tecnologias e nas formagdes de professores.

4.3 Andlise das propostas para o ensino de fungdes — livros didaticos

O trabalho em sala de aula, da professora, aqui também pesquisadora, evidenciou o
quanto é dificil desenvolver o ensino de fungdes, conceituar, articular e integrar com as mais
diversas situagfes, 0 que ndo é uma tarefa simples. Pode-se, a partir das experiéncias vividas,
entender que o ensino de matematica fragmentado e desarticulado, onde o professor acaba por
priorizar uma determinada vertente, ainda que de maneira ndo intencional, contribui para o
baixo indice de aprendizado e rendimento dos estudantes.

Como observado nos documentos oficiais de ambito federal e do Estado de S&o Paulo,
0 ensino de fungdes inicia-se com a abordagem ou retomada de conjuntos numéricos e em
seguida, introduz-se a nocdo intuitiva de funces por meio de exemplos que mostram a relagéo
de interdependéncia entre as varidveis, como nos exemplos a seguir, retirados de livros
didaticos.

Neste trabalho foram analisados quatro livros didaticos, disponiveis na biblioteca da
escola de atuacdo da professora/pesquisadora, doados pelas editoras no momento da escolha do
livro didatico. Para andlise foram consideradas as primeiras propostas de atividades dos
autores, aquelas que iniciam o estudo de funcGes na 12 série do ensino médio.

Os quatro livros analisados, sdo livros do professor, que contém além das atividades
propostas no livro do aluno, recomendacdes pedagdgicas, formas de avaliacdo, apoio e
sugestdo de materiais e recursos que podem auxiliar o professor em suas aulas.

Em 4.3.1 faremos a apresentacdo e a analise das atividades propostas por Luiz Roberto
Dante em Matematica, Contexto & Aplicacdes, volume 1, Editora Atica, (2008), contendo 504
paginas das quais 40 paginas sdo dedicadas ao inicio do estudo de funces.

Em 4.3.2 faremos a apresentacdo e a analise das atividades propostas por Jackson
Ribeiro em Matematica, Ciéncia, Tecnologia e Linguagem, volume 1, Editora Scipione (2010),
contendo 384 paginas das quais 41 paginas sao dedicadas a introducédo ao estudo de funcgdes.

Em 4.3.3 faremos a apresentacéo e a analise das atividades propostas por Manoel Paiva
em Matematica, volume 1, Editora Moderna, (2005), contendo 256 péaginas das quais 20

paginas sdo dedicadas a introducdo ao estudo de fungdes.
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Em 4.3.4 faremos a apresentacdo e a anélise das atividades propostas por Maria Ignez
Diniz e Katia Stocco Smole em Matematica Ensino Médio, volume 1, Editora Saraiva, (2010),

contendo 320 paginas das quais 26 paginas sao dedicadas a introducéo do estudo de funcdes.

4.3.1 Atividades do livro Matemética, Contexto & Aplicagdes, volume 1, Luiz
Roberto Dante, 2008, Editora Atica

O autor inicia o estudo de fungdes com quatro exemplos e ndo define o que sdo
grandezas, trabalhando de forma intuitiva. Nos dois primeiros exemplos, utiliza tabelas que
apresentam a variagédo entre duas grandezas para introduzir o conceito de fungdes e no terceiro

exemplo, a nocdo de variavel independente e de variavel dependente.



Figura 7 — Exemplos do conceito intuitivo de fungdes.

A ideia de funcao esta presente quando relacionamos duas grandezas variaveis. Vejamos alguns exemplos.

1%) Numero de litros de gasolina e preco a pagar Nimero de litros | Preco a pagar (RS)
Considere a tabela ao lado que relaciona o nimero de litros de gasolina 1 2,40
comprados e o pre¢o a pagar por eles (em maio de 2009). 2 4,80
Observe que o preco a pagar é dado em fungao do nimero de litros com- 3 720
prados, ou seja, 0 preco a pagar depende do nimero de litros comprados. F 960

preco a pagar = R$ 2,40 vezes o nimero de litros comprados ou B "
p = 240x — lei da fun¢ao ou formula matemdtica da fungao 40 96,00
ou regra da fungao X 2,40x

2°) Lado do quadrado e perimetro
Veja agora a tabela que relaciona a medida do lado de um quadrado () e o seu perimetro (P):

Medida do lado (f) Perimetro (P)
Bj O - . P
Para refletir
2 8
p € simbolo de semiperimetro.
¢ 25 10 Nio existe um simbolo para
3 12 perimetro. Muitas pessoas uti-
lizam 2p para representa-lo.
41 164 Aqui usaremos P para indicar
<] = : 3 perimetro.
€ € 4¢

Observe que o perimetro do quadrado é dado em fung¢do da medida do seu lado, isto é, o perimetro depende da
medida do lado. A cada valor dado para a medida do lado corresponde um tinico valor para o perimetro.
perimetro = 4 vezes a medida do lado ou
P = 4€ — lei da fun¢do ou férmula matemdtica da fungdo ou regra da fungao

Como o perimetro depende da medida do lado, ele é a varidvel dependente, e a medida do lado é chamada de
varidvel independente.

3%) A maquina de dobrar
Observe ao lado o desenho imaginario de uma maquina de dobrar nimeros.
Veja que os nimeros que saem sao dados em fung@o dos niimeros que entram na maquina, ou seja, os niimeros
que saem dependem dos nimeros que entram. Assim, a
varidvel dependente € o nimero de saida e a varidvel inde-
pendente é o numero de entrada.
Neste caso, temos:
numero de saida (n) é igual a duas vezes o
numero de entrada (x) ou

n = 2x — regra da fun¢ao ou lei da fun¢ao, ou, ainda,
férmula matemdtica da fungao

1.2.3.35.43.5.x

ARQUIVO DA EDITORA

FORMATO COMUNICAGOES/

2.4.6.7.86..10.2x

42 Numa rodovia, um carro mantém uma velocidade constante de 90 km/h. Veja a tabela que relaciona o tempo t
(em horas) e a distancia d (em quildmetros):

Tempo (h) 0,5 1 15 2 3 4 t
Distancia (km) 45 90 135 180 270 360 90t

Observe que a distancia percorrida é dada em fungdo do tempo, isto €, a distancia percorrida depende do inter-
valo de tempo. A cada intervalo de tempo considerado corresponde um tnico valor para a distancia percorrida.
Dizemos, entao, que a distancia percorrida é fun¢do do tempo e escrevemos:
distancia = 90 - tempo
d =90t
I |__, variével independente

varidvel dependente

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 73.
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No exemplo 1, Figura 7, o autor procura relacionar duas grandezas, nimero de litros e
preco a pagar, e encontrar, por meio de observacBes de uma tabela ja organizada, a lei da
funcdo que ja vem expressa por uma equacao algébrica. Mas ndo retoma a ideia de grandeza,
que ndo é simples para os alunos do ensino médio. Também ndo explicita por que nimero de
litros e dinheiro s&o grandezas e tdo pouco evidencia a interdependéncia entre essas grandezas.
Nos exemplos subsequentes, a nocdo intuitiva de fungdes continua sendo trabalhada, porém
ndo ha ainda, a formalizacdo de conceitos essenciais ao ensino de funcdes, tais como, variavel,
grandezas, lei da funcéo e a interdependéncia.

No exemplo 2 (Figura 7), do mesmo livro didatico, o autor relaciona conceitos
geométricos com func@es, pressupde-se que o estudante saiba relacionar a medida do lado do
quadrado com 0 seu perimetro e 0 autor expressa essa relacdo de dependéncia em uma tabela
entre as grandezas medida do comprimento do quadrado e seu perimetro.

Os proximos exemplos - 3 e 4 (Figura 7) do mesmo livro didatico diferem dos
anteriores apenas na utilizagdo da tabela de valores para relacionar a interdependéncia entre

duas grandezas A e B e a lei da funcdo em linguagem algébrica.
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Figura 8 — Conceito de fungfes: exemplo por meio de conjuntos.
Vamos, agora, estudar essa mesma nogao de fungao usando a nomenclatura de conjuntos. Considere os exem-
plos a seguir.

192) Observe os conjuntos A e B relacionados da seguinte forma: em A estao alguns nimeros inteiros e em B, outros.
Devemos associar cada elemento de A a seu triplo em B.

7 )\ xEA yEB
=2- - T~ .6 -2 —6
=X Jl . =78 ~1 -3
~ .3
0- T .0 0 0
) 8 \ =3 1 3
6 ]
2. -7 / 2 6
A B
Note que:
todos os elementos de A tém correspondente em B;
a cada elemento de A corresponde um nico elemento de B. 7N v
Nesse caso, temos uma fun¢do de A em B, expressa pela formulay = 3x. /
[ 0o de—T" -2
29) Dados A = {0, 4} e B = {2, 3, 5}, relacionamos A e B da seguinte forma: =
cada elemento de A é menor do que um elemento de B: 4. —f- —— *5
Nesse caso ndo temos uma fungao de A em B, pois ao elemento 0 de A A 4
correspondem trés elementosde B (2,3 e5,pois0<2,0<3e0<5), e L
e nao apenas um unico elemento de B. / ke ,,,,/_0
g L i3
| 0- - - '/'////,’ 4
39) DadosA ={—4,—2,0,2,4}eB = {0, 2,4, 6, 8}, associamos os elementos de 1~ .
A aos elementos de igual valor em B: ] }
. P i o \ 8
Observe que ha elementos em A (os nimeros —4 e —2) que nao tém \ p
correspondente em B. Nesse caso ndo temos uma fun¢do de A em B. A B

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 73.

Ap0s trabalhar com exemplos do cotidiano, em que a quantidade comprada de um
produto e preco a pagar, envolvem dinheiro e quantidade a ser paga, medida do lado de um
quadrado e seu perimetro, Dante (2008) introduz a nocdo de fungdes por meio de diagramas,
introduzindo a nomenclatura para conjuntos e formalizando o conceito logo apds a

apresentacdo de diversos exemplos, com a seguinte definicao:

Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de A em B é uma regra

que indica como associar cada elemento x € A a um Unico elemento y € B.

Usamos a seguinte notagdo: f:A - B ou A A B (lé-se: f € uma funcdo de A
em B). Escrevemos Assim: y = f(x). (Dante, 2008, p.75).

Dante (2008) conceitua dominio da fungdo como sendo o conjunto A, o contradominio

da funcdo o conjunto B e, para cada x € A, 0 elemento y € B como sendo a imagem de
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x pela fungao f ou o valor assumido pela funcéo f para x € A e representada por f(x), onde

y = f(x) e o conjunto de todos os y obtidos & chamado de conjunto imagem da fungéo f

(Im()).
Figura 9 — Dominio, contradominio e imagem.

Dada uma funcéo f de A em B, o conjunto A chama-se dominio da funcéo (D) e o conjunto B, contradominio
(CD) da funcao. Para cada x € A, o elemento y € B chama-se imagem de x pela fungao f ou o valor assumido pela

funcao f para x € A, e o representamos por f(x) (Ié-se f de x). Assim, y = f(x).

O conjunto de todos os y assim obtidos é chamado conjunto imagem da fungao f e é indicado por Im(f).
Observe os exemplos:
Dados os conjuntos A = {0, 1,2, 3}e B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, vamos considerar a fun¢ao f: A — B que transforma

xEAem2x€B.
N
| Em toda funcdo f de A {

| em B, Im(f) C B. J

Dizemos que f: A — B é definida por f(x) = 2x ou pory = 2x. A indicacao x S significa que x é transformado
pela funcao f em 2x.

Veja que para caracterizar uma fungao é necessario conhecer seus trés componentes: o dominio (A), o contra-
dominio (B) e uma regra que associa cada elemento de A a um unico elemento y = f(x) de B. Nesse exemplo o
dominio é A = {0, 1, 2, 3}, o contradominio é B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, a regra é dada por y = 2x e 0 conjunto imagem
é dado por Im(f) = {0, 2, 4, 6}.

Vamos considerar a fungao f: IN — IN definida por f(x) = x + 1.
Nesse caso a funcao f transforma todo niimero natural x em outro niimero

12

-~

20

-~

natural y, que € o sucessor de x, indicado por x + 1.

* aimagemdex=0€éf(0)=0+1=1

e aimagemdex=1éf(1)=1+1=2 N
¢ aimagemdex=2éf2)=2+1=3
e assim por diante.

Portanto, o dominio é IN (D = IN), o contradominio é IN (CD = IN), aregra é y = x + 1 e o conjunto imagem é
IN* = IN — {0}, isto &, Im(f) = IN*.

39

~

Seja a funcao f: IR — IR definida pory = x2.
Nesse caso a fungao f transforma cada numero real x em um outro niimero

real y, que é o quadrado de x. Como todo niimero real maior ou igual a ze- A TE
ro possui raiz quadrada real, entao o conjunto imagem é

Im(f) = R, = {y € Rly= 0}, 0 dominio é IR (D = IR), o contradominio ¢ IR

(CD = IR) e a regra que assodia todo x € IR a um tnico y de IR é dada pory = x% = ':

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 76.

Dante (2008) ainda exemplifica o conceito de funcdes na representacdo pela linguagem
algébrica, chamada em sua obra de formulas matematicas e por graficos cartesianos, introduz o
conceito de par ordenado, sistema de eixos ortogonais, construcdo de graficos e determinacdo
do dominio e imagem de uma funcdo por meio do grafico, discutindo também se um conjunto

de pontos é grafico de uma fungdo. Os itens posteriores ao estudo de fungdes por formulas
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matematicas discutem a funcdo par e a fungdo impar (Figura 11), funcdo crescente e funcédo

decrescente (Figura 12), funcéo injetiva, sobrejetiva e bijetiva (Figura 13).

Figura 10 — Fungdes e linguagem algébrica.

Grande parte das fungoes que estudamos é determinada por férmulas matematicas (regras ou leis).
No inicio do capitulo vimos uma correspondéncia entre o nimero de litros de gasolina e o preco a pagar

expressa por:
preco a pagar = 2,40 vezes o numero de litros comprados

em que o preco de 1€ é R$ 2,40. Essa fungao pode ser expressa pela formula matematica:
y=240x ou f(x) = 240x
Veja outras fungoes expressas por formulas matematicas:
« f: IR = IR que a cada nimero real x associa o seu dobro — f(x) = 2xouy = 2x;
« f:IR — IR que a cada nimero real x associa o seu cubo — f(x) = x*ouy = x5
« f: IR = IR que a cada nimero real x associa o seu triplo somado com 1 = f(x) = 3x + 1
ouy=3x+1; 1
= f: IR* = IR que a cada namero real diferente de 0 associa o seu inverso — f(x) = s ou

e\
Para refletir

Por que neste iltimo
exemplo a fungdo ndo
pode ser de R em R?

LI i
=—ouy=x".
y X y
eHemplos:

12) Numa industria, o custo operacional de uma mercadoria é composto de um custo fixo de R$ 300,00 mais um
custo variavel de R$ 0,50 por unidade fabricada. Portanto, o custo operacional, que representaremos por y, é
dado em funcao do nimero de unidades fabricadas, que representaremos por x. Vamos expressar, por meio de
uma férmula matematica, a lei dessa fungao.
custo operacional = custo fixo + custo varidvel = y = 300,00 + 0,50x
Entao, a formula matematica é f(x) = 300,00 + 0,50x ou y = 300,00 + 0,50x.

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 77.



Figura 11 — Funcéo par e funcdo impar

Funcao par 4

Consideremos a fungéo f: IR — IR, definida por f(x) = x2. Veja ao lado | SRSt ke A P
o grafico correspondente. : :

Observe que:
o f() =1 =1

He) = (=1 1} f(1) = f(—1), ou seja, 1 e —1 tém a mesma imagem 1

o f(2)=2"=4

f(2) = f(—2), ou seja, 2 e —2 tém a mesma imagem
f(-2) = (-2 =4
O gréfico de f(x) = x? é simétrico em relagéo ao eixo y. Para uma fungao qualquer, podemos escrever:

f é fungdo par se, e somente se, f(x) = f(—x), para qualquer x € D, em que o dominio é simétrico em relacdo a
origem, isto é, x € D acarreta —x € D.
O gréfico de f é simétrico em relagao ao eixo y.

Assim, f(x) = x? é par, pois para qualquer x € D temos f(x) = x? e f(—x) = (—x)? = x? ou seja, f(x) = f(—x).

Fun¢ao impar
Vamos considerar a funcao f: IR — IR, definida por f(x) = x*.
y fx) = x°
8 .......
Pela andlise do gréfico, observe que:
* = f(1) = —f(—1), ou seja, 1 e —1 tém imagens opostas
1 f=)=(-1=-1 e gensop
e 4 : x
A * f2)=2"=8

f(2) = —f(—2), ou seja, 2 e —2 tém imagens opostas
f(—z):(—z)’:—s}() (—2), ou sej gens opo:

» Para qualquer x € IR, se f(x) = m, entdo f(—x) = —m, pois X} = —(—x)3.

....... -8

Por isso, o gréfico de f(x) = x? é simétrico em relagdo ao ponto O, origem do sistema cartesiano, e dizemos que
a fungaof é impar. De modo geral:

f é funcdo impar se, e somente se, f(—x) = —f(x), para qualquer x € D.
O dominio é simétrico em relagao a origem, isto é, x € D acarreta —x € D.
O gréfico de f é simétrico em relagdo a origem O.

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 87.
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Figura 12 — Fungdo crescente e fungdo decrescente

Vamos analisar as seguintes situagoes.
» O gréfico abaixo mostra a populagao brasileira de 1940 a 2000.

|

1940 1950 1960 1970 1980 1991

T

I B e

5

2000

Fonte: www.ibge.gov.br. Acesso em 22/11/2006.

Pelo gréfico notamos o aumento da populagdo em funcao do aumento do tempo (dado em anos), ou seja, a curva

é crescente.

* Este gréfico mostra um tanque de dgua sendo esvaziado:

Volume (em ¢)

Tempo (em min)

Pelo gréfico notamos a diminuicao do volume de 4gua em fun¢éo do aumento do tempo (dado em min), ou seja,

a curva é decrescente.

Analisando graficos

Vamos analisar os graficos que ja construimos.

Observe o grafico da fungéo de IR em IR dada por f(x) = 2x + 1:é uma
reta.

Dizemos que essa fungao é crescente, pois, quanto maior o valor dado
ax, maior serd o valor correspondente ay = f(x) = 2x + 1.

Fonte: Dante, L. R.

, 2008, p. 89.
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Figura 13 — Func&o injetiva, sobrejetiva e bijetiva

Funcao injetiva ou injetora

Uma funcio f: A = B é injetiva (ou injetora) quando elementos diferentes de A séo transformados por fem
elementos diferentes de B, ou seja, ndo ha elemento em B que seja imagem de mais de um elemento de A.
Assim, f é injetiva quando:

X, # X, em A = f(x,) # f(x,) em B

ou equivalentemente usando a contrapositiva:

f(x,) = f(x,) emB=x, = x,emA

funcdo injetiva fungao injetiva fungao nao injetiva

(N&o ha elemento em B que seja imagem de mais de um elemento de A.) (H& um elemento em B que é imagem de
dois elementos distintos em A.)

tvemplos:
12) A funcéo f: IR — IR dada por f(x) = x2 — 1 ndo é injetiva, pois:
= parax = 1 corresponde f(1) = 0;

« parax = —1corresponde f(—1) = 0.

Neste caso, para dois valores diferentes de x encontramos um mesmo valor para a funcao.

No diagrama:

29) A funcéo f: IR — IR dada por f(x) = 2x é injetiva, pois faz corresponder a cada nimero real x o seu dobro 2x
e nao existem dois nimeros reais diferentes que tenham o mesmo dobro. Simbolicamente:

Para quaisquer x,, X, € IR, x, # x, = 2x, # 2x, = f(x,) # f(xz)

Observacédo: Podemos verificar se uma fungao é injetiva olhando seu gréfico. Sabemos que, se a fungdo é
injetiva, ndo ha elemento do conjunto imagem que seja imagem de mais de um elemento do dominio. Assim,
imaginando linhas horizontais cortando o gréfico, essas linhas sé podem cruzar o gréfico uma Unica vez para
cada valor de y.

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 94.

Ao final do capitulo o autor propde mais alguns exemplos de funcdes, utilizando as
sequéncias (Figura 14), assim como o Curriculo oficial do Estado de S&o Paulo.
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Figura 14 — Funcdo e sequéncias

Uma sequéncia é uma func¢ao cujo dominio é o conjunto IN*, conjunto dos naturais excetuando-se o zero:

f:IN* =R m
A cada nimero natural diferente de zero corresponde um Unico nimero | 1

| Podemos ter também sequén- |

| cias finitas. Neste caso, a fungéo |
1 =Xy 2- Xy 3- Xgi i N> X 5o | 6£{1,2,3,...,n}>Reasequén- |
| ciax, x, ..., X, tem n termos. )

L

real x :

Uma sequéncia é indicada por:

/

(Xys Xgg o Xy o) OU (X))
Por exemplo, a funcdo de IN* em IR dada por f(x) = 3x determina a sequencia (3, 6, 9, 12, ...) dos multiplos
positivos de 3.

Dois importantes exemplos de sequéncias sao as progressoes aritmética e geométrica.

Progressao aritmética

A sequéncia 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, ... é uma progressdo aritmética (PA). Observe que cada termo, a partir do
segundo, é a soma do termo anterior com 7. Neste caso, essa constante 7 chama-se razdo da PA. A razao de uma PA
pode ser um nimero positivo, negativo ou igual a zero. Por exemplo:
3,7,11,15,19, 23,27, ...é uma PA de razao 4 (crescente)
15,12,9,6,3,0, —3, —6, ...¢ uma PA de razdo —3 (decrescente)
8,8,8,8,8,...6 uma PA de razdo 0 (constante)

Observe também que na PA:
1,8,15,22,29, 36,43, ...

temos
8=1+7,15=8+7=1+4+2-7,22=15+7=1+3-7;29=22+7=1+4-7etc.

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 104.

Figura 15 — Funcdo e sequéncias

De modo geral, em uma progressao aritmética como x,, X, ..., X,, ... de razdo r, temos:

X,.; — X,=rparatodon € IN*

n
ex; =% +uX =%+ r=%+25x=x%+ 35

X, =X +nr ;etc

Progressao geométrica
A sequéncia:
2,6,18, 54,162,486, ...

é uma progressdo geométrica (PG). Observe que cada termo, a partir do segundo, é o produto do anterior por 3. Neste
caso, essa constante 3 chama-se razdo da PG.

Observe que:

6=2-3;18=6-3=2-3%
54=18-3=2-3%
162 =54-3=2-3%etc.
De modo geral, em uma progressao geométrica como x,, X,, ..., X,, ... de razao q # 0, temos:

n+1
X

n

=qparatodon €IN* ex,=x,-q; x,=x,"q=X,°q%

= -q= B = 3 .
X, =% q =X, Q% ...; LSRG ...

'n +

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 104.

Sobre o ensino de funcbes e a proposta deste livro didatico, o autor explica no manual
do professor que optou por apresentar o conteldo como variagao de uma grandeza associada a
variacdo de outra grandeza, pois esse enfoque é o que aparece na Matematica, nas ciéncias em
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geral e no cotidiano e que a énfase do trabalho com fungbes foi dada nos gréaficos e nas
propriedades observadas (DANTE, 2008, p.44). Para Dante (2008), a forma como esta
apresentado no livro, o conceito de funcdes assume um papel unificador relevante entre os
varios campos da Matematica e que a interdisciplinaridade se faz presente de modo marcante,
pois as funcgdes constituem a linguagem que expressa os fendmenos das ciéncias naturais e
sociais. Esses exemplos possibilitam aos professores e alunos da educagdo basica compreender
de modo amplo que as fungdes expressam a linguagem dos fendmenos das ciéncias naturais e
sociais? E possivel compreender as grandezas e suas interdependéncias? E possivel estabelecer

relacdo entre esses exemplos e o conceito de funcdes e suas diversas representaces?

4.3.2 Atividades do livro Matematica, Ciéncia, Tecnologia e Linguagem, volume 1,

Jackson Ribeiro, 2010, Editora Scipione

Ribeiro (2010) discute as nocBes béasicas de funcbes introduzindo-as por meio de
algumas situacdes-problema que objetivam dar significado ao conceito de func¢des. Segundo o

autor, ao trabalhar as noc¢des do conceito de funcdes, o aluno sera capaz de reconhecer

(...) as relagbes entre grandezas varidveis dadas por graficos, tabelas e
férmulas, desenvolver e reconhecer o conceito de funcdes, analisar e
determinar o dominio, o contradominio e a imagem de uma funcdo, construir,
ler e interpretar graficos de funcgdes, analisar graficos para verificar o
crescimento e decrescimento de uma funcdo, resolver problemas que
envolvam o conceito de funcdo e reconhecer funcéo injetora, sobrejetora,

bijetora, inversa e composta. (Ribeiro, 2010, p.43).

Ribeiro inicia o trabalho do conceito de funcBes utilizando-se de exemplos que
relacionam a variagdo entre as grandezas por meio de tabelas, linguagem algébrica e gréaficos
(Figuras 16 e 17).
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Figura 16 — Conceito de fungdes: exemplo por meio de tabela.

Ricardo foi a um posto abastecer seu carro. No

quadro ao lado estd representado o preco do litro | Combustivel ’ Preqo Dot fitro
de combustivel nesse posto. P = ot
il ! Gasolina RS 2,65
A partir das info des d . - | f
' p as informacgdes do quadro, vamos cons Alcool | RS 2.08
truir uma tabela que mostra o preco a ser pago pela - — i —-
gasolina de acordo com a quantidade de litros. L Dlsel RS9
I’ Litros (x) | 1 | 2 l 3 4 5 | 6
b— + ! e —_— - + —
| Rs(y) ] 2,65 | 530 | 795 | 1060 13,25 15,90

Note que estdo sendo relacionadas duas grandezas: a quantidade de litros de combustivel
X € a quantia em reais y,

Cada quantidade de litros de gasolina corresponde a um Unico
valor em reais, ou seja, a cada valor que atribuimos a varidvel X

obtemos um unico valor para a variavel y. Essa situacao constitui m
um exemplo de fung¢do. Nesse caso, x é a varidvel independente —
e y a variavel dependente, pois y depende de x.

Podemos escrever uma férmula que permite calcular a quantia y
a ser paga pela gasolina em fun¢io da quantidade x de litros.

quantidade de litros
quantia a ser paga
y=x-265
preco de 1 L de gasolina
Utilizando esta férmula, podemos calcular quantos reais serdo pa-

j0s por 18,6 L de gasolina.

y=x-265=186-265=4929 — RS 49,29

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 45.

Na atividade acima (Figura 16), este autor também apresenta o conceito de funcdes
como relacdo de dependéncia entre duas grandezas, quantidade de litros de combustivel e

preco a pagar por meio de uma tabela organizada, expressando ao final, essa relacdo por meio

da linguagem algébrica.
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Figura 17 — Relacdo de interdependéncia entre duas varidveis por meio de grafico.

Exemplo 2
No grafico a seguir, estd representada a produgao de autoveiculos no Brasil nos seis primeiros |
meses de 2009, ’

Producio de autoveiculos no Brasil
Namero de
autoveiculos
33??22 274378 268 c:/‘.
750 P 253727 254281
250000 —==
225000 t {
200000 189‘«%?§q 1 1
175C00 3
| o T : : Més
“ jan. tev. mar.  abr.  maio  jun,
| .
‘ ASSOCIAGAD NACIZNAL DOS
‘ AUTORCTORES. £ . Diisporiv

Por meio deste grafico, podemos obter vdrias informagdes; por exemplo, 0 més em que houve
a maior produgio de autoveiculos, a média de producdo durante os seis meses etc.

Note que a produgdo depende do meés que estd sendo analisado, ou sgja, a produgdo esta em fun
¢ao do més. Nessa relagdo o més € a varidvel independente e a producdo, a varidvel dependente.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 46.

Jé& nesta atividade (Figura 17), o autor propde relacionar a producdo de autoveiculos por
més, sugerindo a interdependéncia entre essas grandezas — producdo e meses do ano. Mas
também nao propde discussdo sobre 0 que sdo essas grandezas e por que sao interdependentes.
Nos parece que nesses livros didaticos, a ideia de interdependéncia € funcdo do professor
explicar e o aluno observar a tabela e entender. Acreditamos que essas ideias ndo sdo tdo
simples e intuitivas.

Apos os exemplos, o autor conceitua e define produto cartesiano e relagéo,
exemplificando a relacdo com o diagrama de flechas (Figura 18) e explica que também pode
ser representada por um plano cartesiano ortogonal, apresentado alguns detalhes sobre esse

plano, tais como, quadrantes, origem, par ordenado e coordenadas (Figura 19).



Figura 18 — Func&o: produto cartesiano e relagao

Antes de definirmos funcdo, vamos utilizar alguns conceitos de conjuntos e estudar
o que é produto cartesiano e relacdo.

Produto cartesiano

Considere dois conjuntos A e B ndo vazios. Denominamos produto
cartesiano de A por B, indicado por Ax B, o conjunto de todos os pa-
res ordenados (x, y), em que x pertence a A e y pertence a B.

AxB={(x,y)|xeA e yeB}

‘L__ lé-se: A cartesiano B ou produto
cartesiano de A por B

O numero de elementos de Ax B é dado por n(A)-n(B).

Exemplo
Dados os conjuntos A={2,4,6} e B={-13}, veja como podemos representar
A x B por meio de um conjunto de pares ordenados:

AxB={(2,-1).(23).(4-1).(43).(6.-1).(6.3)}

Note que este conjunto tem 6 elementos, ou seja, n(A)-n(B)=3-2=6.

Relagao

Dados os conjuntos A e B nado vazios, denominamos relagdo R
de A em B qualquer subconjunto de AxB.

R é relacdo de A em B se, e somente se, Rc AxB.

Exemplo

Dados os conjuntos A= {1, 3. 5} eB= {2, 4,6, 7}, e arelacdo R de A em B definida
por y=x+1,sendo xe A e y B, vamos escrever os elementos da relagdo R.

x=1=5 y=1+1=2:(12)

k=3= y=3%124; (3,4)

¥=5=y=5+1=6; (5,6)

Portanto, R={(12),(3,4).(5.6)}.

Veja ao lado como podemos representar esta relagdo
por meio de um diagrama de flechas.

Uma relagdo também pode ser representada por meio de um plano cartesiano
ortogonal.

Sejam x e y dois eixos perpendiculares entre si. Chamamos o eixo horizontal x de
eixo das abscissas e o eixo vertical y de eixo das ordenadas.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 48.
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Figura 19 — Plano cartesiano ortogonal

Os eixos x e y se cruzam em um ponto O, cha-

mado origem do sistema cartesiano ortogonal.
Y4(eixo das ordenadas)

Esses eixos dividem o plano em quatro regioes
2.° quddrante | 1.° quadrante

chamadas quadrantes. Os quadrantes sdo numera-

dos no sentido anti-hordrio, a partir do quadrante drigdm

em que x e y sdo positivos. 0 %
: . . eixo das abscissa
Para localizar um ponto P no plano cartesiano, uti- : ;

3.° quadrante | 4.9 quadrante

lizamos um par ordenado de nimeros reais (a,b),

denominado coordenadas do ponto P.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 49.

Na figura 20, o autor explica que algumas relacbes podem ser chamadas de funcéo e
exemplifica com diagramas de flechas, procurando levar o leitor ao conceito intuitivo de

funcdo por meio de observacdes realizadas nos diagramas.
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Figura 20 — Definigdo de fungéo

Em Matematica, algumas relagdes tém nome especial: fungdo.

Utilizando férmulas, conjuntos e diagramas de flechas, vamos analisar algumas relacoes.

Exemplo 1

No diagrama ao lado, o conjunto A esta relacionado .
com o B por meio da férmula y =2x+1, sendo xe A e
yeB.

Observando o diagrama, podemos notar que:
« todos os elementos de A tém correspondente em B
« cada elemento de A estd associado a um tnico de B
Temos nesse caso uma fungdo de A em B expressa
pela lei ou férmula y = 2x+1.

Exemplo 2

Vamos relacionar os conjuntos C ={-2,0,12,3} e
D={-2,-127} utilizando a férmula y = x* -2, com
xeCeyeD.

Observando o diagrama, podemos notar que:

« todos os elementos de C tém correspondente
emD
o cada elemento de C estd associado a um Unico de D
Neste caso, também temos uma fungdo de C em D expressa pela lei ou férmula
y=x'-2

Exemplo 3

Agora, vamos relacionar os conjuntos
E={-5-2357}eF={-7,-5-3 2} utilizando
aférmula y=-x,comxeEeyeF.

Observando o diagrama, podemos notar que hd um
elemento de E que ndo possui correspondente em F.

Temos, neste caso, uma relagdo que ndo representa
uma fungdo de £ em F.

Exemplo 4

Vamos relacionar os conjuntos G ={9, 25,36} e
H={-6,-3,3,5,6} utilizando a férmula y* = x, com
xeGeyeH.

Observando o diagrama, podemos notar que ha
elementos de G que estdo associados a mais de um
elemento de H.

Temos, neste caso, uma relagio que ndo representa uma fungdo de G em H.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 51.
Ap0s propor a realizagdo de exercicios com 0s conceitos trabalhados, o autor define
fungdo (Figura 21) como “Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, a relagdo f de A em B que

associa cada elemento x do conjunto A a um unico elemento y do conjunto B.”



Figura 21 — Conceito de funcéo
Resumindo, definimos funcdo como:

Dados os conjuntos A e B ndo vazios, a relagdo f de A em B é
uma fung¢do quando a cada elemento x do conjunto A esta asso-
ciado um unico elemento y do conjunto B.

Podemos representar uma funcdo f de A em B pela seguinte
notacao:

f:A>Bou A—L5B
(Ié-se: fungdo f de A em B)

Em geral, quando representamos uma funcdo pela férmula, utilizamos

a letra f. Porém, podemos utilizar outras letras, como g, h, j etc. Veja
alguns exemplos:

* g:A— B (Ié-se: funcdo g de A em B)

e A" 5B (I&-se: funcdo h de A em B)

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 52.
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Na sequéncia (Figura 22), o autor comeca a trabalhar com as definicbes de dominio,

contradominio e imagem de uma funcéao, exemplificando por meio de diagramas.

Figura 23 — Dominio, contradominio e imagem de uma fun¢éo

Quando escrevemos uma fungdo f: A — B, denominamos o conjunto A de dominio e
o conjunto B, de contradominio. Cada elemento y de B associado ao elemento x de A,
denominamos imagem de x pela fun¢do f. Ao conjunto desses valores de y denominamos
imagem da fungao.

Para indicar esses conjuntos, utilizamos a seguinte notagao:
D(f): 1&-se dominio da fungdo f
CD(f): 1&-se contradominio da fungdo f

(

Im(f): 1&-se imagem da fungéo f

Exemplo

A fungdo f:A— B, em que A={-10,1,2, 3le
B= {—9, -6,-3,0,35,7, 8}, é definida pela regra de corres-
pondéncia f(x)=-3x.

Nesta fun¢do, o dominio corresponde ao conjunto A, o
contradominio ao conjunto B, e o conjunto imagem €
im(f)={-9,-6,-3,0,3}.

Note que Im(f)c CD(f).

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 53.
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Ribeiro (2010) explica que dentre as fungdes exemplificadas anteriormente, algumas
podem ser representadas por formulas, também chamadas de leis ou regras, de acordo com a
definicdo de funcdo aqui ja apresentada. A Figura 23 apresenta trés exemplos dados pelo autor

para exemplificar funcbes determinadas por formulas.

Figura 23 — Funcoes determinadas por formulas

Exemplo 1

No esquema representado ao lado, cada nimero x € D(f) esta
associado a um numero yelm(f) pela férmula y=3x+1 ou
f(x)=3x+1,isto é, y é igual ao triplo de x somado com 1.

De acordo com essa funcdo:
o para x =3, temos y =3-3+1=10, ou seja, f(3)=10

para x =—17, temos y =3-(-17)+1=-4,1, ou seja, f(-17)=-41
e —11é a imagem de x =—4, pois f(-4)=3:(-4)+1=-11

Exemplo 2

Em uma loja, as impressdes de fotografias digitais de certo tamanho custam R$ 0,65 cada
uma. Na tabela ao lado est4 indicada a quantia a ser paga de acordo com a quantidade de

impressoes.

Com base nessas informacdes, é possivel escrever uma férmula que Impressdes R$
permite calcular a quantia a ser paga em fungdo da quantidade de 1 0,65
fotografias impressas.

e para 2 impressoes, temos 2-0,65 =130 2 L
e para 3 impressdes, temos 30,65 =195 3 1,95

4 2,60
e para 20 impressoes, temos 20-0,65 = 13,00

Dessa forma, para x impressdes, temos x-0,65 = y. Isto €, nesse caso, . ——
cada nimero natural x estd associado a um niimero racional ndo nega- 10 6,50
tivo y, tal que y é igual a x multiplicado por 0,65, que podemos re- 20 13,00

presentar por: f(x)=x-0,65ou y=x-0,65.
D(f) € o conjunto cujos elementos sdo as quantidades de fotografias a serem impressas e a Im(f)

é o conjunto das quantias a serem pagas pelas impressoes.

Exemplo 3

Para imprimir 100 painéis, uma gréfica cobra R$ 150,00 por painel. Porém, se a encomenda for
superior a 100 painéis, o prego € reduzido em R$ 1,00 por painel adicional.

De acordo com as informacdes é possivel escrever uma formula que permite obter o fatura-
mento dessa gréfica com a produgdo de painéis.

Representando por p a quantidade de painéis acima de 100, temos que a encomenda é repre-
sentada por 100 + p. Além disso, o prego cobrado serd de R$ (1 50— p) por painel. Dessa forma, o
faturamento da grafica serd obtido a partir da férmula: £(p)=(100+p)(150—p)=-p*+50p+15000.

Nesse caso, p deve ser ndo negativo, e 150—p 20, ou seja, p <150.

Portanto, a fungdo obtida é f(p)=—p*+50p+15000 com dominio [0,150]~N e a imagem é
o conjunto das quantias a serem pagas pelos painéis.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 55.
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O autor explica que uma funcdo definida por f- A4 — B deve ter dominio,
contradominio e uma regra e que o dominio é formada pelos elementos do conjunto A e o

contradominio pelos elementos do conjunto B, exemplificando em seguida (Figura 24).

Figura 24 — Estudo do dominio de uma funcéo
Veja a seguir outros exemplos cujo dominio esta evidente.
s ffR>Z D(f)=R e g:N>N, D(g)=N e hR' >R, D(h)=R
Nos casos em que o dominio ndo esta evidente, consideramos que ele seja o maior sub-
conjunto possivel de R (D cR). No caso do contradominio, consideramos que ele seja R
(CD=R).

| Exemplo
= 7 o . .
Na fungdo f(x)= 5 o dominio pode ser todo o conjunto dos |
X
numeros reais com exce¢ao de 0, pois ndo existe divisdo por 0.
2x20=>x#0

Em notagdo matemadtica, escrevemos:

D(f)=R-{0} ou D(f)={xeR|x#0} ou D(f)=R’

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 58.

Apds exemplificar e propor exercicios sobre o estudo do dominio de uma funcéo,
Ribeiro (2010) propGe estudar o gréfico de uma funcdo e apresenta quatro exemplos. O
primeiro exemplo (Figura 25) apresenta um gréafico de barras trazendo informagdes sobre o0s
seis paises que mais conquistaram medalhas nas Olimpiadas de Pequim, em 2008. Os demais
exemplos também trabalnham com graficos onde aparecem informacdes que recebem

tratamento estatistico.
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Figura 25 - Grafico de uma funcéo

Em nosso dia a dia podemos observar em jornais, revistas, livros e na
televisdo a presenca de gréficos das mais variadas formas. Neles, aparece
a representacdo visual de informagdes relacionando grandezas.

-

Veja alguns exemplos de graficos, por meio dos quais podemos determi-
nar o assunto abordado e tirar algumas conclusdes.

Os seis paises que mais conquistaram medalhas
nas Olimpiadas de Pequim Equipe masculina de basquetebol
: dos EUA, apés receber a medalha
Pais de ouro nas Olimpfadas de Pequim,
Estados : - — é China
Unidos [t ‘ : «‘I110§ :
China [ 2100 § -
Rissi — ‘ 3 Este gréfico, conhecido como gréfico de
i E barras, traz informagdes acerca dos 6 pai-
Gré-Bretanha [N T 7] 47 2 ses que mais conquistaram medalhas nas
Australia [ 46 F Olimpiadas de Pequim, em 2008. Anali-
| i sando-o, podemos notar, por exemplo,
Alemanha [ 41 Némero de i B s
. . 1 I ! . medalhas que o pais que conquistou a maior quan-
0 20 40 60 80 100 120 tidade de medalhas foram os EUA, e que
INTERNATIONAL OLYMPIC COMMITTEE. Olympic Games. & RUssia obteve 31 medalhas a mais que
Disponivel em: <www.olympic.org>. Acesso em: 11 ago. 2009 a Alemanha.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 59.

A proposta apresenta por Ribeiro (2010) para construir o gréfico de uma funcéo é a de
atribuir valores a varidvel x e calcular os valores correspondentes a variavel y, conforma a lei

dada (Figura 26), com o auxilio de uma tabela para associar os pares ordenados.

Figura 26 — Construgdo do grafico de uma funcéo

Para construir o grafico de uma fungdo f, utilizamos a ideia de representacgdo de par
ordenado de ntimeros reais (a, b) em um plano cartesiano, com aeD(f) e beim(f).

Vamos construir no plano cartesiano o gréafico de uma funcdo f: A— R, definida por
f(x)=x+3, com A:{—2,—‘I, 0, 1,2}.

Atribuimos valores a x e encontramos os valores correspondentes para y, obtendo
pares ordenados (x, y). Em seguida, associamos cada par ordenado da tabela a um
ponto no plano cartesiano.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 62.

O autor explica que é possivel, em alguns casos, determinar o dominio e a imagem da
funcdo a partir do gréfico (Figura 27). O dominio é a projecdo do grafico no eixo das abscissas
e a imagem é a projecdo do grafico no eixo das ordenadas.

O zero da uma fungéo, explica o autor, é todo valor de x (dominio da funcéo) tal que
f(x) = 0 e que no grafico, esse valor corresponde a abscissa dos pontos em que o grafico corta o

eixo x (Figura 28).
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Figura 27 — Dominio e imagem de uma func¢&o a partir do grafico

Conhecendo o gréfico de uma funcao, é possivel determinar, ¥
em alguns casos, o dominio e o conjunto imagem. 4

Observe no exemplo ao lado o grafico da funcao f.

Note que o gréfico ao lado foi projetado nos eixos das abscissas
e das ordenadas. A projecdo no eixo x corresponde ao dominio e
a projecdo no eixo y, ao conjunto imagem.

SIS W
>

D(f)={xeR|-3<x<1}

Im(f)={yeR|-2<y<6}

Neste outro exemplo utilizamos o mesmo procedimento. Observe o gréfico da fun-
¢do g:

D(g):{xeR|—5SxS4}

X im(g)={yeR|-25y=3}

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 65.

Figura 28 — Zero de uma funcdo

O zero de uma fungdo f é todo valor x e D( f) tal que f(x)=0.

Na representacdo grifica de uma fungdo, os zeros correspondem as abscissas dos

pontos em que o grifico corta o eixo x.

Exemplo

Neste exemplo, os zeros da fungdo f correspondem a
Xai X Xy @K

fl |
12 o| TR

\
d‘\‘l/

fix)=flx;)=f(x,)=f(x)=0

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 65.

Na sequéncia, 0 autor apresenta uma proposta para verificar se um grafico representa
uma funcéo, explicando que para caracterizar uma funcédo, cada valor de x do dominio deve ter

um Unico valor correspondente y que € a imagem. No grafico, explica o autor, quando tracar
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uma reta paralela ao eixo y, que cruze o grafico, esta deve cruza-lo em um Unico ponto, para

que esse grafico caracterize uma funcdo e apresenta alguns exemplos (Figura 29).

Figura 29 — Verificar se um gréfico representa uma funcgéo

Y

Note que qualquer reta paralela ao eixo y cruza o grafico em um unico ponto.
Assim, dizemos que o grafico caracteriza uma funcao.

Agora, observe este outro exemplo:

A reta toca o grafico em dois pontos. Assim, este grafico ndo caracteriza uma funcao,
pois temos dois valores correspondentes de y para um unico valor de x.

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 66.

O autor explica que o grafico apresentado na Figura 30 (a) € simétrico porque para
todo x do dominio, f(x) =f (- X) e por isso, a funcdo é par , o grafico apresentado Figura 30 (b)
é simétrico em relacdo a origem, e que para todo x do dominio, g(x) = - g(-x), entdo, € uma
funcdo impar e que o grafico exemplificado na Figura 30 (c) ndo é funcdo par e nem funcgéo

impar.
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Figura 30 — Funcéo par (a), fungdo impar (b) e funcdo nem par nem impar (c)

W y

(a) (b) (c)

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 66.

Na sequéncia do estudo de funcdo, Ribeiro (2010) exemplifica e analisa o
comportamento de duas fungdes, a funcdo crescente f(x) = 3x + 4 , explicando que nessa
funcdo a medida que os valores de x aumentam, os valores de y também aumentam, e a fungéo
decrescente g(x) = - x + 5, onde os valores de y diminuem a medida que os valores de x

aumentam (Figura 31).

Figura 31 — Exemplo de fungdo crescente e de funcéo decrescente

yA

5%/

4y “\

| \
/2 }‘\\ g

L4 /J H \'\\
ST 35§ B
/ 1+ >

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 68.

Ap0s os exemplos, o autor define que,
(...) uma fungdo f é crescente em um intervalo contido no dominio de f se, e
somente se, para todos x; e X, desse intervalo, com X; < X,, obtivermos
f (x0) < f (xz). E que uma funcdo f é decrescente em um intervalo contido no
dominio de f se, e somente se, para todos x; e X, desse intervalo, com x; < X»,
obtivermos f (x;) > f (x») . (Ribeiro, 2010, p.67)



54

Ainda estudando e analisando o comportamento das funcdes, o autor apresenta um
exemplo de funcdo constante (Figura 32) e define-a como “ uma fun¢do > R — R para todo

xeR tal que f(x) = k, com keR”.

Figura 32 — Exemplo de funcdo constante

Considere a fungao f(x)=3 representada no plano carte- 3y
siano. 51

Nesta funcdo, podemos notar que a imagem é sempre 3 para T
qualquer x real. Portanto, ela é uma fungao constante. S ol 4 3 x

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 68.

A proposta segue parecida com o trabalho ja desenvolvido, o autor apresenta exemplos,
explica-os e define ou conceitua a situacdo, como na Figura 33, onde a funcdo injetora é
exemplificada.

O autor explica que o exemplo caracteriza funcdo injetora, pois ndo ha elemento no
contradominio que seja imagem de mais de um elemento do dominio e que a funcdo é injetora
se diferentes elementos do dominio tiverem imagens diferentes, ou seja, “ uma funcao
f: A — Béinjetora se, e somente se, para todos x; e X, pertencentes a A, temos
x1# X2 = f(xy) #f (x2)”. Apo6s a definicdo, sdo apresentados dois exemplos, o primeiro de uma

funcdo injetora e o segundo, de uma funcgédo que ndo é injetora (Figura 34).

Figura 33 — Funcéo injetora

Func@o injetora

Vimos que algumas situagdes do nosso dia a dia estdo asso-
ciadas a uma fungdo. Em sua sala de aula, por exemplo, pode- H
mos estabelecer a seguinte relagdo: cada aluno relacionado a
uma unica carteira. Dessa forma

* podem sobrar carteiras na sala de aula

* um aluno ndo pode ter duas carteiras
* em uma carteira ndo pode haver mais de um aluno
Representando esta situagdo por meio do diagrama de flechas, em que Ae C correspondem

ao coniunto dos alunos da sala de aula e, B € D ao conjunto das carteiras, temos

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 70.



Figura 34 — Exemplos de fung&o injetora e ndo injetora

Exemplo 1
A fungio f:R—R, definida por f(x)=5x
é injetora, pois se tomarmos x, e x, no do-
minio de f, temos:
x, # x, = 5x, #5x, = f(x.)# f(x,)

Exemplo 2

A funcdo g:R—R, definida
por g(x)=x*+2, ndo é injeto-
ra, pois g(1)=g(-1)=3, ou seja,
para dois valores de x diferentes

(x,=1ex,= —1) temos a mesma

imagem (3).

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 70.
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Na Figura 35, o autor exemplifica funcdo sobrejetora e explica que a situacéo

apresentada caracteriza funcdo sobrejetora, pois ndo ha elemento do contradominio que néo

tenha correspondente no dominio, ou seja, a imagem da fungéo é igual ao seu contradominio.
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Figura 35— Exemplo de funcéo sobrejetora

Funcao sobrejetora

Agora, vamos estabelecer outra relagdo envolvendo os alunos da sua sala: cada alu-
no relacionado ao més do seu aniversario, Dessa forma:
* mais de um aluno pode fazer aniversario no mesmo més
* cada aluno esta relacionado a um Unico més
» todos os meses indicados estdo relacionados a pelo menos um aluno

Representando esta relagao por meio do diagrama de flechas, em que A e C corres-
pondem ao conjunto de alunos e, B e D ao conjunto dos meses indicados, temos

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 71.

A definicdo apresentada por Ribeiro (2010) para fungao sobrejetora ¢ de que “uma
fungdo /- A — B é sobrejetora se, e somente se, para todo y, existe x ¢ 4 tal que f(x) =y”. Os
exemplos que seguem a seguir (Figura 36) apresentam uma funcdo sobrejetora (a esquerda) e

uma funcdo que ndo é sobrejetora (a direita).

Figura 36 — Exemplos de fung&o sobrejetora

e | — — -
i Exemplo 1 3 } Exemplo 2 y
| A funcdo h:R— R, definida por 5% } A funcido f:R—R, de- }\----*L-“-f
| \ | . . ~ s i\ /|
| h(x)=-3x+5, é sobrejetora, pois 4\ | | finida por f(x)=x? ndo é ST 17
| \ | X X i / |
| todo elemento do contradomi- "X | | sobrejetora, pois a : 2T f
| nio possui um correspondente 1) | | Im(f)=R, e cD(f)=R, T NT /]
‘ ris 5 H— : i ———
| no dominio pela funcdo h. \% i ou seja, Im(f)=CD(f). 210 1 2%
o 1 ¢ X |
¢ 1|
[ 1]
|

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 71.

Para a funcdo bijetora, o autor utiliza a impressdo digital como exemplo, explicando
que a impressdo digital é diferente para cada pessoa, ou seja, € Unica, cada pessoa esta
relacionada a uma Unica impressdo digital e cada impressdo digital esta relacionada a uma
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Unica pessoa (Figura 37) e que esta situagdo caracteriza uma fungdo bijetora, “ndo ha elemento
do conjunto B que seja imagem de mais de um elemento do conjunto A (injetora) e ndo ha
elemento do conjunto B que ndo tenha correspondente no conjunto A, ou seja, Im (f) = CD (f)

(sobrejetora)”

Figura 37 — Exemplo de funcdo bijetora

Funcao bijetora

A impressdo digital é diferente em cada pessoa, ou seja, é tnica e fruto do seu cédi-
go genético. Composta de diversos tragos na superficie dos dedos, ela se mantém inal-
terada por toda a vida. <

Com isso, podemos estabelecer a seguinte rela¢do: cada impres-
sao digital esta relacionada a uma dnica pessoa, Dessa forma

e uma Impressao digital esta relacionada a uma Unica pessoa

¢ cada pessoa esta relacionada a sua impressao digital

Representando a relagdo por meio de diagrama de flechas, em que A corresponde ao

conjunto das impressoes digitais e B ao das pessoas com digitais, temos

[ =

/ \
= A 4
/ 4

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p. 72.

Ribeiro (2010) utiliza em sua obra a seguinte defini¢do de fun¢ao bijetora “ uma fungao
f: A —B é bijetora se for injetora e se for sobrejetora, ou seja, para todo x; # X, € D(f) = f (x1)
# 1 (x2) e Im(f) = CD(f)”, apresentando dois exemplos, o primeiro que corresponde a uma

funcdo bijetora, e 0 segundo, que ndo corresponde a uma funcgéo bijetora (Figura 38).
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Figura 38 — Exemplo de funcéo bijetora

A funcao f def ia por A fur : definid :
f{x)=5x, vistaanteriormente e injeto f(x)=x‘ ésobrejetora, pois
ra. Ela também é sobrejetora, pois para
( { f ess ca )
todo elemento de R (contradominic
njetora, pois
na eler corresponaent n C
C DI f) [ X flx | ¢
minio) pela fu o f. C ) uncao J
l."ir't\JTﬁ. e sopDrejetora simultaneamen- nao e piljetora.
te, dizemos que ela ¢ bijetora
] |é-se existe

Fonte: Ribeiro, J., 2010, p.72.

O autor diz que por meio do eixo relacionado aos numeros e fungdes e trabalhado
dentro de sua obra, € possivel desenvolver procedimentos basicos relacionados ao tema, como
calcular, resolver, identificar varidveis, tracar e interpretar graficos e que as competéncias
trabalhadas, permitem ao estudante, interpretar modelos, perceber o sentido das
transformacdes, buscar regularidades e conhecer o desenvolvimento histérico e tecnoldgico. O
que observamos € que o estudo de funcdo, proposta pelo autor, segue um determinado padréo
para promover essas competéncias: exemplos — conceito — exemplos — exercicios. Para 0
professor, entdo, seria interessante complementar esse padrdo, diversificando estratégias que

levem a compreenséo por parte do estudante.

4.3.3 Atividades do livro Matematica, volume 1, Manoel Paiva, 2005, Editora

Moderna

Paiva (2005) apresenta a definicdo formal de funcédo logo apo6s abordar esse tema, por
meio de uma revisdo do sistema cartesiano ortogonal de coordenadas (Figura 39) e a
localizagdo de pontos no plano (Figura 40), Na sequéncia, para conceituar fungdes, o autor
opta por definir e exemplificar grandezas e trabalhar com as diversas formas de se representar

uma funcdo — diagramas, tabelas, graficos, equagdes (Figura 41).



Reproduglo proibide Art. 18 do CodigoPenal « Lel 9.610 de 19 de fevereiro da 1996,

Figura 39 — Sistema de coordenadas

Ao enviar uma carta, vocé deve escrever no envelope um conjunto de informagdes capazes de
localizar o destinatdrio.

Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica
Rua Urussuf, 93 — 112 andar
Itaim Bibi

Sio Paulo/SP

OEEEE - 0Ed

Essas informacoes sao as coordenadas do local de destino da carta.

Em muitas outras situagdes do cotidiano, necessitamos de sistemas de coordenadas. Por
exemplo: um ponto de uma estrada é localizado pela marca quilométrica; um ponto sobre a su-
perficie da Terra € determinado por dois nimeros chamados de latitude e de longitude; um pon-
to do espago aéreo ¢ localizado por trés nimeros — a latitude, a longitude e a altitude.

Do mesmo modo, para localizar um ponto em um plano, podemos adotar um sistema de coor-
denadas, e o mais usual € o sistema cartesiano ortogonal de coordenadas, apresentado a seguir.

René Descartes (1596-1650), em gravura do sé-
culo XIX. Embora o conceito de sistema de coor-
denadas ja fosse utilizado por outros matemati-
cos, coube a Descartes (Cartesius, em latim) a
sua formalizagao na obra La Géométrie (1637).

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 83.

Figura 40 — Sistema cartesiano ortogonal de coordenadas.
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b Sistema cartesiano ortogonal de coordenadas

Para localizar um ponto no plano, podemos fixar nesse plano um sistema cartesiano ortogonal
de coordenadas, que ¢ formado por dois eixos, Ox e Oy, perpendiculares entre si no ponto O

|
|

@

Por exemplo, para determinar as coordenadas do ponto P da figura a sequir, tragamos por
P as perpendiculares a Ox e Oy, obtendo, nesses eixos, dois niimeros chamados de abscissa e
ordenada do ponto P, respectivamente,

(Eixo das ordenadas) y
| "
a4
21

1
O

1
24
31

J T3 3 4 5 6 x(Evodasabscssas)
|
|
l
f

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 84.

Paiva (2005), explica que uma grandeza ¢ “toda caracteristica de um objeto que pode ser
expressa por meio de uma medida”, tais como, comprimento, area, volume, velocidade,
pressdo, temperatura, profundidade, tempo, massa, vazdo, entre outras. No exemplo dado
(Figura 41), que relaciona a distancia percorrida por um automovel (d) e o tempo de percurso
(t), o autor explica que cada valor de t pode-se associar um Unico valor de d e que a distancia
d é dada em funcéo do tempo t e que a equacdo d = 80t expressa essa funcao.
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Figura 41 — Conceito de funcéo

Utilizamos medidas para indicar o comprimento de uma corda, a velocidade de um automével, a
temperatura de uma regiao, a profundidade de um rio etc. Toda caracteristica de um objeto que pode
ser expressa por meio de uma medida é chamada de grandeza. Sio exemplos de grandezas: compri-
mento, drea, volume, velocidade, pressao, temperatura, profundidade, tempo, massa, vazao etc.

A variacio da medida de uma grandeza associada a um objeto depende da variagdo das medidas
de outras grandezas: o crescimento de uma planta depende do tempo; a taxa de evaporagdo das dguas
de um rio depende da temperatura; a pressio no mar depende da profundidade etc. Para estudar essas
dependéncias, os cientistas usam equagdes matemiticas relacionando as grandezas envolvidas.

Suponhamos, por exemplo, que um automével
percorra um trecho AB de uma estrada a uma velo-
cidade constante de 80 km/h.

Consideremos A como ponto de partida e asso-
ciemos a ele a marca () km. A cada ponto P, do tre-
cho AB, associemos a marca d km, que indica a
distancia de P até A, medida ao longo da trajetéria. ]

Que distincia terd percorrido o automével apés duas horas da partida?
Como a velocidade do automével € constante, 80 km/h, ap6s duas horas, a disténcia d percorri-
da, em km, serd:

d=80-2 = d=160km

Raciocinando de maneira andloga, podemos construir a tabela a seguir, descrevendo a distan-
cia d percorrida em vérios pontos apds 7 horas da partida.

3*‘.“ ’ ) ‘Y‘( T W ».vi.v

2 160
3 240
4 320

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 85.

O autor utiliza, para exemplificar dominio, contradominio e imagem, a temperatura
média, em graus Celsius, em determinados dias do més, associando o dia & sua respectiva
temperatura e explica que cada dia do conjunto A corresponde a uma unica temperatura do
conjunto B, concluindo que a correspondéncia caracteriza uma fungéo f de A em B (Figura 42).
Também explica que o conjunto A é chamado de dominio (D(f)), o conjunto B é chamado de
contradominio (CD(f)) da funcéo f e o conjunto {4,0,1} é chamado de imagem (Im(f)).
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Figura 42 — Formas de representacdo de uma fungdo, dominio, contradominio e imagem.

Em cada dia de um determinado més, a temperatura média de uma regido, em graus Celsius,
assumiu um dos valores: 0, 1, 4, 5, 6 e 7. Considerando apenas os dias 6, 7, 8 ¢ 9 desse més, em
que as temperaturas médias, em graus Celsius, foram 4, 1, 0 e 1, respectivamente, podemos repre-
sentar a associagio de cada dia a sua temperatura média, por meio do diagrama:

Aei . ___’____.._-»——"14 8
ez T g
=L
o= | _44»_7/,;4./-—»-0
So— 71— w
= .6

9"
. ]

Observando que cada dia do conjunto A corresponde a uma tinica temperatura no conjunto B,
concluimos que essa correspondéncia € uma fungao f do conjunto A no conjunto B. Indicamos
esse fato por f: A — B (lé-se: f é uma fungdo de A em B).

Os conjuntos A e B sido chamados, respectivamente, de dominio e contradominio da fungdo
£, que indicaremos por D(f) e CD(f), respectivamente. O conjunto {4, 1, 0} € chamado de imagem
da func¢do f, que indicaremos por Im(f).

Além de diagrama, a representagao da fung¢do f pode ser feita de outras maneiras, conforme
mostram os exemplos a seguir.

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 86.

O autor continua sua proposta para o estudo de funcdes, apresentando outras formas de
representacdo de uma funcdo f, como na Figura 43, onde aparecem as representacdes por
tabela, grafico e equacdo. Na representacdo por tabela, o autor coloca na primeira coluna o dia
do més e, na segunda coluna a temperatura associada aquele dia, na representacdo por meio de
grafico, no eixo das abscissas, 0s dias, e no eixo das ordenadas, as temperaturas, ressaltando
que o dominio estd representado no eixo das abscissas € 0 conjunto imagem no eixo das
ordenadas. No exemplo de representacdo da funcdo f por meio de equacdo, o autor descreve
diretamente a lei y = (8 — x)?, explicando que é possivel sabé-la, observando atentamente e
mostrando alguns valores numéricos dessa funcdo, ressaltando que nem sempre é possivel
representar uma funcdo por meio de uma equacdo. Ao final, o autor generaliza os conceitos

estudados, funcdo, dominio, contradominio e imagem.



Figura 43 — Representacgao de funcdes.

Representacao de f por uma tabela

Cada linha da tabela associa um dia a temperatura média registrada nesse dia.

Dia Temperatura média
6 4°C
7 1°C
8 0°C
9 1°C

Representacao de f por um grafico cartesiano

Todos os pontos (, y), com x € Aey € B, tal que x e y estao associados por meio de f, cons-
tituem a representacao gréfica de fno plano cartesiano, isto é:

¥y
4t -- .
o
z
1 - - .
0 6 7 8 9 x

E importante ressaltar que o dominio de f é representado no eixo das abscissas e 0 conjunto
imagem de f é representado no eixo das ordenadas.

Representacéo de f por uma equagéo

Observando atentamente a relagao entre cada dia x, com x € A e a temperatura correspon-
dente y, com y € B, constatamos que essa relacao pode ser descrita pela equagao:

y=@8—x?
pois:
° parax=6,temos:y=(8—6)2=>y=4;
o parax=7,temos:y:(8*7)2:)’:1;
para x = 8, temos: y = (8 — 8y =y =0;
e parax=9temos:y=(@8-9yY=y=1

A equacdo y = (8 — x)?, juntamente com D(f) e CD(f), representa a funcao f. Destacamos,
porém, que nem sempre é possivel representar uma funcao por meio de uma equacao.

Generalizando:

| Sendo A e B conjuntos nao vazios, chama-se fungao de A em B toda correspondéncia f
| que associa cada elemento de Aa um Gnico elemento de B.

+ Os conjuntos A e B sao o dominio €0 contradominio da fungao f, respectivamente.
« Indica-se que fé uma fungao de dominio A e contradominio B por meio do simbolo f: A — B.

« Cada elemento y de B associado, através de f, a um elemento x de A é chamado de imagem
de x. Esse fato é indicado por y = f(x) (Ié-se: “y é igual a fde x” ou “y é aimagem de x atra-
vés de ).

+ O subconjunto de B, formado por todos os elementos que sao imagens através de f, é cha-

mado de conjunto imagem de f.

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 87.

FAUSTINO
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Em resumo, na Figura 42 podemos verificar que Paiva (2005) busca introduzir os
conceitos de dominio, contradominio e imagem de uma funcdo, quando aborda as diversas
representacdes de funcdes, na Figura 43 as diversas formas de representacdo e na Figura 44, o
autor aborda as diversas maneiras de se determinar a imagem de um elemento por meio de

diagramas, lei y = f(X) e graficos.

Figura 44 — Imagem de um elemento por meio de uma fungéo.

Considere a funcao f descrita pelo diagrama de flechas:

FAUSTINO

Se um elemento y de B estiver associado, através de f, a um elemento x de A, entao diremos
que y é aimagem de x através de f.

Assim, temos:

e —4 = f(—3), ou seja, —4 é imagem de —3 através de f;
e —5=f(—1), ouseja, —5 é imagem de —1 através de f;
e —5 = {(0), ou seja, —5 é imagem de 0 através de f;

e 1 =f(7), ouseja, 1 éimagem de 7 através de f;

e 9 = f(9), ou seja, 9 é imagem de 9 através de f.

P Imagem de um elemento pela lei y = flx)

Vamos considerar a funcao f: IR — IR em que cada elemento x do dominio IR é associado a
um dnico elemento do contradominio IR através da lei f(x) = 5x — 2.

Alei f(x) = 5x — 2 informa que a imagem de cada x do dominio é o ndmero 5x — 2 do con-
tradominio. Assim temos, por exemplo:™

e aimagem do elemento 6, através de f, é: f(6) = 5-6 — 2 = f(6) = 28
Logo, o par ordenado (6, 28) pertence a f;

e aimagem do elemento %, através de f, é: f(%) =5. % -2= f[%] =1

Logo, o par ordenado [%, 1] pertence a f.

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 90.
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Ao final, o autor trabalha uma forma de se reconhecer uma funcdo por meio de graficos
(Figura 45).

Figura 45 — Reconhecimento de uma funcdo através da analise grafica.

Observe o gréfico que representa a correspondéncia de A = {2, 4, 5} em B = {1, 3, 4, 6}:

y
6 °
=2 4 o
@
: 3 :
Tipame=s ‘ -e
0 2 4 5 X

Tracando pelos pontos do gréfico as retas paralelas ao eixo Oy, determinamos no eixo Ox as
abscissas desses pontos, ou seja, {2, 4, 5}~

Tracando pelos pontos do gréfico as retas paralelas ao eixo Ox, determinamos no eixo Oy as or-
denadas desses pontos, ou seja, {1, 3, 4, 6}.

Feito isso, concluimos que héa elemento de A que corresponde a dois elementos de B: o ele-
mento 2, visto que (2, 4) e (2, 6) pertencem ao gréfico. Portanto, esse gréfico ndo representa uma
funcdo de Aem B.

Um grafico representa uma funcdo de A em B se, e somente se, qualquer reta paralela ao eixo
Oy, passando por um ponto qualquer de abscissa x, com x € A, intercepta o grafico em um
Gnico ponto. '

Fonte: Paiva, M., 2005, p. 94.

Segundo Paiva (2005), ao final do capitulo do livro destinado ao ensino de funcdes, o

estudante sera capaz de

(...) representar pontos no plano cartesiano, reconhecer fungdes nas diversas
situagdes do cotidiano, formalizar o conceito de fungdes, reconhecer dominio,
contradominio e conjunto- imagem de uma fungéo, determinar o dominio e o
conjunto-imagem por diversas formas — diagrama, lei y = f(x) e gréficos e
usar indistintamente as notacBes y ou f(x) para indicar a imagem de um

elemento do dominio de uma funcéo. (Paiva, 2005, p.15).

A abordagem que o autor propde ndo estimula a investigacdo por parte do aluno, o que
se segue € a explanacdo de conteudos, de exemplos, de exercicios resolvidos e propostos.
Diferentemente dos autores anteriores, no segundo momento, ap0s retomar o sistema
cartesiano ortogonal, o autor define grandezas e variacdo entre grandezas e, na sequéncia,

conceitua fungoes.
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4.3.4 Atividades do livro Matematica Ensino Médio, volume 1, Maria Ignez Diniz
e Katia Stocco Smole, 2010, Editora Saraiva

Diniz e Smole (2010) comecam por exemplificar funcdes por meio de localizacéo e
sistema cartesiano ortogonal. Para abordar o conceito Diniz e Smole (2010) definem que
fungdo ¢ “um modo especial de relacionar grandezas”. Assim como nos demais livros
analisados neste trabalho, o conceito de fungdes é trabalhado informalmente por meio de
exemplos de leitura e interpretacdo de graficos, no qual o estudante se familiariza com o
conceito de funces, crescimento e decrescimento de uma funcdo, valor de uma fungdo em um
ponto, sinal de uma funcéo e raizes e com alguns padrées geométricos que representam uma
funcéo.

Num primeiro momento, as autoras apresentam um exemplo de localizacdo por GPS
(Figura 46) e explicam que, assim como o GPS, os mapas maritimo e aéreo que utilizam pares
para a localizagdo, a Matematica também utiliza pares de nimeros, chamados de coordenadas,
para representar pontos em um plano.

Figura 46 — Exemplo de como se localizar

No dia a dia, muitas vezes precisamos localizar coisas: livros na
biblioteca, a posi¢do de uma casa em uma rua, apartamentos em um
edificio, um avido no ar e até satélites no espaco.

Atualmente, a localizacdo de ruas nas grandes cidades pode ser feita
com o uso de aparelhos GPS (veja um modelo na imagem ao lado). No
entanto, se estivermos em viagem, um mapa pode nos auxiliar a localizar
uma cidade e a compreender o percurso pelas estradas até chegar a ela.

Por exemplo, no mapa a seguir, a cidade de Rondondpolis, no Mato
Grosso, estd localizada na posicdo C11. Observe.

Fernando Favoretto/Criar Imagem

Guia Quatro Rodas/Editora Abril

Fiw &
Fonte: Guia Quatro Rodas Brasil 2010. Sdo Paulo, Abril, 2010.

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.67.
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Diniz e Smole (2010) explicam que

(...) a idéia de localizar pontos em um plano é bem antiga em matemaética e,
por volta do século Il a.C., ja havia sido usada pelo gedmetra Apol6nio de
Perga. No entanto, o sistema que utilizamos hoje se originou dos trabalhos do
matematico e fildsofo René Descartes, que viveu na Franca, no século XVIII.
Descartes adotava o pseuddnimo de Cartesius e, por isso, 0 sistema criado por

ele é conhecido como cartesiano”. (Diniz e Smole, 2010, p.68).

As autoras explicam que para construir um referencial cartesiano, é necessario desenhar
duas retas reais- chamadas eixos, perpendiculares entre si, com a mesma origem e detalha essa
construcdo conforme a Figura 47, também mostram o significado do eixo das abscissas, do
eixo das ordenadas, do plano cartesiano ortogonal, da origem do sistema, das coordenadas e
dos quadrantes. Explicam também que, um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais “é a
correspondéncia que a cada par ordenado de nimeros reais associa um unico ponto do plano

cartesiano ortogonal”.
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Figura 47 — Sistema cartesiano ortogonal

0 elxo desenhado na posigdo horizontal é denominado eixo das abscissas,
em geral indicado por Ox.

0 eixo desenhado na posicao vertical é denominado eixo das ordenadas,
geralmente denotado por Oy. =

a é chamado de plano cartesiano ortogonal. !

Podemos observar que:

1. © ponto O corresponde a zero em cada eixo @ é chamado de origem do
sistema.
2. Cada eixo é subdividido em segmentos de mesma medida (unidade),

Exemplo:

Para determinar a posicdo de um ponto K no sistema de eixos, podemos nos
imaginar andando sobre os eixos a partir da origem, primeiro horizontalmente e depois
verticaimente,

Observe alguns pontos destacados no sistema cartesiano ao | | | | 4y
lado. EZCEERE

Atingimos o ponto K "caminhando" trés unidades para adireitae | | [ | 7| | kaaz.
duas unidades para cima, a partir do ponto O. Representamos K por | 1
suas coordenadas (3, 2). ] =0 P | ‘wm;p) I 1

0 ponto I é atingido "caminhando-se", a partir do ponto O, uma ——E— 43 1o 1 3 1 4 :k, 3
unidade para a direita e nenhuma unidade para cima. Representamos |+ 1~ 11—+ --“-
o ponto / por (1, 0). bop——e e L B !

Atingimos o ponto M “caminhando" quatro unidades para i 1
a esquerda e trés unidades para cima, a partir da origem, Para | 1+ 4=
representar © movimento para a esquerda, utilizamos o sinal |
negativo. Com isso, o ponto M esta localizado em (-4, 3),

Veja, agora, as coordenadas dos demais pontos:

» (=2,=3) para o ponto J;
» (0,-5)paraopontolL;
= (4,-4) para o ponto N,

Obtemos as localizagdes dos pontos porque, fixado o referencial
cartesiano, associamos a cada ponto do plano uma dnica dupla
ordenada de nimeros reais e a cada dupla ordenada de numeros reais,
um Gnico ponto do plano. £ essa correspondéncia que determina um
sistema de coordenadas carteslanas.

o

4

Faga uma pesquisa para saber um pou-
co mais sobre Descartes. Imagine se
vocé pudesse voltar no tempo e entre-
vistar o filésofo. Elabore as perguntas
que gostaria de fazer, realize a pesquisa
e simule a entrevista.

0 par ordenado de nimeros reais que da a localizagdo do ponto no S O R
.plaflo é chamado de wuas do ponto. Nele, o primeiro nimero =~ | 2% huadraste | [P tuas m'“ t
indica o deslocamento horizontal (sobre o eixo x) e 0 sequndo numere T R P |
indica o deslocamento vertical (sobre o eixo y), sempre a partir da ———x<06—— —T*p9
origem. ly>0: | L lyp0

Os eixos Ox e Oy dividem o plano em quatro regides, denominadas ) >
quadrantes, representadas de acordo com a figura ao lado. B2 = Bl : et

A partir daqui, estudaremos algumas contribuicBes do referencial 3" Quadrante | | 4%quadrante;
cartesiano & Algebra, especialmente no estudo de fungdes. | S - ] S5 O

1y£0: | I 1 yesQ

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.68.

O estudo de funcdo apresentado pelas autoras continua com variados exemplos,
apresentados aqui nas Figuras 48, 49, 50 e 51. Na Figura 48, ao apresentar um exemplo que da
variacdo do piso salarial dos trabalhadores na construcéo pesada, as autoras explicam que uma

funcdo ¢ um “modo especial de relacionar grandezas™.
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Figura 48 — Exemplo de funcéo

O gréfico a sequir nos permite conhecer a variagdo do piso salarial dos trabalhado-
res na construcdo pesada que responde pela construgdo de estradas, pontes, portos e
outras obras de infraestrutura. R, TR R e S

Esse grafico corresponde a uma fungdo que relaciona o SOBRAM EMPR_EGOS ES“MR'OS
valor do piso salarial a cada ano no periodo de 2002 a 2008. ' NA CONSTRUGAO PESADA

A fungdo é um modo especial de relacionar grandezas. | Aindiistria da construgdo pesada cresceu, em média, 10% ao ano na |
Nesse tipo de relacdo, duas grandezas, x e y, se relacionam de | titima década. O desempenho do setor, que responde pela construgao |
3 | de estradas, pontes, portos e outras obras de infraestrutura, sinaliza
tal forma que: | 0 aumento do investimento no pais. Com o crescimento recente,
» x pode assumir qualquer valor em um conjunto A dado. | aconstrugdo pesada expandiu seus postos de trabalho em mais

zigs z X " | de 50%. Hoje, o setor emprega 400000 pessoas e ainda tem mais
No grafico ao lado, x € o ano que varia no coNjuNto | 140000 yagas ociosas por falta de mao de obra especializada.

Veja/Editora Abril

A = {2002, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008}. | Por causa da escassez de pessoal, os salérios do setor j subiram 70% |
» a cada valor de x corresponde um Unico valor de y em inso SALARIAL DA CONSTRUGAO PESADA (EM REAIS)* ™

um dado conjunto B. 669

No gréfico, y é o valor do piso salarial que varia no | 629 % eSS |

intervalo B = [431, 733]. i - ot B variaco
» os valores que y assume dependem dos valores assumi- | ¢ §

dos por x. | 100 T

Para x = 2005, o valor de y é 587, enquanto para j,v;:’::oammmpm

x = 2008, temos y = 733. | Fonte: Sindicato da Inddstria da Construgao Pesada do Estado de Sao Paulo

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.70.

Na Figura 49, as autoras apresentam um exemplo de funcdo que relaciona a altura de

uma crianga com sua idade, apontando algumas alturas e suas respectivas idades e o0 respectivo

grafico.
Figura 49- Funcéo: exemplo 1
Em nosso dia a dia, temos muitos exemplos de fungdo. [ PEDIATRIA E PUERICULTURA S
Nome: '
Exemplo 1 | 9 DESENVOLVIMENTO ESTATURAL (FEMININO)

A altura de uma crianca é uma funcdo de sua idade. E o que

mostra, ao lado, o gréfico de desenvolvimento estatural de uma ;8 80 -
menina. Observe que a altura dela era de 64 cm aos 5 meses de | &

8 | 70 ==
idade e passou a ser de 73 cm aos 10 meses. |5 2

As duas linhas continuas em preto correspondem as maiores
e menores alturas esperadas para criancas do sexo feminino com
desenvolvimento normal.

Os pediatras usam esse tipo de grafico para acompanhar o de- | o ‘
senvolvimento das criangas. 12345678910N121B1UI5161T

=)
o

(52
o

|
i
Idade em meses |

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.72.

Na figura 50, o exemplo mostra a correspondéncia existente entre a quantidade em
litros de suco pronto e a quantidade de garrafas de suco concentrado que foi utilizada, na

linguagem algébrica, na tabela e no grafico.
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Figura 50 — Funcéo: exemplo 2

Uma garrafa de 500 mL de suco concentrado deve ser dissolvida em 2 L de agua
para obtermos o suco reconstituido. Assim, cada garrafa de suco concentrado corres- l‘
ponde a 2,5 L de suco pronto. Podemos estabelecer uma relacdo entre a quantidade de
suco concentrado e a de suco pronto na forma de uma funcdo, que pode ser descrita *
por uma igualdade algébrica ou por uma tabela cujos valores podemos representar no :
plano cartesiano e obter um grafico dessa relagao.

Chamando de S o nimero de litros

I
I
<
G e (i TRMRE i s t
<
€

de suco pronto e de ¢ o nimero de FsOT T T

garrafas de suco concentrado, temos: & ”’“““

S=(L dedgua + 05 L de suco i b A S e e oy e § e
concentrado) X ¢ T TSR S A 10 BT RS R e ma
S=¢X25

r' S8 3

| Suco concentrado Suco pronto |

{ (ndmero de garrafas) (em litros) |

| 1 | 25 |

S — ! |

| 2 B |

3 5 | el
é 4 5 10 |
SN WO Tt
j 10 g 25 4 -
L T T 23 % [cdmdarrdtas) | | &

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.72.

Os exemplos apresentados na Figura 51 mostram outras relacdes que caracterizam
fungdes, o exemplo 4 dessa figura, mostra como relacionar a numeracdo do calgado com o
comprimento do pé e o exemplo 5, mostra a relacdo que existe ente 0 nimero de tridngulos que

compdem o tapete e a etapa da construgdo desse tapete.



Figura 51— Funcdo: exemplos 4 (numeracio de calgados) e 5 (Tapete de Sierpinski® )°

Exemplo 4 l N T T T
A numeracdo usada na confecgdo de sapatos depende do R
comprimento do pé das pessoas. Os fabricantes de calgados

5c + 28
4

brasileiros usam a férmula N = , €M que C € 0 |43

tamanho do pé em cm e N é o nimero do calcado. Podemos 42 - 1
construir um gréfico para a fungdo entre o tamanho do pé, 4H—————
em cm, e o ndmero do calgado. Vamos observar como seria |40+
essa relacdo para algumas medidas de pés entre 20 cm e 30 1394
cm.

Tamanho do pé | Nimero do
(em cm) calgado L
2 2 a S ™ I T
2 | 35=3 Fi | 1
24 s 24cm |
. % @
} % 395 = 40 SR ot
28 ) <) 24| 26 | 28 | 30 £
| e nmm———— bt S, | Y ! I Nl S AW 3
; 30 445 % 45

A indUstria brasileira ndo produz numeros intermedidrios de calgados, dai a
importancia de experimenté-los no momento da compra.

Use o gréfico ou a tabela para responder:
Se o valor de ¢ é 23 cm, qual é o nimero esperado para o calgado?
Qual deve ser a medida do pé de uma pessoa que calgs 387

Exemplo 5

Alguns padrdes geométricos também estdo relacionados com
funcdes. O padrdo que vamos descrever é conhecido como tapete de
Sierpinski e é construido a partir de uma regra que se repete inde-
finidamente.

Tudo comeca com um tridngulo equilatero, dividido em 4 tridngu-
los equildteros congruentes, cujo tridngulo do centro € desconsidera-
do, restando dessa forma apenas 3 tridngulos equilateros. Veja ao lado.

Repete-se a divisdo de cada triangulo restante em 4 tridangulos equildteros con-
gruentes, desconsiderando sempre o tridngulo do centro:

/\ Ah Lr £y 4

0 numero de tridngulos que compdem o tapete em cada etapa do processo é uma
funcdo do niimero da etapa de sua construgao?

Zapt

VA A'A AVA

AN\ NN\ A'AA'A

Etapa y Jonebene 1 Bew e csetend
| Nidmero de triangulos 1 3 9 3 27

Quantos tridngulos haverd na décima etapa da construgéo do tapete?
€ possivel desenhar tantos tridngulos?

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.73.

8 Waclaw Sierpinski (1882-1969), matematico Polaco que criou em 1916 o fractal que recebeu 0 seu nome
Triangulo de Sierpinski.
% Tapete de Sierpinski — padrées geométricos, sequéncias e funcées.

71
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ApOs sugerir e apresentar diversos exemplos, principalmente de graficos que
representam uma funcdo, Diniz e Smole (2010) abordam e exemplificam o conceito de
dominio, contradominio e conjunto imagem (Figura 52) e finaliza com o estudo de funcées por
meio de gréaficos cartesianos (Figura 53).

Figura 52- Defini¢do de dominio, contradominio e conjunto imagem.

A SEQUIN, Varmnas aNaISAT COMm mais detaihes alguns stehetton Oe Uma fung30o, estabels
ot A 10rma usudl de representsd-la e entender MeHor O MGMNNCAtO SO MU grafico.
E£m uma tungdo £ de A em 8. usamos & Indicagio:

Vendes de sstamdents far 00 Brasl £e1de Lus cTlaclo, am mar(o Ce 200D ]

f:RAR+8
LR L

Nessa fungda

= x & denominado varidvel inde-
pendente da funcdo I, enguanto y
¢ chamado varidvel dependente.
pois 0% valores de y dependem dos
valoros escolhidos para x. Ji este
ditimo pode variar assumindo quak
QUeY valor 9o conjunto A

= A ¢ 0 dominlo de f (Genolado por
X)), ou seja. & O CoOmUuNto 0% va-
lores de x para O3 GuUals & Tuncao &

}

35953537933

possivel. No grifico da fungdo, 0N > 8 & £ i
# 0 periodo de tempo de abril de ‘g"igsgg‘l‘ggggggigsgsi
2003 a abril ge 2008, Ponte: Liaaes careres v Adieas

» B é o contradominlo de { (denotado por CD{f)), ou seja, € o conjunto dos valores
possiveis de y. No gréfico temos CO(f) = [0, 100).

» indicando por x um elemento qualquer de A, seu correspondente y de B é a Imagem
de x pela aplicagdo f ou & o valor de x pela f (denotado por y = 1(x)).
0Os elementos de B que sdo imagens dos elementos de A pela f constituem o conjun-
to Imagem de { (indicado por Im{f)). No exemplo do grafico, Imf) = [0, 94].

0 conjunto imagem de uma fungdo esta contido em seu contradominio.
Analisando 0s exemplos das paginas 72 a 74, temos:

« Exemplo 1: O dominio da fungdo é o intervalo [0, 17}, pois para cada valor deste pe-
riodo de tempo corresponde um valor para a altura da crianga. Como neste intervalo
de tempo a altura da crianga varia de 49 cm a 84 cm, a imagem dessa fungdo é o
intervalo [49, 84).

« Exemplo 2: A fun¢3o desse exemplo tem como dominio possivel o conjunto N* =
= (1,2, 3, 4, ...) correspondendo acs possiveis valores de garrafas de suco concentrado.
A imagem dessa fungdo é o conjunto de nimeros da forma {2,5; 5; 7.5 10; ..} =
={yERIy=25x¢c emquec& N*).

« Exemplo 3: No caso, os possiveis valores para o lado ¢ de um guadrado sdo todos os
numeros reais positivos. Assim, o dominio da funcdo A é 10, +=[ e a imagem corres-
pondente aos valores de A também & o conjunto J0, +={.

« Exemplo 4: Nesse caso nos limitamos a considerar valores para o comprimento dos
pés no intervalo [20, 30), que passa a ser o dominio da funcdo N. De acordo com os
dados da tabela e considerando que usualmente nlio sdo fabricados cal¢ados com
tamanho de valor nSo inteiro, a imagem da fungdo N é (32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39,
40,41, 42,43,44, 45) = (NEN 132 = N = 45}.

+ Exemplo 5: A fung¢do T tem como dominio N*, que corresponde aos possiveis valo-
res das etapas de construcdo do tapete de Sierpinski, e aimagem de T € 0 conjunto
(,L3.9.27.8,. )= (TERIT=3"" comn € N*).

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.74.
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Figura 52- Gréfico de funcéo

Nos exemplos de fung¢Ges, represen- AlEm VERMEI-HO §
tamos algumas delas por graficos no | Em cinco anos, quadruplicou no Brasil o nimero de notificagdes relacionadas §
: : : a fraudes, invasdes e tentativas de invasdo sofridas &
plano cartesiano. Mais precisamente, o por usudrios de computador 20528 218074 k)
grafico de uma fungdo CFrEssesmn
Nimero de notificagoes 197892 o)
f:A—>B : o)
x b f(x)
é o conjunto dos pontos (x, f(x)) de um ;
plano cartesiano onde no eixo das abs-
cissas Ox representamos os valores de 377) 68000
X, X € A, e no eixo das ordenadas Oy, 0s | 54607 fo 4
valores de y = f(x), y € B. o)
A partir de gréficos, podemos ob-
ter diferentes informagdes sobre as |
fungbes por eles representadas. Veja,
por exemplo, o gréfico ao lado relativo
a ocorréncias sofridas por usudrios de | 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009*
computador. |L__ Fonte: Convo do Esuon, Aeaposta o S Sanee e D 1ow ).~ PR S
Observando o gréfico, podemos afirmar que:
» ele representa o niimero de notificagdes feitas por usudrios de computador em fun-
¢do do tempo (de 2003 a 2009);
» 0 numero de notificagdes cresceu muito no periodo de 2005 a 2006 e decresceu
entre 2006 e 2007;
» como diz o cabegalho do grafico, o nimero de notificagdes quase quadruplicou no
periodo de 2003 a 2009, porque 4 - 54607 = 218428;
> o numero de notificagdes em 2009 corresponde apenas ao 1° trimestre desse ano.
Conforme ja vimos, também podemos representar uma fun¢do por meio de uma
tabela de valores ou, em alguns casos, de uma férmula do tipo y = f(x), mas, na maioria
dos casos, o grafico revela informagdes que seriam menos perceptiveis em uma férmula
ou tabela.
® Estudo de funcies por meio de graficos
cartesianos
Estudamos anteriormente como localizar pontos e construir graficos em um referencial
cartesiano. Esse serd o tipo de gréfico que mais usaremos para estudar funcdes.
Para representar graficamente uma fungdo, devemos:
» fixar um referencial cartesiano;
» fazer uma tabela de dupla entrada, com nimeros que satisfacam a equagdo y = f(x),
onde x € D(f);
» localizar no referencial os pontos associados aos pares ordenados. y E
Exemplos:
a) Sejaf:A > B ,onde A={1,2,3 4)eB={15;25;3,5; 45)}. a5t =
XPy=x#05 3,54 - ]
Nessa funcdo, é possivel calcular as imagens de todos os elementos de D(f): sl )
B [z [3 [ | 15
R 15 | 25 | 35| 45 | 1 ‘
0 gréfico de f é formado apenas por 4 pontos, uma vez que A e B sdo finitos. 0 e X
Os valores f(x) crescem a medida que x cresce.

Fonte: Diniz, M. I. e Smole, K. C. S., 2010, p.78.

Diniz e Smole (2010) explicam que a proposta é trabalhar funcdes partindo diretamente
de seu significado como relagGes entre grandezas e que ao explorar essas relagdes, o estudante
aprenda a identificar a relacdo de dependéncia entre as grandezas, a resolver situagdes-
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problema envolvendo a variacdo de grandezas, a identificar expressbes algébricas, a ler,

interpretar e construir graficos que expressem relacdo entre grandezas e a interpretar a

localizagdo e a movimentacgdo de objetos/pessoas no plano.

4.3.5 Quadro comparativo — como cada autor inicia o conceito de fungdes?

Autor (es) Titulo da obra

Como inicia o conceito de fungdes.

Luiz Roberto Dante | Matematica

Dante inicia o conceito de funcdes, utilizando dois
tipos de exemplos, aqueles que apresentam a
dependéncia entre varidveis e aqueles que

relacionam elementos de dois conjuntos.

Jackson Ribeiro Matematica: Ribeiro inicia o trabalho do conceito de fungdes
ciéncia, utilizando-se de exemplos que relacionam a variagao
linguagem e dependéncia entre duas grandezas e, ao definir
tecnologia. funcdo, utiliza como exemplos. Conjunto de pares

ordenados.

Manoel Paiva Matematica Para conceituar funcdes, Paiva define e exemplifica
grandezas e trabalha com as diversas formas de se
representar uma funcdo - diagramas, tabelas,
graficos, equacao.

Katia Cristina Matematica: Smole e Diniz iniciam o conceito de funcbes por

Stocco Smole e
Maria Ignez de
Souza Vieira Diniz

ensino médio

meio de pares ordenados e da relacdo de

dependéncia entre duas variaveis.

O conceito de fungbes trabalhado tanto nos livros didaticos quanto no Curriculo do

Estado de S&o Paulo ¢é a de relacdo que define a interdependéncia entre duas varidveis. O

objetivo de se trabalhar com variados exemplos é de que o estudante possa compreender a

relagdo de interdependéncia entre as variaveis e descrever as leis que definem essa

interdependéncia, as leis de associagéo.

Nos livros didaticos analisados nesta pesquisa e que subsidiam o ensino médio das

redes publicas brasileiras, verificamos que o tema proposto — func¢des- é trabalhado de forma

que o0 conceito e suas diversas representaches sdo apresentados separadamente. Em sua

maioria, os livros analisados priorizam a linguagem algébrica, deixando de lado as demais

representacdes do conceito de funcbes, pormenorizando o carater integrador do tema.
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Nestes quatro livros didaticos, aprovados pelo PNLD, observamos que 0s autores
entendem que j& fazem parte do conhecimento do aluno do ensino meédio as ideias de (a)
grandeza; (b) interdependéncia; (c) lei de formacéo, (d) do significado da palavra dominio do
Senso comum para a matematica como se fossem similares.

O que temos observado na nossa experiéncia de sala de aula é que, ao desenvolver o0s
exemplos do conceito de fungGes com os estudantes e buscar a integragdo com o conceito
formal de fungbes, como proposto nos documentos curriculares oficiais — Curriculo do Estado
de S&o Paulo, PCNEM e nos livros didaticos do PNLD EM (2012), os estudantes néo
conseguem fazé-lo, ndo entendem ou ndo associam 0s exemplos ao conceito, ocorrendo assim
um distanciamento entre o0 que os estudantes conseguem fazer e compreender e 0 que era
esperado apds o ensino do conceito de fungdes.

As ideias de grandeza, interpendéncia, lei de formacdo, variavel dependente e
independente, dominio, contradominio e imagem, e as diversas linguagens que representam
essas ideias, tém sido abordadas de forma breve. O que talvez proporcione as dificuldades dos
professores para ensinar e dos alunos para aprender o conceito de funcdes.

Percebemos em sala de aula que as dificuldades apresentadas pelos estudantes, ao
trabalhar com gréficos que representam uma funcdo, é que eles analisam o grafico no sentido
de indicar o crescimento e decrescimento, o valor maximo e minimo — nas funcBes onde é
possivel determina-los, mas a associacdo de uma lei de formacéo ou a conexao do grafico com
0 conceito formalizado de funcbes, os estudantes nem sempre conseguem estabelecer as
relages adequadas.

Essa percepgdo, do exemplo e da sistematizagdo do conceito ou a associacdo da
situacdo problema com a lei de formacdo, ocorre muitas vezes em sala de aula, o que nos
parece que a formalizacdo do conceito e as relacBes com as representacdes apresentam uma
dificuldade no ensino e na aprendizagem de func@es pelos alunos e pelos professores, que ndo
conseguem elaborar suas atividades para o ensino com 0s aspectos que poderiam superar tais
dificuldades.

A partir das observacbes citadas acima, o tema que é objeto desta pesquisa foi
escolhido como forma de contribuir para o ensino e a aprendizagem do conceito de fungdes.
Nesse sentido, uma vez que ja indicamos nossas observacfes sobre as dificuldades que os
estudantes desse nivel manifestam, sentimos a necessidade de entender o conceito de fungdes
na histéria da Matemaética e suas possibilidades de inser¢do nas questdes que, acreditamos,

possam delinear um campo de discussao para a educacdo bésica.
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5 FUN(;(N)ESL: HISTORIA DO CONCEITO E DE~SUA§ REPRESENTAQ@ES PARA A
FORMACAO DO PROFESSOR DA EDUCACAO BASICA

Até o0 presente  momento desta pesquisa, algumas experiéncias da
professora/pesquisadora, analisamos o que propdem os documentos curriculares oficiais
federal e estadual, e os livros didaticos. O que percebemos € que esses textos escolares
colaboram para a desarticulacdo do ensino de fungbes. E o professor busca nesses materiais
formas de abordar o contetido que seja significativo para ele e para o estudante.

Para responder a nossa questdo central: Quais aspectos da historia do conceito de
funcdes podem contribuir para a compreensdo desse conceito e das suas representacgoes
por diagramas, linguagem algébrica e graficos cartesianos? dividimos nosso estudo nas
seguintes subquestdes: (a) como propor o trabalho com exemplos do cotidiano que destagquem
a relacdo de dependéncia entre duas variaveis, isto é, quais s&o as ideias iniciais do conceito de
funcbes? (b) como explicitar a lei que a define uma relacdo que antecede a linguagem
algébrica?, (c) como relacionar os itens anteriores com o conceito formal de funcdes?, (d)
como propor o estudo dos gréficos com o objetivo de associar o conceito de funcbes a
determinacdo do dominio, contradominio e imagem? (e) como relacionar as diversas
representacdes de funcdo mantendo a identidade dos elementos fundamentais do conceito de
funcBes: identificacdo das variaveis dependentes e independentes; lei de formacdo; dominio-
contradominio-imagem; a relacdo entre as linguagens algébricas e as representacfes por
diagramas e por graficos cartesianos?.

A resposta a algumas dessas subquestdes buscamos na histéria da Matematica e nas
atividades de Lima e Moisés (2010).

5.1 Histdria do conceito de fungbes

Azcérate e Deulofeu (1996, p. 15) estdo convencidos da importancia do conhecimento
da histéria de um conceito para o seu ensino, e, particularmente, sobre a evolucdo desse
conceito. Entendem que, embora a histdria ndo seja diretamente didatica, pois ndo se trata de
ensinar a histéria de um conceito nem de um determinado periodo, ndo deixa de ser uma
ferramenta bésica para o professor e, em muitos casos, € um conhecimento essencial para o

desenvolvimento de uma didatica determinada.

(...) [quando] o professor sabe como um conceito foi sendo formado até os
dias de hoje, podera avaliar melhor a dificuldade intelectual que significou

sua aquisicdo para a humanidade e isso permitira formar uma ideia inicial dos
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obstaculos que encontrdo seus alunos. Ao mesmo tempo, este conhecimento
permitird a ele adquirir uma visdo muito mais ampla do que a obtida através
do estudo das teorias modernas ou das definicBes mais recentes, a que se
chegou ap6s longo caminho, e cuja simples reproducdo nos niveis
elementares, pode levar a erros epistemologicos e didaticos. (Azcérate e
Deulofeu, 1996, p. 15) (tradugdo nossa)™

Para Sousa (2009, p. 3) “a historia assume o papel de elo entre a causalidade dos fatos e
a possibilidade de criagdo de novas definibilidades do conceito, que permitam compreender 0s
nexos internos e externos dos conceitos, nexos conceituais, presentes nos conteudos
matematicos” da educagao basica.

Entendemos que alguns desses nexos sdo aqueles nos quais Janvier (1987 apud Gofii,
2011 p. 154) discute, que ao longo da evolucéo histdrica do conceito de fungdes, as diferentes
representacdes que foram utilizadas-, e classifica as quatro que considera como principais:
expressdo verbal, expressao algébrica, linguagem gréfica e a tabela de valores. O que valida
nossa discussdo das representacdes por diagramas e graficos cartesianos.

Durval (2006, apud Gofi, 2011 p.154) acredita que ao realizar as atividades
matematicas a respeito de funcles, trocar de uma representacdo para outra pode facilitar ou
dificultar a tarefa, por este motivo considera que as diferentes representacGes, suas
compreensdes e conversdes sdo essenciais tanto para o ensino quanto para a aprendizagem do
conceito de funcdes.

Nesta pesquisa, a histéria do conceito de funcbGes tem o papel de evidenciar as
dificuldades da sua formacdo e indicar os possiveis caminhos para a elaboracdo de atividades
para o ensino de func¢des na educacdo basica. Buscamos compreender a historia da formacao
deste conceito nos trés seus periodos principais: Antiguidade, ldade Média e Periodo Moderno
(Moura e Moretti (2003), Rossini (2006) e Azcéarate e Deulofeu (1996). Néo se trata de ensinar
a historia do conceito de funcdes, mas sim delinear um campo de ideias que contribuem para a
compreensdo do conceito.

Azcarate e Deulofeu (1996) indicam que existem poucos trabalhos dedicados
especificamente a historia da origem do conceito de funcGes e que as opinides dos autores da

area de histdria da matematica, sobre essa origem, séo distintas e contraditorias. Enquanto uns

10°(..) el ensefante sabe como dicho concepto se ha ido formando hasta llegar a nuestros dias, podra evaluar
mejor la dificultad intelectual que ha supuesto su adquisicién para la humanidad y ello le permitira formarse una
primera idea de los obstaculos que encontraran sus alumnos. Al mismo tiempo, este conocimiento le permitira
adquirir una vision mucho mas amplia que la obtenida a través del estudio de las teorias modernas o de las Gltimas
definiciones, a las cuales se ha llegado después de un largo camino y cuya simple reproduccidn en niveles
inferiores suele conducir a graves errores epistemologicos y didacticos. (Azcarate e Deulofeu, 1996, p. 15).
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admitem certo carater funcional em algumas opera¢Ges matematicas da Antiguidade, como nos
trabalhos de astronomia dos babildnios, de Ptolomeu ou dos é&rabes, outros situam seu
nascimento na geometria analitica de Descartes, e alguns atribuem sua auténtica aparicdo no
século X1X com as definicdes classicas de funcdo de Dirichlet e Lobatchevsky. Mas se tiverem
que fixar um periodo para o nascimento do conceito de fungdes, seria em meados do século
XVII, de Descartes, Fermat, Newton e Leibniz, onde ocorreu um conjunto de circunstancias
que permitiu abordar a ideia de funcdo com generalidade suficiente para formular as primeiras
defini¢bes do conceito, a época em que o termo "funcdo™ aparece pela primeira vez, comeca a
se desenvolver a analise matematica e a ser abordados os conceitos de diferencial e integral
que constituem o nucleo fundamental do célculo infinitesimal.

Entendem também, que

a ideia de fungdo no século XVII ainda era muito restrita, pois se reduzia a
fungdes analiticas, primeiro as que podiam ser expressas por uma equacao
algébrica e depois as desenvolvidas em séries de poténcia, e s6 no seculo
seguinte Euler deu a primeira definicdo da fungdo. A partir do momento que
Euler deu a primeira definicdo e funcdo as generalizacbes se sucederam,
como resultado da tentativa de incluir fungbes cada vez mais complexas que
apareciam, até as Ultimas defini¢gdes que incorporam a linguagem de

conjuntos. (Azcarate e Deulofeu,1996, p. 37).

ANTIGUIDADE

A Antiguidade é considerada por Moura e Moretti (2003), Rossini (2006) e Azcarate e
Deulofeu (1996) como o periodo em que estdo presentes estudos de casos particulares de
dependéncias entre duas quantidades, mas ndo aparecem nocdes gerais sobre quantidades
variaveis e fungdes. Os documentos conhecidos da Babilénia e do Egito, ndo ultrapassam a
aritmética e a geometria elementares, de carater empirico, como as tabuas de célculo e as
colecBes de problemas resolvidos, sem explicacdo de métodos ou justificativas de resolucéo,
ficando dificil intuir sobre aspectos relevantes da existéncia de conceitos como variavel ou
funcéo.

Azcarate e Deulofeu (1996) indicam que o carater dos dados dos babilonios sobre
astronomia séo interessantes para entender a origem das fungdes, pois astronomia e astrologia

estavam estritamente relacionadas, mesclavam observacGes e profecias, tentando predizer
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determinados acontecimentos, para o qual realizavam observacGes sisteméticas de diversos
fendmenos que se repetiam periodicamente, entrelagando-os atraves de relagdes aritmeticas.
Assim esses registros mostram algumas relagdes, como os periodos de visibilidade de um
planeta e o angulo que ele forma com o Sol.

Os autores consideram que as acOes para aritmetizar observacGes dificilmente
mensuraveis, vai além de uma simples anotacdo de resultados empiricos, mostram um aspecto
avancado da astronomia babil6nica e o predominio da aritmética, mas entendem que, embora
buscassem regularidades em determinados fendmenos naturais, ndo avancaram na formulacao
do conceito de fungdes. “Néo esta presente a nogao de variacdo”. (Roque, 2012 p. 389).

Para Azcarate e Deulofeu (1996), o legado da Grécia estava centrando nos conceitos
fundamentais, como a ideia de proporcédo, o problema da incomensurabilidade e a dissociacéo
entre nimero e grandeza. Consideram também que a ideia que temos hoje de nimero, ndo era a

mesma dos gregos antigos, pois a auséncia do conceito ndmero racional dificultava a
~ ~ . N ~ 2
compreensdo da razao 2:3 como igual a fragdo >

Para esses autores, a determinacdo das leis simples da acustica que representam a busca
de relacBes quantitativas de dependéncia entre varidveis fisicas, como por exemplo, 0s
comprimentos das cordas e o0s tons das notas emitidos ao pulsa-las, ndo é um fato importante
para o desenvolvimento posterior da matematica grega, pois este aspecto das leis da natureza
foi pouco desenvolvido na ciéncia grega. Em contrapartida, o papel preponderante das
propor¢Ges foi um dos sérios obstaculos para o avanco do conceito geral de funcéo.
Argumentam que quando se “trabalha com propor¢des ¢ dificil distinguir a relacdo que existe
entre grandezas distintas, pois 0 que se compara é sempre da mesma natureza, de forma que as
proporgdes escondem a dependéncia que existe entre grandezas distintas.” (AZCARATE E

DEULOFEU, 1996, p. 41). Nas proporcdes

(...) 0 que se compara € sempre da mesma natureza, de modo que as
proporgdes escondem a dependéncia entre grandezas distintas. Por
exemplo, quando se comparam as areas de dois circulos e se estabelece que
estdo na mesma propor¢do que os quadrados de seus didmetros, se esconde a
dependéncia que existe entre o didmetro e area de um circulo, relacdo que nos
levaria a ideia de funcdo. (Azcéarate e Deulofeu, 1996, p. 41)(traducdo

nossa)(grifos nossos)™

1 En efecto, cuando se trabaja con proporciones es dificil distinguir la relacion que existe entre
magnitudes distintas, puesto que lo que se compara es siempre de la misma naturaleza, de forma que las
proporciones esconden la dependencia que existe entre magnitudes distintas. Asi, por ejemplo, cuando
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O fato dos gregos estabelecerem sempre as propor¢des de forma homogénea, com
razGes de mesma grandeza, talvez seja a busca pelo significado geométrico que tinham das
grandezas, “‘comparavam comprimentos com comprimentos ou areas com areas, de forma que
uma razéo entre grandezas distintas nao tinha significado.” (Azcarate e Deulofeu, 199, p. 41).
O método foi eficaz e utilizado por mais de dois milénios, inclusive por Galileu quando
estudou 0 movimento e estabeleceu as proporcoes de forma homogénea, e - e’ = ¢ : t’ para 0
movimento uniforme. Para os autores, se Galileu tivesse utilizado e . ¢t = e’ : t’, teria
manifestado a ideia de velocidade constante desse movimento.

Sintetizamos as ideias deste periodo na Figura 53 a seguir,

Figura 53

Antiguidade

. . obstaculo »

. obstaculo .

Fonte propria

Podemos concluir que o estudo de fendmenos de variagdo era muito elementar na
Antiguidade, as aproximacgdes quantitativas e qualitativas desses fendmenos estavam
totalmente dissociadas, ndo sendo possivel elaborar formulacdes explicitas de nogdes de

variavel, dependéncia ou funcéo. (Azcarate e Deulofeu, 1996, p. 43).

IDADE MEDIA

Para Azcéarate e Deulofeu (1996, p.43) a Idade Média do mundo ocidental, final do

império romano até século XV, se preocupou com o estudo das coisas que estavam sujeitas a

se comparan las areas de dos circulos y se establece que estan en la misma proporcion que los
cuadrados de sus diametros, se esconde la dependencia que existe entre el diametro y el area de un
circulo, relacion que nos acercaria a la idea de funcion. (Azcérate e Deulofeu, 1996, p. 41).
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variagOes, em particular o movimento, e a maior contribuicdo desse periodo ndo foi tanto as
respostas que obtiveram as suas questdes, mas sim 0 modo como alteraram as questdes sobre
os fendmenos que observavam. Perguntas como: por que 0 vento sopra, por que a chuva cai e o

fogo sobe, para entender como essas variagdes acontecem, sofreram alteracdes.

(...) ao invés de perguntar por que uma pedra cai quando solta no ar,
perguntaram como esta pedra cai, a que velocidade. Esta alteracdo e o
surgimento da ciéncia experimental permitiram uma aproximagdo entre a
matematica e as ciéncias da natureza, que sera a base para o avanc¢o da ciéncia
a partir do século XIV. (Azcérate e Deulofeu, 1996, p. 44)(traducéo

nossa)(grifos nossos)™?

Nesse periodo, foram varias as contribuicdes dos matematicos e Boyer (1974) destaca
que Nicole Oresme (1323?-1382), da Escola de Paris, contribuiu para “uma visdo mais ampla
da proporcionalidade.” (Boyer, 1974, p. 191). Oresme deu continuidade ao estudo dos
fendmenos de variagdo e abriu um novo caminho ao propor uma aproximacao geométrica para
os estudos cinematico-aritméticos desenvolvidos até entdo. (Azcarate e Deulofeu, 1996).

Boyer (1974) sugere que Oresme tenha questionado

(...) por que ndo tracar uma figura ou grafico da maneira pela qual variam as
coisas? Vemos aqui, € claro, uma sugestdo antiga daquilo que agora
chamamos representacdo grafica de funcbGes. Tudo o que & mensurdvel,
escreveu Oresme, é imaginavel na forma de quantidade continua; por isso ele
tragou um grafico velocidade-tempo para um corpo que Se move com
aceleracdo constante. (...) Ao longo de uma reta horizontal ele marcou pontos
representando instantes de tempo (ou longitudes), e para cada instante ele
tracou perpendicularmente a reta de longitudes um segmento de reta (latitude)
cujo comprimento representava a velocidade. As extremidades desses
segmentos, ele percebeu, jazem ao longo de uma reta; e se 0 movimento
uniformemente acelerado parte do repouso, a totalidade dos segmentos
velocidade (que chamamos de ordenadas) preenchera um triangulo retangulo

[Figura 54]. Como a é&rea desse triangulo representa a distancia percorrida,

12 (...) en lugar de preguntar-se por qué cae una piedra cuando la echamos al aire, se preguntaran como cae esta
piedra, a qué velocidad. Este cambio, junto a la progresiva aparicion de una ciencia experimental, permitira un
acercamiento entre las matematicas y las ciencias de la naturaliza, y serd la base del impulso que la ciencia sufrira
a partir del siglo XIV. (Azcarate e Deulofeu, 1996, p. 44)
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Oresme forneceu assim uma verificacio geométrica da regra de Merton®®,
pois a velocidade no ponto médio do intervalo de tempo é a metade da
velocidade final. Além disso, o diagrama leva obviamente a lei de movimento

usualmente atribuida a Galileu no século dezessete. (Boyer, 1974, p. 192)

Figura 54: Grafico velocidade-tempo de Oresme

Fonte: Boyer (1974, p.193)

A analise da representacdo geométrica de Oresme, Figura 54, a0 mesmo tempo em que
se aproxima dos graficos que nos sdo familiares, se afasta deles. Essa analise nos levou a
refletir sobre as dificuldades que temos observado nos nossos alunos durante as atividades com
gréaficos de funcbes. Pode ser que para o professor que tem experiéncia com as construcées e
analise dos graficos de fungbes, as atuais representacdes sao claras e evidentes. O que pode
levar esse professor a ndo se ater aos detalhes das dificuldades dos alunos.

A interpretacdo dessa representacdo geométrica ndo € intuitiva, mesmo com as
consideracOes de Boyer (1974, p. 193) sobre a heranca que recebemos de Oresme, como, 0s
termos longitude e latitude que sdo, em sentido amplo, equivalentes as nossas abscissas e
ordenadas.

Para melhor compreender a representacdo de Oresme, pesquisamos em Azcarate e

Deulofeu (1996, p. 45), que a principio nos pareceu uma representacdo grafica mais simples.

Figura 55: Gréfico velocidade-tempo de Oresme
—

Fonte: Azcérate e Deulofeu (1996, p. 45)

13 Regra de Merton: “Qualquer qualidade uniformemente irregular tem a mesma quantidade total que teria se ela
afetasse uniformemente o sujeito conforme o grau de seu ponto central”. (BRAGA, GUERRA E REIS, Breve
histéria da ciéncia moderna. v1:convergéncia de saberes (Idade Média). Ed Zahar. 2003, p. 58)
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Os autores descrevem que Oresme, para representar a velocidade de um movel durante
certo tempo, tragcou um segmento horizontal cujos pontos representam 0s sucessivos instantes
de tempo (longitudes) e para cada instante tracou um segmento perpendicular (latitude) cujo
comprimento representa a velocidade naquele instante. Os extremos superiores das latitudes
determinam uma curva, neste exemplo uma reta, e se 0 movimento parte do repouso, a
totalidade das latitudes forma um tridngulo retangulo. (idem).

O desconforto permanece e talvez devéssemos interpretar com indicacbes mais

concretas.

Figura 56: Nossa interpretacdo do Grafico de Oresme

/
(4

. “&e“s"é‘&a /

PA\

Latitude — Velocidade em cada instante

v

Longitude - Tempo
Fonte: Azcérate e Deulofeu (1996), adaptacdo nossa.

Parece-nos menos confuso e nos deixa um pouco mais confortaveis quando Azcérate e
Deulofeu (1996) analisam que ndo podemos considerar as representacdes de Oresme como a
expressao de uma dependéncia no sentido atual, mas podemos pensar que o caminho estava
preparado para Galileu, Descartes e depois Newton ou Leibniz, porém atentam que as
evidéncias ndo sdo claras. Os autores concluem que se, no final da ldade Média ndo foi
possivel maior avanco, foi devido ao desequilibrio entre o nivel de abstracdo das teorias
abordadas e a falta de um aparato matematico mais consistente para seu desenvolvimento, que

s0 foi possivel alguns séculos depois, no século XVIII.

IDADE MODERNA: o desenvolvimento do conceito de funcdes

Durante o século XVI a falta de um simbolismo matematico adequado foi sendo
superada com os algebristas italianos e mais fortemente com contribuicdo de Viéte (1540-
1603) com a criacdo da algebra simbolica, o calculo literal. (Boyer, 1974 e Azcérate e
Deulofeu, 1996).
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Outra grande contribuicédo foi a de Galileu, ndo tanto como matematico ou no estudo de
fungdo, mas pelo valor de sua obra para a ciéncia moderna. Azcéarate e Deulofeu (1996)
consideram que Galileu, ao estudar o movimento de forma quantitativa com justificativas
experimentais das leis estabelecidas, que descrevendo detalhes dos experimentos com o uso de
instrumentos de medidas, permitiu que se estabelecesse leis entre grandezas que sao
verdadeiras relagfes funcionais. Indicam que esta foi a grande diferenca entre Galileu e
Oresme, para quem o caminho da experimentacao era inexistente.

Descartes (1596-1650) contribui com a geometria analitica que permitiu interpretar
curvas e superficies por meio de equagdes, o que levou a algebrizagdo da geometria, afetando a
forma das fungdes, pois “aparece pela primeira vez uma equacdo em x ¢ y como forma de
expressar uma dependéncia entre duas quantidades variaveis, a partir de entdo € possivel
calcular os valores de uma variavel que correspondem a determinados valores de outra”.
(Azcérate e Deulofeu, 1996, p. 47).

Abordar a ideia de fungdo com generalidade suficiente para formular as primeiras
definicbes do conceito donde foi utilizado o termo "funcdo”, foi possivel por meio das
contribuicdes de Fermat, Newton e Leibniz, Bernoulli e Euler, Lagrange e outros.

A ideia de funcdo era muito restrita no século XVII, se reduzia a funcGes analiticas.
Quando Euler deu a primeira definicdo da funcdo, foi possivel realizar as generalizacGes
sucessivas como resultado da tentativa de incluir funcGes cada vez mais complexas, até as
ultimas definicdes que incorporam a linguagem de conjuntos, onde estas Ultimas se distanciam

da educacéo basica. (Azcéarate e Deulofeu, 1996).
Expressdo verbal — tabela — grafico — expressdo algébrica — defini¢bes de funcédo

Portanto o conhecimento formal e sistematizado de funcdes ndo foi elaborado
rapidamente e nem de forma isolada, nem foi um caminho linear, é necessario fazermos um
recorte desse campo geral de ideias para elaborarmos atividades para o ensino de funcdes. E o

que faremos nos préximos itens.

5.2 Proposta de atividade para o ensino do conceito de funcoes

Esta sequéncia didatica teve como objetivo levantar conhecimentos adquiridos pelos
alunos acerca do conceito de fungdes, apos 4 aulas de introdugédo ao conceito de fungdes. Foi
aplicada em duas turmas da primeira série do ensino médio em 2014. Para realizar as

atividades, a sala foi dividida em grupos com trés alunos.
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A atividade “ A maquina de dobrar” (Dante, p.73) subsidiou a sequéncia didatica
descrita abaixo:

1) Observe o desenho imaginario de uma maquina de dobrar nimeros:

Figura 57 — A méaquina de dobrar

1..2.3.35.43.5..x

Lemrada? RS L
. B MAQUINA
| DE DOBRAR i

o o) 2.4.6.7.86.10..:

Fonte: Dante, L. R., 2008, p. 73

2) Preencha a tabela abaixo para relacionar a entrada e a saida dos numeros:

NUmero de 1 2 3 3,5 43 5

entrada

NUmero de

saida

3) Como calcular o nimero de saida, se 0 nimero de entrada for 13,5? Mostre seus
célculos.

4) Como calcular o numero de saida, para 0 nimero de entrada x? Como chegou a
resposta?

5) Chamando o nimero de entrada de x e 0 nimero de saida de y, descreva a regra que
relaciona o nimero de saida com o nimero de entrada.

6) Construa um grafico que represente a tabela do item 2. Que tipo de grafico esses
dados geraram?

Ap0s o término das atividades, 0s grupos socializaram suas respostas e o percentual de

acerto esta descrito abaixo:

Acerto (%)
Turma A Turma B
Questéo 2 100 100
Questdo 3 70% 85%
Questao 4 65% 70%
Questdo 5 55% 65%
Questdo 6 60% 75%




86

Para completar o desenvolvimento da atividade o gréfico (questdo 6) foi trabalhado no
software GEOGEBRA, seguindo as instrucdes:
Na caixa de comando, inserir a funcdo encontrada na questéo 6.
a) Os pontos estédo alinhados?
b) Se colocarmos na caixa de comando y = 2x + 1, 0 que muda nesse grafico em
relacdo ao anterior? E se colocarmos y = 2x — 1?

c) Construa uma tabela que represente as duas func@es dadas no item b.

Acerto (%)

Turma A Turma B
Item a 100 100
Item b 25% 20%
Item ¢ 85% 80%

A questdo do software ndo foi problema, pois os alunos conseguiram introduzir
corretamente os dados pedidos e observar que houve mudanga. A analise em
relacdo as mudancas apresentou um percentual elevado de erros, apesar da tabela do

item c) ter sido respondida corretamente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Historicamente o ensino de fungdes ocorre de forma isolada, ndo permitindo a
exploracdo de seu carater integrador, tanto interno quanto externo. Interno quando integra
fungdes com sequéncias — progressdes aritméticas e geométricas, funcdes trigonométricas e
seus graficos, propriedades de retas e pardbolas com propriedades dos gréficos das funcdes
correspondentes. Externo quando descreve e estuda fendmenos do cotidiano e de outras areas
do conhecimento, tais como, Fisica, Geografia ou Economia.

Entendemos que o ensino de Matemaética, em especial de funcGes — objeto de estudo,
deve garantir que o estudante adquira conhecimentos de forma a estabelecer conexdes entre o
conceito de funcdes e situacdes diversas.

Acreditamos que ndo é suficiente rever a forma de ensinar se todo o ensino em
Matematica for informacdo, com defini¢cbes, exemplos e exercicios. Se cada conceito
apresentado for apresentado de forma fragmentada, os estudantes ndo fardo a conex&o entre as
ideias apresentadas e ndo estabelecerdo algum significado a essas ideias, um dos motivos do
fracasso escolar e dificuldades perante a Matematica.

Um dos pontos importantes na elaboracdo de um curriculo em matematica € a
contextualizacdo, que permite fazer conexdes entre os diversos conceitos matematicos e as
diferentes formas de pensamento.  Nesse sentido, € necessario repensar na elaboracdo de
materiais que subsidiam a pratica do professor, na formacéo que leve o professor a elaborar e
reelaborar conceitos e definicdes, para que esse professor possa, junto a seus estudantes,

promover um ensino de func¢des de qualidade, que seja significativo.
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ANEXO A - Atividade proposta para formacéo de professores

Embora Courant e Robbins (2000, p. 335) considerem que “Uma fungdo matematica é
simplesmente uma lei que rege a interdependéncia de quantidades varidveis.”, observamos
quatro subconceitos ai envolvidos: lei, interdependéncia, quantidades e variaveis. Os autores
entendem que para 0 matematico nenhuma outra relacdo deve ser considerada, tais como
tempo, temperatura, etc., pois estes sdo do interesse dos fisicos.

A visdo de Courant e Robbins (2000) ndo é a mesma visdo de Caraga (1984) para
compreender os fendmenos da natureza e suas relagdes, pois Caraca (1984) entende que sdo
necessarias formas para interpretar e prever a realidade por meio de “quadros ordenados
explicativos” que duram enquanto estiver de acordo com as observagdes e interpretagdes da
realidade. E a realidade que o homem tenta compreender apresenta como caracteristicas
essenciais a “interdependéncia”, que € a relacdo que existe entre as coisas e a forma como se
relacionam e a “fluéncia”, onde tudo estd em permanente evolugdo, onde todas as coisas
evoluem e se transformam em todo momento (Caraga, 1984 p.119).

O autor entende que é dificil para um observador analisar a totalidade do Universo,
portanto supde ser necessario recortar, destacar

(...) dessa totalidade, um conjunto de seres e fatos, abstraindo de todos os
outros que com eles estdo relacionados. A um tal conjunto daremos o nome
de isolado; um isolado é, portanto, uma sec¢do da realidade, nela recortada
arbitrariamente (...). (Caraga, 1984, p.112)

Para elaborar o texto para a formacdo de professores consideramos que (a) a historia
assume o papel de elo entre a causalidade dos fatos e a possibilidade de criagdo de novas
definibilidades do conceito, nexos conceituais. (Sousa, 2009); (b) é necessario criar isolados
(Caraca, 1984) para estudar determinados fendmenos naturais.

Como ndo existe um caminho Unico para desenvolver o conceito de funcdes, optamos
pela sequéncia inicial proposta por Prado, Utsumi e Zuffi (2014) para o subconceito de
relacdo, na formacdo de professores, contendo: a) a diferenciacdo entre associacdo livre e
relagdo, b) a relagdo no Universo, c) o par na relacdo, d) o elemento do par que ordena a
relacdo, e, acrescentando o aspecto da invisibilidade das marcas dos registros de fungdes.

A proposta de atividade para o ensino de fun¢des na educacdo basica tem como base
os seis isolados de Caraca (1984):

Primeiro isolado: Associacdo Livre e Relagbes Humanas

Segundo isolado: Universo e Relacao
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Terceiro isolado: O par da relagédo
Quarto isolado: analisar um dos elementos do par de uma relagdo
Quinto isolado: Estudo da variacéo da relacdo entre os pares espaco e tempo

Sexto isolado: Relacionando diferentes registros e a invisibilidade das marcas
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Primeiro isolado: Associacdo Livre e Relagdes Humanas

Neste isolado serd discutida a diferenca entre associacdo livre e relagcdo. Foram
propostas discussdes sobre (i) associacdo livre, com situaces nas quais nos € permitido pensar
e imaginar livremente, como na realizacdo de desejos, sonhos e anseios; e (ii) relacOes
humanas, com situagdes nas quais vivemos a necessidade de nos relacionar com os outros seres
humanos, como na sala de aula, trabalho, jogos esportivos, etc., nestas existe tempo, espago,

obrigacdo, juizo, causa, efeito, deveres etc..

Atividade 1
Dois momentos dois contrarios: liberdade e necessidade.
(adaptacéo de Lima e Moisés, Mimeo, 2010)

Ao observar o quadro a direita,
podemos pensar:
Reunido de familial Comida
gostosa! Brincadeiras animadas!
Olho e imagino o tempo passando,

todos 0s meus pensamentos se

voltam para a minha infancia:

“tempos bons aqueles ...” Norman Rockwell, The Saturday Evening (EUA)
http://store.nrm.org/prodimg/thumbnails/200_0_GDS60939-

C.jpg

Observando o quadro a
esquerda a primeira relacéo
pode ser a relagdo chamada

aula.

%, L g w
School Teacher Coaster- Norman Rockwell (EUA)
http://store.nrm.org/browse.cfm/4,564.html

v No primeiro momento, vivemos a liberdade total de ser humano, de permitir-se sonhar
com a realizacio de todos os sonhos, desejos e anseios. E de onde todos nds, criangas,
homens, mulheres, jovens, velhos, partimos para a vida. E a associacdo livre. Nele néo

existe tempo, espaco, obrigacao, juizo, repressao, causa, efeito e deveres.



http://store.nrm.org/prodimg/thumbnails/200_0_GDS60939-C.jpg
http://store.nrm.org/prodimg/thumbnails/200_0_GDS60939-C.jpg
http://store.nrm.org/browse.cfm/4,564.html
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v" No segundo momento, vive a necessidade de se relacionar com 0s outros seres
humanos. E onde todos nos, criangas, homens, mulheres, jovens, velhos, vivemos, onde
nos encontramos com 0S outros para juntos combinarmos as nossas agfes para a
satisfacdo das nossas necessidades vitais. E 0 mundo das Rela¢bes humanas. Ai existe

tempo, espago, obrigacdo, juizo, repressao, causa, efeito, deveres e tudo mais.

Sintetizando:

Associggéao livre RelagGes humanas

Liberdade Necessidades

Atividade 2: ldentifique qual figura apresenta situacdo de associacdo livre e qual ilustra

relacdes, justificando a resposta.

“O Pensaor” Auste Rodin “0 basquete” Norman
(Franga 1840-1917) Rockwell (EUA)

Discussoes:
v' “O Pensador”— esta imagem estd mais préxima da associacdo livre, pois supde a

liberdade do pensamento.

v' “O basquete” — esta imagem esta mais proxima das relacbes humanas, pois 0 jogo

pressupde regras, controle de tempo e de espaco, causa, efeito, deveres, etc.

Segundo isolado: Universo e Relagdo

A proposta neste isolado é discutir as varias concep¢des de mundo e de leitura do

universo, que valem mais pela provocacdo do pensamento do que pelas respostas, como em
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Heraclito com o Tudo €é fluéncia, Pitdgoras com o Tudo é numero, Platdo com o Tudo é
triangulo... E com Capra Tudo é relacdo, onde a concep¢do de mundo e leitura do universo
concebe a natureza a partir da conexao de dois movimentos quaisquer. Dois é a palavra chave
porque entre duas coisas quaisquer podemos identificar, imaginar e pensar uma conexao,
possivel de ser concretizada ou apenas uma fantasia. A consciéncia identifica uma relacéo
visualizando um par. Assim, do tudo € relagdo resulta tudo no universo existe aos pares. A

relacdo forma o par e os mantém ligados.

Tudo é ...

H& dois mil e quinhentos anos Pitagoras garantia que tudo é namero: as coisas
existem por causa dos nimeros que trazem em si; € o nimero que ordena o Universo. Sao as
chamadas feorias do “tudo é”:

v" tudo é fluéncia de Heréclito;
v" tudo é nimero de Pitagoras;
v" tudo é triangulo de Platéo;
v" tudo é microorganismo dos adoradores do solo;
v' tudo é relacdo diz Fritjof Capra (1986): as coisas existem por causa das relacbes que
estabelecem entre si. A relagdo ordena o universo.
Todos do tudo é se indagam sobre a origem de todas as coisas e buscam a chave da

compreensdo do universo.

Mas ha outros que, como Henri Poincaré,
guestionam: sera que existe esta chave geral? Sera

que existe um principio unico que explica tudo?

Mesmo que a fonte seja desconhecida, ainda assim

o regato flui. (Poincaré). Jules Henri POiggirzé) (Franca -1854-
http://www.devoir-de-philosophie.com/

A viséo do universo como um cosmo, como uma totalidade harmonica e ordenada é,
antes e acima de tudo, uma necessidade humana de criar, exercitar e desenvolver a propria
consciéncia.

O principio capriano “tudo é relagdo” é uma concepgdo de mundo, uma leitura do
universo. Ainda que pretenda ter encontrado a fonte do universo, 0 mais importante é que

oferece uma compreensao de como o regato flui.



http://www.devoir-de-philosophie.com/
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A relagdo é a acdo mutua e reciproca entre duas coisas.

O tudo é relagdo concebe a natureza a partir da conexdo de dois movimentos
quaisquer, certamente duas outras relacOes, resultantes, por sua vez de outros pares de relagdes
e assim ad infinitum.

Dois é a palavra chave porgque entre duas coisas quaisquer pode-se identificar,
imaginar, e pensar uma conexao, seja ela dada diretamente pela natureza ou criada pelo

homem, possivel de ser concretizada ou que jamais saira da fantasia.

A Relacéo
A consciéncia identifica uma relacdo visualizando um par. Assim, do tudo é relacao

resulta tudo no universo existe aos pares.

A relacdo forma o par e os mantém ligados.

Terceiro isolado: O par da relagéo

O fato é que a nossa espécie sente 0 mundo, toma consciéncia dele e o pensa fazendo
relagdes entre as coisas, formando pares. Podemos representar o par de uma relagdo qualquer
pelo diagrama de Lima e Moisés (2010).

Figura 57

Relacéo

Elemento um ﬁ Elemento dois
do par do par

N\

Fonte: Lima e Moises, 2010
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O par é o fundamento de todas as areas do pensamento:

A dialética é o conhecimento feito a partir da | A reproducdo humana se baseia no par

luta dos contrarios. masculino-feminino, no casal.

(di dois, letos contrarios)

“Yin Yang” representacdo da luta dos contrarios “Addo e Eva” Rafael Sanzio (1483-1520)

Atividade 3
Use o diagrama abaixo para descrever as ilustracdes que seguem:
a) Substitua a palavra relacdo pela que melhor nomeia a relacao ilustrada.

b) Substitua elemento um do par pela palavra que o nomeia.

Faca 0 mesmo com elemento dois do par.

Relacdo

Elemento um <:> Elemento dois

do par do par

Elemento um do par Elemento dois do par
ATAQUE | <——)|  DEFESA

N

Elemento dois do par

APRENDIZAGEM

Elemento um do par
ENSINO
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Ao nos fixarmos apenas em um ou nos dois elementos da relagéo, criamos um isolado.
Isolado € um conjunto de seres e fatos que recortamos arbitrariamente da Realidade.
(Caraca, 1984).

Quarto isolado: analise um dos elementos do par de uma relacéo

Quando um dos elementos do par é o TEMPO.

1) Um objeto cai do alto de uma torre.
(Adaptado de Caraca (1984, p. 126)

a) Quais 0s possiveis pares?
i) altura da torre e tamanho do objeto,
ii) peso do objeto e altura da torre;
iii) tempo gque o objeto demora a cair e altura da torre.
iv) Etc.

b) Para cada uma desenhe o diagrama.

iii) tempo gue o objeto demora a cair e altura da torre.

Velocidade

Elemento um do par <:> Elemento dois do par
Altura Tempo

c) Qual é a relacdo? A relacéo ¢ a velocidade.

d) Como o par se relaciona? Quanto maior for o tempo maior sera o espaco percorrido
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Quinto isolado: Estudo da variacao da relagdo entre os pares espago e tempo

Se a relacdo é uma acdo mutua e reciproca entre duas coisas, entdo tais coisas sdo
interdependentes, pois “Todas as coisas estdo relacionadas umas com as outras; (...).” (Caraga,
1984, p. 109). Analisaremos a situagcdo do movimento em queda livre de um corpo, de Galileu
(1564-1642): Um objeto cai do alto de uma torre e as questdes sdo baseadas em (Caraca, 1984,
p. 126).

Relacéo queda do objeto no vacuo. (Caraga, 1984, p. 126)

1) As condicdes fisicas necessarias serd um isolado conveniente: o

e ,_;
oI T,
A
ilLik i

VAacuo;

152

2) Procuramos a regularidade do fenémeno, isto é, a sua lei ik

quantitativa;

3) Como devemos proceder?

a) Medimos as alturas da queda em intervalos de tempo iguais e registramos em
uma tabela, Tabela.

b) Estudamos depois a variacdo dessas alturas de queda: quanto menores 0s
intervalos de tempo em que fazemos as medi¢des, melhor se conhecera a
variacao.

Tabela A
Tempo (em segundos) 0 1 2 3 4 5
Espacos (em metros) 0 4,9 196 | 44,1 | 78,4 | 1225
Fonte: Caraga (1984, p. 126)

Nesta simples tabela ndo se encontra toda a regularidade do movimento, a sua lei

quantitativa; mas ela dd uma primeira ideia dessa lei.

4) Em que consiste, no fundo, esta tabela?
Em duas sucessdes, dois conjuntos, de nimeros:
a) O dos tempos, que representaremos por conjunto t, que € unico.
b) O dos espacos, que representaremos por conjunto s.
Ao colocarmos esses dois conjuntos numéricos em correspondéncia um com o outro, a

correspondéncia é univoca no sentido de t para s.
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tempo — espaco

[correspondéncia univoca]

Como néo podemos, conceber um movimento de queda em que, ao fim de um certo
tempo, 0 mesmo corpo tenha percorrido dois espacos diferentes, essa correspondéncia é

univoca. O tempo € o seu elemento ordenador.

t— s

!

[tempo é o elemento ordenador]

5) Onde esta a lei quantitativa de que aquela tabela, Tabela A, nos da apenas uma
primeira aproximagao?
A lei estd na forma como essa correspondéncia do conjunto t ao conjunto s se realiza.
Se a correspondéncia mudar, mudardo 0s consequentes — aqui oS espagos — mudard, por

consequéncia, a variacdo e mudara a lei.

antecedente A e consequente B:

t (antecedente )— s (consequente)

6) Entdo em que consiste, afinal, a lei?

A lei é a forma de correspondéncia entre 0s dois conjuntos. Se, por consequéncia,
gueremos estudar leis quantitativas, temos que criar um instrumento matematico cuja esséncia
seja a correspondéncia de dois conjuntos.

Definicdo: Chamaremos lei natural a toda regularidade dos fendmenos naturais.
(Caraca, 1984)

E conforme a natureza do isolado e do fenbmeno natural pode haver dois tipos

fundamentais de lei;
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v Lei qualitativa : diz respeito a variagdo de qualidade
v Lei quantitativa: diz respeito a variacdo de quantidade

Para ndo cairmos no verbalismo, isto é, descrever um fenémeno apenas pelas suas
qualidades, como por exemplo, na carta do jesuita Padre Noel dirigida a Pascal “A luz, ou
antes, a iluminacdo € um movimento luminar de raios compostos de corpos luminosos que
enchem o0s corpos transparentes e que sd& movidos liminarmente por outros corpos
luminosos”. (Caraga, 1984, p. 123).

Pela descricdo acima ndo é possivel saber quanto de luminosidade essa luz tem. Por
issO € necessario o aspecto quantitativo do fenémeno, a explicagdo quantitativa vem da
observacao e da experimentacdo, ambas procuram medir um fenémeno. E para acompanhar a
medicdo do fenbmeno necessitamos do novo simbolismo matematico, que podemos traduzir

pelos simbolos algébricos:

t—> s f()=s ou s=1(t)

generalizando f(x)=y ou y="f(X)

A interdependéncia de grandezas variaveis na Matematica

Em geral a lei do movimento expressa a distancia percorrida no tempo t.

tempo t variavel cada instante t Dizemos:
“independente” corresponde uma a distancia s é funcdo do
distancia s (organizador) distancia definida tempo t
variavel “dependente” S

Os conceitos matematicos de variavel e funcao sdo generalizagdes abstratas de:
v variaveis concretas, tais como tempo, distancia, angulo de rotacdo e area de
uma superficie,

v e as interdependéncias entre elas, a distancia depende do tempo, etc.

Para Aleksandrov et al (1994, p. 65) assim como o conceito de numero real e as
imagens abstratas do valor real de uma grandeza arbitraria, uma “variavel” ¢ a imagem abstrata
de uma grandeza que varia, 0 que supde distintos valores numéricos. Este € o sentido geral de
variavel; em particular podemos entender por ela o tempo, a distancia ou qualquer outra

grandeza variavel.
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Numero Variagédo da Imagem abstrata da variacao _
: ‘s L Variavel
quantidade numérica numerica
Expressdo matematica Palavra ®  um nGmero ®»  aha dos egipcios
da imagem da Figurada ™  um segmento ®» —— dos gregos
variagdo numérica,a | Simbdlica ™  simbolo ®» X, moderno
variavel

Uma funcdo é a imagem abstrata da dependéncia de uma grandeza a respeito da outra.
Em matemaética a afirmacdo “y é funcdo de Xx” significa unicamente que a cada

correspondéncia entre os valores de y e os valores de x se chama funcgéo.

Assim temos:
Grandezas | Dependéncia entre as grandezas Imagem abstrata da dependéncia das
grandezas
tempo ) N s funcéo de t
espaco espaco (s) é funcao do tempo (t) P
(antecedente) (consequente)

A expressdo matem@tica da imagem abstrata da dependénciaé  y =f(x).

Foram correspondéncias desta classe que originaram o conceito de funcgdes
(Aleksandrov et al,1994):

v" alongitude dos lados de um retangulo determina completamente sua area;

v 0 volume de uma quantidade conhecida de gas a temperatura dada vem determinado pela
pressao,

v’ adilatacdo de uma barra metalica esta determinada por sua temperatura.

Definicdo de funcdo aceita pela matematica atual (Aleksandrov et al,1994, p. 103)

A variavel dependente y é funcdo da variavel
independente x se existe uma regra pela qual a cada
valor de x, pertencente a um certo conjunto de niumeros,

corresponde um valor definido de y.

O conjunto dos valores x que aparece nesta defini¢cdo se chama dominio da funcéo.
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O novo simbolismo
“Todo novo conceito da lugar a um novo simbolismo.” (Aleksandrov et al, 1994, 103)
A transicdo da aritmética para a algebra foi possivel gracas a construcdo de formulas
que eram validas para numeros arbitrarios, e a busca de solugbes gerais deu lugar ao

simbolismo literal da &lgebra.
y =f(x)

Sexto isolado: Relacionando diferentes registros e a invisibilidade das marcas

Neste isolado seréd possivel observar alguns aspectos da matematica escolar que Prado
(2012) considera importante para a formagdo de professores, pois as marcas dos registros
construidos, até nossos dias, vdo se tornando invisiveis na matematica escolar. Acreditamos
que essa invisibilidade pode ser um dos fatores das dificuldades dos professores para ensinar e
dos alunos para aprender a relacionar as diversas representagdes das fungdes.

(@) A invisibilidade das marcas da relacdo no Diagrama de Venn
Retomando o exemplo de Caraga (1984)/Galileu, Um objeto cai do alto de uma torre, e
o diagrama de Lima e Moisés (2010) para relacdes, vamos analisar suas marcas € como elas

ficam invisiveis, mas podem ficar no nosso pensamento.

/ Relagdo

Elemento um ﬁ Elemento dois
< do par do par

VELOCIDADE

< TEMPO <:> ESPACO

Nesta relacdo o elemento um do par, o tempo, tem as seguintes caracteristicas: é o
antecedente desta relacdo, ordena e organiza o movimento, € uma grandeza que varia
independentemente de qualquer outro fator, sera denominado por variavel independente. O
tempo domina 0 movimento, portanto seus elementos formam o conjunto dominio.

E o elemento dois do par, 0 espaco percorrido, € 0 consequente desta relagdo, é uma
grandeza cuja variacdo depende do elemento anterior, serd& denominado por variavel
dependente. Ele é consequéncia da lei de formacéo e do elemento dominante do movimento,

seus elementos formam o conjunto imagem.
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O diagrama de Lima e Moisés (2010) pode ser simplificado, desde que alguns de seus
indicadores fiqguem no nosso pensamento:
()] A relacdo esté invisivel:

TEMPO ESPACO

[
s

(1) Arrelacdo e os seus elementos estdo invisiveis.

~—1—1

|
/—\
vy

v

Nesta ultima representacdo ficaram invisiveis os nomes da relacdo e dos seus
elementos, é necessario que essas indicacdes fiqguem no nosso pensamento, pois suas marcas
agora ndo existem mais. Mas o que garante o papel que cada um desses elementos tem nessa
situacdo? Talvez possamos fazer uma analogia com 0 nosso sistema de numeracdo decimal,
onde a posicao que cada algarismo ocupa, determina o seu valor.

Assim, teriamos que os elementos a esquerda sdo os antecedentes ou dominio, e 0S
elementos a direita sdo 0s consequentes e imagem. O que sustenta esta ordem? Nesta pesquisa,
até 0 momento, nao localizamos uma justificativa para tal ordem. Talvez possamos atribuir ao
fato de nossa escrita ser da esquerda para a direta? Escrevemos primeiro o antecedente e depois

o consequente? E uma quest&o em aberto.

Esse modo de representar relacdes é denominado por DIAGRAMA DE VENN™.

(b) A invisibilidade das marcas no grafico cartesiano
Como relacionar as coordenadas de Descartes com o problema de Galileu? Aqui
também sera necessario observarmos a posicéo de cada elemento. O antecedente/dominio fica

no eixo horizontal e o consequente/imagem, no eixo vertical.

4 podemos considerar que o diagrama de Venn é a representacdo de uma relacdo, seu

antecedente ou dominio e seu consequente ou imagem.
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IMAGEM

elemento dois do par

v

A
v
A

1 1 1 1 1 1
elemento um do par

(c) Ainvisibilidade das marcas no grafico do estudo da funcéo

T T
DOMINIO

Aqui vamos tratar de modo amplo as diferentes representacdes da funcdo e da

invisibilidade das suas marcas, para tentarmos um caminho que contribua para a explicitacéo

de alguns dos elementos indicados por Zuffi e Pacca (2000, p. 24) da ndo explicitagdo, na

educacdo basica, no ensino dos (iii) critérios de escolha e localizacdo de elementos para a

identificacdo desta correspondéncia no grafico cartesiano. Baseado em Caraca (1984)/Galileu,

Um objeto cai do alto de uma torre suponhamos que nossa observacao indicou o seguinte

registro:

Tempo (em segundos) 0 1 2 3 4

Espacos (em metros) 0 2 4 6 8

10

A partir desta tabela podemos identificar:

- Duas grandezas: tempo e espac¢o percorrido;

- Uma relacgdo entre as grandezas: para cada tempo o espaco percorrido é o seu dobro;

- Aexpressdo algébrica da lei de formacéo dessa relacgdo: f (x) = 2x;
- Avariavel independente é o tempo;
- A variavel dependente é o0 espaco percorrido.

- As representacOes graficas seriam:
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(1

(I

(1)

Diagrama Lima e Moises (2010)

VELOCIDADE

_—

< TEMPO

—=

ESPACO

Diagrama de Venn

Gréfico cartesiano

A

v
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(IV) E para o estudo do sinal da fungcdo outras marcas ficam invisiveis, como o eixo

vertical:

(N (1)

+ T € -—+=:=: . — -
{ . N +

> & - R —

(1) (V)

|

|

I L ke

I - i

v

Na representacdo IV, ficaram invisiveis as marcas do elemento dois do par, isto é, a
variavel dependente, portanto elas devem estar no pensamento.

Pra o professor pode ser que essas representacdes sejam familiares, mas ndo podemos
afirmar que para o aluno elas ndo causem estranheza, pois o que ficou invisivel, o aluno deve

preencher.




