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RESUMO

Através da trajetéria de um ponto moével é possivel descrever o trago de uma
curva plana, bastando considerarmos as coordenadas x e y como fungoes de um parametro
t. Nesse contexto, apresentaremos os principios de parametrizacao de varias curvas planas,
inseridos dentro da abordagem do Ensino Médio, sendo necessario para isso, um resgate
de varios conteudos ja estudados pela maioria dos alunos desta modalidade de Ensino.
Inicialmente faremos um estudo de conteidos que serao indispensaveis para o desenvol-
vimento deste trabalho, tais como: Funcao, Geometria Analitica, Trigonometria e uma
introducao ao Célculo Diferencial e Integral. Em seguida, trataremos da nocgao intuitiva e
da defini¢ao formal de curva plana parametrizada, para na sequéncia explorarmos sobre a
parametrizacao de varias curvas planas, utilizando como ferramenta de auxilio o software
Geogebra. Além disso, com o conhecimento das curvas planas parametrizadas e do Calculo
Diferencial e Integral, iremos estabelecer o comprimento e area de curvas paramétricas.
Por fim, daremos um destaque para a cicléide, onde mostraremos as suas curiosidades e

sua importancia no cotidiano.

Palavras-chave: Ponto mével; Curvas planas; Parametro; Parametrizagao; Cicloide;

Area sob curva; Comprimento de curvas.



ABSTRACT

Through the trajectory of a moving point is possible to describe the trace of
a plane curve, just consider the coordinates x and y as functions of a parameter ¢. In
this context, we present the principles of parameterization of several flat curves, inserted
into the high school approach, it is necessary to do so, a rescue various content already
studied by most students of this school mode. Initially we will study a content that will
be indispensable for the development of this work, such as: Function, Analytic Geome-
try, Trigonometry and an introduction to Differential and Integral Calculus. Then treat
the intuitive notion and the formal definition of parameterized plane curve, to explore
the sequence on the parameterization of several flat curves, using as a tool the software
Geogebra. In addition, with the knowledge of parameterized plane curves and the Dif-
ferential and Integral Calculus, we will establish the length and area of ?7parametric
curves. Finally, we will give a highlight for the cycloid, where show their curiosities and

their importance in everyday life.

Key-words: Mobile point; Plane curves; Parameter; Parameterization; Cycloid; Area

under the curve; Length curves.
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1 Introducao

Quando colocamos o bico do lapis ou da caneta sobre uma folha de papel,
obtemos um ponto. Este nao possui definicao, temos somente o conhecimento intuitivo,
decorrente da experiéncia e da observacao. Assim como o ponto, temos a reta e o plano,
0s quais também sé possuimos a nogao intuitiva. Acerca destes trés entes (ponto, reta e
plano) existem postulados (afirmagoes aceitas sem demonstragoes). Um desses postulados
é o da existéncia: Num plano hd infinitos pontos. Ao enunciarmos uma proposicao P sobre
propriedades que determinados conjuntos de pontos no plano devem satisfazer, estamos
definindo um lugar geométrico. Assim, um lugar geométrico nada mais é do que o conjunto
de todos os pontos que tornam a sentenca P verdadeira. Por exemplo, a mediatriz de um
segmento é definida como o conjunto dos pontos equidistantes das extremidades de um
segmento dado. Podemos também, usando essa propriedade geométrica, obter a equacao

algébrica que caracteriza os pontos que pertencem a mediatriz do segmento definido.

De um modo geral, uma curva no plano é o lugar geométrico ou grafico de uma
equacao envolvendo duas varidveis x e y. Temos, entao, dois problemas:
e Dada uma equacao, determinar o lugar geométrico correspondente.
e Dado um lugar geométrico, definido por uma condic¢ao, determinar a equagao corres-

pondente.

Até aqui usamos um critério estatico para definir uma curva como um certo
conjunto de pontos. E possivel, entretanto, adotar um ponto de vista dinamico e pensar
em qualquer curva do plano (ou do espago) como a trajetéria de um ponto mével, bastando
para isso, considerarmos as coordenadas x e y como fungoes da forma x = f(t) e y = g(t)
chamadas funcgoes paramétricas e observar que, quando o parametro t varia, o ponto
(x,y) = (f(t),g(t)) também varia e traga uma curva C. A mediatriz citada no exemplo
acima, pode ser caracterizada como a trajetéria de um ponto que se move mantendo-se

equidistante das extremidades de um dado segmento.

A experiéncia de mais de dez anos como professor de matematica do Ensino
Médio e as dificuldades encontradas pelos alunos para interpretar uma curva de maneira
dinamica e nao somente estatica fez com que pensasse neste trabalho. No trabalho,

dissertamos sobre a teoria das curvas planas parametrizadas. A escolha deste tema, visa
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contribuir para que os alunos, em especial do Ensino Médio, tenham uma nova visao sobre
a parametrizacao das curvas planas, uma vez que hoje em dia, grande parte dos estudantes
da terceira série do Ensino Médio, ao estudarem as equagoes paramétricas da reta (por
exemplo) nao as interpretam de forma dinamica. Resolvemos discorrer sobre as curvas
planas com as quais os alunos da Educacao Basica tém maior afinidade, entre as quais
podemos citar: reta, circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola. Além disso, citamos
algumas outras curvas (curva de Agnesi, cissdide de Didcles, hipocicldide, epicicldide e a
cicléide) que sao de pouca afinidade dos estudantes, visando com que os mesmos despertem
interesse por tal conteido. No caso da cicléide, damos um destaque nos apéndices desta
dissertacao, pois a mesma apresenta propriedades que podem ser aplicadas a situacgoes

reais, como por exemplo o menor tempo percorrido por um objeto.

O texto foi dividido em trés capitulos mais dois apéndices, a saber: No primeiro
capitulo fazemos uma abordagem de varios conteidos indispensaveis para o desenvolvi-
mento deste trabalho, contetidos estes que podemos citar: Funcao, Geometria Analitica
(coordenadas no plano, distancia entre pontos no plano, reta, circunferéncia e conicas),
Trigonometria (trigonometria no triangulo retangulo, fungoes trigonométricas e relagoes

trigonométricas) e o Célculo Diferencial e Integral (limite, continuidade, derivada e inte-
gral).

J& no segundo capitulo fazemos uma introducao ao estudo das curvas, sendo
necessario para a compreensao do exposto neste trabalho. Apresentamos um pouco da
histéria de como as curvas planas comecaram a ser estudadas, a nogao intuitiva de curva,
além da definicao formal da mesma. Também expressamos a nocao de curvatura, curvas

suaves, orientacao de uma curva e vetor tangente.

Por fim, no terceiro capitulo fazemos um estudo da parametrizagao de vérias
curvas planas, citando em algumas delas, a construcao das mesmas e a sua representacao
no Geogebra. Além disso, de posse desses conhecimentos, tratamos do calculo do compri-

mento e da area de curvas paramétricas.

Nos apéndices deste trabalho enfatizamos a cicléide. Apresentamos a histéria

da curva de menor tempo, assim como a sua importancia no cotidiano.
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2 Conceitos preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisao dos contetidos: Funcao, Geometria
Analitica e Trigonometria. Sendo que os mesmos servem de base para o desenvolvimento
deste trabalho. Além desses conteudos citados, também iremos fazer uma introducao ao
Calculo Diferencial e Integral, onde o mesmo sera importantissimo para o célculo de area
e comprimento de curvas paramétricas. Utilizaremos como referéncia [5], [10], [11], [12] e
[13].

2.1 Funcao

Sejam dados conjuntos nao vazios X e Y. Informalmente, uma funcao f de X
em Y é uma regra que associa a cada x € X um tnico y € Y. O conjunto X é chamado
de dominio e oY é chamado de contradominio. Por vezes podemos visualizar uma funcao
f X — Y de uma maneira mais concreta por meio de diagramas, como o da Figura 1,

onde cada seta indica que elemento y € Y estd associado a cada z € X.

Figura 1: Exemplo de funcao f de X em Y.

Escrevemos f : X — Y para denotar que f é uma funcao de X em Y.
Nesse caso, o elemento y € Y associado a € X por f é denotado por y = f(x),
sendo denominado a imagem de x € X pela funcao f. No exemplo da Figura 1, temos
X ={1,2,3}, Y ={a,b,c,d,e} e f(1) =a, f(2) =c¢, f(3) =d. Assim, a é a imagem de

1 por f, c é aimagem de 2 por f e d é a imagem de 3 por f.
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De um ponto de vista matematicamente mais rigoroso, uma funcao é um caso

particular de uma relacao entre dois conjuntos, de acordo com [13], temos a seguinte

Definicao 2.1. Dados conjuntos nao vazios X e Y, uma relacao de X em Y é um
subconjunto R do produto cartesiano X x Y isto é, R é um conjunto de pares ordenados
do tipo (z,y), com z € X ey € Y. Se R é uma relagao de X em X, diremos apenas que

R é uma relacao em X.

Exemplo 2.2. Se X ={1,2,3} e {2,3,4,5}, o conjunto
R={(z,y) € X xY;z >y}

¢ a relacao de X em Y dada por R = {(2,2),(3,2),(3,3)}.

Se R é uma relagao de X em Y, entao R C X xY por defini¢ao. Reciprocamente,
escolhido um par ordenado (z,y) € X x Y, pode ocorrer que (z,y) € R ou (z,y) ¢ R.

No primeiro caso, escrevemos = Ry; no segundo, x A y. Em simbolos,

rRy < (x,y) € R.

Dentre todos os tipos de relacao que podemos considerar entre dois conjuntos

nao vazios, o principal é aquele dado pela seguinte

Definicao 2.3. Dados conjuntos nao vazios X e Y, uma relacao f de X em Y é uma

funcao se a seguinte condicao for satisfeita:

Vee X,3| yeY; zfuy.

Como antes, escrevemos f : X — Y para denotar que f é uma fungao de X
em Y e f(x) =y para denotar que o par (z,y) € X x Y é relacionado por f. E imediato
verificar que a definicao formal acima coincide com a definicao informal dada no inicio

desta secao.

Exemplo 2.4. Considere a fungao f : R — R dada por f(z) = 2. Isto quer dizer
que a funcdo associa a cada € R seu quadrado z?. Veja que os requisitos definidores
de uma funcao estao satisfeitos, uma vez que a cada r € R temos associado um 1nico

outro real f(zr), seja qual, 2. Assim é que, ainda em relacdo a esse exemplo, temos

f(V2) = (vV2)? =2, f(5) = 5% = 25, etc.

O grdfico de uma funcdo f : X — Y é o subconjunto G(f) do produto
cartesiano X x Y formado pelos pares ordenados (z, f(z)), onde « € X ¢é arbitrario. Ou

seja,



18

G(f)={(v,y) e X xY; y= f()}.

2.2 Geometria Analitica

Na geometria analitica plana, vamos revisar as coordenadas no plano, reta,

circunferéncia e as conicas.

2.2.1 Sistema de coordenadas cartesianas

O sistema de coordenadas cartesianas, mais conhecido como sistema de eixos
ortogonais num plano 7 é um par de eixos, eixo OX e eixo OY, com unidade de medida
de igual comprimento, que se intersectam perpendicularmente na origem comum O. Por

convencao, o eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY, eixo vertical.

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma corres-
pondeéncia biunivoca entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de nimeros reais

do conjunto

R* = {(z,y)/z,y € R}.

Os nimeros z,y € R do par ordenado (z,y) associado a um ponto P sdo as

coordenadas cartesianas do ponto P: x é a abcissa de P e y é a ordenada de P.

Figura 2: Coordenadas = e y do ponto P.

Notagao: Se P € 7 corresponde a (z,y) € R?, escrevemos P = (z,y).

O complementar dos eixos no plano ¢ a uniao de quatro regioes denominadas

quadrantes e enumeradas como na Figura 3. Observe que os pontos do eixo OX tém
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coordenadas (z,0), os pontos do eixo OY tém coordenadas (0,y) e os quadrantes, dados

em coordenadas, sao:

1° Quadrante = {(x,

(r,y) eR?/x >0 e y >0}
2° Quadrante = {(z,y) € R*/z <0 e y > 0}
3° Quadrante = {(z,y) € R?/z <0 e y <0}
4° Quadrante = {(z,y) € R?/z >0 ¢ y <0}
v
2'Quadrante | 1° Quadrante
0 X
3 Quadrante 4’ Quadrante .

Figura 3: Quadrantes do sistema OXY'.

2.2.2 Distancia entre pontos no plano cartesiano

Sejam P = (a,b) e @ = (¢,d) pontos do plano 7 dados por suas coordenadas

em relagao a um sistema de eixos ortogonais O XY

Figura 4: Distancia entre os pontos do plano 7.

A distancia de P = (a,b) a Q = (¢, d), que designamos por d(P, Q) ou |PQ)| é
a raiz quadrada da soma dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes,

ou seja:
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d(P,Q) = |PQ| = v/(a—c)* + (b—d)*.

Exemplo 2.5. Calcule a distancia do ponto A = (1,2) ao ponto B = (-2, —2).

Solucao. Temos:

d(A,B) = /(-2 124+ (-2 —-2)2 =9+ 16 = /25 = 5.

2.2.3 Reta

Uma linha reta ou, simplesmente, uma reta é uma linha que, a semelhanca
de outros elementos geométricos como, por exemplo, o ponto, nao tem uma defini¢ao
matematica rigorosa. Em termos simples podera dizer-se que se trata de uma linha sem
curvatura ou sinuosidade, sem espessura e de comprimento infinito.Tendo comprimento

infinito, uma reta é formada por infinitos pontos.

Figura 5: Reta 7.

A equacao cartesiana de uma reta r é

r:ar+by =c,

onde a,b e ¢ sao numeros reais, com a e b nao nulos simultaneamente, e x e y sao as

coordenadas de um ponto P = (z,y) genérico de r.

2.2.4 Circunferéncia

A circunferéncia ou circulo C' de centro no ponto A € weraior > 0 é o conjunto

dos pontos do plano 7 situados a distancia r do ponto A, ou seja:

C={Pen/dP,A)=r}.
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v
C
P
Y /
r
b a
——/ T
(0] a z ;

Figura 6: Circunferéncia C' de centro A e raio r.

Se A = (a,b) sdo as coordenadas do centro num sistema de eixos ortogonais

OXY do plano 7, segue que

P=(z,y eC
< d(P,A) =r
& [d(P, A2 =12
& (z—a)*+ (y—b)? =r2

Assim, associamos ao circulo C' a equacao:

(x—a)’ + (y—b)*=r?,

que relaciona a abcissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Por meio desta

equacao, as propriedades geométricas do circulo podem ser deduzidas geometricamente.

2.2.5 Conicas

Foi Apolonio de Perga, cerca de 200 a.C., quem iniciou o estudo das curvas
obtidas quando se secciona uma superficie conica por um plano a. Dependendo da posi¢ao

desse plano «, diferentes secoes podem ser formadas.
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Figura 7: Superficie conica seccionada por um plano em varias posicoes.

Se o plano « ¢ perpendicular ao eixo da superficie conica, a secao obtida é uma

circunferéncia. Em particular, se o passa pelo vértice do cone, a secao obtida é um ponto.

Se o plano « é obliquo ao eixo da superficie de revolucao, mas corta apenas

uma das folhas da conica, a secao obtida é uma elipse.

Se o plano é paralelo a uma uma geratriz da superficie conica, a se¢ao obtida é

uma parabola.

Se o plano é obliquo ao eixo da superficie de revolucao e corta as duas folhas

da superficie conica, a secao obtida é uma hipérbole.

Faremos agora um breve estudo da elipse, da hipérbole e da parabola, denomi-

nadas secoes conicas.
)

Dados dois pontos distintos F} e F,, pertencentes a um plano e seja 2c¢ a
distancia entre eles. Uma elipse € é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma

das distancias a F} e Fy é uma constante 2a (2a > 2¢), ou seja,

e={P|d(P,F\)+d(P,F;) =2a} .
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By

Ql

A\ B F A

B

Figura 8: Esboco da elipse.

Os elementos principais da elipse sao:
focos: Fi e Iy,
centro: 5,
eixo maior: A;A,,
eixo menor: B Bs,
distancia focal: 2c, em que ¢ = |OF,| = |OF|,
medida do eixo maior: 2a, em que a = |OA;| = |OA,|,
medida do eixo menor: 2b, em que b = |OB;| = |OB,|,
excentricidade: e = E,

a
relacao notavel: a? = b? + 2.

As equagoes da elipse sao dadas por:

a) Elipse com centro no ponto O = (,,,) e reta focal paralela ou coincidente ao eixo
0OX.

v

Yo+ b9

To—a

0 To—cC T, Totce X

Figura 9: Elipse de eixo focal paralelo ao eixo OX.

z—1x,)? — )
c. | : W 2y) 1
a b
b) Elipse com centro no ponto O = (z,,¥,) e reta focal paralela ou coincidente ao eixo

oY.
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0 To—b To ZTo+b X

Figura 10: Elipse de eixo focal paralelo ao eixo OY .

. (:L‘ - xo)Q (y - yo)2
€ ® + 22 =

@

Dados dois pontos distintos I} e F,, pertencentes a um plano e seja 2¢ a distancia
entre eles. Uma hipébole H é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenga (em

valor absoluto) das distancias a Fj e F» é uma constante 2a (0 < 2a < 2¢), ou seja,

H ={P; [d(P, F\) — d(P, F5)| = 2a}.

By

B,

Figura 11: Esboco da hipérbole.

Os elementos principais da hipérbole sao:
focos: Fi e Iy,
centro: 5,
eixo real: A A,
eixo imaginario: By B,

distancia focal: 2c, em que ¢ = |OF}| = |OF|,
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medida do eixo real: 2a, em que a = |OA;| = |OA,|,
medida do eixo imaginério: 2b, em que b = |OB;| = |OBy|,
excentricidade: e = E,

a
relacao notavel: ¢ = a? + b?.

As equagoes da hipérbole sao dadas por:
a) Hipérbole com centro no ponto O = (z,,%,) e reta focal paralela ou coincidente ao eixo
0X.

2 )2
. @ zivo) =)
a b2
b) Hipérbole com centro no ponto O = (z,,%,) e reta focal paralela ou coincidente ao eixo

oY

.(y_yo)2 (x_$o)2
H: o — s = 1

(3)

Dados um ponto F' e uma reta d pertencente a um plano, com F' ¢ d, seja p a
distancia entre o ponto F' e a reta d. Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos do

plano que estao a mesma distancia de F' e de d, ou seja,

P={K|dK,F)=dK,d)?}.

Figura 12: Esboco da pardbola.
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Os elementos principais da parabola sao:
foco: F,
reta diretriz: d,
parametro: 2p,
vértice: V,
eixo simetria: reta V' F|
relagao notavel: d(V, F') = p, pois d(V, F') = d(V, D).

As equagoes da parabola sao dadas por:
a) Pardbola com vértice V' = (z,,y,) e reta reta focal paralela ou coincidente ao eixo OX.

Caso I. O foco F esta a direita da reta diretriz.

P (y—y,)? = 4pz.

Caso II. O foco I estd a esquerda da reta diretriz.

P (y—y,)° = —dpz.

b) Parabola com vértice V' = (z,,y,) e reta reta focal paralela ou coincidente ao eixo OY'.

Caso I. O foco F esta a direita da reta diretriz.

P:(x —x,)* = 4py.

Caso II. O foco F' esta a esquerda da reta diretriz.
P:(x—x,)* = —dpy.

2.3 Trigonometria

Vamos rever agora alguns conceitos fundamentais da trigonometria. Os concei-
tos aqui abordados serao importantes no desenvolvimento da teoria abordada e também

fazem parte do referencial tedrico.

2.3.1 Trigonometria no triAngulo retangulo

Dado um triangulo retangulo ABC, de hipotenusa a e catetos b e ¢. Definimos

0 seno, 0 cosseno e a tangente de cada um dos angulos agudos.
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b a

_I 0

A B

Figura 13: Triangulo retangulo ABC.

e O seno de um angulo agudo ¢ dado pela razao entre a medida do cateto oposto

a esse angulo e a medida da hipotenusa.

b
senf = —.
a

e O cosseno de um angulo agudo é dado pela razao entre a medida do cateto

adjacente a esse angulo e a medida da hipotenusa.

c
cosf = —.
a

e A tangente de um angulo agudo é dado pela razao entre a medida do cateto

oposto a esse angulo e a medida do cateto adjacente a esse angulo.
b
tg = —.
c

2.3.2 Funcgoes trigonométricas

Funcao seno: Chama-se de funcao seno, a funcao f : R — R que associa a
cada real x, o real f(z) = senx. Sdo notdveis as seguintes propriedades da fungao seno:
1*) sua imagem é Im = [—1,1], isto é, —1 < senx < 1, para todo z € R;

2%) é periddica e seu periodo é 27;

3%) seu grafico é a sendide.

ARV .

Figura 14: Grafico da funcao seno.
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Funcgao cosseno: Chama-se de funcao cosseno, a funcao f : R — R que
associa a cada real z, o real f(x) = cosx. Sao notaveis as seguintes propriedades da
funcao cosseno:

1) sua imagem é Im = [—1, 1], isto é, —1 < cosz < 1, para todo z € R;
2?) é periddica e seu periodo é 2m;

3%) seu grafico é a cossendide.

0 | cos(x) A o X % TE: 3% 2T
l
1 !

Figura 15: Grafico da funcao cosseno.

0
Para x € Re x # 5 + km (k € Z), sabemos que cosx # 0 e, entao, existe o

quociente , denominado tangente de x e representado por tgzx.

COST

Funcao tangente: Chama-se funcao tangente, a funcao f : {x eER|x # g + k:?T} —
enx

R que associa a cada x o real tgxr = i , isto é, f(x) = tgx. Destacam-se as seguintes
propriedades da fungao tangente:

1*) sua imagem é R, isto é, para todo y € R existe um z € R tal que tgz = y;

22) é periddica e seu periodo é T;

3%) seu grafico é a tangentdéide.

t
2
./

Figura 16: Grafico da funcao tangente.

2.3.3 Relagoes trigonométricas

Destacamos aqui as relagoes trigonométricas fundamentais, demonstradas em

[5]-

1*) Para todo x real, vale a relagao:

sen’r + cos’r = 1.

2*) Para todo x real e x # km (k € Z), sao validas as relagoes:



CcoOST
cotgr = ,
senx
1
cossecT = ,
senx

1 + cotg*xr = cossec’z.

3%) Para todo z real e x # g + km (k € Z), sao validas as relagoes:

sen
tgr =
coOST
1
secx = ,
coST

1 + tg*x = sec’x.

4%) Para todo z e y reais, sao validas as relagoes:

sen(x + y) = senx.cosy + seny.cosx,
cos(x + y) = cosz.cosy — senx.seny,
sen2x = 2senx.cosz,

cos2x = cos’x — sen’z,

9 1 — cos2x

sen‘s = ———,
2

9 1+ cos2x

Cos"T = ———.

2.4 Calculo Diferencial e Integral

O final do século XV II viu o surgimento de uma conquista matematica for-
midavel: o Calculo Diferencial. Descoberto independentemente por Isaac Newton e Gott-
fried Leibniz, tornou-se a base para o desenvolvimento de varias areas da Matematica,

além de possuir aplicagao em praticamente todas as areas do conhecimento cientifico.

O estudo desta secao envolve as nocoes de limite, continuidade, derivada e
integral.

2.4.1 Limites

I. Definigao de limite de uma fungao

Consideremos o grafico da Figura 17.

29
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= X

a-d a a+d

Figura 17: Limite de uma fungao.

Definicao 2.6. Sejam f uma funcao e ¢ um ponto do dominio de f ou extremidade de
um dos intervalos que compoem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em a, se,

para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O0<|z—al<d=|f(z)—L|<e

Tal nimero L, que quando existe é tinico, serd indicado por lim f(x) = L.
r—a

Em simblos, temos:

limf(z) =L < Ve>0,30 >0|0< |z —a| <d=|f(x) - L| <e).

r—a

I1. Propriedades dos limites

A seguir, apresentamos algumas propriedades que nos permitem mais facilmente
determinar o limite de uma funcdao. As demonstracoes dessas propriedades podem ser
encontradas em [10] , [12] e [13].

Teorema 2.7. Se lim f(z) = L e lim g(z) = M, entdo:

T—a Tr—a

o[22 =L a0

Exemplo 2.8. Calcule os limites a seguir:
a) lim 15 = 15.
T—2
b) liml(x2—5:c+6) =1+5+6=12.
T—>—
. rx—4 —-2-4 6
¢) lim = = ——
e»—22243 443 7
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21 .(x—1
r i CED@=D b1 4122
z—1 ¢ —1 z—1 rz—1 z—1

ITI. Limites Laterais

Quando consideramos lim f(z), estamos interessados no comportamento da

Tr—a
funcao nos valores préximos de a, isto é, nos valores de = pertencentes a um intervalo
aberto contendo a mas diferente de a e, portanto, nos valores desse intervalo que sao

maiores ou menores que a.

Entretanto, o comportamento em algumas fungoes, quando x esta proximo de
a, mas assume valores menores que a, é diferente do comportamento da mesma funcao,
quando x esta proximo de a, mas assume valores maiores que a. Desta forma, podemos

escrever.

Definicao 2.9. O limite lateral a direita de uma funcao f definida em um intervalo

aberto (a,b), quando z se aproxima de a pela direita, serd L e escrevemos lim+ f(x)=1L
Tr—a

se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que se 0 < z —a < J entdo |f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

lim f(z)=L& (Ve>0,30>0|0<x—a<d=|f(x)—L| <e).

z—a™t

Definicao 2.10. O limite lateral a esquerda de uma funcao f definida em um intervalo
aberto (b, a), quando z se aproxima de a pela esquerda, serd L e escrevemos lim f(x) = L

Tr—ra~

se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que se = < x —a < 0 entao |f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

lim f(zr)=L& (Ve>0,30>0| —d<z—a<0=|f(x)— L| <e).

r—a—
Um resultado importante que decorre das definicoes anteriores acima pode ser

visto a seguir:

Teorema 2.11. Sejam f uma func¢do, a um numero real e suponhamos que existam p e
q tais que (p,a) e (a,q) estejam contidos no dominio de f. Entdo, lim f(x) = L se, e
r—a
somente se, existem os limites laterais lim+ f(z) e lim f(x) e ambos forem iguais, ou
Tr—a Tr—a~
seja, lim f(z) = lim f(x).
z—at T—a~
Observagao 2.12. Para demonstragao do Teorema 2.11, consultar [10] e [12].
3r—2, z>1
Exemplo 2.13. Se considerarmos f(z) = 2, x = 1, temos que nao existe lin% f(x),
T—

dr+1, z<1
pois

lim f(z)=1%# lim f(z)=>5.

z—1t T—1—
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Definigao 2.14. Sejam f uma fungao e p um ponto de seu dominio. Dizemos que f é

continua em p, se, para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O0<lz—pl<d=|flz)-[flp)<e

o lEs=s=ssea

p+&

A4

W

Figura 18: Funcao continua.

Intuitivamente, uma funcao continua em um ponto p de seu dominio é uma

funcao cujo grafico nao apresenta “salto”em p

Decorre da Definicao 2.14 e do conceito de existéncia de um limite que, uma

funcao f é continua em um ponto p se, e somente se, sao verificadas, simultaneamente as

seguintes condigoes:
1?) existe o valor de f(p);
2%) existe lim f(z);

T—p

3) lim £(x) = £(p)

Exemplo 2.15. Verifique se a fungao f : R — R, definida por f(z) =

¢ continua em x = 2.
Solugao. Devemos verificar se ig f(x) = f(2).
a) f(2) =7-22=3,
b) lim f(x)= lim (7 —2x) = 3,
x—2t

z—2+

¢) lim f(z) = lim (2% — 1) = 3,
T2~ T2~
entao lir% f(z) =3 = f(2). Logo f é continua em x = 2.
T—r

2.4.3 Derivadas

I. Derivada no ponto x,

x?—1,

7T —2x,

sexr <2

)
sex > 2
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Definicao 2.16. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I e xg um elemento

de I. Chama-se derivada de f no ponto xg o limite

lim £@) = fw0).
x=zo T — T

se este existir e for finito.

A derivada de f no ponto xy é habitualmente representada com uma das se-

guintes notacoes:

Fe [z

A diferenca Ax = x — x5 é chamada acréscimo ou incremento da varidvel x

relativamente ao ponto zo. A diferenca Ay = f(z) — f(zo) é chamada acréscimo ou

A x)— f(x
incremento da funcao f relativamente ao ponto zy. O quociente A—y = M
x T — T

recebe o0 nome de razao incremental de f relativamente ao ponto xy.

Frisemos que a derivada de f no ponto xy pode ser representada das seguintes

formas: @) — fo)
(Z) f/($0> = xlggo xx_—moxo;
p A
(i) (o) = Jim
(i) f (zo) = lim f(wo + Az) = flzo)

Az—0 Ax

. ! . , . , . ’
Quando existe f (o) dizemos que f é derivdvel no ponto xg. Dizemos também

que f é derivdvel no intervalo aberto I quando existe f’(:vo) para todo xg € I.
II.Interpretacao geométrica

A derivada de uma funcao f no ponto g € igual ao coeficiente angular da reta

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x.

y+ Ay

X X+ Ax

Figura 19: f'(z¢) = tga.

III. Derivada das fungoes elementares
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Usando a definicao, podemos mostrar a derivada de inimeras fungoes elemen-
tares. A seguir, apresentamos um resumo das derivadas de varias destas funcoes:
1) Derivada da fungdo constante: Se f(x) = ¢, entdao f (x) = 0.
2) Derivada da funcio poténcia: Se f(x) = 2", n € N*, entdo f (z) = n.a" .

3) Derivada da funcio seno: Se f(z) = senz, entdo f (x) = cosz.

5) Derivada da fungao exponencial: Se f(z) = a®, com a € R e 0 < a # 1, entao
f (z) = a”.Ina.
6) Derivada da funcao logaritmica: Se f(x) = log,r, entdo f (z) =

)
)

4) Derivada da fungao cosseno: Se f(z) = cosz, entao f (x) = —senu.
)

1
x.lna’

IV. Regras de Derivagao

Teorema 2.17. Sejam f e g funcoes reais de uma varidavel real, definidas e derivdveis
num mesmo conjunto. Desta forma, as sequintes propriedades sao verdadeiras:
P1. [f(z) + g(z)] = f'(2) + ¢ (2).
2. [k.f(2)] = k.f(2).
5. f(@)-g(@)] = f(x).9() + f(2)-g (@).
P4{(@}:f()(@ f(2) g ()
9(x) lg(2)]? ’

Observagao 2.18. Para demonstragdo do Teorema 2.17, consultar [10], [12] e [13].

l9(x) # 0].

V. Regra da cadeia

Teorema 2.19. Seja f : A — B uma func¢do dada pela lei y = f(x). Seja g: B — C
uma funcao dada pela lei z = g(y). Existe a fungdo composta F : A — C dada pela lei
z=F(z) = g(f(x)). Supondo que f seja derivdvel no ponto x e g seja derivdvel no ponto

y tal que y = f(x), resulta que F' também é derivdvel em z e sua derivada é

Em resumo:

F(z) = g(f(2)) = F'(2) = g (f(2)).f (2).
Observagao 2.20. Para demonstragao do Teorema 2.19, consultar [10] e [13].

Exemplo 2.21. Derive:

L f@)=5r—3= () =
2. f(z) =42° 4+ 2° = f'(v) = 122% + 2;
flz) = senx (x + 1)cosx — senx
()

e GOl (z + 1)2 ;

4. f(z) = cos3z = f'(x) = cos 3x.(3x) = —3sen3w;



35

5. f(2) = (322 + 1) = f'(2) = 3(32% + 1)%.60 = 182(322 + 1)%;

6. f(x) = In(z2 + 3z +9) = f(2) = (20 43) = 22 +3

224+ 3z +9 2243z +9

Observacao 2.22. Se uma funcao f for derivavel e sua derivada definir uma fungao
continua, dizemos que f ¢ de classe C*. Se f for uma funcao duas vezes derivavel e a sua
derivada de segunda ordem define uma funcao continua, dizemos que f é de classe C2.
Podemos dizer que f é de classe C*°, quando esta for uma funcao de classe C™", seja qual

for n € N.

2.4.4 Integral

Definigao 2.23. Seja f um fungao continua no intervalo [a, b]. Suponha que este intervalo

(b—a)

n
ao i-ésimo intervalo, para i = 1,2,3,...,n. Neste caso, a integral definida de f em [a, b,
denotada por fab f(x)dx, é dada por:

seja dividido em n partes iguais de largura Az = e seja r; um numero pertencente

n

b
/a f(x)dx = ngrfoo; f(z;)Ax,

se este limite existir.

f(x)

Figura 20: Divisao de uma regiao em retangulos.

Se fab f(x)dx existe, entao diremos que f é integrdvel em |a, b].

A integral definida de uma funcao f pode ser entendida como sendo o limite
da soma das dreas dos retangulos de altura f(x;) e base Az, quando a base tende a zero.
Note que, o produto Az f(z;) é a drea do i-ésimo retangulo. A soma de todas estas dreas,
fornece a area total abaixo da curva. Sendo assim, nada mais natural do que definir a

area de uma regiao S por
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Ay

Figura 21: Regiao S.

S = / ’ f(a)da.

Definigao 2.24. Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b]. A primitiva de f ou

integral indefinida de f é uma funcao F', tal que

Sendo F' uma primitiva de f em [a,b], entdo para toda constante k, F'(z) + k
é, também, primitiva de f. Por outro lado, se duas fungoes tém derivadas iguais num
intervalo, elas diferem neste intervalo, por uma constante. Segue que as primitivas de f

em [a, b] s@o as fungdes da forma F'(z) + k, com k constante.

A notagao [ f(z)dx serd usada para representar a familia das primitivas de f:

/f(x)dx = F(z)+ k.

Teorema 2.25. (Teorema Fundamental do Célculo) Se f for integrdvel em [a,b] e

F for uma primitiva de f em [a,b], entdo

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
Observagao 2.26. Para demonstragdo do Teorema 2.25, consultar [10] e [13].

Apresentemos agora as propriedades da integral.

Teorema 2.27. Sejam f, g integrdveis em [a,b] e k uma constante. Entdo:
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a) f+ g € integravel em [a,b] e

[ 1@+ gnas = [+ [ gty

b) kf € integrdvel em [a,b] e

/ab kf(z)dz = k/abf(x)dx

c) Se f(x) =0 em [a,b], entao
b
[ rayde=

d) Se c €]a,b[ e f € integrdvel em [a,c| e em [c,b] entao,

/abf(x)dx _ /:f@)dﬁ /be(x)dx

e) Se [ € integrdvel em [a,b], entdo a funcdo |f| também é integrdvel em [a,b] e

b
o < [ 1] de

Observagao 2.28. Para demonstragao do Teorema 2.27, consultar [10].

Vamos resolver agora alguns exemplos.

Exemplo 2. 29 Resolva:
1. [2%dx = ? + k.

28 x7? 20 1

3. f;dx:lnxjtk‘ (x > 0).

1
4. [e*dr = —e** +k (x#£0).
[0
432 S
5. f02($3+3x—1)dx:{$—+i—x} S Y

472 a2

Seja R a regidao sob o grafico da funcdo continua e positiva f, de classe C1,

definida em [a, b]. Temos as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.30. O volume do sélido obtido da revolugcao de R em torno do eixo OX ¢é

dado por:

- W/ab[f(x)]de.
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Definicao 2.31. Se a > 0, o volume do sélido de revolucao obtido pela revolucao de R

em torno do eixo OY é dado por:

V= QW/bZEf(I)dI.

Definicao 2.32. O comprimento do gréafico de f é dado por:

L= / VIT I @P d.
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3 O que é uma curva?

Neste capitulo vamos estudar a historia das curvas planas, a nogao intuitiva de
curva e a definicao formal de curva, curvatura, curvas suaves, orientagao de uma curva e

vetor tangente. Utilizaremos como referéncia [1], [2], [3], [8], [14], [15], [16].

3.1 Um pouco de histdria

Durante os séculos II e III a.C, os matematicos ja estudavam as retas, os
circulos e as conicas. No entanto, nesse mesmo periodo, a grande busca de solucionar
os trés célebres problemas gregos (A Duplicagdo do Cubo, A Trissegao de um Angulo e
a Quadratura do Circulo) foi o ponto de partida para o estudo de outras curvas planas,
ou seja, através das tentativas de solucionar esses problemas, os matematicos nao se
recusavam a utilizar outros métodos de construcao ou a empregar outras curvas, uma
vez que as construgoes com régua e compasso nao permitiam resolver todos os problemas
tratados pelos matematicos gregos. Dentre as curvas utilizadas para resolver os célebres
problemas gregos, podemos citar a cisséide de Didcles (180 a.C), utilizada para resolver
o problema da duplicacao do cubo e a espiral de Arquimedes (230 a.C), utilizada para

resolver os problemas da trissecao do angulo e a quadratura do circulo.

K
(o] X
Figura 22: Cisséide de Figura 23: Espiral de
Diécles. Arquimedes.

As transformagoes ocorridas na Matematica durante o século XVII, em parti-
cular na geometria, com a intervencao de métodos algébricos do francés Viéte (1540-1603)

e infinitesimais, faz com que essa época seja marcada por uma concepcao geral das cur-
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vas, concepcao essa que nao se limitava ao estudo das curvas particulares, ampliando o
universo dos objetos geométricos pela introducao de curvas que descrevem movimentos
ou sao expressas por equacoes algébricas. Em diversos problemas, tratava-se de procurar
um objeto desconhecido que podia ser uma curva, em um sentido bem mais geral do que

se considerava anteriormente.

Os nomes de René Descartes (1596-1650) e de Pierre de Fermat (1601-1665)
estao no centro das mudancas, que culminaram com a invencao do que chamamos hoje

de “Geometria Analitica”.

Figura 24:  René Figura 25: Pierre de
Descartes. Fermat.

Descartes postula um método para a invencao de verdades na ciéncia, publicado
em seu Discours de la méthode, que contém como apéndice La géométrie (A geometria).
Por isso, passou a ser interessante associar o empreendimento de Descartes ao espirito
da primeira metade do século XVII. Segundo [16], o terceiro apéndice do Discurso do
Método, La géométrie, com 106 paginas, ¢ a sua unica obra matematica. Ela revolucionou
toda concepcao matematica da época. Descartes ao responder o problema das 4 retas de
Apolonio, chegou a uma expressao algébrica conhecida, tipicamente de uma conica, e
assim a algebra (as equagoes) e a geometria juntaram-se num contexto novo chamado de
Geometria Analitica. Nas préoprias palavras dele, a Geometria Analitica; “era apenas um
método que permite representar valores numéricos que podem assumir as varidveis de uma
equagdo como pontos de um lugar geométrico (um grdfico) onde as equagoes algébricas
tomam formas geométricas e reciprocamente as figuras geométricas ficam determinadas

pelas equagoes”.

Ao mesmo tempo que René Descartes estabeleceu as bases da Geometria Analitica,
o jurista matematico amador Pierre de Fermat também se ocupou deste tema. Fermat foi
profundamente influenciado pelas traducoes das obras gregas, em particular a de Apolonio.
E assim, ele estava suficientemente familiarizado com o fato de que, dada uma curva,
h& sempre uma relacdo entre duas quantidades indeterminadas (“sintoma’da curva). O

objetivo inicial de Fermat era exprimir, na linguagem algébrica proposta por Viéte, os
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problemas geométricos tratados por Apolonio. Seu principal interesse era, portanto, rea-
lizar um estudo geral dos lugares geométricos. Sua primeira obra, denominada Ad locos
planos et solidos isagoge (Introdugao aos lugares geométricos planos e sélidos), foi escrita
provavelmente em 1636 e é contemporanea de La géométrie de Descartes. No entanto,
ao que parece, estes autores nao se influenciaram mutuamente. Apesar de ambos intro-
duzirem coordenadas para tratar de problemas geométricos, os objetivos de Descartes e

Fermat eram distintos.

A geometria analitica como conhecemos atualmente consiste em duas asso-
ciacoes reciprocas:
(i) dado um lugar geométrico, encontrar a equac¢ao que seus pontos satisfazem;
(ii) dada uma equacao, encontrar o lugar geométrico dos pontos que a satisfazem.
Segundo [15], Descartes estudou o primeiro problema, mas Fermat foi o pioneiro em atacar
o segundo. Logo no principio de sua Introducgao, enuncia: “Sempre que, em uma equagao
final, duas quantidades desconhecidas sao encontradas, temos um lugar geométrico e a

extremidade de uma delas descreve uma linha, reta ou curva”.

Nos trabalhos do fim do século XVII, o conceito de curva recobre trés con-
cepcoes: a curva como expressao algébrica, eventualmente infinita; a curva como tra-
jetoria de um ponto em movimento; e, a curva como poligono com um nimero infinito de
lados. As trés exercem um papel central no desenvolvimento dos métodos infinitesimais e
Leibniz (1646-1716) foi um dos protagonistas desta mudanga. Apés ler o La géométrie de
Descartes, em 1673, ele achou o método de tangentes do matematico francés restritivo.
Além de ser complicado, este procedimento nao se aplica a uma grande quantidade de
curvas. Uma das principais contribuicoes de Leibniz serd ajudar a estender o dominio
das curvas para além das algébricas, consideradas por Descartes como as curvas de que a

geometria deve se ocupar.

De acordo com [15], os métodos analiticos de Descartes e Fermat motivaram
o estudo das propriedades aritméticas de séries infinitas na Inglaterra, sobretudo por
John Wallis (1616-1703) e James Gregory (1638-1675). Estes pesquisadores conseguiram
resolver um grande ntimero de problemas - como o de encontrar a tangente a uma curva,
calcular quadraturas ou retificar curvas - e tiveram grande influéncia sobre Newton (1643-
1727) e Leibniz. A grande diferenca introduzida por estes estd no grau de generalidade e
unidade que os métodos infinitesimais adquiriram com seus trabalhos. Antes de Newton e
Leibniz, problemas envolvendo o estudo de curvas, como os que buscavam a determinacao
de tangentes e areas, eram tratados de forma independente. Os métodos empregados por
diferentes estudiosos possuiam semelhancas entre si, mas estas nao eram ressaltadas. Os
matematicos ja tinham um enorme conhecimento sobre o modo de resolver problemas
especificos do calculo infinitesimal, mas sem reconhecer a generalidade e a potencialidade

das técnicas empregadas.
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O principal objeto de estudo, no século XVII, foi o desenvolvimento de métodos
para resolver problemas sobre curvas geométricas, muitas vezes de origem fisica, como o
de encontrar a tangente, calcular a area sob uma curva e achar comprimentos de curvas
ou velocidades de pontos se movendo sobre uma curva. Ou seja, problemas de natureza
geométrica ou cinematica tratados com ferramentas do calculo. Tratava-se, portanto, de
entrar em um novo dominio, o da relacao entre quantidades, o que contribuira, mais tarde,
para o surgimento da ideia de fungao como relacao entre quantidades. O que nos permite
concluir que as descobertas de Fermat e Descartes se completaram e abriram as portas
para o “mundo novo’do Calculo Diferencial e Integral de Newton e Leibniz, numa outra

longa historia.

3.2 Curva

A mais pura intui¢do nos permite conceber uma curva ou linha como sendo o
lugar das posigoes sucessivas de um ponto que se desloca no plano ou no espago. Dai é
facil ver que as curvas podem ser planas ou espaciais, neste tultimo, também chamadas de

reversas.

A curva é plana quando tem todos os seus pontos situados num mesmo plano.

)
i

_24

Figura 26: Curva no plano.

A nocao de curva é bastante familiar. Se pedirmos para que se dé um exemplo
de uma curva em R2, certamente todos terao em mente alguns subconjuntos de R?, como
por exemplo, uma circunferéncia, uma elipse ou uma reta. Ou seja, um primeiro ponto
a considerar, seria, de acordo com a Geometria Analitica, considerar uma curva em R?
como um conjunto de pontos (x,y) € R? que satisfazem equagoes do tipo f(z,y) = 0,
dada uma fungao real de duas varidveis f. Neste caso, o conjunto f(z,y) = 0 é chamado

de uma curva algébrica.

No entanto, no que concerne este trabalho, em vez de considerarmos curvas

definidas por equagoes algébricas, vamos retornar a ideia intuitiva que uma curva deve
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descrever a trajetoria continua do movimento de uma particula sobre o plano. Se conside-
rarmos que um ponto «(t) representa a posigao de uma particula em movimento continuo,

quando o tempo ¢ varia em um intervalo [a, b], 0 conjunto que iremos considerar é:

C = {alt) e R*t € [a,b]}.

A vantagem dessa abordagem é que ela podera ser facilmente formalizada e
conterd varias informagoes sobre como o ponto «(t) percorre o conjunto C' e o sentido que

o ponto “anda’”sobre C.
Cabe-nos agora introduzir uma definicao formal de curva plana, de acordo com

[1]:

Definicao 3.1. Uma curva no plano R? é uma aplicacdo o : I € R — R2?, tal que
a(t) = (z(t),y(t)), com t € R.

O conjunto imagem C da aplicagao «, dado por

C =A{af(t) = (z(t),y(t));t € I}
é chamado de trago de a. Devemos observar que, de acordo com a definicao acima,

estamos analisando todo o movimento da particula e nao somente o conjunto C'. Nesse

caso, « é dita uma parametrizacao de C' e denominamos ¢ o parametro da curva a.

Se a curva « estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos «(a) e

a(b) sao chamados de ponto inicial de a e ponto final de «, respectivamente.

Se «v estd definida num intervalo I = [a, b] e a(a) = a(b), dizemos que a é uma
curva fechada. Uma curva o : R — R? é dita periddica se existe um nimero real [ > 0,

tal que

a(t+1) = a(t),

para todo t € R. O menor valor [y para o qual a equacao acima se verifica é chamado de

periodo de «.

3.3 Curvatura

A curvatura de uma curva plana em um ponto da curva é uma medida numérica
de quanto a curva se afasta de ser uma reta numa vizinhaga daquele ponto. E a taxa de

variacao naquele ponto da direcao tangente a curva em relagao ao comprimento de arco.
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Seja AB um arco de uma curva C' e considere as retas r e ' tangentes a C' nos
pontos A e B, respectivamente. Admitindo que um ponto percorre o arco AB, indo de
A para B, é claro que esse ponto ao se deslocar sofreu, na sua direcao, um desvio que é
medido pelo angulo A, em radianos, entre as retas 7 e 7. A razao entre o angulo Af e o
comprimento do arco AS, em centimetros, é a curvatura (K4p) do arco AB da curva C,

ou seja,

Af
AS’
onde no limite quando AS tende para zero temos a curvatura no ponto A.

Kap =

Figura 27: Curvatura do arco AB da curva C.

A reta tem curvatura igual a zero em todos os seus pontos. Num circulo, a

curvatura é constante e ndao nula.

Numa elipse a curvatura é maxima nos vértices do eixo focal e minima nos

outros dois vértices.

O inverso da curvatura denomina-se raio de curvatura, denotado por p e cuja

expressao é:
1

=— K 0.
KAB’ AB 7é

p

3.4 Curvas suaves

Se escrevemos o como

aft) = (z(t),y(t)),

entao o é uma aplicacao suave, se e somente se cada funcao coordenada z,y : I — R é
uma funcao de classe C*°, isto é, x e y possuem derivadas continuas de qualquer ordem

em todo ponto de I.
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Definicao 3.2. Uma curva parametrizada suave ou um caminho no plano R? é uma

aplicagao suave

a:l —R%

que a cada t € [ associa a(t) € R%. Quando nao houver prejuizo do entendimento, iremos

nos referir a tais curvas simplesmente como curvas parametrizadas ou curvas suaves.

Geometricamente, uma curva suave é caracterizada pela auséncia de pontos
angulosos. Em cada um de seus pontos, a curva tem uma tangente unica, que varia

continuamente quando se move sobre a curva.

Exemplo 3.3. A aplicacao o : R — R? dada por

a(t) = (a,b)
¢ uma curva parametrizada cujo trago se reduz ao ponto (a,b).

Exemplo 3.4. A aplicacao o : R — R? dada por

a(t) = (t |t]),
nao é uma curva parametrizada suave. De fato, a fungao y, definida por y(t) = |t|, nao é

diferenciavel em t = 0. Porém, a restricao de «, a qualquer intervalo que nao contém o

ponto ¢t = 0, é uma curva parametrizada.

3.5 Orientacao de uma curva

Se um ponto material desloca-se sobre uma curva suave «, temos dois possiveis
sentidos de percurso. A escolha de um deles como sentido positivo, define uma orientagao

na curva a.
Suponhamos que a curva « é representada por «(t) = (z(t),y(t)), onde t € [a, b].

Convencionamos chamar de sentido positivo sobre a, o sentido no qual a
curva é tracada quando o parametro t cresce de a até b. O sentido oposto é chamado

sentido negativo sobre .

De acordo com nossa convencao, sempre que uma curva suave « é representada
)
por a(t) = (z(t),y(t)), onde t € [a,b], @ é uma curva orientada e o seu sentido positivo

de percurso ¢é o sentido dos valores crescentes do parametro t.
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Defini¢ao 3.5. Dada uma curva orientada «, representada por «(t) = (z(t),y(t)), onde
t € [a,b], a curva @ é definida como sendo a curva o com orientacao oposta. A curva @ é

dada por
a=(zx(a+b—1t),y(a+b—1)),t € [a,bl.

3.6 Vetor tangente - Reta tangente

Seja a : I — R? uma curva parametrizada, dada por a(t) = (z(t),y(t)). O

vetor tangente ou vetor velocidade de a em ¢y € I é dado por

a'(to) = (x'(to), y (to)).

A velocidade escalar de a em ty € I é dada pelo médulo do vetor velocidade

o (to), isto é,

la'(to) = VI2' (to)]? + [y (t0)]2.

Quando o' (ty) # (0,0), tal vetor aponta na diregao tangente & curva a em t.

Figura 28: Vetor tangente - Reta tangente.

O vetor o (ty) aponta na direcio da reta tangente & curva a no ponto o (ty)
e esta reta é a reta limite das retas secantes & curva o passando por o (t) e por o/ (1) ,

quando fazemos t tender para .

Definicao 3.6. Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R? é regular em ¢, € I,
se o (tg) # (0,0), ou equivalentemente, se || a'(to) [|# 0. A curva a é regular em I, se o
for regular para todo t € I. Se || o' (t) ||= 0, dizemos que « é singular em o e a(ty) é

chamada uma singularidade de «.

Exemplo 3.7. Determinar as equagoes cartesianas das retas tangentes a curva parame-
trizada «a(t) = (t3 — 2t,2t? — 2), no ponto (0, 2).
r=1t—2t

=2 o’ no ponto

Solugao. A equagao da reta tangente a curva parametrizada {

(0,2) é dada por
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y—2=m(x—0),

onde m = Z—y .
T 2=0

Fazendo = = 0 e y = 2 no sistema acima, encontramos ¢ = 4++/2. Além disso, pelo fato

de m = Z_?;’ segue que m = 3t§t_2. Para t = \/5, temos m = /2 e para t = —\/5, segue

que m = —/2. Dessa forma, as equacoes das retas serdo:
Ly—2=m@x-0)=y—-2=v2x—-0)=r:y=+v22+2
ILy—2=m(z—0)=y—2=—2x—-0)=r:y=—22+2
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4 Curvas Planas Parametrizadas

Veremos como obter as equacoes paramétricas de algumas curvas planas, dentre
elas as conicas, usando, por exemplo, relagoes trigonométricas béasicas e observando as
condicoes que um ponto deve satisfazer para pertencer a curva. Para tais procedimentos,

utilizaremos [1], [7], [8], [9] e [11] como referéncia.

4.1 Parametrizacao de uma reta

Seja r a reta que passa pelos pontos A e B e seja P um ponto da reta r diferente
de A e B. Considere P interior ao segmento AB. No caso de P exterior a demonstracao

¢é idéntica.

YA

=

0] ay x a2

Figura 29: Reta r passando pelos pontos A, P e B distintos.

Sabemos da Geometria, que existe ¢ € R tal que |AP] t.

[AB| ~
Fazendo A = (ay,b1), P = (z,y) e B = (as, ba), segue pelo teorema de Thales

que:
y APl _ 1AB AP y—hy

y—bl b2b_b1 |AB| bg—bl.
Assim, t = Y= & y=b+ (by—by)t.

by — by

m |AP|  |AB] |AP| -

r—a; Gy —ay |AB|  ay—a;
Assim, t = | & r=a;+ (ag —ay)t.

a2 —
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Segue entao, por (I) e (II) que as equagoes paramétricas da reta serdo:

- —ay)t
T’Z{x a+ (02— a) t € R.

y:bl—F(bQ—bl)t,

Exemplo 4.1. Considere os pontos A = (3,—4) e B = (9,8). Obtenha a equagao
paramétrica da reta r que passa pelos pontos A e B.

Solugao. Se A = (3,—4) e B = (9,8) as equagbes paramétricas de r, serdo:

= 3+(9-3)t
r: . + ) , teR
y = —4+@-(-4)t
ou seja,
= 346t
r: . * , teR.
y = —4+12¢

Exemplo 4.2. Determine as equagoes paramétricas da reta r : —z + 2y = 4.

Solucgao. Para determinarmos as equagoes paramétricas de r precisamos conhecer dois
pontos da reta. Fazendo entao x = 0 na equagao cartesiana de r, temos: x = 0 = 2y =
4 = y = 2. Fazendo agora x = —2, temos: * = -2 =24+2y=4=2y=2=y=1.

Portanto, os pontos A = (0,2) e B = (—2,1) pertencem a r. Assim, as equagoes pa-

= -2t
T:{x t e R.

ramétricas de r sdo:

Yy = 2—t

Exemplo 4.3. Considere P = (ag,by) # Q = (a1,b,) pontos de R% A aplicacio « :
R — R?, dada por

a(t) = (ag + t(ar — ag), bo + t(by — bo)),

é uma curva parametrizada cujo traco é a reta que passa por P e ().

Seja : R — R? uma aplicacao definida por

B(t) = (ag + t*(a; — ag), by + t3(by — by)).

A aplicacao S também é uma curva parametrizada cujo traco é a reta que passa por P e
Q. Observemos que « e  possuem o mesmo trago. A diferenga entre essas curvas esta

na velocidade que seu traco é percorrido.
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4.2 Parametrizacao de uma circunferéncia

Vamos encontrar primeiramente as equagoes paramétricas da circunferéncia com

centro na origem e posteriormente as equagoes paramétricas com centro fora da origem.

A equagao da circunferéncia de raio r > 0 e centro na origem é dada por
Az +y? =r?

Figura 30: Circunferéncia A\ centrada na origem.

Considerando ¢ a medida em radianos do angulo W (tomada no sentido
positivo), onde O é a origem do sistema cartesiano, P, = (r,0) € A e P = (z,y) € A
Sendo A = (z,0) a projecao ortogonal de P sobre o eixo OX, resulta que AOPA é

retangulo. Dal segue que:

cost = M = cost = z = T = rcost
|OP] r

sent = @ = sent = Y = y = rsent
|OP] r ’

ou seja, as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro (0,0) e raio r, sao dadas

por:

T = rcost
A ;o teR
Yy = rsent

Fazendo t percorrer os valores no intervalo [0,27), obtemos todos os pontos
das circunferéncia. No caso de t € R temos um numero infinito de voltas sobre a circun-

feréncia.

Observagao 4.4. P = (rcost,rsent) percorre a circunferéncia no sentido anti-horario.

Quando a circunferéncia nao estd centrada na origem, sua equagao é A : (z —

2,)? 4+ (y — yo)? = 12, onde (x,,y,) # (0,0) é o centro e r > 0 é o raio da mesma.
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v A
YA
A P
Y
Yo / ¢ -
K Y
(0] o x X

Figura 31: Circunferéncia de centro (z,,y,) 7 (0,0).

Sendo P = (z,y) € A e fazendo uma translacao do sistema OXY', obtemos um

novo sistema OXY', onde O = (z,,¥,) é o centro da circunferéncia. E além disso, temos:

r =2, —I— f f =T — Ty
= . .
Y=Yty Y=Y—%Y%
No sistema OXY as equagoes cartesiana e paramétricas sao, respectivamente:

T = rcost
Z4y=rt . teR.
Yy = rsent

Dai, temos que:

T = rcost T — T, = rcost T =T, + rcost
<~ ~

Y — 1Y, = rsent Y =Y, + rsent ’

ou seja,
r =z, + rcost
, teR,
Yy =1y, +rsent

sdo as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro (x,,y,) e raio r.

Exemplo 4.5. Obter as equacoes paramétricas da circunferéncia A : 224y —6x —4y+4 =
0.

Solugao. Para encontrarmos o centro e o raio da circunferéncia dada, devemos completar
os quadrados da equacao 2% + y? — 6z — 4y +4 = 0.

Temos, (z —3)2 + (y —2)? = 9.

As equacoes paramétricas da circunferéncia, serao:

) r = 3+ 3cost
' y:2+3sent’
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Exemplo 4.6. Parametrizar a circunferéncia A de centro na origem e raio r, no sentido

horario.

Solucgao. Queremos a curva A, onde

T = rcost
A , 0<t<2nm.
Yy = rsent

Pela Definigao 3.5, temos

— |z =rcos(2m —t)
A , 0<t <27,
y = rsen(2mw —t)
ou seja,
— T = rcost
A <t<2rm
y= —rsent

4.3 Parametrizacao de uma elipse

2 2

Sejae: — + Y —1uma elipse de centro na origem do sistema OXY'.

a? b2

Figura 32: Elipse.

Consideremos P = (z,y) € €. Tracamos um arco de circunferéncia de raio a, e

outro de raio b, ambos centrados na origem.

Figura 33: Elipse de centro na origem.
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Marcamos, respectivamente, sobre esses arcos os pontos A de abcissa x e B de
ordenada y, de tal forma que esses pontos (A e B) e a origem estejam numa mesma reta.

O parametro t representa o angulo que esta reta faz com o eixo positivo dos x.

Assim, do triangulo retangulo ON A, obtemos x = acost, e do triangulo retangulo

OMB, y = bsent. Dali,

T = acost
€: , teR,
y = bsent

sao as equagoes paramétricas da elipse de centro na origem e reta focal coincidente com

o eixo OX.
2 2

~ € . . C A -
Observacao 4.7. No caso em que € : 5 + y_2 = 1, verifica-se de maneira idéntica que
a
x = bcost
€: , teR.
y = asent

Se a elipse estiver centrada em (x,,%,) e seus eixos forem paralelos aos eixos

coordenados, através de uma translacao do sistema OXY encontramos

T = X, + acost xr = x,+ bcost
€: ,teR ou €: ,teR.
Y = Yo + bsent y =1y, + asent

Exemplo 4.8. Escrever as equacoes paramétricas da elipse € : 922 + 4y* = 36.

2 2
Solugao. Podemos reescrever 9z%+4y* = 36, como T + Y. — 1. Desta forma as equacgoes

9
paramétricas da elipse, serao:

T = 2cost
€ , telR
y = 3sent

Exemplo 4.9. Parametrize a elipse ¢ : 2% + 4y — 22 — 16y = —1

Solucao. Completando os quadrados,

—1)2 —2)?
@1 -2 _
16 4
vemos que a elipse tem centro no ponto (1, 2), reta focal y = 2 paralela ao eixo OX, a = 4

2 =2 +4y  — 16y = -1

e b = 2. Entao, uma parametrizagao possivel para e, sera:

xr =14 4cost
€. ,
y =2+ 2sent
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4.4 Parametrizacao de uma hipérbole

Considere as funcoes senht : R — R e cosht : R — R, dadas respectiva-
t —t t —t
e —e e +e . . /1
mente por senht = —5 cosht = — denominadas seno hiperbédlico e cosseno

hiperbdlico.

Observe que os pontos (cosht, senht) e (—cosht, senht) pertencem a hipérbole
equilatera (hipérbole em que a medida do eixo real é igual a medida do eixo imaginério)

H : 2?> — y? = 1. Dal verificamos que,

x = cosht
, teR,
y = senht

520 as equacoes paramétricas do ramo H™ de H e,

T = —cosht
, teR,
y= senht

sao as equagoes paramétricas do ramo H~ de H.

H+

(cosht, senht)

Figura 34: Hipérbole centrada na origem.

2 2
Seja agora a hipérbole H : (z on) W beo) = 1 de centro (z,,y,) e reta
a

focal paralela ao eixo OX. Obtemos que,

=1z, =+t ht
{:c x, £ acos tER,

y =y, + bsenht’

sao as equagoes paramétricas da hipérbole.
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De modo analogo verifica-se que,

=z,+b ht
{x X, + 0sen teR.

y =y, + acosht’
(y B yo>2 (I — xo)

sao as equacoes paramétricas da hipérbole H :  — 72 = 1 de centro (z,,Y,)
a

e reta focal paralela ao eixo OY.

Exemplo 4.10. Parametrize a hipérbole H : —2? + 9y? — 22 4+ 18y — 1 = 0.

Solucao. Completando os quadrados, obtemos:

1 2
O +20) — (2" +20) =1 s (y +1)? - E
Logo, H é uma hipébole de centro (—1,—1), reta focal z = —1 paralela ao eixo OY, a = 1
eb=3.
Portanto,

7 {x:—l—i-Ssenht R,

y=—1+ cosht ’

¢ uma parametrizagao possivel de H.

)2 )2
Observacgao 4.11. Se considerarmos a hipérbole H : (v 233 o) — y bzyO) = 1 de centro
a

(%0, Yo) € reta focal paralela ao eixo OX. Podemos mostrar facilmente que

I+ T = x,+ asect te( 7r7r>
| y=yo+btgt ’

- x:xo—asect’ tG(—Z,E),
Y = yo + btgt 22
sao parametrizacoes dos ramos Ht e H~ de H que intersectam o semieixo OX positivo

e o semieixo OX negativo, respectivamente.

4.5 Parametrizacao de uma parabola

Considere a parabola P : (y — y,)?* = 4p(z — x,), de vértice V = (z,,v,), reta

focal paralela ao eixo OX e concavidade voltada para a direita.
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Figura 35: Pardbola de vértice (z,,y,) e foco F'.

2
Fazendoy —y, =t € R, resultay =y, +tex = . + x,. Assim resulta que as
P

equacoes paramétricas de P sao dadas por:

Exemplo 4.12. Parametrize a pardbola P : y* — 2z + 4y = 0.

Solucao. Completando o quadrado:

v =20 +4y =04 (y+2)*=2(z+2),

segue que P é uma parabola de vértice V' = (=2, —2) e reta focal y = —2 paralela ao eixo
OX. Fazendo y + 2 =t € R, temos que

t2
p:lt = 3 . tER,
y =t

sao as equagoes paramétricas da parabola P.

4.6 Parametrizacao da curva de Agnesi

Seja C' um circulo de raio r tangente a duas retas paralelas s; e sy. Sejam O e
A os pontos de tangéncia de C' com s; e sq, respectivamente. Do ponto O tragcamos uma
semirreta em direcao a reta so. Sejam R e () os pontos de intersecao desta semirreta com
C e so, respectivamente. Tracemos o segmento QD perpendicular a s;, com D € s, e a

reta s paralela a s; que passa por R, ver Figura 36.
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Yi
soiy=2r A ()

Figura 36: Construcao da curva de Agnesi.

Seja P o ponto de intersecao da reta s com o segmento (QD. Os pontos P assim
obtidos, tracando todas as semirretas de origem O que intersectam C, descrevem a curva
de Agnesi. Observe que o angulo que estas semirretas fazem com o semieixo OX positivo

varia no intervalo (0, 7).

Para obtermos as equagoes paramétricas da curva de Agnesi, vamos admitir

que O seja a origem do sistema de coordenadas, s; seja o eixo OX e sy : y = 2r.

O nosso problema consiste em determinar as coordenadas dos pontos P = (z, y)

da curva em funcao de apenas um parametro.

Denotando por ¢ a medida do angulo ﬁO\Q, obtemos:

x = |0OD| = |0Q)||cost]| ; y = |RB| = |OR|sent, (1)
onde B ¢ a projegao de R sobre o eixo OX.

Como o triangulo ORA (inscrito no semicirculo C') é retangulo em R, a medida

do angulo OAR 6t e portanto, |OR| = 2rsent. E, sendo o triangulo OD() retangulo em
D e |QD| = 2r, temos |0OQ| = —Tt Substituindo estas relagoes em (1), obtemos:
sen

2rcost
T = = 2rcotgt ; y = 2rsen’t.
sent

Ou seja, as equagbes paramétricas da curva de Agnesi sao:

= 2rcotgt
{x rcotg te(0,7),

y = 2rsen®t’

e seu traco é mostrado na Figura 37.
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Figura 37: Curva de Agnesi.

Observagao 4.13. Através das equactes paramétricas da curva de Agnesi, tiramos que:

t € (0,m).

22 +4r? = 4r%(1 + cotg*t)
y = 2rsen’t

8r3

——— é a equacao cartesiana da curva de Agnesi.
x? + 4r? ’

Dai, segue que y =

Observagao 4.14. A curva de Agnesi foi estudada por Maria Gaetana Agnesi (1718 —
1799) em 1748. Em diversas linguas, a curva de Agnesi é chamada “Bruxa de Agnesi”,
devido a um erro de traducao. John Colson, professor de matematica em Cambridge, que
havia aprendido italiano apenas para traduzir a obra de Agnesi para o inglés, ao invés de
ler la versiera di Agnesi, que significa curva de Agnesi, leu ['avversiera di Agnesi, onde

l’avversiera significa bruxa. Desde entao, em muitas linguas a curva recebeu esse nome.

4.7 Parametrizacao da cissdide de Didcles

Seja OA o diametro sobre o eixo OX de um circulo vy, AE um segmento tangente
ao circulo em A e D o ponto em que OF intersecta o circulo. Se P esta sobre o segmento
OF ¢ |OP| = |DE], o lugar geométrico descrito por tais pontos P é a Cisséide de Didcles,
ver Figura 38.

Para obtermos as equagcoes paramétricas da Cissoide de Didcles, vamos admitir
que O seja a origem do sistema de coordenadas e M a projecao ortogonal do ponto P
sobre o eixo OX. O nosso problema consiste em determinar as coordenadas dos pontos

P = (z,y) da curva em funcdo de apenas um parametro.
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YA

P

14

o M

=y

Figura 38: Construcao da cisséide de Didcles.

Denotando por ¢t a medida do angulo XO\D, onde t € (—g, g) Resulta do

triangulo retangulo ODA que:

sent =

|AD
04]

|AD| = |OA|sent.

Sendo assim, retiramos dos triangulos retangulos ADE e OM P que,

|DE| = |OA|sent.tgt

Pelo fato de |OP| = |DE)|, temos que:

|OM]|
cost

No triangulo OM P tiramos também tgt = ——

= |OA|sent.tgt

e

0P|

|OM|
cost

& |OM| = |OA|sen’t < 1z =|0A|sen’t.

| M P 2 2
tgt = MP|=1]0A tigt & =|0A t.tgt.
o= o @ MPI=[0dleriigt &y =[OAlsenttg
Fazendo |OA| = 2r, onde r é o raio do circulo 7, segue que as equagoes pa-

ramétricas da Cisséide de Didcles sao dadas por:

{

X

Y

2rsen’t

2rsen’t.tgt ’
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Observacao 4.15. Através das equacoes paramétricas da cissoide, tiramos que:

2r —x = 2r —2rsen’t tE( T 7T>
2 = (2r)%sentt.tg*t’ '

$3

2r —

Daf, segue que y? = é a equacao cartesiana da cisséide de Didcles.
x

Exemplo 4.16. Dado um cubo de volume Vj, construir um cubo de volume V5, de tal
forma que Vo = 2.V;.

Solucao. A cisséide de Didcles permitiu resolver este problema, incluido entre os trés
famosos problemas da antiguidade (Quadratrura da Circunferéncia, Trisseccao de um
Angulo e a Duplicacio do Cubo).

Vejamos como isto é possivel. Seja M a intersecao da cisséide com a circunferéncia de
raio 7 > 0. Observe que a perpendicular baixada de M sobre o diametro OA passa pelo

centro C' da circunferéncia (ver Figura 39).

5 P—mw;

M

0 c oL I X

Figura 39: Cissoide de Didcles.

Marquemos o comprimento |C'E| = 2r e liguemos F ao ponto A. Este segmento
intersecta a cisséide em P = (z,y). Baixemos PL perpendicular a OA. Os triangulos
semelhantes PLA e ECA, nos dirao:

LAl _JcAl _r 1

ILP| |CE| 2r

ou,

2r —x

N

Y
=4 r a 5
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Mas, sendo P um ponto da cissoide, temos:

Tomando [ = kz (sendo k um fator de proporcionalidade), para a aresta do cubo de
volume Vi, ls = ky serd o comprimento da aresta do cubo de volume duplo, ou seja, V5.

Com efeito, temos:

Vi = Zzl)’ = k3x3,
Vo = l% = k3y3.
Logo,
Vg_k’3y3_y3_2x3_2
Vi k3a3 3 g3 7
donde:

Vo =2V

4.8 Parametrizagao da cicldide

A cicl6ide pode ser descrita pelo movimento do ponto P = (0,0) de um circulo
de raio r > 0, centrado em (0,7), quando o circulo gira sem deslizar sobre o eixo dos x

(ver Figura 40).

Figura 40: Cicléide.
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Quando o circulo gira um angulo ¢, seu centro se move um comprimento |OB].
Na Figura 40, temos |O B| igual ao comprimento do arco BP, ouseja |OB| = r.t, |CB| = r,
|CD| = rcost e |DP| = rsent.

Portanto, as coordenadas de P sao

r =|0OB| —|DP| =r.t —rsent = r(t — sent)
y =|CB| — |CD| =r —rcost = r(1 — cost),

ou seja, as equacgoes paramétricas da cicléide sao dadas por:

teR.

{x = r(t — sent)

y = r(1—cost)’
Quando t varia de 0 a 27, obtemos o primeiro arco da cicléide.

Exemplo 4.17. Escrever as equagoes paramétricas da curva descrita pelo movimento de
uma cabeca de prego num pneu de um carro que se move em linha reta, se o raio do pneu
é 25cm.

Solucao. Supondo que a cabeca do prego se encontre localizada no pneu em um ponto
P, sua trajetoria é uma cicloide.

As equagbes paramétricas serao:

teR.

{:c = 25(t — sent)

y = 25(1—cost)’

Nas equacoes paramétricas da cicléide é possivel eliminar ¢ para se obter a

equacao cartesiana da mesma. De fato, da segunda equacao, tem-se

cost = 1—g7
r

ou seja,

t = arccos (1 — Q) )
T

Logo,

o —
sent = £V 1 — cos?t = iw.

r
Portanto,
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T = r.arccos (1 - g) + v (2r —y)y,
r

que ¢é a equacao cartesiana da cicléide.

Essa equacao é de pouca utilidade, uma vez que é muito mais facil visualizar
a curva pela descricao do movimento de P e estudar esse movimento pelas suas equagoes

paramétricas, que sao, por assim dizer, as equacoes naturais da cicloide.

Figura 41: Ponto P descrevendo uma cicléide.

4.9 Parametrizacao da hipocicldide

Consideremos dois circulos I' e C' de raios R e r, respectivamente, tais que:
r < R; T' e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estao
no interior de I'. Denominamos hipocicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P,
quando C' rola sobre I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada

por I'.

Para obtermos as equagoes paramétricas da hipocicldide, vamos admitir I' com
centro na origem, C' iniciando o movimento com centro no ponto (R — r,0) e P com

posicao inicial P, = (R, 0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro,

quando C rola sobre I' sem deslizar.

Figura 42: Ponto P descrevendo uma hipocicléide.
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Acompanhe, na Figura 42, a designacao dos seguintes elementos: A é o ponto
de C' que toca I'; Oy é o centro de C; B e D as projecoes de Os sobre os eixos OX e OY;
Q = (z,0) e T = (0,y) as projecoes de P sobre OX e OY; M e N as projecoes de P

sobre O, D e Oy B, respectivamente.

Com essas notacoes, considerando o caso em que B estd entre O e (), mostrado

na Figura 42, temos:

r=10Q| = [0B| +|BQ| = |OB| + [0:M],

(*)
y =|0T| = |OD| — |TD| = |0D| — |O,N]|.

Sabendo que o centro de C' descreve um circulo de raio R—r, e sendo t a medida

do angulo do semi-eixo OX positivo para OO, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R —r)cost e |OD| = (R — r)sent.

Denotando o a medida do angulo de Oy A para O, P, no sentido horario, temos:
OO P=r—a e @D—J@:g—t.

Logo,

zv/o?:(t—aHg

Portanto, no triangulo retangulo PNQO,, temos:

™

|0y M| = rsen(N/O;D) = rsen <(t — )+ 5

) = rcos(t — a) = rcos(a — t),
|OaN| = TCOS(]V/OQ\P) = rcos <(t —a)+ g) = —rsen(t —a) = rsen(a — t).

Observe ainda que o comprimento do arco de A até P, ao longo de C, é igual

ao comprimento do arco de P; até A sobre o ciculo I'. Como a medida do primeiro arco

. , . L, Rt
¢ ra e a medida do segundo é Rt, entao ra = Rt, isto é, a = —.
r

Rt

Substituindo essas identidades nas relagoes (x) e usando o fato de que o = —,
r

obtemos as seguintes equacoes paramétricas da hipocicléide:

r = (R —r)cost+rcos ((R — T) t)
" teR.

y = (R—r)sent—rsen ((R;T) t) 7
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Os cuspides ocorrem nos pontos onde o ponto de tangéncia dos dois circulos é

o ponto P. Portanto, ocorrem quando

.,
t=2mn— =0,1,2, ...
7TTZR n

Um caso particular muito usado ¢ o da hipocicléide de quatro cispides ou

astréide, que é obtida fazendo r = T

Substituindo o valor de r = 1 nas equagoes paramétricas da hipocicldide,

obtemos:

R

T = Z(3cost + cos3t)
R

y= Z(Bsent — sendt).

Utilizando as relacoes trigonométricas

cos3t = 4cos’t — 3cost
sen3t = 3sent — 4sen’t,

vem,

r = Rcosdt
)
y = Rsen’t
que sao as equacoes paramétricas da astroéide.

Eliminando o parametro ¢ das equacoes paraméttricas da astréide, obtemos a

equacao cartesiana desta hipocicléide, que é dada por

223 4423 = 23,

Nas Figuras 43 e 44, mostramos algumas hipocicloides.
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AN
7

Figura 43: Hipocicléide
qualquer. Figura 44: Astréide.

Exemplo 4.18. Dada z%/® + y?/3 = 2, encontrar as equacoes paramétricas desta hipo-

2 3v6
cicloide. Encontrar o vetor velocidade e a velocidade escalar no ponto (%, T\/_> )

Solucao. As equacoOes paramétricas serao:

r = 2v2cos3t
y = 2v2sendt

O vetor velocidade é dado por

o (t) = (—6\/§cos2tsent, 6\/§sen2tcost) :

A velocidade escalar é

!/

o' () Il = VIz' ()] + [y (1))

(@) |
| &' (t) || = V72costtsent + T2senttcos®t
| o' () || = V72senZtcos?t
| o (t) || = 6v/2|sent||cost]|.
No ponto g, %), temos que t = g
Portanto,
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4.10 Parametrizacao da epicicléide

Consideremos dois circulos I' e C' de raios R e r, respectivamente, tais que:
r < R; I" e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estao no
exterior de I'. Denominamos epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando

C rola sobre I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada por I'.

Para obtermos as equagoes paramétricas da hipocicldide, vamos admitir I' com
centro na origem, C' iniciando o movimento com centro no ponto (R + r,0) e P com

posigao inicial P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro,

quando C rola sobre I' sem deslizar.

Figura 45: Ponto P descrevendo uma epicicléide.

Acompanhe, na Figura 45, a designagao dos seguintes elementos: P = (z,y) o
ponto da epicicléide que, estando inicialmente na posicao P, descreve o arco P, P quando
C rola um angulo de medida t sobre I'; A é o ponto de contato entre os circulos; O,
é o centro de C; B e D as projegoes de Oy sobre os eixos OX e OY; Q = (z,0) e
T = (0,y) as projecoes de P sobre OX e OY; M e N as projecoes de P sobre OyD e
O, B, respectivamente, e 6 o angulo A/OQ\P descrito pelo ponto P com respeito a semirreta
radial OOs.

Com essas notagoes, considerando o caso em que () esta entre O e B, mostrado

na Figura 45, temos:

z=|0Q| = [0B| - |@B| = |0B| — [0, M],

(%)
y = |0T| = |O0D| — |TD| = |0D| — |OsN].

Sabendo que o centro de C' descreve um circulo de raio R+, e sendo ¢ a medida

do angulo do semi-eixo OX positivo para OO, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R+r)cost e |OD| = (R + r)sent.
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Sendo # a medida do angulo de Oy A para O, P, no sentido anti-horario, temos:

NOP - G0 ~ A0, — (2 —1) 0= T~ (t+0).

Portanto, no triangulo retangulo PNQO,, temos:

|0 M| = Tsen(N/Og\P) = rsen (g —(t+ 9)) = rcos(t + 0),
|OaN| = rcos(]m) = rcos (g —(t+ 9)) = rsen(t +0).

Rt

Substituindo essas identidades nas relagoes (xx) e usando o fato de que § = —,
r

obtemos as seguintes equacoes paramétricas da epicicloide:

x = (R4 r)cost —rcos ((R—l—r) t>
" teR.

y = (R—kr)sent—rsen((R—i_r) t)
r

Observe que, quando C' percorre um arco de I' de comprimento igual a 277, o

ponto P volta a tocar I'.

R - L.
Portanto, se — = n, onde n € N, entao o ponto P toca I' n vezes e a enésima

vez coincide com sua posi¢ao inicial.

Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I' contém n vezes o

comprimento de C, pois 2rR = 27(nr) = n(27r).

Figura 46: Traco de Figura 47: Traco de
uma epicicléide. outra epicicldide.
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Um caso particular muito usado é o da cardidide, que é obtida fazendo r = R

e, portanto, t = 6.

{x =  2rcost — rcos2t

Yy = 2rsent — rsen2t’

sao as equagoes paramétricas da cardidide.

Figura 48: Cardidide.

4.11 Usando o (Geogebra para modelar as curvas pla-
nas parametrizadas

O Geogebra constitui um recurso didatico importante, e além do mais é um
software gratuito que pode ser baixado em www.geogebra.org. Pretende-se apresen-
tar nesta secao, algumas construcoes de curvas planas parametrizadas, fazendo-se uso
deste software. Para as pessoas que se interessarem pelas construgoes de outras cur-
vas, além das citadas abaixo, entrar em contato pelo endereco eletronico raimundocu-

trim10@gmail.com.

Segundo [6], como consequéncia da utilizagdo do Geogebra ficaram algumas
animagoes geométricas, que permitem visualizar e aprender de forma rapida, alguns dos
contetdos abordados tornando-os acessiveis a todos. E claro que estas animacoes, por si
sO, nao explicam o porqué dos resultados mas fornecem evidéncias que poderao despertar

curiosidade e fornecer motivagao para exploragoes matematicas.

Em comunicagao particular [18], o professor Kénio Silva nos auxiliou com um
tutorial para elaborar algumas curvas planas. A seguir descreveremos o tutorial breve-

mente.

1. Construcao da elipse:

e num plano, trace a reta que passa por dois pontos A e B;
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e trace dois circulos concéntricos de centro A;

e escolha um ponto C' no circulo exterior;

e trace o segmento AC' e determine sua intersegao D com o circulo interior;

e determine o ponto P de intersecao da perpendicular a reta [ que passa por C' com a
paralela a reta [ que passa por D, onde [ é a reta que contém o segmento AB;

e movendo o ponto D ao longo do circulo interior e habilitando o rastro no ponto P,
obtemos todos os pontos P da elipse € de centro A e reta focal [, cujos semieixos tém

comprimentos iguais aos raios dos circulos dados.

Figura 49: Elipse construida.

2. Construgao da parabola:
e num plano, trace a reta r que passa pelos pontos A e B (diretriz da parabola);
e escolha um ponto F, para ser o foco da pardbola, fora da reta r;
e escolha um ponto D na reta r;
e trace a reta mediatriz [ do segmento F'D;
e trace a reta m perpendicular & diretriz r que passa pelo ponto D;
e determine a intersecao P da mediatriz [ com a reta m;
e movendo o ponto D ao longo da reta r e habilitando o rastro no ponto P, obtemos

todos os pontos P da parabola de foco F' e diretriz r.

3. Construgao da curva de Agnesi:
e num plano, trace uma circunferéncia C' de centro O na origem do plano cartesiano or-
togonal (por exemplo) e raio r = 4 (por exemplo);
e trace uma reta r tangente a circunferéncia no ponto A = (0,4). Observe que essa reta
serd paralela ao eixo OX;
e trace uma semirreta ¢t que passe pelo ponto O e por um ponto B qualquer da circun-
feréncia;
e marque o ponto C, resultado da intersecao de r com ¢t;
e pelo ponto C' trace uma reta u paralela ao eixo OY;

e pelo ponto B trace uma reta s paralela ao eixo OX;
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Figura 50: Parabola construida.

e marque o ponto P de intersecao de u com s;
e movendo o ponto B ao longo da circunferéncia e habilitando o rastro no ponto P,

obtemos todos os pontos P da curva de Agnesi.

Figura 51: Curva de Agnesi construida.

4. Construgao da cicléide:
e crie um controle deslizante para um nimero a em um intervalo [0, 4n] (por exemplo)
com incremento 0,01 e animagao crescente;
e crie um ponto A = (a, 1);
e trace uma circunferéncia de centro A = (a, 1) e raio r = 1;
e marque um ponto B na circunferéncia;
e crie um angulo com amplitude fixa a e lado BA, no sentido horério;
e habilite o rastro no ponto B;

e mova a circunferéncia, utilizando o controle deslizante que foi criado.
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Figura 52: Cicléide construida.

Observagao 4.19. Podemos simplesmente digitar as equagoes paramétricas no Geogebra,
para gerarmos o traco da curva. Por exemplo, para gerarmos o trago da cisséide de
Diécles, procedemos da seguinte forma: criamos um controle deslizante para um nimero
r, digitamos na entrada do geogebra curval2 * r x (sen(t)) A 2,2 % r * (sen(t)) A 2 x tg(t)

,t,-pi/2,pi/2 | e por fim clicamos a tecla enter no teclado.

4.12 Areae comprimento de arco de curvas paramétricas

Considere uma curva dada por equagoes paramétricas continuas

x = xz(t) B
{y:y(t),tel_[a,b]c]R, ®

tais que para t; # to temos (z(t1),y(t1)) # (x(t2), y(t2)), pois ndo queremos repetir trechos

da curva.

Proposicao 4.20. A drea sob uma curva de equacoes paramétricas dadas em ®, é: A =

[Py(t).a' (t)dt.

Demonstragao. Sabemos que a drea sob uma curva y = f(x), com x € I € dada por

A:/ F@)dz  f(z) > 0.

Usando as equagoes paramétricas acima, definidas como uma mudan¢a na integral defi-

nida, temos que:

de = ' (t)dt
fx(t)) = y(t).

(1) = ==x(t)
(2) y=f(z)

Logo, a drea sob uma curva € dada por
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b
A= / y(t).2 (1)t
O

Exemplo 4.21. Mostrar que a area de uma elipse de eixo maior 2a e eixo menor 2b é
igual a mab.
Solugao. Podemos representar as equagoes paramétricas de uma elipse de centro (x,, y,)

por:

T = T, + acost

y =y, — bsent’

Dai resulta que a area da elipse, sera:

b
A / y(t).2 (B)dt
A= /%(yo — bsent).(—asent)dt

2T 2T
A —/ (—ayosent)dt—i-/ absen’tdt
0 0

27 27 1 — 2t
A= —/ (ay,sent)dt + ab/ i
0 0

2
¢ 21"
A = —[ay,cost]i" +ab | = — oen
27 4|,
2
A= ab—
)
A = mab.

Exemplo 4.22. A area sob um arco de cicldide é trés vezes a area do circulo gerador.
Solucgao. Consideremos o arco tracado, desde a origem, quando a circunferéncia perfaz

uma revolugao completa. Uma vez que y é uma funcao de x, ver Figura 40, a area pode

2m
A:/ ydzx.
0

Lembrando que z = r(t—sent) e y = r(1 — cost) sao as equagoes paramétricas da cicléide,

ser escrita da seguinte forma

e que dr = (r — rcost)dt, entao
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2
A= / r(1 — cost)(r — rcost)dt
027r
A= / r(1 — cost)r(1 — cost)dt
’ 2
A= r2/ (1 — cost)(1 — cost)dt
0

27
A= 7’2/ (1 — 2cost + cos™t)dt
0

27
1 2t
A:T2/ <1—2008t+i> dt
0 2
27
1 2t
A:rQ/ <1_2008t+_+cos >dt
0

2 2
2
0]

Foi o sdbio italiano Galileu Galilei (1564 — 1642), que estabeleceu, mesmo

2

A=r? [t
0

2

+ &
0 21p

27
— 2sent

sent
+ 4

A = 3mr?.

sem demonstragao, que a area entre um ciclo completo e a reta base, mede exatamente
trés vezes a area do circulo gerador. Problema esse que foi resolvido por seu discipulo
Evangelista Torricelli (1608 — 1647) e, independentemente, pelo francés Gilles Personne
de Roberval (1602 — 1675).

Proposicao 4.23. O comprimento de um arco de equagoes paramétricas dadas em ®, €

L= / VEOE T 7 OPdt

Demonstragao.

Figura 53: Curva aproximada por segmentos de reta.

Ja sabemos que o comprimento do grdfico de uma funcao continua e positiva
f, de classe C', definida em [a,b] € dado por:

L= / VI @P de.
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Seja agora

{x_x(t) el

y =y(t)

as equagoes paramétricas do grafico de f. Temos:

dy ooy
%—f@)—m-

L_/ab,/1+ [ii—grx/(t)dt

L= / VEOET W OF d.

8

Assim,

4

Exemplo 4.24. O comprimento de um arco da cicléide é quatro vezes o diametro do
circulo gerador.

Solugao. Para o célculo do comprimento de um arco de cicldide, as equagoes da cicléide

x(t) = r(t — sent), y(t) = r(1 — cost)

comportam-se como suas equacoes paramétricas, no parametro t, em que 0 < t < 27.

Logo, o comprimento de arco é dado por:

L= [ VOGP

L= /0 ' V/ (r(1 — cost))? + (rsent)? dt
L= /27T V/2r2(1 — cost) dt.

t 1-— t t
Usando a identidade seng = +4/ %, tem-se 1 — cost = 236n2§. Assim,
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/ \/27’2256712 dt
= / 2rsen dt
0

t 27
L= l:—4T'COS—1
2],

L =42r
L = 8&r.

Exemplo 4.25. O comprimento de uma circunferéncia de raio r > 0 é 2nr.
Solugao. Ja sabemos que podemos representar as equagoes paramétricas de uma circun-

feréncia de centro (x,,y,) e raio r > 0 por:

t €0, 2n7].

T = T, + rcost
Y = 1Y, + rsent ’

Dai resulta que o comprimento da circunferéncia, sera:

/ NG R dt

= / Vr2sen?t + r2cos?t dt
0

2T
L:/ rdt
0
2
L:r/ dt
0
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5 Consideracoes finais

Estudar uma curva é compreender o modo (ou modos) como pode ser gerada,
e ficar a conhecer as suas principais propriedades, as suas equagoes em coordenadas car-
tesianas, paramétricas ou polares, as suas relagoes com outras curvas, as suas eventuais
aplicagoes, os mecanismos que as podem tracar e a sua histéria. Esse estudo deve in-
cluir modos praticos de tracar a curva, como por exemplo um programa de computador

(Geogebra ou outro qualquer que esteje relacionado com o conteido).

Através do exposto neste trabalho, verificamos a utilidade do estudo da pa-
rametrizagao das curvas planas, que além de abranger os conhecimentos fundamentais
do Ensino Médio tais como Geometria Analitica (reta, circunferéncia e conicas), Fungao,
Trigonometria e Geometria Euclidiana Plana, permite também um contato com o Calculo
Diferencial e Integral. E uma proposta inovadora, pois faz com que o estudante tenha
uma nova visao sobre as equagoes paramétricas de uma curva plana, deixando de lado a
ideia de que as equagoes paramétricas so servem para determinar a equagao cartesiana da
curva e além disso pode fazer uso de ferramentas de uso pratico, como o software Geo-
gebra, onde através deste programa os alunos poderao construir uma determinada curva,
observando a trajetéria do ponto e a descricao da curva em estudo. Além do mais, com
o conhecimento das curvas parametrizadas, criamos mais uma ferramenta de auxilio na
resolucao de problemas, uma vez que, em muitos casos as equagoes algébricas das curvas,
se apresentam de maneira nao muito 1til para a resolucao dos mesmos, como foi visto no
caso da cicléide. Dentre as varias curvas planas, considera-se relevante o trabalho com
a cicldide, ja que nos proporciona mostrar aplicagoes direta da matematica no cotidiano
(ver apéndices). Sendo assim, espero que esta pesquisa possa render bastante para todos
os estudantes do Ensino Médio e para aqueles que pretendem dar continuidade ao estudo

das curvas planas.
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APENDICE A - A histéria da curva de

menor tempo

A cicléide foi percebida pela primeira vez pelo francés, Charles Bovelles (1479 —
1566), que num trabalho de geometria publicado em Paris, em 1501, se refere a essa curva
ligando-a com o problema da quadratura do circulo. Os primeiros estudos rigorosos que se
tem conhecimento sao devidos a Giles Person de Roberval (1602 — 1675) que a chamou de
trochéide (roda em grego) e a Evangelista Toricelli (1608 — 1647), um discipulo de Galileu
Galilei (1564 —1642). O préprio Galileu Galilei também estudou a curva tendo inclusive a
chamado de cicléide e referiu-se a sua forma graciosa, apontando-a como sugestao para o
perfil dos arcos de construcoes em arquitetura e Blaise Pascal (1623 —1662) que a chamou
de roulette, afirmando sobre ela na Acta Eruditorum ( Revista dos eruditos, publicada
entre 1682 e 1782, mantida por Gottfried Wilhelm Leibniz), segundo [6]:

“A cicloide é uma curva tao usual e corrente que depois da reta e da circun-
feréncia nenhuma outra curva é tao comumente encontrada. E descrita tao frequente-
mente diante de nossos olhos que é surpreendente que nao tenha sido considerada pelos

antigos”.

Na época, havia a necessidade de novas curvas, para testar a eficiéncia de novos
métodos. Surgem assim as curvas cicloidais, que sao aquelas geradas por um ponto de um
circulo que roda sem resvalar sobre uma circunferéncia, chamada cicléide quando o circulo
gerador roda sobre uma circunferéncia de raio infinito, isto é uma reta, epicicléide, quando
o circulo gerador roda sobre uma circunferéncia de raio finito, exterior a ela e hipocicloide,

quando o circulo gerador roda sobre uma circunferéncia de raio finito, interior a ela.

As curvas cicloidais, entao, logo se tornaram popular entre os matemaéticos,
sendo imensamente estuda por célebres mateméaticos como: Mersenne, Christopher Wren,
Pascal, Huygens, os irmaos Bernoulli, Newton, Leibniz, dentre outros além dos acima

citados.

Os estudos sobre a cicléide geraram polémicas entre os matematicos do século
XVII desde Mersenne (1588 — 1648) a familia Bernoulli. Em 1634, Mersenne propos a

Roberval que estudasse a curva, o qual em 1634 pode provar que a area sob um arco da
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curva ¢é exatamente trés vezes a area do circulo gerador, em 1638 descobriu como tracar
a tangente a curva em qualquer ponto, problema que fora resolvido ao mesmo tempo
também por Fermat e Descartes. Ja em 1643, Torricelli enviou a Mersenne a quadratura
da cicléide, e em 1644 publicou uma obra intitulada De parabole que incluia tanto a
quadratura da cicléide, quanto a construgao da tangente. Ressalta-se o fato de Torricelli
nao mencionar que Roberval havia chegado nesse resultado antes dele, e por isso em 1646
Roberval escreveu uma carta acusando Torricelli de plagio, dele e de Fermat. E relevante
mencionar que isso fora um dos acontecimentos polémicos gerados por essa curva. Ou
seja, as propriedades dessa curva apresentam tantas belezas e controvérsias matematicas
que a cicldide passou a ser chamada de a “Helena da Geometria’ou “Pomo da Discordia”,

intitulada dessa maneira pela desarmonia gerada entre os matematicos da época.

Apo6s o alvoroco que a cicldide trouxe a sociedade matematica no decorrer dos
séculos XV e XVII, Johann Bernoulli, professor de matematica em Groningen e membro
da célebre revista Acta Eruditorum, propos como desafio que matematicos determinassem
qual seria a curva de descida mais rapida. Johann langou esse problema como desafio aos
matematicos na Acta Eruditorum da seguinte maneira: suponha que dois pregos sejam
martelados ao acaso em uma parede (ndo na mesma vertical), e que o prego superior seja
conectado ao inferior por um arame flexivel na forma de uma curva lisa. Qual a forma
do arame no qual uma particula deslizard (sem atrito) sob influéncia da gravidade, para

passar do prego superior ao inferior no menor tempo possivel?

Johann por sua vez noticiava possuir uma solucao e provocava os matematicos
da época para que em seis meses (depois prorrogados por mais quatro meses), fizessem o
mesmo, este receberia as glérias de sua proclamacao. Fato curioso é que na sua solucao,
Johann usou uma analogia com a refracao da luz, demonstrando grande engenhosidade

ao relacionar temas que aparentemente eram bem distintos.

No decorrer do prazo foram apresentadas cinco solugoes na Acta Eruditorum,
de 1697, a do proprio Johann Bernoulli, a do seu irmao mais velho Jacob Bernoulli, a
de Leibniz, a de L’Hopital e uma em anonimato, que posteriormente foi revelada ser de

Newton.

Todos esses matematicos, por meios diferentes, chegaram a mesma resposta.
A curva de menor tempo ou Braquistocrona (do grego brakhisto, isto é: mais ligeiro,

chronos, isto é: tempo), deveria ser uma cicléide.

O desafio proposto por Bernoulli tratava-se de encontrar qual deveria ser a
forma de uma rampa para que uma particula, deslizando por ela a partir do repouso e sob
a acao da gravidade, gaste o menor tempo possivel para atingir outro ponto mais baixo
da trajetéria. Esse problema da Braquistécrona foi marcante porque apontou uma linha

de pesquisa, importantissima, chamada de cédlculo das variagoes e que trata do estudo de
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funcionais ou de funcoes que dependem de outras fungoes ou curvas.

Para um estudo mais detalhado e rigoroso sobre a Braquistdcrona, consultar
[21,[3],16] e [14].
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APENDICE B - A cicléide no cotidiano

Através do problema da curva de menor tempo ou Braquistécrona, proposto por

Johann Bernoulli e resolvido por ele e por outros matematicos, chegando-se a conclusao

que essa curva ¢ a cicléide, como ja foi comentado, pode-se observar que a Braquistécrona

esta presente em diversas partes no nosso cotidiano, tais como: pistas de skate, montanhas-

russas, pistas de bicicross e tobogas.

Colocamos abaixo algumas imagens da cicléide, ilustrando a importancia dessa

curva no nosso dia-a-dia.

N

Figura 54: Cicléide inver-
tida.

Figura 57: Exemplo
pratico.

Figura 55: Rampa. Figura 56: Ilustragao pratica.

Figura 58: Pista cicloidal. Figura 59: Toboga.
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