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RESUMO

O objetivo deste trabalho é fortalecer as práticas pedagógicas no ensino dos logaritmos na

Educação Básica, por isso apresentamos os seus conceitos de uma forma diferente, porém mais

interessante e acessível para aprendizagem dos alunos, considerando que os discentes do Ensino

Médio muitos deles apresentam grandes dificuldades na compreenção dos logaritmos, das suas

propriedades e na resolução dos exercícios propostos. Acreditamos que a prática pedagógica se

torna mais eficiente, quando o professor prioriza no seu plano de aula os conceitos relacionados a

história e aplicações dos logaritmos. Escolhemos a apresentação da teoria dos logaritmos segundo

Lima (2013), em que a abordagem dos conceitos é feita de forma geométrica, utilizando a área

aproximada abaixo da hipérbole y = 1
x
, levando em conta que os livros didáticos adotados pelas

instituições de ensino básico não usam a abordagem geométrica para definir os logaritmos naturais

e nem tão pouco os logaritmos de uma base qualquer.

Os logaritmos são uma das poucas funções que transforma a multiplicação em uma soma e o

fato deles determinarem aumento ou diminuição de uma grandeza a uma taxa constante ao valor

da grandeza num instante considerado, apresenta-se como ferramenta matemática aplicável em

várias áreas do conhecimento, sendo que estas aplicações podem ser incluídas no ambiente da

sala de aula, constituindo-se uma interessante alternativa para potencializar o processo de Ensino

e Aprendizagem.
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ABSTRACT

The objective of this work is strengthen of the pedagogical praticals on the teaching of th

logarithms in the Basic Education, so we introduce its concepts of a different form, but more

interesting, and ascessible for learning of the students, we are considering that this students of High

School, many of them show big difficulties in the understanding of the logarithms, its propriety and

in the resolution of the proposed exercises, we believe that this pedagogic pratical become more

efficient, when the teacher prioritizes in your lesson plans of the concepts those are matching to

the history and aplications of the logarithms. We chose the indroduction of logarithms theories

second Lima (2013), in his approaching of the hyperbole y = 1
x
, it is taking on account that the

textboks adopter by the instituitions of basic learning do not use a geometric approaching the

natural logarihms nor the logarihms of any base.

The logarihmsare one of few functions that change the multiplication in an addition and fact

that they determine increase or decrease of a bigness at a costant rate of the value of the quantity,

it is a considerad instant, it presents itself like mathmatical tool applicable in sereval areas of

knowlegde, wherein these applications can be included in the enviroment of classroom, where it is

constituied an interesting for leveraging of the process of teaching and learning.
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INTRODUÇÃO

Um pouco de história

No início do século XV II , a navegação e a astronomia se desenvolvia de uma forma bem

acentuada e seu avanço dependia de longos cálculos aritméticos com números extremamente

grandes. Era necessário um método que simplificasse as operações tais como multiplicação,

divisão, potenciação e extração da raiz quadrada.

Segundo Eves (ver [3] ), "o século XV II é particularmente importante na história da

matemática. Perto do início do século, Napier revelou sua invenção dos logaritmos, Harriot e

Oughhtred contribuíram para a notação e a codificação da álgebra, Galileu fundou a ciência da

dinâmica e Kepler anunciou suas leis do movimento planetário. Mais tarde, Desargues e Pascal

inauguraram um novo campo da geometria pura, Descartes lançou a geometria analítica moderna,

Fermat estabeleceu os fundamentos da teoria dos números moderna e Huygens deu contribuições

de montar a teoria das probabilidades e a outros campos. E então, perto do final do século,

na esteira preparada por vários matemáticos do próprio século, Newton e Leibnis contribuíram

memoravelmente com a criação de cálculo".

O século XV II foi marcado pelas grandes descobertas científicas, naquela época para a

astronomia, a navegação, o comércio, a engenharia e a guerra, os cálculos numéricos eram muito

importantes, como também nos dias atuais, por isso muitos estudos e pesquisas foram feitas afim de

tornar os cálculos cada vez mais rápidos e precisos. Uma das grandes invenções que veio atender

de forma espetacular essas crescentes demandas, foi a criação dos logaritmos.

Napier (1550 − 1617), um nobre escocês, teólogo matemático e inventor, viveu maior parte

1



Introdução 2

da sua vida na grande propriedade de sua família, o castelo de Merchiston, perto de Edimburgo,

Escócia, envolveu-se fortemente em questões religiosas e políticas. Em 1593 publicou um livro

que afirmava que o papa era o anticristo. Napier escreveu também sobre várias máquinas de guerra,

contribuindo assim para questões militares da época.

Durante vinte anos Napier estudou métodos de simplificação de cálculos, pois essa era sua

maior prioridade, antes de sua publicação de suas obras dedicadas aos Logaritmos. A pesquisa de

Napier era baseada em sequências de potências, em que as diferenças dos índices correspondiam a

produtos e quocientes das próprias sequências. Sabemos que os logaritmos como instrumentos de

cálculo reduzem multiplicações e divisões a simples operações de adição e subtração.

De acordo com Boyer (ver [2]), foi apresentado a Napier o método da prostaférese pelo médico

Dr. John Craig, esse método era basicamente fómulas que transformavam o produto de funções

numa soma ou diferença, que era muito utilizado na astronomia e dessa forma John Napier foi

encorajado a publicar seu livro em 1614, intitulado "Uma Descrição da Maravilhosa regra dos

Logaritmos".

Segundo Miguel (ver [4]), "sua capa aparece a explicitação do contexto de uso dos Logaritmos

e de seu uso em uma ou outra trigonometria, bem como em todo cálculo matemático, com

uma explicação mais ampla, mais fácil e mais livre de complicações". Assim, justificando o

proposito de Napier, simplificar os cálculos necessários na astronomia e navegação, que eram

as preocupações presentes, naquele momento histórico, em que nações como Espanha, Portugal e

Inglaterra começaram a colonização das Américas.

No final do século XV I , segundo Boyer (ver [2] ), foi um período onde muito estudos, sobre

trigonometria estavam sendo realizados em todas as partes da Europa. E já eram conhecidas um

grupo de fórmulas que transformavam um produto de funções numa soma ou diferença (regras de

prostaférese). As fórmulas são:

(I) 2cosA · cosB = cos(A+B) + cos(A−B)

(II) 2cosA · senB = sen(A+B)− sen(A−B)

(III) 2senA · cosB = sen(A+B) + sen(A−B)

(IV ) 2senA · senB = cos(A−B)− cos(A+B)
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Os antecessores de Napier não conhecendo ainda os logaritmos, usavam um método para o

cálculo do produto. Esse método foi obtido, considerando as transformações trigonométricas.

Vamos mostrar como eles procederam para encontrar uma fórmula que transforma o produto em

uma soma. Consideremos as seguintes transformações trigonométricas:

(1)sen(x+ y) = senx · cosy + seny · cosx

(2)sen(x− y) = senx · cosy − seny · cosx

Somando (1) e (2) membro a membro, tem-se

sen(x+ y) + sen(x− y) = 2(senx · cosy)

então,

senx · cosy =
1

2
· (sen(x+ y) + sen(x− y)).

Como exemplo vamos efetuar a multiplicação 0,17365 x 0,99027, usando a fórmula:

senx · cosy = 1
2
· (sen(x+ y) + sen(x− y)).

Fazendo uma consulta na tabela trigonométrica, temos que

sen10o = 0, 17365

cos8o = 0, 99027

assim,

sen10o · cos8o = 1

2
· (sen(18o) + sen(2o))

pelas tábuas, segue que

sen18o = 0, 30902

sen2o = 0, 03490



Introdução 4

tem-se,

sen10o · cos8o = 1

2
· (sen(18o) + sen(2o)) =

1

2
· 0, 34392.

Portanto, 0,17365 x 0,99027 = 0,17196.

Muitas são as desvantagens desse método trigonométrico, algumas delas é a dificuldade em

aplicá-lo para produto de mais de três fatores, a impossibilidade para o cálculo de potências e

raízes.

John Napier tinha um complexo conhecimento da correspondência entre as progressões

aritméticas e geométricas o que serviu de base para o desenvolvimento de sua maior invenção:

a tábua de logaritmos. Vamos mostrar um exemplo bem simples afim de ilustrar a forma que era

usada a tabela de Napier, considere duas progressões :

Aritmética: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ...

Geométrica: 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 ...

para calcular o produto de 16 por 128, basta somar os valores correspondentes 4+7 = 11 e portanto

16 · 128 = 2048. Foi tomado na progressão aritmética termos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11..) como

expoente de potências de base 2, os termos correspondentes na progressão geométrica representam

a quantidade resultante indicada. Portanto, 24 = 16, 27 = 128 e 211 = 2048, para calcular 24 · 27 ,

é suficiente somar os expoentes, obtendo 24+7 = 211, que é o produto procurado.

Neste método foi usado uma das propriedades de potenciação, em que para multiplicar duas

potências basta conservar a base e somar os expoentes, isto é, am · an = am+n.

Para construir a tabela de logaritmos, Napier considerou a progressão geométrica

b, b2, b3, b4, ..., bm, ..., bn, ...,

e usou a progressão aritmética

1, 2, 3, 4, ...,m, ...n, ...,

assim o produto bm ·bn = bm+n, de dois termos da primeira progressão está associado a somam+n

dos termos correspondentes da segunda progressão. Napier escolheu b, bem próximo de 1, afim de

manter os termos da progressão geométrica suficientemente próximos para facilitar a interpolação

no preenchimento das colunas entre termos correspondentes. Tomou b = 1 − 1
107

= 0, 9999999.

Chamou de NLog o logaritmo de b segundo Napier.

Para construir a sua tábua de logaritmos, Napier precisava definir

NLog0, 9999999 = 1
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NLog(0, 9999999)2 = 2

NLog(0, 9999999)3 = 3

e assim sucessivamente.

Então, para simplificar os cálculos usou b = 0, 9999999 = 1 − 1
107

e procedeu da seguinte

forma:

b2 = b · b = b(1− 1

107
) = b− b

10000000

b3 = b2 · b = b2(1− 1

107
) = b2 − b2

10000000

b4 = b3 · b = b3(1− 1

107
) = b3 − b3

10000000

e assim por diante.

Como b = 0, 9999999, tem-se b
10000000

= 0, 00000009999999 e daí,

b2 = b− b

10000000
= 0, 9999999− 0, 00000009999999 = 0, 99999980000001

b3 = b2 − b2

10000000
= 0, 99999980000001− 0, 000000099999980000001 =

= 0, 999999700000029999999 ≈ 0, 99999970000003

b4 = b3 − b3

10000000
= 0, 99999970000003− 0, 99999970000003 =

= 0, 99999960000059999997 ≈ 0, 99999970000006.

Napier calculou as potências de a2 até a50 e fez as sucessivas aproximações, definindo então

N log 0, 9999999 = 1

N log 0, 99999980000001 = N log(0, 9999999)2 = 2.

Ele conseguiu obter valores a partir destes de maneira análoga com um bom grau de

aproximação, construindo assim a primeira tabela de logaritmos. Segundo Eves (ver [3]), Napier

publicou sua abordagem dos logaritmos em 1614 num texto intitulado Mirifici Logaritbmorum

canonis descriptio (Descrição da Maravilhosa Lei dos Logaritmos). Henry Briggs (1561− 1631),

professor de geometria do Gresham College de Londres, viajou até Edimburgo para homenagear

o grande criador dos logaritmos e durante essa visita, Briggs sugeriu que o logaritmo de 1 fosse 0

e o logaritmo de 10 fosse uma potência conveniente de 10, facilitando dessa forma a utilidade das
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tábuas, nascendo assim os logaritmos briggsianos ou comuns ou logaritmos decimais.

Napier adotou a palavra logaritmo que significa "número de razão", enquanto Briggs usou a

palavra mantissa, que é um termo latino cujo significado é "adição". A tábua dos logaritmos de

Nepier foi adotada por toda Europa. De acordo com Eves (ver [3] ), "na astronomia em particular,

já estava passando da hora para essa descoberta; pois como afirmou Laplace, a invenção dos

logaritmos ao diminuir o trabalho, dobrou a vida dos astronômos".

Jost Biirgi (1552 − 1632), suíço, fabricante de instrumentos para astronomia, matemático e

inventor, concebeu e construiu uma tábua de logaritmos independentemente de Napier. Devido ao

bom relacionamento de Napier com os professores unversitários, a influência no desenvolvimento

dos logaritmos foi muito maior do que a de Biirgi e dessa forma as tábuas de Napier foram

publicadas seis anos antes do que a de Biirgi. As tabelas logarítmicas de Biirgi foram publicadas

em 1620, há relatos que seus trabalhos acerca dos logaritmos já estavam em andamento desde

1558, na sua pesquisa ele estabeleceu uma conexão entre as progressões e os logaritmos e assim

como Napier, foi inspirado no método de Prostatérese na simplificação de cálculos.

De acordo com Eves (ver [3] ), "em 1971 a Nicarágua lançou uma série de selos postais

para homenagear as "dez fórmulas matemáticas mais importantes do mundo". Cada selo estampa

uma fórmula particular acompanhada de uma ilustração e traz também um comentário breve em

espanhol sobre a importância da fórmula. Um dos selos é dedicado aos logaritmos de Napier".

As tábuas logarítmicas foram elaboradas na intenção de reduzir os grandes cálculos exaustivos,

a sua estrutura consiste em uma tabela com duas colunas, onde cada número na coluna da esquerda

correspondia ao seu logaritmo na coluna da direita. Elas certamente contribuíram muito para o

desenvolvimento da humanidade.

Segundo Lima (ver [1] ), para multiplicar dois números bastava somar seus logaritmos e

encontrar o valor correspondente. O mesmo ocorreria na divisão com dois números, bastava

subtraír seus logaritmos correspondentes. E para elevar um número a uma potência qualquer

bastava multiplicar o logaritmo do número pelo expoente enquanto para calcular a raiz n-ésima

de um número, era suficiente dividir o logaritmo pelo índice da raiz.

Com esse novo método de calcular, simplificando grandes operações matemáticas, que

demoravam horas e até mesmo dias para ser solucionadas, o tempo de resolução foi reduzido

para pequenos intervalos de tempo. E dessa forma a astronomia e a navegação atingiu seu maior

apogeu naquela época. Em particular as navegações, considerando as grandes descobertas de novas

Terras, a título de exemplo o descobrimento das Américas, seu desbravamento e sua colonização,

foi potencializada no século XV II , graças a grande invenção de Napier.

A invenção dos logaritmos geralmente é atribuída ao matemático John Napier, mas em 1667
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outro matemático escocês, James Gregory, mostrou como calcular logaritmos achando as áreas de

paralelogramos inscritos entre hipérboles e suas assíntotas. Com essa nova definição através de

área, foi definido o número e .

O uso do símbolo e teve origem com Euler em 1748, que usou a relação:

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
),

para calcular o número e até 23a casa decimal. Devido a esses resultados e, é muitas vezes chamado

de número de Euler.

Euler foi o primeiro matemático a inferir que e é um número irracional. Logo depois de

Liouville ter provado a existência de números transcendentes, Charles Hermite provou que e é um

número transcendente. Devido a sua grande importância no estudos dos logaritmos, os logaritmos

naturais têm uma notação especial, que veremos mais adiante neste trabalho.

Estrutura do Trabalho

Neste trabalho introduzimos e apresentamos a teoria dos logaritmos de acordo com a referência

[1], visto que a abordagem da referida referência, dada aos logaritmos, não é explorado no Ensino

Médio.

No Capítulo 1, abordamos as principais propriedades dos logaritmos.

No Capítulo 2, definimos os logaritmos naturais através da área limitada por uma faixa de

hipérbole.

No Capítulo 3, introduzimos a mudança de base de logaritmos, a função exponencial e os

logaritmos decimais.

No Capítulo 4, tratamos as aplicações dos logaritmos decimais e naturais, em alguns

fenômenos da natureza, econômicos, físicos, químicos, como Desintegração radioativa, método

do carbono 14, Terremotos, Potencial de Hidrogenônico, Lei de Resfriamento de Newton, Juros

Contínuos, Perdas Contínuos e Pressão Atmosférica.

No Capítulo 5, damos uma sugestão para uma Feira de Matemática no Ensino Médio.

No Apêndice, mostramos duas tabelas, uma dos logaritmos decimais e outra dos naturais.



CAPÍTULO 1

FUNÇÕES LOGARÍTMICAS

1 Funções logarítmicas

Neste capítulo vamos definir a função logarítmica e suas propriedades de acordo com a

referência [1].

Definição 1.1. Uma função real L : R+ → R é chamada de função logarítmica se satisfazer as

seguintes propriedades:

(A) L é uma função crescente, isto é, ∀x, y ∈ R+, x < y, então L(x) < L(y);

(B) ∀x, y ∈ R+, tem-se que L(xy) = L(x) + L(y).

Para todo x ∈ R+, chamaremos o número L(x) de logaritmo de x. Se considerarmos outras

funções logarítmicas além de L, diremos que L(x) é o logaritmo de x segundo L.

Observação 1.1. Neste trabalho deve ficar claro, sobre os conjuntos numéricos que:

N = {1, 2, 3, 4, ...}, é o conjunto dos números naturais;

Z = N ∪ {0} ∪ (−N), é o conjunto dos números inteiros;

Q = {p
q
; p ∈ Z, q ∈ N}, é o conjunto dos números racionais;

Qc, é o conjunto dos números irracionais;

R = Q ∪Qc, é o conjunto dos números reais;

R+ = {x ∈ R;x > 0}, é o conjunto dos números reais positivos.

A seguir demonstraremos algumas propriedades das funções logarítmicas.

Propriedade1.1 A função logarítmica L: R+ → R é injetiva.

8
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Demonstração. Dados x, y ∈ R+, com x 6= y, então devemos ter x < y ou y < x, logo deve

ocorrer L(x) < L(y) ou L(y) < L(x). Portanto, L(x) 6= L(y).

Propriedade 1.2 Dada a função logarítmica L : R+ → R, então L(1) = 0 .

Demonstração. De fato, L(1) = L(1 · 1) = L(1) + L(1), então L(1) = L(1) + L(1). Logo,

L(1) = 0.

Propriedade 1.3. Quaisquer que sejam x, y, no domínio da função L, com 0 < x < 1 e y > 1,

tem-se que L(x) < 0 e L(y) > 0 .

Demonstração. Sabemos que L é crescente, então para todo x, y pertencente ao conjunto R+, com

0 < x < 1 < y, teremos L(x) < L(1) < L(y), isto é, L(x) < 0 < L(y). Portanto, L(x) < 0 e

L(y) > 0.

Propriedade 1.4. Qualquer que seja x > 0, então L( 1
x
) = −L(x).

Demonstração. Dado x > 0, tem-se x · ( 1
x
) = 1, logo L(x( 1

x
)) = L(1). Daí, L(x) + L( 1

x
) = 0.

Portanto, L( 1
x
) = −L(x).

Propriedade 1.5. Para todo x, y ∈ R+, tem-se L(x
y
) = L(x)− L(y).

Demonstração. Dados x, y ∈ R+, então x
y

= x ( 1
y
), assim L(x

y
) = L(x( 1

y
)) = L(x) + L( 1

y
), logo

L(x
y
) = L(x)− L(y) .

Propriedade 1.6. Qualquer que seja x ∈ R+ e para todo r =
p

q
, r ∈ Q, então L(xr) = rL(x).

Demonstração. Pela propriedade (B) da Definção 1.1, temos que L(xy) = L(x) + L(y),

então L((xy)z) = L(xy) + L(z) = L(x) + L(y) + L(z), com x, y, z ∈ R+. Considerando

x1, x2, x3, ..., xn ∈ R+, vamos provar por indução que, ∀n ∈ N, tem-se

L(x1x2x3...xn) = L(x1) + L(x2) + L(x3) + ...+ L(xn). (1.6)
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Suponhamos que para algum n ∈ N, a igualdade (1.6) seja verdadeira, então somando L(xn+1),

em ambos os membros da referida igualdade, com xn+1 > 0, teremos

L(x1x2x3...xn) + L(xn+1) = L(x1) + L(x2) + L(x3) + ...+ L(xn) + L(xn+1).

Assim,

L(x1x2x3...xnxn+1) = L(x1) + L(x2) + L(x3) + ...+ L(xn) + L(xn+1),

portanto, L(x1x2x3...xn) = L(x1)+L(x2)+L(x3)+ ...+L(xn), ∀n ∈ N. Em particular, fazendo

x1 = x2 = x3 = ... = xn = x, x ∈ R+, tem-se

L(x · x · x · ... · x) = L(x) + L(x) + L(x) + ...+ L(x) = nL(x).

Isto, é L(xn) = nL(x), ou seja para r = n, n ∈ N, é verdadeira a igualdade L(xr) = rL(x).

Para r = 0, vale a igualdade L(xr) = rL(x). Com efeito, L(x0) = L(1) = 0 = 0 · L(x).
Considerando os inteiros negativos, também é verdadeira a igualdade L(xr) = rL(x). De fato

fazendo r = −n, com n ∈ N, temos que xn · x−n = 1, então L(xn · x−n) = L(1), segue que

L(xn) + L(x−n) = 0. Isto é, L(x−n) = −nL(x).
Finalmente, seja r =

p

q
, onde p ∈ Z e q ∈ N, para todo x ∈ R+ temos

(xr)q = (x
p
q )q = xp.

Então L((xr)q) = L(xp), isto é, qL(xr) = L(xp) = pL(x). Ou seja L(xr) =
p

q
· L(x) = r · L(x).

Portanto, podemos concluir que L(xr) = rL(x), para todo r racional.

Propriedade 1.7. A função logarítmica L: R+ → R é ilimitada superior e inferiormente.

Demonstração. Para provar que a função L é ilimitada superiormente, devemos mostrar que dado

um número real δ, existe um número x ∈ R+, tal que, L(x) > δ. Consideremos um número n ∈ N,

suficientemente grande, tal que n >
δ

L(2)
. Então, nL(2) > δ, pois L(2) > 0, daí L(2n) > δ. Basta

tomar x = 2n, assim L(x) > δ, ou seja L: R+ → R é ilimitada superiormente .

Agora vamos mostrar que função logarítmica L: R+ → R é ilimitada inferiormente, isto é,

∀a ∈ R, existe um número x ∈ R+, tal que L(x) < a. Assim, dado um número real a, vimos

acima, que podemos achar y ∈ R+, de modo que L(y) > −a. Como L( 1
y
) = −L(y) e tomando

x = 1
y
, segue que L(x) = L( 1

y
) = −L(y) < a. Portanto L: R+ → R é ilimitada inferiormente .
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Observação 1.2. A função logarítmica L, não está definida para x = 0. Pois caso contrário seria

L(0) = L(y · 0) = L(y) + L(0).

Donde, L(y) = 0, ∀y ∈ R+, isto é, a função L seria identicamente nula, contrariando a

propriedade (A) da Definição 1.1.

1.1 A correspondência biunívoca e a
mudança de base

O teorema a seguir mostra que podemos obter uma função logarítmica a partir de uma constante

positiva qualquer e uma função logarítmica dada, ou seja, a menos de uma constante, todas funções

logarítmicas são iguais.

Teorema 1.1. Dadas as funções logarítmicas L, M:R+ → R, existe uma constante c > 0, tal que

M(x) = cL(x), para todo x > 0.

Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que se L(a) = M(a) para algum a > 1, então

L(x) =M(x), ∀x ∈ R+. Temos L(ar) =M(ar), para todo r racional. De fato,

L(ar) = rL(a) = rM(a) =M(ar).

Suponhamos por absurdo que, para algum b > 0, ocorra L(b) 6= M(b) e seja L(b) < M(b).

Consideremos um número natural n suficientemente grande tal que

n[M(b)− L(b)] > L(a).

Assim,

M(b)− L(b) > L(a)

n
= L(a

1
n ).

Escolhendo c = L(a
1
n ) e considerando que os números c, 2c, 3c, ..., dividem R+ em intervalos

justapostos de mesmo comprimento c (veja a Figura 1.0.), temos que M(b)− L(b) > c. Então
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deve existir algum m natural, tal que L(b) < mc < M(b). Como mc = mL(a
1
n ) = L(a

m
n ), logo

L(b) < L(a
m
n ) < M(b). Assim, L(b) < L(a

m
n ) = M(a

m
n ) < M(b). Sendo L crescente, tem-se

b < a
m
n . Do mesmo modo, como M é crescente, temos que a

m
n < b, resultando uma contradição.

Portanto não existe b, tal que L(b) 6=M(b). Então L(x) =M(x), qualquer que seja x > 0.

Mostraremos o caso geral. Sejam L e M funções logarítmicas arbitrárias. Temos L(2) > 0 e

M(2) > 0, visto que 2 > 1 e ainda L(1) =M(1) = 0. Tomando c = M(2)
L(2)

, consideremos a função

logarítmica N : R+ → R, tal que, N(x) = cL(x). Então N(2) = M(2)
L(2)
· L(2) = M(2), segue do

que se provou acima que N(x) = M(x), para todo x > 0. Portanto, como N(x) = cL(x), tem-se

M(x) = cL(x), ∀x ∈ R+.

 

                 Figura 1.0. 

Lema 1.1. Seja L: R+ → R uma função logarítmica. Dados arbitrariamente dois números reais

u < v, existe x > 0 tal que, u < L(x) < v.

Demonstração. Seja n um número natural tal que n > L(2)
v−u . Daí

v − u > L(2)

n
.

Tomando c = L(2)
n

, então v − u > c. Os multíplos inteiros da forma mc, m ∈ Z, decompõem a

reta real em intervalos justapostos, cujo comprimento c é menor do que o comprimento v − u do

intervalo I = (u, v) ( observe a Figura 1.0.), então

mc = m · L(2)
n

=
1

n
· L(2m) = L(2

m
n ).

Logo, pelo menos um desses multíplos mc, pertencem a I = (u, v), isto é, basta fazer x = 2
m
n e

teremos u < L(x) < v.
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Qualquer função logarítmica é sobrejetiva, como trata o próximo o teorema. Na sua

demonstração, vamos considerar que todo número real α, admite uma representação decimal

α = α0, α1α2...αn... = α0 +
α1

10
+
α2

102
+ ...+

αn
10n

+ ...

onde a parte inteira α0 ∈ Z e os algarismos decimais αn, com n ≥ 1, pertencem ao intervalo [0, 9].

Para todo n ≥ 0, podemos escrever,

α = α0, α1α2...αn = α0 +
α1

10
+
α2

102
+ ...+

αn
10n

.

Então αn < α e α− αn < 1
10n

, qualquer que seja n ∈ Z, n ≥ 0.

Dado um número real x, com x < α, deve existir n ∈ N, tal que, x < αn. De fato, x < α

significa α− x > 0. Tomando n tão grande que

1

10n
< α− x.

Tem-se

α− αn <
1

10n
< α− x,

logo α− αn < α− x.

Teorema 1.2. Toda função logarítmica L é sobrejetiva, isto é, dado qualquer número real b, existe

um (único) número real positivo α tal que L(α) = b.

Demonstração. Dado b ∈ R, vamos determinar um número α ∈ R+, tal que, L(α) = b. Para achar

α, usaremos uma versão moderna de um processo milenar para resolução numérica de equações

que os chineses antigos chamavam o "método do elemento celestial ". Através desse método

podemos encontrar, um a um, os inteiros

a0, a1, a2, ..., an, ...

que compõem a representação decimal do número real

a0, a1a2...an...

Assim, mostraremos que de fato L(α) = b.

Para determinar a parte inteira α0, usaremos o fato de L ser uma função crescente ilimitada,

então deve existir números inteiros k tais que L(k) > b. Consideremos a0+1 como sendo o menor
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inteiro tal que L(a0 + 1) > b. Logo

L(a0) ≤ b < L(a0 + 1).

Devemos considerar os números a0, a0 + 1
10

, a0 + 2
10

, ..., a0 + 9
10

, a0 + 1. Como

L(a0) ≤ b < L(a0 + 1),

devem existir dois números consecutivos α1, α1 +
1
10

nesta sequência, de modo que,

L(α1) ≤ b < L(α1 +
1

10
),

isto é, deve existir a1 ∈ Z, com 0 ≤ a1 < 9, tal que, sendo

α1 = a0 +
a1
10
,

tem-se

L(α1) ≤ b < L(α1 +
1

10
).

Analogamente consideremos os números a1, a1 + 1
102

, a1 + 2
102

, ... , a1 + 9
102

, a1 + 1
10

, temos

que deve existir a2, com 0 ≤ a2 ≤ 9, de modo que, pondo

α2 = a0 +
a1
10

+
a2
102

,

então

L(α2) ≤ b < L(α2 +
1

102
).

Prosseguindo de forma análoga, encontramos a representação decimal de um número real

a = a0, a1a2...an... = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ ...+
an
10n

+ ...

tal que, pondo

αn = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ ...+
an
10n

,

tem-se:

L(αn) ≤ b < L(αn +
1

10n
).

Para todo n ∈ Z, n ≥ 0.
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Agora mostraremos que L(α) = b. Consideremos que L(α) < b, assim pelo Lema 1.1, existe

x > 0, tal que

L(α) < L(x) < b.

O fato de L ser crescente, tem-se α < x. Assim, tomando n suficientemente grande, de modo que,

x− α > 1

10n
,

ou seja,

α +
1

10n
< x,

como αn < α, então

αn +
1

10n
< α+

1

10n
< x.

Sendo L crescente, de x > αn +
1

10n
, logo

L(x) > L(αn +
1

10n
) > b.

Absurdo, pois x foi escolhido de modo que L(x) < b.

Analogamente, não pode ocorrer L(α) > b. De fato, usando Lema 1.1 novamente,

consideremos x > 0 tal que,

b < L(x) < L(α).

Como L é crescente, temos que x < α. Então para algum n natural, tem-se x < αn, daí vem que,

L(x) < L(αn).

Então

L(x) < L(αn) ≤ b,

assim L(x) < b. Um absurdo, pois x foi obtido de modo que b < L(x).

Portanto, podemos concluir que para todo b ∈ R, existe um número α ∈ R+, tal que, L(α) = b.

Corolário 1.1. Toda função logarítmica L: R+ → R é uma bijeção entre R+ e R.

Demonstração. Basta mostrar que L: R+ → R é ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva. Pela

Propriedade 1.1, L é injetiva e pelo Teorema 1.2, mostramos que L é sobrejetiva. Portanto, toda

função logarítmica L: R+ → R é uma bijeção entre R+ e R.



Funções logarítmicas 16

O colorário acima mostra que dado um único número real qualquer y, podemos encontrar na

tábua logarítmica o número x > 0, em que y é o seu logaritmo. Esta possibilidade é fundamental

para o uso dos logaritmos no cálculo aritmético. É fácil ver que a tábua dos logaritmos, lida da

direita para esquerda é a tabela da função exponencial, que trataremos adiante.

Observação 1.3. Note que embora usando uma abordagem diferente daquela feita no ensino

médio, observamos que os conceitos e as propriedades relacionadas aos logaritmos continuam

válidas.



CAPÍTULO 2

ÁREA DE UMA FAIXA DE HIPÉRBOLE

2 Área de uma faixa de hipérbole

Neste capítulo abordaremos alguns resultados sobre a área de uma faixa de hipérbole. Tais

resultados serão utilizados para definirmos o logaritmo natural.

Vamos definir área de uma faixa de hipérbole. Para tal consideremos duas retas orientadas,

perpendiculares entre si e cada par ordenado (x, y) de números reais, representa um ponto do

plano, tal que y =
1

x
. Para o nosso estudo, vamos considerar apenas o ramo positivo da hipérbole

equilátera xy = 1, definida por H = {(x, y);x > 0, y =
1

x
}. Dados a, b ∈ R+, denotamos por Hb

a

o conjunto dos pontos (x, y) do plano tais que a ≤ x ≤ b e 0 ≤ y ≤ 1

x
. Este conjunto é chamado

de faixa de hipérbole que é a região limitada pelas duas retas verticais x = a e x = b, pelos eixos

das abscissas e pela hipérbole H .

Vamos calcular a área aproximada de uma faixa Hb
a, por meio de pontos intermediários,

decompondo o intervalo [a, b] num número finito de intervalos justapostos. Para cada um dos

intervalos [c, d] da decomposição, tal que, a < c < d < b, consideremos o retângulo inscrito na

faixa Hb
a. A reunião de todos esses retângulos inscritos é chamado de polígono retangular inscrito

na referida faixa.

Veja a Figura 1.1 (página 18) o aspecto geométrico do gráfico da hipérbole y =
1

x
, com x > 0;

a região hachurada é a faixa Hb
a, representada na Figura 1.2 (página 19) ; o polígono retangular

inscrito na faixa Hb
a, tem aspecto geométrico de acordo com a Figura 1.3 (página 20).

17
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Cada polígono retangular inscrito na faixa Hb
a, fornece um valor aproximado por falta para a

área de Hb
a. Quanto mais subdividirmos o intervalo [a, b], mais próximo será o valor exato da área

da faixa Hb
a. Estes conceitos serão usado mais adiante para definir o logaritmo natural.

O teorema a seguir é o mais importante sobre as áreas das faixas de hipérbole.

Teorema 2.1. Dado um número real k > 0, então as faixas Hb
a e Hbk

ak têm mesma área.

Demonstração. Vamos calcular a área de um retângulo inscrito emH cuja base é o segmento [c, d].

Então,
1

d
· (d− c) = 1− c

d
,

agora calcularemos a área do retângulo inscrito em H e cuja base é o segmento [ck, dk], k > 0 ora,

1

dk
(dk − ck) = 1− c

d
.

Portanto, segue que as faixas Hb
a e Hbk

ak, com k > 0, tem mesma área.

Se multiplicarmos por k cada uma das abscissas dos pontos da divisão de [a, b], determinados

por uma região retangular P obteremos uma subdvisão do intervalo [ak, bk] e portanto o polígono

retangular P ′ inscrito na faixa Hbk
ak, terá cada um dos retângulos que o compõem com mesma área

que a do retângulo correspondente em P . Então para cada polígono retângular inscrito em Hb
a,

existe um inscrito em Hbk
ak com a mesma área.

O Teorema 2.1 tem uma consequência muito importante, pois transforma as áreas de qualquer

faixa nas áreas das faixas da forma Hc
1. De fato, Área(Hb

a) = Área(Hbk
ak), tomando k =

1

a
, temos

Área(Hb
a) = Área(H

b 1
a

a 1
a

) = Área(H
b
a
1 ) e fazendo c = b

a
, tem-se Área(Hb

a) = Área(Hc
1).

Por convenção, para a área da faixa de hipérbole Hb
a, se a < b, então Área(Hb

a) > 0, quando

b < a, tem-se Área(Hb
a) =− Área(Ha

b ), isto é, Área(Hb
a) < 0, sendo a = b, logo Área(Ha

a ) = 0.

Quando a < b < c, tem-se Área(Hb
a) + Área(Hc

b ) = Área(Hc
a), cuja verificação é elementar.

O teorema a seguir é uma ferramenta usada neste trabalho, para mostrar que ln : R+ → R é

uma função logarítmica.

Teorema 2.2. Dados a, b, c, números reais quaisquer, então Área(Hb
a) + Área(Hc

b ) = Área(Hc
a).

Demonstração. Devemos considerar seis casos distintos, vamos mostrar apenas o caso em que

c < a < b, os outros casos a demostração é análoga. Se c < a < b, então
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Área(Hb
c ) = Área(Ha

c ) + Área(Hb
a).

Daí,

Área(Ha
c ) = Área(Hb

c ) − Área(Hb
a) =⇒− Área(Hc

a) = − Área(Hc
b ) − Área(Hb

a).

Portanto,

Área(Hc
a) = Área(Hb

a) + Área(Hc
b ).

Observação 2.1. O teorema que afirma serem as áreas de Hb
a e Hbk

ak iguais continua válido mesmo

com esta convenção de sinais. Com efeito, ainda que se tenha b < a será, também

bk < ak,

pois k > 0.

Portanto, se for b < a tem-se Área(Hb
a) = − Área(Ha

b ) = − Área(Hak
bk ) = Área(Hbk

ak).

Observação 2.2. Sendo c < b < a, a < c < b, b < c < a, c < b < a, a < c < b, vale

a igualdade Área(Hb
a) + Área(Hc

b ) = Área(Hc
a), mesmo que se tenha a = c, a = b, b = c, ou

a = b = c, a igualdade ainda se mantém verdadeira.

2.1 Logaritmos naturais

Uma consequência muito importante da área da faixa de uma hipérbole é a definição dos

logaritmos naturais. Assim temos que para todo x > 0, lnx = Área(Hx
1 ), onde lnx representa

o logaritmo natural de x. E pelas convenções citadas anteriormente, segue que:

(i) ln 1 = Área(H1
1 ) = 0 =⇒ ln 1 = 0;

(ii) x > 1 =⇒ lnx = Área(Hx
1 )> 0 =⇒ lnx > 0;
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(iii) 0 < x < 1 =⇒ lnx = Área(Hx
1 )< 0 =⇒ lnx < 0.

 

                            Figura 1.4. A área hachurada é igual a ln 𝑥 

Observação 2.3. Temos que lnx não está definida para x < 0.

Exemplo 2.1. Calcularemos um valor aproximado para ln 2. Vamos tomar o intervalo [1, 2] e

dividi-lo em dez partes iguais por meio dos pontos:

1; 1, 1; 1, 2; 1, 3; 1, 4; 1, 5; 1, 6; 1, 7; 1, 8; 1, 9; 2, 0.

Agora calculando os valores de 1
x
, de cada um dos valores acima, teremos:

1, 000; 0, 909; 0, 833; 0, 769; 0, 714; 0, 666; 0, 625; 0, 588; 0, 556; 0526; 0, 500.

Uma aproximação inferior para ln 2, é numericamente igual a área do polígono retangular inscrito

na faixaH2
1 , que é composto por dez retângulos de bases medindo 0, 1 e suas alturas os dez útimos

valores de 1
x

descritos acima. Portanto, a área é:
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ln2 = Área(H2
1 ) = 0, 0909 + 0, 0833 + 0, 0769 + 0, 0714 + 0, 0666 + 0, 0625 + +0, 0588 +

+0, 0556 + 0, 0526 + 0, 0500 = 0, 6687.

Então um valor aproximado (por falta) para ln 2 é 0, 6687.

Exemplo 2.2. Calcularemos agora um valor aproximado para ln 3. Procedendo de modo análogo

tomando o intervalo [1, 3] e dividindo-o em vinte partes iguais por meio dos pontos: 1; 1,1; 1,2;

1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9; 2,0; 2,1; 2,2; 2,3; 2,4; 2,5; 2,6; 2,7; 2,8; 2,9; 3,0. Agora

calculando os valores de 1
x
, de cada um dos valores acima, teremos: 1,000; 0,909; 0,833; 0,769;

0,714; 0,666; 0,625; 0,588; 0,556; 0526; 0,500; 0,476; 0,455; 0,435; 0,417; 0,400; 0,385;0,370;

0,357; 0,345; 0,333. Uma aproximação inferior para ln 3, é numericamente igual a área do

polígono retangular inscrito na faixa H3
1 , que é composto por vinte retângulos de bases medindo

0, 1 e suas alturas os vinte útimos valores de 1
x

descritos acima. Portanto a área é:

ln 3 = Área(H3
1 ) = 0, 0909 + 0, 0833 + 0, 0769 + 0, 0714 + 0, 0666 + 0, 0625 + +0, 0588 +

0, 0556+0, 0526+0, 0500+0, 0476+0, 0455+0, 0435+0, 0417+0, 0400+0, 0385++0, 0370+

0, 0357 + 0, 0345 + 0, 0333 = 1, 066.

Então um valor aproximado (por falta) para ln 3 é 1, 066.

O teorema a seguir mostra que se, lnx = Área(Hx
1 ), satisfaz as propriedades (A) e (B) da

Definição 1.1, então é uma função logarítmica.

Teorema 2.3. ln : R+ → R é uma função logarítmica.

Demonstração. Vamos mostrar que ∀x, y ∈ R+, tem-se

ln(xy) = ln(x) + ln(y).

Considerando a igualdade Área(Hc
a) = Área(Hb

a) + Área(Hc
b ), podemos escrever

Área(Hxy
1 ) = Área(Hx

1 ) + Área(Hxy
x ). (2.1)

E pelo teorema 2.1, tem-se

Área(Hxy
x ) = Área(Hy

1 ). (2.2)
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Substituindo (2.2) em (2.1), teremos Área(Hxy
1 ) = Área(Hx

1 ) + Área(Hy
1 ), isto é,

ln(xy) = ln(x) + ln(y),

∀x, y ∈ R+.

Agora vamos provar que ln : R+ → R, é crescente. Dados x, y ∈ R+, com x < y, deve existir

um número a > 1, tal que, y = ax. Então,

ln y = ln(ax) = ln a+ lnx.

Pelo fato de a > 1, logo lna > 0, tem-se

ln y > lnx.

Assim, ln é crescente.

Portanto provamos que ln : R+ → R é uma função logarítmica.

As regras de cálculo com logaritmos naturais (onde x, y são números reais positivos e

m ∈ N ∪ {0}) a seguir são consequências do teorema 2.3:

ln
1

x
= − lnx

ln
x

y
= lnx− ln y

ln(xm) = m · lnx

ln( m
√
x) =

lnx

m
.

Essas regras são muito usadas no cálculo de logaritmos e simplificam uma operação aritmética,

por outra mais simples ainda.

Exemplo 2.3. Vamos calcular ln 64, usando a regra ln(xm) = m · lnx, então

ln 64 = ln(26) = 6 ln 2.
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Consultando a tábua dos logaritmos no Apêndice, encontramos ln 2 = 0, 693. Logo,

ln 64 = 6 · 0, 693 = 4, 158.

Exemplo 2.4. Calculando agora ln 9
5
, devemos usar a regra ln x

y
= ln(x)− ln(y). Daí,

ln
9

5
= ln 9− ln 5 = 2 ln 3− ln 5.

Consultando na tábua dos logaritmos encontramos ln 3 = 1, 0986 e ln 5 = 1, 6094. Então,

ln
9

5
= 2 · 1, 0986− 1, 6094 = 0, 5878.

Exemplo 2.5. Usando a regra ln 1
x
= − lnx, vamos calcular ln 1

9
. Como ln 9 = 2 ln 3 = 2, 1972,

tem-se

ln
1

9
= − ln 9 = −2, 1972.

Exemplo 2.6. Vamos calcular ln( 10
√
9), usando a regra ln( n

√
x) =

lnx

n
, segue que

ln(
10
√
9) =

ln 9

10
=

2, 197

10
= 0, 21972.

2.2 O número e

As funções logarítmicas são bijetoras, então podemos garantir que existe um único número real

x tal que, lnx = 1. Esse número é representado pela letra e, ele é a base do sistema de logarítmos

naturais. Simbolicamente, tem-se

lnx = 1 ⇐⇒ x = e.

O número e é considerado um dos números mais importantes da matemática. Como lnx < 0,

quando 0 < x < 1 e ainda, lnx = 1 > 0, então e > 1.

Vimos que um valor aproximado para ln 2 = 0, 693 e para ln 3 = 1, 098, logo

ln 2 < ln e < ln 3,
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isto é, 2 < e < 3, veja na Figura 1.5 que essa relação é verdadeira e como por definição ln e = 1,

logo Área(He
1) = 1. Pode-se demonstrar que e é um número irracional e daí, seu desenvolvimento

não é periódico. Um valor aproximado de e com oito algarismos decimais é 2, 71828182.

 

         Figura 1.5 

Teorema 2.4. Seja r = p
q

um número racional. Tem-se y = er se e somente se, ln y = r.

Demonstração. Dado y = er, então

ln y = ln er = r · ln e = r · 1 = r.

Portanto, ln y = r, ∀r ∈ Q. Reciprocamente, seja y ∈ R+, tal que

ln y = r.

Sabemos que ln e = 1, então

ln y = r · ln e.
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Daí, podemos escrever

ln y = ln er.

Do fato de ln : R+ → R ser uma função logarítmica, pela injetividade segue que

y = er.



CAPÍTULO 3

FUNÇÃO EXPONENCIAL NATURAL E A

MUDANÇA DE BASE

3 Função exponencial natural e a mudança
de base

Vamos definir a função exponencial de uma base qualquer, mostraremos seus teoremas, suas

propriedades e os conceitos relacionados a ela. Trataremos também sobre a mudança de base do

logaritmo e finalmente definiremos os logaritmos decimais.

Definição 3.1. Dado um número real x, definimos ex como sendo o único número positivo cujo

logaritmo natural é x.

A faixa de hipérbole Hy
1 tem área igual a x quando tomamos como abscissa y = ex (veja a

Figura 1.6). Assim, quando x > 0, então ex > 1 e para x < 0, logo ex < 1 e ainda qualquer que

seja x ∈ R, tem-se ex > 0. Simbolicamente podemos definir ex da seguinte forma:

y = ex ⇐⇒ x = ln y.

29
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                      Figura 1.6                  

Como toda função logarítmica é bijeção entre R+ e R, podemos garantir a existência de ex e

sua unicidade. A função exponencial natural e : R → R+, definida por y = ex é a inversa da

função logarítmica ln : R+ → R, definida por x = ln y. Portanto, as igualdades a seguir são

verdadeiras ∀x ∈ R, qualquer que seja y ∈ R+:

ln(ex) = x;

eln y = y.

A propriedade fundamental da função exponencial natural é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.1. Para todos os números reais x, y, tem-se

ex · ey = ex+y.

Demonstração. Usaremos a igualdade ln(ex) = x, ∀x ∈ R, então

ln(ex · ey) = ln ex + ln ey = x+ y.
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Temos que ex · ey é o número real, cujo logarítmo natural é x+ y. De modo análogo, tem -se

ln(ex+y) = x+ y.

Assim, segue que ex+y é o número real, cujo logarítmo natural é x+ y. Portanto, pela injetividade

de ln : R+ → R, temos que ∀x, y ∈ R, tem-se ex+y = ex · ey.

Qualquer que seja x ∈ R, tem-se a−x =
1

ax
, para todo a ∈ R+, valendo a mesma regra quando

a = e, como mostra o colorário a seguir.

Corolário 3.1. Para todo número real x, então e−x =
1

ex
.

Demonstração. Usando o fato de e0 = 1 e o teorema anterior, então

e−x · ex = e−x+x = e0 = 1.

Daí,

e−x · ex = 1.

Assim, e−x =
1

ex
, ∀x ∈ R.

Teorema 3.2. A função exponencial natural e : R → R+ é crescente e assume todos os valores

positivos quando x varia entre −∞ e +∞.

Demonstração. Vamos mostrar que a função exponencial natural é crescente. Assim ∀x, y ∈ R,

consideremos x < y, temos que

x = ln(ex)

e

y = ln(ey).

Então não podemos ter ex = ey, pois isso levaria x = y e ainda não podemos ter ey < ex, pois isso

acarretaria ln(ey) < ln(ex), logo y < x. Portanto, para x < y, tem-se ex < ey. Agora, dado a ∈
R+, tomando x = ln a, segue que

ex = eln a = a.
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3.1 Outras bases

A hipérbole y =
1

x
foi usada para definir os logaritmos naturais. Consideremos a hipérbole

y =
k

x
, onde k > 0. Teremos que para cada valor de k tem-se um novo sistema de logaritmos.

Sejam a e b pontos do eixo x e considerando a faixa de H(k)ab de hipérbole y =
k

x
compreendida

entre as retas x = a e x = b.

Dado um segmento [c, d], contido no intervalo [a, b], vamos tomar um retângulo de base em

[c, d], inscrito na hipérbole y =
1

x
, com altura

1

d
. Seja um outro retângulo de base em [c, d],

inscrito na hipérbole y =
k

x
, onde sua altura é

k

d
e portanto a área do primeiro será

1

d
· (d− c) = 1− c

d
,

enquanto a do segundo
k

d
· (d− c) = k · (1− c

d
).

Concluímos que a área do segundo é k vezes a do primeiro.

Qualquer que seja a divisão do intervalo [a, b], sempre determinará dois polígonos retangulares,

um inscrito na faixa Hb
a, enquanto o outro na faixa H(k)ba. Portanto, mostramos que:

Área de H(k)ba = k· Área de Hb
a.

Dado um número real k > 0, definimos um novo sistema de logaritmos da forma:

log x = Área de H(k)x1 , ∀x ∈ R+, ou de maneira equivalente podemos escrever,

log x = k · lnx.

Chamaremos de base do novo sistema de logaritmos o número real a > 0 tal que log a = 1. Temos

que,

log a = k · ln a = 1.

Assim,

ln a =
1

k
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logo,

eln a = e
1
k

isto é,

a = e
1
k ,

para k > 0.

Uma notação para os logaritmos de base a é loga x, onde x > 0. Como k = 1
ln a

e logx = k·lnx.

Então,

loga x =
lnx

ln a
.

Assim,

loga a =
ln a

ln a
.

Ou seja,

loga a = 1.

O teorema a seguir garante que loga : R+ → R, é uma função logarítmica, com a > 1.

Teorema 3.3. Para cada a > 1 a função real, definida para todo x > 0, loga : R+ → R, é uma

função logarítmica.

Demonstração. Dados x, y ∈ R+, seja x < y, como

loga x =
lnx

ln a

e

loga y =
ln y

ln a
.

O fato de ln ser uma função logarítmica, tem-se

lnx < ln y.

Pelo fato de a > 1, tem-se ln a > 0, então

lnx

ln a
<

ln y

ln a
=⇒ loga x < loga y.

Portanto, loga : R+ → R, é uma função crescente.

Para todo x, y ∈ R+, segue
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loga (xy) =
ln(xy)

ln a
=

lnx+ ln y

ln a
=

lnx

ln a
+

ln y

ln a
.

Donde,

loga (xy) = loga x+ loga y.

Observação 3.1. Quando 0 < a < 1, podemos tomar b = 1
a
, então b > 1 e

log 1
b
x =

lnx

ln1
b

= − lnx

ln b
= − logb x,

isto é,

loga x = − logb x.

Logo não há necessidade de estudar logaritmos com base menor do que 1.

3.2 Mudança de base e a potência ax com
x ∈ R

Dados a > 1 e b > 1, qualquer que seja x > 0, vale a igualdade loga x =
logb x

logb a
.

Teorema 3.4. Sejam a e b números maiores do que 1. Para todo x > 0, tem-se

logb x = loga x · logb a.

Demonstração. Temos que

logb x =
lnx

ln b
,

loga x =
lnx

ln a

e

logb a =
ln a

ln b
.

Então,

loga x · logb a =
lnx

ln a
· ln a
ln b

=
lnx

ln b
.
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Logo,

loga x · logb a = logb x.

Exemplo 3.1. Tomando a = 10 e b = e, teremos lnx = log10 x · ln 10. Assim, se desejarmos

construir uma tábua de logaritmos naturais basta multiplicar todos os logaritmos de uma tábua

de base 10, pelo ln 10 = 2, 3025. Fazendo x = b na fórmula de mudança de base, então

loga b · logb a = 1.

Isto é,

loga b =
1

logb a
.

Sabemos que ln(ar) = r · ln a é verdadeira para a > 0 e r = p
q

racional. Vamos definir ax de tal

maneira que a igualdade

ln(ax) = x · ln a. (3.3)

continue valida. Para garantir a validade de (3.3), devemos definir ax como sendo o único número

real positivo cujo logaritmo natural é x · ln a.

Definição 3.2. Dados a > 0 e para todo x ∈ R, a potência ax é o único número real positivo cujo

logaritmo natural é x · ln a.

Assim, para x = p
q
, com x ∈ Q e q > 0, o número real positivo q

√
a
p tem logaritmo natural

igual a p
q
· ln a, isto é, x · ln a. Logo a definição que demos para ax coincide com a do caso x

racional. Portanto ax está definido ∀x ∈ R.

3.3 Propriedades

As propriedades a seguir são usadas na simplificação de cálculos com logaritmos.

Propriedade 3.3.1. Dados a > 0 e b > 1, qualquer que seja x ∈ R, tem-se que

logb a
x = x logb a .
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Demonstração. Temos que,

logb a
x =

ln(ax)

ln b
= x · ln a

ln b
= x · logb a

então,

logb a
x = x · logb a.

Propriedade 3.3.2. Para todo a > 1, tem-se loga a
x = x.

Demonstração. Basta tomar a = b em logb a
x = x · logb a. Então,

loga a
x = x · loga a = x · 1

ou seja,

loga a
x = x.

Propriedade 3.3.3. Qualquer que seja a > 0, tem-se ex·ln a = ax.

Demonstração. Pela definição 3.2, dado a > 0,

x · ln a = ln(ax),

∀x ∈ R. Então,

ex·ln a = eln a
x

= ax.

3.4 Função exponencial

Uma função exponencial de base a, que associa a cada x real a potência ax, tem propriedades

análogas as já demonstradas para a função exponencial natural ex, como mostra os teoremas a

seguir :

Teorema 3.5. ∀x, y ∈ R, tem-se ax · ay = ax+y.
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Demonstração. Pelo teorema 3.3, segue

loga(a
x · ay) = loga a

x + loga a
y = x+ y

ou seja,

loga(a
x · ay) = x+ y.

Como a função loga : R+ → R é injetiva, logo ax · ay e ax+y tem o mesmo logaritmo na base a.

Portanto,

ax · ay = ax+y.

Teorema 3.6. ∀x, y ∈ R, tem-se (ax)y = axy.

Demonstração. Temos que,

loga [(a
x)y] = y · loga ax = xy.

E ainda,

loga a
xy = xy

daí,

loga [(a
x)y] = loga (a

xy).

portanto (ax)y = axy, pela injetividade da função logarítmica.

Observação 3.2. Quando a > 1, a função x 7→ ax é contínua, positiva e crescente, ∀x ∈ R,

tem-se limx→∞ a
x =∞ e limx→−∞ a

x = 0.

Observação 3.3. Quando 0 < a < 1, então a função x 7→ ax, permanece contínua, positiva mas

decrescente, com limx→∞ a
x = 0 e limx→−∞ a

x =∞.

3.5 Logaritmos decimais

Chama-se logaritmos decimais o sistema de logaritmos, cuja a base é 10, sua notação é log10 x
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ou log x. Usaremos a segunda representação. Então

log x =
lnx

ln 10
,

∀x ∈ R+.

Exemplo 3.2. Para calcular log 6, temos

log 6 =
ln 6

ln 10
.

Consultando a tabela de logaritmos naturais no Apêndice, temos que ln 6 = 1, 7918 e ln 10 =

2, 3026. Assim,

log 6 =
1, 7918

2, 3026
= 0, 7782.

Exemplo 3.3. Vamos encontrar o valor de x, que satisfaz a equação xlog x = 3. Tem-se,

xlog x = 3 =⇒ lnxlog x = ln 3

então,

lnx
ln x
ln 10 = ln 3 =⇒ lnx

ln 10
· lnx = ln 3.

Assim,
(lnx)2

ln 10
= ln 3 =⇒ (lnx)2 = ln 3 · ln 10

donde,

lnx =
√
ln 3 · ln 10.

portanto,

x = e
√
ln 3·ln 10.

3.5.1 Característica e mantissa de um
logaritmo decimal

Um número positivo x pode ser escrito na forma x = a x 10n, onde a ∈ [1, 10) e n um número

qualquer. Sendo x = a x 10n, sob as condições descritas acima, então

log x = log(a · 10n),



Função exponencial natural e a mudança de base 39

isto é,

log x = log a+ n log 10.

Assim,

logx = loga+ n,

como 1 ≤ a < 10, tem-se

log 1 ≤ log a < log 10.

Ou seja,

0 ≤ log a < 1.

Portanto, quando x = a x 10n, com 1 ≤ a < 10 e n ∈ Z, segue log x = log a + n, com

0 ≤ log a < 1.

Chamaremos log a de mantissa e n de característica do logaritmo de x. Logo podemos escrever,

log x = característica + mantissa.

Temos que log a > 0, pois 1 ≤ a < 10, assim a mantissa sempre será positiva, por outro lado

a característica de log x é um número inteiro qualquer.

Exemplo 3.4. Sendo x = 63, 2, vamos calcular log x. Então

log x = log 63, 2 = log 6, 32 + 1.

Usando a tábua do Apêndice, temos log 6, 32 = 0, 8007. Portanto, log 63, 2 = 1, 8007.

Exemplo 3.5. Vamos determinar log 547. Temos que,

547 = 5, 47 · 102.

Então,

log 547 = log 5, 47 + log 102 = log 5, 47 + 2

Consultando na tábua do Apêndice, encontramos log 5, 47 = 0, 7380 (mantissa de log 547 ), a

característica é 2. Assim, log 547 = 2, 7380.

Observação 3.4. Nos exemplos anteriores os cálculos foram feitos quando x > 1 e portanto,

log x > 0.
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Exemplo 3.6. Agara vamos considerar um número x, tal que 0 < x < 1. Seja x = 0, 000876,

logo,

log x = log 0, 000876 = log 8, 76 + log 10−4 = −4 + log 8, 76.

Pela tabela do Apêndice, tem-se

log x = log 0, 000876 = −4 + 0, 9425,

isto é, log 0, 000876 = −3, 0575.



CAPÍTULO 4

ALGUMAS APLICAÇÕES DO LOGARITMO

4 Aplicações logarítmicas no Ensino
Médio

Muitos professores da Educação Básica apresentam dificuldades em considerar os conteúdos

matemáticos na sua totalidade, acabando por fragmentar conhecimentos e saberes. O ensino de

Logaritmos é pouco explorado no Ensino Médio. É necessário o comprometimento do docente

para desenvolver a capacidade de articular seu plano de aula, usando as aplicações logarítmicas,

como recurso didático de forma interdisciplinar, visto que os logaritmos são aplicados na química,

física, geografia, arqueologia, economia e muitas outras áreas do conhecimento. O resultado dessa

prática pedagógica fará com que o estudante avance no conhecimento dos logaritmos e outras

disciplinas, ampliando e diversificando o processo ensino-aprendizagem.

A aprendizagem será efetiva no processo de construção dos conceitos matemáticos se for

trabalhada de maneira que o aluno entenda-a no seu contexto e seja apresentada de forma

significativa. Com base nessa perspectiva, as aplicações logarítmicas entram como uma solução

na significação e na contextualização de conceitos abordados neste trabalho. Podemos através

das aplicações logarítmicas, transformar problemas reais em problemas matemáticos e resolvê-los

interpretando suas soluções na linguagem do mundo real e na matemática.

Os logaritmos foram inventados exclusivamente para facilitar os cálculos de navegação,

astronomia, engenharia, comércio e outras áreas, mas o fato de determinar o aumento ou a

diminuição de uma grandeza de forma proporcional ao valor da grandeza num dado intervalo de

tempo, encontramos hoje suas aplicações em várias áreas do conhecimento.

41
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No Ensino Médio pouco se fala sobre a história e as aplicações dos logaritmos. Muitos

estudantes são desmotivados a aprender determinado conteúdo matemático, pois não conhece onde

surgiu aquele conhecimento, quem o produziu e também não sabem quais são suas aplicações no

seu cotidiano. Uma maneira de tornar o ensino dos logaritmos interessante e motivador é falar

sobre suas aplicações, fazer um paralelo entre o abstrato e o concreto. Essa é a proposta de

trabalho para o professor do Ensino Médio, ministrar aulas, usando as aplicações logarítmicas

descritas neste capítulo.

4.1 Lei de resfriamento de Newton

No século XV II , o matemático, físico e astrônomo inglês, Isaac Newton (1643− 1727), que

lançou a base do cálculo diferencial e integral, muitos anos antes da descoberta feita por Leibniz

(1646− 1716), criou a Lei de resfriamento de um corpo, ele descobriu que a partir de observações

experimentais, pode-se determinar com exatidão, que a temperatura de um corpo se altera a partir

de uma taxa proporcional à diferença de temperatura entre o corpo e o meio-ambiente, essa é a

conhecida Lei de Resfriamento de Newton.

Na investigação de um homicídio ou de uma morte acidental, em muitos casos é fundamental

saber o instante da morte. Vamos deduzir uma fórmula matemática que vai solucionar este

problema. Como a taxa na qual um corpo perde calor é proporcional à diferença de temperatura

entre o objeto, e o meio que o contém, então matematicamente esta relação é expressa da forma:

dT

dt
= −k(T − TA).

Temos que, dT representa a variação de temperatura do objeto durante um intervalo de tempo

dt muito pequeno, T é a temperatura do corpo em um dado intervalo de tempo, TA a temperatura

do meio que contém o corpo e k é uma constante de proporcionalidade. Usando algumas técnicas

de Cálculo, vamos encontrar uma aplicação dos logaritmos. Então,

dT

dt
= −k(T − TA) =⇒

dT

T − TA
= −kdt

tem-se, ∫ T

T0

dT

T − TA
= −

∫ t

0

kdt
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daí,

[ln(T − TA)]TT0 = −kt

assim,

ln(T − TA)− ln(T0 − TA) = −kt

donde,

ln
T − TA
To − TA

= −kt.

Logo,
T − TA
To − TA

= e−kt.

Portanto,

T − TA = (To − TA)e−kt,

fazendo T − TA = D(t) e To − TA = D0, onde D0 é a diferença de temperatura no instante t = 0

e D(t) é a diferença no instante t qualquer. Assim, teremos

D(t) = D0 · e−kt.

Exemplo 4.1. O corpo de uma vítma de assassinato foi encontrado as 22 horas, as 22h30min

o médico legista chegou imediatamente no local tomou a temperatura do cadáver, que era de

32, 5oC. Uma hora mais tarde tomou a temperatura outra vez e encontrou 31, 5oC; a temperatura

do ambiente foi mantida constante a 16, 5oC. Considerando a temperatura normal da pessoal viva

36, 5oC, determine a que horas a pessoa morreu.

Resolução 4.1: Usando a fómula D(t) = D0 · e−kt, vamos encontrar inicialmente o valor de

k. Temos que,

D(1) = 31, 5− 16, 5

e

D0 = 32, 5− 16, 5.

Então,

15 = 16e−k

daí,

ln
15

16
= −k
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logo,

k = 0, 064.

Assim,

D(t) = 16 · e−0,064t,

como D(t) = 36, 5− 16, 5, segue que

20 = 16 · e−0,064t

tem-se,

ln
5

4
= ln(e−0,064t)

donde,

ln(1, 25) = −0, 064t.

Logo, t = −3, 5h, o intervalo de tempo é negativo indicando que a pessoa morreu três horas e

trinta minutos antes de ser achado. Como corpo da vítma foi encontrado as 22 horas, portanto a

hora que a pessoa morreu foi 18h30min.

4.2 Potencial hidrogenônico

O bioquímico dinamarquês Peter Lauritz Sorensen (1868 − 1939), estudando reações

enzimáticas e controle de qualidade da cerveja, determinou uma escala de PH ou potencial de

hidrogenônico de uma solução, que consiste na indicação da acidez, neutralidade ou alcalinidade

de um meio qualquer. O PH é definido como o logaritmo decimal do inverso da concentração de

H3O
+(íon hidrônio).

Assim,

PH = − log[H3O
+].

A classificação do PH são de três formas a seguir:

(i) Se 0 < PH < 7, então a solução é ácida;

(ii) Se PH = 7, então a solução é neutra;
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(iii) Se 7 < PH < 14, então a solução é básica.

Exemplo 4.2. A água do mar tem PH = 8, 0. Vamos calcular a sua concentração de íons H3O
+.

Usaremos a fórmula PH = − log[H3O
+], então 8, 0 = − log[H3O

+] =⇒ log[H3O
+] = −8 =⇒

[H3O
+] = 10−8. A concentração de íons H3O

+ na água do mar é [H3O
+] = 10−8 mol por litro

de solução.

4.3 Terremotos

A magnitude de um terremoto provocado pelo movimento das placas tectônicas, é medida pela

escala Richter, seu criador foi Charles Richter, ele estudou que desastres de grandes proporções

liberam energia das placas tectônicas. A escala Richter é logarítimica e possui pontuação de 0 a

9 graus. Nessa escala a magnitude ou graus é o logaritmo decimal da medida das amplitudes das

ondas produzidas pela liberação de energia do terremoto. Matematicamente a escala Richter, é

dada pela fórmula:

M = logA− logA0,

onde M : magnitude; A: amplitude máxima; A0: amplitude de referência.

O aparelho usado para medir as amplitudes é chamado de sismógrafo. A escala Richter pode ser

escrita de várias formas distintas, depende apenas das variáveis escolhidas para sua composição.

Vamos estudar outra fómula que usa a variável E, que representa a energia mecânica liberada pelo

abalo. A magnitude do terremoto é descrita por:

M =
2

3
· logE − 13

4
.

Exemplo 4.3. Em 1995 terremoto em Kobe no Japão, liberou 4, 0 · 1015J de energia mecânica, no

abalo. Calcule a magnitude do terremoto.

Solução: Vamos usar a fórmula

M =
2

3
· logE − 13

4
,

para determinar a magnitude do terremoto, sendo E = 4, 0 · 1015J . Então,
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M =
2

3
· log(4, 0 · 1015)− 13

4

daí,

M =
2

3
· log(4, 0) + log(1015)− 13

4
.

Assim, como log(4, 0) = 0, 6020, teremos

M = 0, 67 · (0, 6020 + 15)− 3, 25 ≈ 7, 2

portanto, o terremoto em Kobe no Japão teve magnitude de 7, 2 na Escala Richter.

Observação 4.1. Sabemos que 1kwh = 1000·3600wh = 3, 6·106J , daí 4, 0·1015J ≈ 1, 2·109kwh.

Considerando que o consumo mensal de uma casa seja de 100kwh, então a energia liberada

no terremoto em Kobe, é suficiente para alimentar por um mês 12 milhões de residências, cujo

consumo mensal é 100kwh.

Exemplo 4.4. O terremoto ocorrido em janeiro de 2010 no Haiti teve magnitude 2, 0 · 1015J
de energia liberada e o do Chile (2010), acusou 9, 55 · 1017J . Várias notícias foram divulgadas

comparando esses dois terremotos. A relação existente entre as magnitudes das energias liberadas

por esses dois terremotos é de
9, 55 · 1017J
2, 0 · 1015J

= 477, 5.

O terremoto ocorrido no Chile foi em termos de liberação de energia cerca de 477, 5 vezes maior

do que o ocorrido no Haiti.

4.4 Desintegração radioativa

Os núcleos atômicos possuem a propriedade de emitir partículas e radiações eletromagnétcas

que se transformam em núcleos mas estáveis, isto é, um atômo de uma substância radioativa se

desintegra, emitindo partículas, transformando em outra não radioativa. Esse fenômeno é chamado

de desintegração radioativa. Um exemplo clássico é quando o urânio (U238) sofre decaimento

radioativo até se transformar no chumbo (Pb206).

O tempo que os atômos levam para ficarem estáveis varia muito, ele é chamado de meia vida,

que é o tempo necessário para metade dos isótopos de uma amostra radioativa se desintegrar. Esse

fenômeno ocorre de tal forma que para um instante considerado a quantidade de matéria de uma
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substância radioativa se desintegre de forma proporcional a quantidade de massa da substância

original presente no corpo no instante dado.

Chamaremos de α a constante de proporcionalidade que é determinada em laboratório, o valor

de α depende do átomo que compõe a substância radioativa. Dado um corpo de massa M0, cuja

taxa de desintegração é α, considerando que sua desintegração ocorra de maneira instantânea, no

fim de cada segundo, então M0 é a massa da substância quando t = 0, passados t = 1 segundos a

perda de massa deve ser α ·M0. Daí,

M1 =M0 − α ·M0 =M0(1− α),

decorridos dois segundos, teria

M2 =M1 −M0 · (1− α) · α =M0(1− α)−M0 · (1− α) · α =M0 · (1− α)(1− α).

Assim,

M2 =M0(1− α)2.

De uma forma geral, para um instante t segundos restaria a massa:

M(t) =M0(1− α)t.

Vamos determinar uma melhor aproximação para esse fenômeno, assim fixado um número natural

n e considerando que a desintegração ocorra em cada intervalo de tempo
1

n
de segundo a massa se

reduzirá a:

M0 −
α

n
·M0 =M0(1−

α

n
).

Passado um segundo, ocorreria n desintegraçãoes e fazendo as n reduções, a quantidade de matéria

restante será:

M0(1−
α

n
)n.

Se dividirmos o intervalo [0, 1], por um número n ∈ N, suficientemente grande, sendo cada uma

das partes iguais, então a massa do corpo será:

lim
n→∞

M0(1−
α

n
)n =M0 · e−α.
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Observação 4.2. Para chegarmos neste resultado usamos a definição tradicional do cáculo

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
).

Assim,

lim
n→∞

(1− 1

n
) = lim

n→∞
(1 + (− 1

n
)) = e−1.

Vamos calcular a quantidade de matéria no fim de t segundos, devemos considerar o intervalo

[0, t] e dividi-lo em n partes iguais, logo a massa que sobrará é:

M0 −M0 ·
α · t
n

=M0(1−
α · t
n

).

Dividindo o intervalo [0, t], por um número natural n, onde as n partes do intervalo são iguais. Após

t segundos, teríamos n desintegrações e portanto a massa do corpo restante deve ser M0(1− α·t
n
)n.

Após dividirmos o intervalo [0, t], por n suficientemente grande a massa do corpo será reduzida à:

lim
n→∞

M0(1−
α · t
n

)n =M0 · e−α·t,

tomando

lim
n→∞

M0(1−
α · t
n

)n =M(t),

então

M(t) =M0 · e−α·t.

Observação 4.3. A unidade de tempo poderia ser outra diferente do segundo, e para cada unidade

de tempo adotado a constante α altera de forma proporcional .

Considerando uma substância radioativa, cuja meia-vida é t0 unidades de tempo. Então, na

fórmula M(t) =M0 · e−α·t, fazendo M(t) = 1
2
·M0, teremos

1

2
·M0 =M0 · e−α·t0 .

Ou seja,
1

2
= e−α·t0 ,

tomando ln em ambos os lados da igualdade,

ln
1

2
= ln(e−α·t0)
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donde,

− ln 2 = −α · t0.

Então, t0 = ln 2
α

ou α = ln 2
t0

. Assim, podemos calcular a meia-vida t0, conhecendo a taxa de

desintegração e vice-versa.

Exemplo 4.5. Uma substância radioativa, vazou contaminando um laboratório durante um

experimento. Sabendo que a taxa de desintegração da substância é 0, 4 ao ano e que o ambiente

só pode ser liberado quando a substância tiver reduzido 1
8

da quantidade de matéria inicial,

determine em quanto tempo esse ambiente estará seguro para ser utilizado.

Solução: Usaremos a fórmula

M(t) =M0 · e−α·t,

onde M(t) = M0

8
e α = 0, 4. Então,

M0

8
=M0 · e−α·t.

Ou seja,
1

8
= e−α·t.

Daí, aplicando ln em ambos os lados igualdade,

ln
1

8
= ln(e−α·t)

assim,

3 ln 2 = 0, 4t =⇒ t =
3 ln 2

0, 4
.

Usando a tábua dos logaritmos no Apêndice, ln 2 = 0, 6931. Logo,

t =
3 · 0, 6931

0, 4
≈ 5, 2.

O ambiente estará seguro para ser utilizado 5 anos 2 meses e 12 dias .

4.5 Carbono 14

O carbono 14 (C14), é um isótopo radioativo natural do átomo carbono. Dos cinco isótopos
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instáveis do carbono, o elemento químico C14 é o que possui maior meia-vida, que vale

aproximadamente 5570 anos. Ele é formado nas camadas superiores da atmosfera, devido ao

bombardeio da terra por raios cósmicos.

Nos anos 40 Willar Libby, percebeu que a quantidade de carbono 14, dos tecidos orgânicos

mortos diminuía a um ritmo constante com o passar do tempo. Libby usou objetos de idade

conhecida, respaldado por documentos históricos e comparou esta com os resultados de sua

radiotação. Os diferentes experimentos comprovou a viabilidade do método cerca de 70 mil anos.

Os seres vivos absorvem e perdem carbono 14 mantendo a sua taxa constante. A partir da

morte de um ser vivo o C14 deixa de ser absorvido, a quantidade de carbono nele existente passa

a desintegrar a uma taxa uniforme. Seja α a taxa de desintegração do carbono 14, sabemos que

α = ln 2
t0

, como para o C14, t0 = 5570 ( a meia-vida), então α = ln 2
5570

.

Exemplo 4.6. No ano de 1998 encontraram o manto que teria sido utilizado para cobrir o corpo

de cristo após a crucificação, foi analisado através da técnica do isótopo com número de massa

14 do carbono, cuja radioatividade no linho do manto é de 12, 18 desintegraçãoes por minuto por

grama. Usando a fórmula

M(t) =M0 · e−α·t,

onde M0 = 14 desintegrações por minuto por grama, então

12, 18 = 14 · e−α·t =⇒ 12, 18

14
= e−α·t.

Aplicando ln a ambos os lados,

ln(
12, 18

14
) = ln(e−α·t) =⇒ ln(0, 87) = −α · t =⇒ ln(

8, 7

10
) = αt.

Logo,

ln(8, 7)− ln(10) = − ln(2)

5570
· t,

verificando na tábua de logaritmos no Apêndice temos que, ln 2 = 0, 6931, ln(8, 7) = 2, 1633 e

ln 10 = 2, 3115, teremos

2, 1633− 2, 3115 = −0, 6931

5570
· t

donde, t = 1190. Portanto, o linho utilizado na confecção do sudário data do ano de 1190, ficou

determinado que não podia ser o Santo Sudário.
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4.6 Juros contínuos

Dado um capital C, aplicado a uma taxa k porcento ao ano, seu rendimento no fim de um ano

é kC
100

, então o novo capital será:

C1 = C +
kC

100
= C(1 +

k

100
),

fazendo

α =
k

100
,

tem-se

C1 = C + αC = C(1 + α),

no fim de dois anos o novo capital deve ser:

C2 = C1 + αC1 = C1(1 + α) = C(1 + α)(1 + α) = C(1 + α)2,

isto é,

C2 = C(1 + α)2.

Portanto para m anos o novo capital

C(1 + α)m.

O capital C, aplicado a uma mesma taxa de juros, no período 1
n

de uma fração de um ano,

rende de juros αC
n

. Após a fração 1
n

do ano o capital C, passa ser:

C1 = C +
αC

n
= C(1 +

α

n
).

Passando mais 1
n

do ano, o novo capital será:

C2 = C1 +
αC1

n
= C1(1 +

α

n
) = C(1 +

α

n
)(1 +

α

n
) = C(1 +

α

n
)2.

Se dividirmos o ano em n partes iguais, após cada período 1
n

de ano, capitalizando os juros

produzidos e reinvestindo sucessivamente na mesma taxa, no fim de um ano, o capital deve ser:

C(1 +
α

n
)n.
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Quando um capital C, aplicado a uma taxa constante, tem seus juros rendidos em cada

investimento capitalizados a cada instante, no fim de um ano o capital C, transforma-se em:

lim
n→∞

C(1 +
α

n
)n = C · eα.

Assim, quando os juros são capitalizados continuamente em uma transação financeira, ele é

chamado de juros compostos. Sendo α a taxa de juros anual, aplicada a um capital C, passados t

anos o novo capital deve ser:

C(t) = lim
n→∞

C(1 +
αt

n
)n = C · eαt,

isto é,

C(t) = C · eαt.

Observação 4.4. A unidade de tempo poderia ser outra diferente da anual e para cada unidade

de tempo adotado a taxa α altera de forma proporcional .

Exemplo 4.7. Aplicando um capital C, a juros compostos de 40 porcento ao ano, determine o

tempo necessário para que ele seja quadruplicado.

Solução: Temos que α = 40
100

= 0, 4, assim

C(t) = C · e0,4t = 4C.

Então,

e0,4t = 4 =⇒ ln(e0,4t) = ln 4 =⇒ 0, 4t = 2 ln 2

logo,

t =
2 ln 2

0, 4
=

2 · 0, 693
0, 4

≈ 3, 5.

Portanto o capital quadruplicará em 3 anos e 6 meses.

4.7 Perdas contínuas

Consideremos um capital C, cuja a taxa de aplicação é α = k
100

, se durante o período de

investimento ocorrer uma redução de capital o investidor terá um prejuízo. Suponhamos que o
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capital C, teve uma mal investimento sendo a taxa de juros anual α = k
100

, no fim de um ano o

investidor terá perdido αC do seu capital restando:

C − αC = C(1− α).

Sendo a perda contínua, istó é, a redução de capital é igual em um mesmo período, então se

considerarmos a aplicação anual para cada fração 1
n

do ano o capital C, se reduzirá C(1− α

n
). De

modo análogo aos juros contínuos, teremos que um capital C sujeito a uma perda contínua de taxa

anual ao final de t anos, fica reduzido à:

C(t) = lim
n→∞

C(1− αt

n
)n = C · e−αt.

Exemplo 4.8. Um capital C, sujeito a um prejuízo contínuo de 40 porcento ao ano, determine o

tempo necessário para que ele seja reduzido a quarta parte.

Solução: Usaremos a fórmula,

C(t) = C · e−αt.

Temos que,

C(t) =
C

4

α =
40

100
= 0, 4.

Assim,
C

4
= C · e−0,4t

daí,
1

4
= e−0,4t.

Aplicando ln em ambos os lados da útima igualdade,

ln
1

4
= ln(e−0,4t)

logo,

ln 1− ln 4 = −0, 4t

donde,

− ln 4 = −0, 4t.
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Segue que

t =
ln 4

0, 4
=

2 ln 2

0, 4

ou seja,

t =
2 · 0, 6931

0, 4
= 3, 5.

Portanto, o capital ficará reduzido à quarta parte em 3 anos e 6 meses.

Observação 4.5. Motivados pelos exemplos 4.7 e 4.8, vamos mostrar que dado um capital C,

aplicado a juros contínuos num fim de um período t, será mC, enquanto esse mesmo capital

sujeito a prejuízos contínuos no fim do mesmo perído t será C
m

, sendom um número inteiro positivo

e considerando a mesma taxa de aplicação para ambos investimentos. De fato, sendo C(t) = mC

então,

C(t) = C · eαt =⇒ eαt =
mC

C
=⇒ ln(eαt) = ln(m) =⇒ αt = ln(m) =⇒ t =

ln(m)

α
.

Por outro lado, fazendo

C(t) =
C

m

C(t) = C · e−αt =⇒ e−αt =
C
m

C
=⇒ ln(e−αt) = ln(

1

m
) =⇒ −αt = ln(

1

m
)

daí,

−αt = − ln(m) =⇒ t =
ln(m)

α
.

4.8 Pressão atmosférica

O peso de uma coluna vertical de ar com base horizontal, com altura h (em relação ao nível do

mar) e área igual a 1, é chamado de pressão atmosférica. A pressão atmosférica é inversamente

proporcional a altura h, isto significa que na medida que aumenta a altura h diminui a pressão

atmosférica na mesma proporção.

Segundo uma consequência da Lei de Boyle, sendo p0 a pressão atmosférica ao nível do mar,

então a pressão a uma altitude h é

p(h) = p0 · e−αh,
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onde α é uma constante. O instrumento usado para medir a pressão atmosférica, é chamado de

barômetro.

Vamos determinar o valor da constante α, conhecendo a pressão atmosférica de dois pontos,

cujas altitudes são h1 e h2. Usando a fórmula

p(h) = p0 · e−αh,

então

p(h1) = p0 · e−αh1

p(h2) = p0 · e−αh2 .

Dividindo as duas ultimas igualdades, membro a membro, tem-se

p(h1)

p(h2)
=
p0 · e−αh1
p0 · e−αh2

.

Donde,
p(h1)

p(h2)
=
e−αh1

e−αh2
,

assim
p(h1)

p(h2)
= e−αh1+αh2 .

Ou seja,
p(h1)

p(h2)
= eα(h2−h1).

Aplicando ln em ambos os lados da última igualdade segue,

ln
p(h1)

p(h2)
= ln(eα(h2−h1))

daí,

ln
p(h1)

p(h2)
= α(h2 − h1).

Portanto,

α =
1

(h2 − h1)
· ln p(h1)

p(h2)
,

isto é,

α = ln(
p(h1)

p(h2)
)

1
(h2−h1) .
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Exemplo 4.9. Vamos mostrar que conhecendo a constante α e possuindo um barômetro, podemos

a cada instante determinar a altura h de um avião que voa na atmosfera por meio da fórmula

h =
1

α
· ln p0

p
.

Seja p0 a pressão ao nível do mar e p = p(h) é a pressão medida pelo barômetro no momento

dado. Sabemos que,

p(h) = p0 · e−αh,

então,
p(h)

p0
= e−αh.

Aplicando os logaritmos naturais em ambos os lados da igualdade acima, tem-se

ln
p(h)

p0
= ln(e−αh),

Como p = p(h), podemos escrever

ln
p

p0
= −αh.

Assim,

− ln
p0
p

= −αh =⇒ ln
p0
p

= αh.

Portanto, podemos calcular a altura h de um avião por meio da fórmula

h =
1

α
· ln p0

p
.

4.9 População de bactérias

Um dos perigos na alimentação humana são os microrganismos, que podem causar diversas

doenças e até levar a óbito. A taxa na qual uma população bacteriana cresce é diretamente

proporcional a população inicial de bactérias existentes.

Sendo P0, a população inicial bactérias em um intervalo de tempo t0, considerando k a

constante de proporcionalidade, passando t = 1 unidade de tempo, a nova população de bactérias

será:



Aplicação logarítmica 57

p1 = p0 + k · p0 = p0(1 + k),

passados t = 2 unidade de tempo, teremos

p2 = p1 + k · p1 = p1(1 + k) = p0(1 + k)2,

No fim de t = m unidade de tempo a população bactérias é:

p0(1 + k)m.

Considerando um intervalo de tempo t e dividindo-o em n partes iguais em cada fração 1
n

de t,

a população bactérias passa ser:

p0(1 +
k

n
),

como o crescimento bacteriano ocorre a uma taxa constante, então no fim do período t a quantidade

de bactérias deve ser:

p0(1 +
tk

n
)n.

Considerando que pra t0 = 0, a população inicial bactérias seja p0 e dividindo o intervalo t

em n partes iguais, após cada período 1
n

de t a cultura de bactéria cresça a uma taxa constante.

Então se considerarmos um número natural n suficientemente grande, após t unidades de tempo a

população de bactérias será:

p(t) = lim
n→∞

p0(1 +
kt

n
)n = p0 · ekt.

Portanto,

p(t) = p0 · ekt.

Exemplo 4.10. A taxa de crescimento populacional de uma certa bactéria é proporcional ao

tamanho da sua população. Em condições ideais, quando essa bactéria é desenvolvida em um

caldo de cultura, o número de células na cultura dobra, aproximadamente a cada 20 minutos.

Vamos determinar quanto tempo levará para uma colônia de 100 células atingir o valor de 1

milhão células.

Então, usando a igualdade p(t) = p0 ·ekt. Temos que, para t = 20 min, segue que p(20) = 2p0,

então

2p0 = p0 · ekt
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assim,

ekt = 2

donde,

ln e20k = ln2

daí,

20k = ln 2.

Portanto,

k =
ln 2

20
,

logo podemos escrever,

1000000 = 100 · e
ln 2
20
t

tomando logaritmos, temos

ln(e
ln 2
20
t) = ln 10000.

Ou seja,
ln 2

20
· t = 4 · ln 10 =⇒ t =

80 · ln 10
ln 2

.

Usando a tabela de logaritmos no Apêndice, encontramos t = 266 min, isto é, 4 horas e 26

minutos.



CAPÍTULO 5

CONSIDERAÇÕES FINAIS

5 Abordagem no Ensino médio

O ensino de logaritmo no Ensino Médio limita-se aos livros didáticos, técnicas de

memorização, uma prática pedagógica mecânica e arcaica, com análise superficial do conteúdo.

A utlização de sua história poderá potencializar o processo de ensino e aprendizagem. O estudo

histórico do surgimento de um conceito é um fator importante para todos os participantes do

processo de ensino e aprendizagem.

A história dos logaritmos é pouca discutida em sala de aula. Alunos e professores devem ter

um bom conhecimento da matemática, saber demonstrar teoremas e usar a sua linguagem, mas

isso não é o suficiente. É pedagógico usar a história da matemática no processo de ensino como

promoção de uma aprendizagem significativa.

De acordo com Miguel (ver [4] ), "o uso da história estaria como uma associação entre o

conhecimento atualizado de matemática e suas aplicações, o que levaria o estudante a perceber a

matemática como sendo uma criação humana, buscando razões pelas quais é feita a matemática,

assim como as conexões que existem entre a matemática e as outras ciências ou conhecimentos".

De acordo com os Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio proposto pelo

Ministério da Educação de 2000 (ver [8]), "a matemática deve ser ensinada abrangendo aspectos

formativos (desenvolvimento de pensamentos e aquisição de atitudes), instrumental (conjunto

de técnicas e estratégias para serem aplicadas a outras áreas do conhecimento), científico (deve

ser vista como um sistema axiomático que possibilita validar intuições e da sentido a técnicas

59
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aplicadas)".

O caráter formativo ou instrumental, segundo esse documento, pode ser executado usando

como recurso metodológico a história da matemática, habilitando o aluno a investigar e analisar

fatos matemáticos interpretando a própria realidade retirando-o da condição passiva. "O uso da

história da matemática torna a aprendizagem significativa, mobilizando o discente e estabelecendo

entre ele o objetivo do conhecimento, fazer uma relação de reciprocidade"de acordo com Miorim

(ver [5]).

De acordo com Queiroz (ver [6]), o professor deve refletir sobre a escola, currículo, relação

professor- aluno, prática docente, recursos didáticos, pesquisa, indicadores educacionais, projetos

e programas educacionais que buscam a melhoria da qualidade da educação no ensino básico,

bem como os diversos modos de avaliar a aprendizagem, considerando a singularidade de cada

estudante para construir seu processo de aprendizagem, seu desenvolvimento, suas relações com a

comunidade escolar, sua história de vida, suas influências e as interferências que fazem no contexto

cultural em que estão inseridos. A formação do professor do Ensino Médio vai além do ambiente

escolar, mas envolve também, as concepções de mundo, de homem ou mulher, de desenvolvimento

humano dos alunos, bem como o modo de ensinar e aprender, valores sociopolíticos da comunidade

em que a escola se insere.

Dessa forma, o professor da Educação básica, poderá utilizar como recurso pedagógico

auxiliar a história dos logaritmos, as ideias fundamentais do conceito que são a transformação

da multiplicação em adição e a divisão em subtração. É fundamental que o aluno aprenda a

resolver equações, sistemas e inequações envolvendo logaritmos, pois auxiliam na compreensão

das propriedades. E saber que o conceito de logaritmos foi desenvolvido no início do séculoXV II

para simplificar cálculos numéricos, mas com a construção de calculadoras científicas e o avanço

computacional, as tábuas logarítmicas perderam seu interesse como instrumento de cálculo, porém

várias leis matemáticas, diversos fenômenos naturais, econômicos, sociais, têm uma aplicação

forte dos logaritmos.

O ensino da matemática, pode ser efetuado de modo que mostre suas aplicações em outras

áreas do conhecimento humano, dando ênfase a interdisciplinariedade. Dessa forma, apresentamos

neste trabalho, uma sugestão para uma Feira de Matemática usando os logaritmos de forma

interdisciplinar, com a participação de um professor das seguintes disciplinas: história, geografia,

fisíca, química, biologia e matemática.

A parte histórica dos logaritmos pode ser abordada pelo professor de matemática, enquanto o de

história pode falar sobre os grandes descobrimentos, oriundos da navegação no século XV II , o de

física pode falar sobre as pesquisas realizadas pelos astrônomos do mesmo século. O professor de



Considerações Finais 61

matemática deve apresentar a teoria dos logaritmos, já o professor de geografia pode explicar sobre

os terremotos, sua formação e a destruição causada por eles, citando os países mais devastados por

esse fenômeno da natureza. O professor de biologia pode falar sobre o crescimento bacteriano,

mostrar as doenças causadas por bactérias no ser humano e sua prevenção. O de química pode

abordar sobre substâncias radioativas, seu uso na medicina e os efeitos causados pala radiação no

organismo humano e como evitá-los.

O professor de física pode apresentar os conceitos relacionados ao resfriamento de um corpo,

seu uso na investigação da medicina legal. E para finalizar esse projeto o professor de matemática

pode mostrar a aplicação dos logaritmos em cada uma das disciplinas que foi apresentada aos

alunos e também deixando claro que o estudante do ensino médio, pode saber usar a matemática

para resolver problemas e para modelar fenômenos em outras áreas do conhecimento, para que

isso se torne possível, o discente deve reconhecer a linguagem algébrica relacionando grandezas,

modelar situações, associar diferentes funções aos seus gráficos, identificar regularidades e

relacionar o conceito de função à exemplos reais.

Muitos dos alunos do Ensino Médio questionam o professor, sobre a história do conteúdo

que está sendo ministrado. Uma forma de melhorar o processo de ensino e aprendizagem dos

logaritmos é trabalhar a sua história descrita neste trabalho. Essa é nossa proposta de trabalho pra

o professor da Educação Básica.



CAPÍTULO 6

APÊNDICE

6 Apêndice

Apresentaremos duas tabelas, que poderão ser usadas em sala de aula, nos cálculos numéricos

com logaritmos.

A primeira tabela (A) apresenta as mantissas, com quatro algarismos exatos, dos logaritmos

decimais dos números 1, 00 a 10, 09.

As tábuas logarítmicas, são fornecidas com quatro algarismos decimais exatos. Como a

segunda tabela (B) apresenta os logaritmos naturais dos números 1, 00 a 10, 09, então os que não

constam podem ser calculados, usando a fórmula:

ln(ab) = ln a+ ln b.
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