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“A matematica é o alfabeto com o qual,
Deus escreveu o universo.”
Galileu Galilei.



Resumo

Neste trabalho estuda-se uma sequéncia gerada através de um problema intitulado “pro-
blema dos coelhos” de Fibonacci, que é a sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,...). Es-
pecificamente, faz-se uma analise de como a referida sequéncia esta sendo abordada em
alguns livros didaticos do ensino médio, um estudo de algumas propriedades e de certas
aparicoes na natureza. Além disso, propoe-se algumas atividades que podem ser traba-

lhadas conjuntamente com outros contetidos abordados no ensino médio.

Palavras chave: Sequéncias, propriedades, atividades didaticas, ensino médio.
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Abstract

In this work is a sequence generated by a problem called ‘problem of rabbits’ Fibonacci,
which is the Fibonacci sequence (1.1,2,3,5,...). Specifically, it is an analysis of how such
sequence is being addressed in some textbooks of high school, a study of some properties
and certain appearances in nature. In addition, it is proposed that some activities that

can be worked in conjunction with other content covered in high school.

Keywords: Sequences,properties, educational activities, high school.
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Introducao

Em nossa sociedade, o conhecimento matematico é necessario em grande diversi-
dade de situagoes, seja no apoio a outras areas do conhecimento, como instrumento para
lidar com situagoes da vida cotidiana, ou ainda, como forma de desenvolver habilidades
de pensamento.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, (MEC (2002)), sinalizam
que a matematica deve ser compreendida como uma parcela de conhecimento humano
essencial a formacao de todos os jovens, a qual contribui na construcao de uma visao de
mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que deles serao
exigidas ao longo da vida social e profissional.

Além disso, relatam que aprender matematica no ensino médio deve ir além da
memorizacao dos resultados dessa ciéncia e que a aquisi¢cao de conhecimento matematico
deve estar vinculado ao dominio de um saber pensar matematico. Este dominio passa por
um processo lento, trabalhoso, cujo comego deve ser uma prolongada atividade sobre re-
solucao de problemas de diversos tipos, com o objetivo de elaborar conjecturas, de estimu-
lar a busca por singularidade, a generalizacao de padroes, a capacidade de argumentacao,
elementos fundamentais para o processo de formulagao do conhecimento matematico e
para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e interpretacao da realidade
e de outras areas do conhecimento. Relatam ainda que no ensino de sequéncias deve-se
garantir a abordagem conectada a ideia de funcao, atentando-se a lei de formacao dessas
sequéncias e também suas propriedades.

Uma dessas sequéncias repleta de propriedades aritméticas e aplicagoes em nosso
cotidiano é a sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,...), proposta no século XII pelo
matematico Leonardo de Pisa. A partir de entao muitos matematicos, além do préprio
Fibonacci, dedicaram-se ao estudo da sequéncia que foi proposta e foram encontradas
inumeras aplicacoes a ela. As empresas, por exemplo, usam a sequéncia de Fibonacci
de uma forma intuitiva, até mesmo porque as dimensoes associadas representam algo
bonito e economico. Outro fato interessante, é que certas plantas, mostram os nimeros
de Fibonacci no crescimento de seus galhos. A planta Achillea Pitarmica, por exemplo, é
uma das que possui tais caracteristicas.

A sequéncia de Fibonacci, segundo Zahn (2011), “também ¢é usada na reflexao de

luz em uma fibra dupla de vidro, isto é, para calcular o niimero de possibilidades quando



a luz refletir 0,1,2,3,4,5,6,7 ou n vezes é, respectivamente, 1,2, 3,5, 8 etc”.

Sobre as aparig¢oes da sequéncia na natureza e na arte, Barco afirma que:

A sequéncia de Fibonacci torna-se interessante pela frequéncia e
variedade de suas aparigoes na natureza e na arte, por exemplo, o
nimero de pequenas flores que formam o miolo do girassol é um
dos nimeros da sequéncia de Fibonacci e alguns poetas romanos,
como Virgilio, escreveram poemas nos quais a métrica estd definida

conforme a regra da sequéncia de Fibonacci. Barco (1987)

Existem ainda, de acordo com Sahd (2011) da revista Mundo Estranho, outras
aparicoes da sequéncia de Fibonacci, como por exemplo, “a concha do caramujo que a
cada novo pedacinho tem a dimensao da soma dos dois antecessores, o camaleao que
contraido, seu rabo é uma das representagoes mais perfeitas da espiral de Fibonacci, entre
outras”.

Uma abordagem sobre sequéncia de Fibonacci foi apresentada a mim, pela pri-
meira vez, durante a disciplina de Aritmética cursada no mestrado do Profmat. Dai entao,
surgiu o interesse em fazer um estudo mais aprofundado sobre o tema.

Inicialmente, analisamos os seis livros do Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) 2015, no que diz respeito a inser¢ao ou nao da sequéncia nos conteidos pro-

gramaticos do ensino médio (veja material em anexo). Os resultados foram:

e O autor Paiva (2013) inseriu um exercicio que faz um breve histérico sobre Fibonacci

e retrata o problema dos coelhos.

e As autoras Smole e Diniz (2013) trazem um texto sobre a sequéncia de Fibonacci,
explicitando o problema dos coelhos, falando um pouco sobre razao aurea e do

aparecimento de tal sequéncia na natureza.

e Dante (2013) também faz um breve histérico sobre a sequéncia citada e apresenta
a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci e lezzi e Hazzan (1977) fazem a

mesma abordagem sobre a sequéncia supracitada.

e Ja Leonardo (Ed.) (2013) e Souza (2013) nao abordam nada sobre a sequéncia.

Os livros anteriormente mencionados, que retratam sobre o tema, fizeram uma
abordagem superficial, destacando apenas o aspecto histérico da sequéncia, nao frisando
as propriedades que a mesma possui. Entendemos que tais propriedades devem ser abor-

dadas seguindo o tripé matematico. Sobre esse tripé, Elon afirma que:



O ensino da matemadtica deve abranger trés componentes fun-
damentais, que chamaremos de conceituagao, manipulacdo e
aplicacoes. Da dosagem adequada de cada uma dessas trés com-
ponentes depende o equilibrio do processo de aprendizagem, o in-
teresse dos alunos e a capacidade que terao para empregar futu-
ramente, nao apenas as técnicas aprendidas nas aulas, mas sobre-
tudo o discernimento, a clareza das ideias,o habito de pensar e
agir ordenadamente, virtudes que sao desenvolvidas quando o en-
sino respeita o balanceamento das trés componentes basicas. Elas
devem ser pensadas como um tripé de sustentacao: as trés sao
suficientes para assegurar a harmonia do curso e cada uma delas

é necessaria para seu bom éxito.(Lima, 2006)

Para cumprir com as consideracoes acima mencionadas fizemos um estudo sobre
a sequencia de Fibonacci, que foi dividido em etapas, as quais compoem os capitulos de
nosso trabalho.

No capitulo 1, realizamos a fundamentacao tedrica para alicercar o nosso trabalho,
realizar as demonstracoes e propostas de atividades.

Na segunda parte, falamos sobre o aspecto histérico da sequéncia e de seu des-
cobridor Leonardo de Pisa, definimos recursivamente a sequéncia a partir do famoso pro-
blema dos coelhos de Fibonacci, destacamos as principais propriedades da sequéncia e
levantamos algumas discussoes a respeito da veracidade de duas dessas propriedades.

Ja no terceiro capitulo, apresentamos algumas aparigoes e/ou manifestagoes da
sequéncia na natureza e propomos algumas atividades a serem desenvolvidas em sala de
aula.

O embasamento tedrico para desenvolvimento do nosso trabalho

, foi nos seguintes autores: Zahn (2011), Hefez (2011), Alencar Filho (1981),
Alencar Filho (1988), Contador (2012), Eves (2011), Domingues (1991), Lima et al. (2006),

entre outros que serao citados ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

A Teoria do Numeros é uma parte da Matematica que estuda os niimeros em geral,
mas em particular, os nimeros naturais ou inteiros positivos, bem como suas propriedades
e peculiaridades.

Neste capitulo, mencionaremos alguns conceitos e propriedades da Teoria de

Numeros, importantes para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

1.1 Inducao Matematica

Inducao matematica é uma poderosa ferramenta matematica usada para provar
a verdade de um ntumero infinito de proposigoes e teoremas.

E comum vermos tal principio enunciado em dois passos:
(i) A base: mostrar que a afirmagao é valida para n = 1.
(ii) O passo indutivo: mostrar que se a afirmacao é vélida para n = k, entao também é

valido paran =k + 1.

O Principio da Boa Ordem, que sera assumido como um postulado, serda im-
portante na compreensao da demonstracao do teorema intitulado Principio da Inducao

Matemaética.

Postulado 1 (Principio Boa Ordem) Todo subconjunto nao vazio de nimeros natu-

rais contém um elemento minimo.

Teorema 1.1.1 (Principio de Indugao Matematica) Seja B um subconjunto dos nimeros
naturais. Se B possui as sequintes propriedades:

(i)1€B

(i) k+1 € B sempre que k € B,

entao B contém todos os naturais.



Demonstracao: Desejamos provar que se B é um subconjunto dos naturais, possuindo
as propriedades (i) e (ii), entdo B necessariamente contém todos os naturais. Vamos
provar por reducao ao absurdo. Vamos supor que, mesmo possuindo as propriedades (i)
e (i1) B nao contém todos os naturais. Seja A o conjunto dos naturais ndo contidos em
B. Pelo Principio da Boa Ordenacao, A possui um menor elemento e este é maior que 1,
pois 1 € B. Seja ag este elemento. Note que ag — 1 € B e como B satisfaz (i), entdo o
sucessor de ag — 1, que é ag também deve pertencer a B. O que é um absurdo, logo A é
vazio, o que prova o resultado. |

Percebamos que esse método funciona provando que a afirmacao é vélida para
um valor inicial, isto é, o caso base, e provando que o processo utilizado para ir de um
valor para o préximo valor também é verdadeiro, entao podemos obter qualquer valor
repetindo esse processo.

A situacao a seguir ilustra bem como funciona o Principio de Indugao Matematica
e é conhecida como “efeito domind”.

Imagine que tenhamos uma fila de dominds em pé, se pudermos garantir que:
(i) o primeiro dominé caira.
(ii) sempre que um dominé cair, seu préximo vizinho também caira.
Entao podemos concluir que todos os dominds cairao.

Vejamos agora algumas aplicacoes do Principio de Inducao Matemaética.

Exemplo 1.1.1 FEste exemplo ilustra o primeiro registro da utilizacao do Principio de
Inducao Matemadtica feita por Francesco Maurolycus em 1575. Trata-se da determinac¢ao
de uma formula exata em fungao de n> 1 para a soma dos n primeiros numeros impares,

ou seja, busca-se uma formula para

Sp=14+3+5+T7+..4+(2n—1). (1.1)

Solugao: Vamos calcular a soma para alguns valores particulares de n, isto é, para
n=1,2,3,4,5 e 6. Assim, usando (1.1), obtemos:

S1 =1,

Sy =1+3=4;
S3=14+3+5=9;
Sy=14+34+5+7=16;
Ss=1+34+5+7+9 =25
Se=1+3+5+7+9+11 = 36.



Analisando os casos particulares, tudo nos leva a crer que uma férmula para

tal soma é S, = n?

, mas como nao provamos tal fato, a chamaremos de conjectura.
Utilizaremos o teorema (1.1.1) para verificarmos se a nossa conjectura é ou nao verdadeira.
Demonstragao: Seja p(n) : S, = n’.
p(1) = 12 = 1, logo p(1) é verdadeiro.

Suponhamos que p(n) seja verdadeiro para algum n = k € N, isto é,

p(k) = S, = k. (1.2)

Queremos mostrar que p(k 4+ 1) também é verdadeiro, ou seja,
p(k+1): Sy = (k+1)%

Com efeito, somando o termo seguinte (2k + 1) em ambos os membros de (1.2),

obtemos

Sp+ (2k+1) =k* + (2k 4+ 1). (1.3)

Como Si + (2k +1) é Si41, entdo (1.3) torna-se
Sk_;,_l == kQ +2k5+ 1 = Sk.|.1 = (k?‘i‘ 1)2,

que é o p(k 4+ 1). Assim, p(k + 1) é verdade, e portanto, pelo teorema (1.1.1), p(n) é
verdade para todo n € N. |

Conta-se que certo dia, com a intencao de manter a turma em siléncio, um
professor pediu aos alunos que somassem os numeros naturais de 1 a 100, ou seja,
(1+2+ 34 ...+ 100) e, assim que terminassem, colocassem a solugdo sobre sua mesa.
Quase que imediatamente, um garoto de 10 anos chamado Carl Friedrich Gauss colocou
sobre a mesa do professor a resposta encontrada. Ele olhou para o menino com pouco
caso, enquanto os demais alunos trabalhavam arduamente. Quando conferiu os resulta-
dos, o professor verificou que a unica resposta correta era a de Gauss, 5.050, mas sem
faze-la acompanhar de nenhum calculo.Vejamos no exemplo abaixo a solucao da questao

resolvida por Gauss, mas estendida para um n € N.

Exemplo 1.1.2 Determine uma formula para a soma dos n primeiros numeros naturais.

Seja
Sp=14+24+3+...4+n.

Demonstragao: Seja S, a soma de tais nimeros, isto é,



Sp=1+2+3+..+n. (1.4)

Notemos inicialmente que S,, pode ser escrita também como

Sp=n+n-1)+...+3+2+1, (1.5)

Somando (1.4) com (1.5) obtemos:

25, =(n+1)+n+1)+..+ (n+1). (1.6)

e assim, a equagao (1.6) reduz-se em

_n(n+1)

Sn =" (1.7)

Verificaremos, por inducao sobre n, a validade da férmula de (1.7). Seja p(n) : S, =
n(n+1)

5 . Notemos que

logo p(1) é verdadeiro.
Suponhamos que p(k) seja verdadeiro para algum n = k € N, isto é,
k(k+1
p(k) : i = % (1.8)

Queremos mostrar que p(k 4+ 1) também ¢é verdadeiro, ou seja,

P(k:+1):Sk+1= (k+1>2(k+2).

Com efeito, somando (k + 1) a ambos os membros de (1.8), obtemos:

k(k+1)

S+ (k+1)=(k+1)+ 5

(1.9)

Como Sk, + (k+ 1) é Ski1, entao (1.9) torna-se

k(k+1)4+2(k+1)
Slc+1 = 9 .




Colocando (k + 1) em evidéncia, temos
(k+1)(k+2)
2 9
que é o p(k+1). Logo p(k + 1) é verdadeiro, e portanto, pelo teorema (1.1.1) temos que
(1.7) é vélida para todo n € N. |

Sk+1 =

1.2 Recorréncia

Muitas sequéncias sao definidas recursivamente (isto é, por recorréncia), ou seja,
por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) ante-

cessor(es) imediato(s).

Exemplo 1.2.1 A sequéncia (x,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser de-

finida por
Tpal = Ty + 2

comn>1,ex; =1.

Exemplo 1.2.2 Qualquer progressio aritmética(x,) de razao r e primeiro termo a pode

ser definida por
Tptl = Tp + 7T

comn>1, ex; =a.

Exemplo 1.2.3 Qualquer progressao geométrica (x,) de razao q e primeiro termo a pode

ser definida por
Tpil = .Tp,

comn >1 e x=a.

Notemos que uma recorréncia, por si s6, nao define a sequéncia. Uma exem-
plificacao é a recorréncia do exemplo 1.2.1 z,,1 = x, + 2, é satisfeita nao apenas pela
sequéncia de ntimeros impares, mas sim por qualquer progressao aritmética de razao 2.
Para que uma recorréncia fique completamente determinada é necessario também o co-
nhecimento do(s) primeiro(s) termo(s).

Perceba que, nos exemplos 1.2.1,1.2.2, 1.2.3 temos recorréncia de primeira ordem,
isto é, cada termo é expresso em funcao do antecessor imediato. Quando tivermos uma
recorréncia onde cada termo é expresso em funcao dos dois termos antecessores imediatos,

entdo teremos uma recorréncia de segunda ordem, que é o caso da definigao (2.2.1).



1.3 Divisibilidade

Podemos exprimir uma ideia matemaéatica de varias maneiras. Observemos, que
por exemplo, as afirmacoes
(7) b é multiplo de a.
(13) b é divisivel por a.
(ii) a ¢é divisor de b.
(1) a divide b.

sao equivalentes para todo a e b € Z.

Para representar as situagoes descritas acima usaremos:

a|b,

para dizer que os itens (i), (i7), (ii7) e (iv) sao satisfeitos, e
atb

caso contrario.

Definicao 1.3.1 Sejam a e b inteiros positivos, dizemos que a divide b, se e somente se,

existe um inteiro q tal que b = aq.

Proposicao 1.3.1 Sejam a,c € Z, tal que a # 0. Entao,
(1) 1] c.

(ii) a | a.

(111) a | 0.

Demonstragao: (i), (ii) e (iii) decorrem imediatamente das igualdades ¢ = 1.c, a = a.l
e 0=a.0. N

Proposicao 1.3.2 Sejam a, b e ¢ numeros inteiros, com a # 0 e b # 0. Entao

(i) Sea|beb]|c, entdoa | ec.

(it) Sea|bealc, entioa|(b+c) eal (b—c).

Demonstragao: Se a | beb| c, entdo existem inteiros ¢; e ¢o tais que
b=aq (1.10)

Subtituindo (1.10) em (1.11), temos



c=alq1.q2) = a | c.

(ii)Se a | b e a| ¢, entdo existem os inteiros r e s tal que

b=af (1.12)

c=ayg (1.13)
Daf somando (1.12) com (1.13), obtemos

b+c=af+ag=b+c=a(f+9g) =alb+ec
De modo andlogo, se fizermos (1.12) - (1.13), teremos
b—c=a(f—g) = a|b—c,

0 que prova o resultado. |

Proposicao 1.3.3 Sejam a,b,d,x e y nimeros inteiros, tal que d # 0, sed | a e d | b,

entao

d|ax+ by.
Demonstracao: Se d | a e d | b, entao existem inteiros ¢; e g2 tais que

a=dq (1.14)

b=d.q (1.15)

Multiplicando (1.14) e (1.15) respectivamente por x e y, obtemos

ar = d.x.q (1.16)

by = d.y.qs. (1.17)

Somando membro a membro as equagoes (1.16) e (1.17), teremos

ax +by =dx.q +dy.q=dr.q+y.q),
o que mostra que d | azx + by. |
Proposicao 1.3.4 Sejam a,b e n € N, tais que a > b > 0. Entao

a—>b|a"—0b".
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Demonstracao: Vamos realizar a prova por inducao sobre n.

Note que a afirmacao é verdadeira para n = 1, pois
a—bla —b' =a—0.

Suponhamos agora que a afirmacao seja verdadeira para algum n = k € N, isto

a—blad —b"
Queremos provar que a afirmacao também ¢é verdadeira para n = k + 1, ou seja,
a—b|attt — b
De fato,
a"tt — b = aa® — ba® + ba® — bb* = (a — b)a" + b(a” — b¥).

Como a —b | a— b,e por hipétese de inducao a —b | a* —b*, entdo pela proposicao

(1.3.3)
a—b | ak-‘rl . bk—H.

Sendo assim, mostramos que a afirmacao é verdadeira para n = k + 1, e pelo

teorema (1.1.1), temos que a afirmagao é vélida para todo n € N. |

Proposigao 1.3.5 Sejam a,b en € N, com a + b # 0.
Entao

a + b | a2n+1 + an+1.

Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao por indugao sobre n.

A afirmacao é verdadeira para n = 1, pois
a+b|a+ T =a" + 0 = (a+b)(a® — ab+ b?).

Suponhamos agora que a afirmacao seja verdadeira para algum n = k € N, isto

a+ b ‘ a2k+1 + b2k+1.

Queremos mostrar que a afirmagao também ¢ valida para n = k + 1, ou seja,

a+b]| Q2D p2(kt1)+1

Veja que
Q2D | (k)41 202k 1 _ 22kl o 202kl | p2p2ktl

=aa
(a2 __b2)a2k+1_+_b2<a %—b2k+1).

2k+1
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Como a+b | a*> —b* = (a+b)(a—b), e por hipétese de indugao, a+b | a®*** +b** ™ logo

a+b]| Q2D 4 p2(kt1)+1

Com isso mostramos também que a afirmacao é verdadeira para n = k+ 1 e

portanto, pelo teorema (1.1.1), temos que a afirmacao é vélida para todo n € N. |

Proposicao 1.3.6 Sejam a,b e n € N, tais que a > b > 0.

Entao

a+bl|a —b*.

Demonstracgao: Vamos realizar a prova usando inducao sobre n.
A afirmacdo é valida paran = 1, pois a+b divide a*' —b*! = a®*—b? = (a+b)(a—b).

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para algum n = k € N, isto é,
a+b\a2k—b2k.
Queremos mostrar a validade para n = k + 1, ou seja

a -+ b | a?(kJrl) . b2<k+1).

De fato,
a2(k+1) i bQ(k+1) _ a2a2k . b2a2k + b2a2k . b2b2k _ (CL2 . bZ)a2k + b2 (a2k . ka)
Como a+b | a®> —b* = (a+b)(a —b), e por hipétese de inducao, a+ b | a®* — b**,

entao

a+ b | a2(k+1) o b2(k+1)

Y

o que mostra a veracidade da afirmacao para n = k + 1 e pelo, Principio de Inducao

Matematica, a afirmagao é valida para todo n € N. |

1.4 Divisao Euclidiana e Maximo Divisor Comum

Euclides foi um matematico brilhante, que infelizmente até hoje se desconhece a
origem e a data de nascimento. Acredita-se que ele tenha vivido na Grécia por volta de
300 a.C. As suas obras mais conhecidas sao Os Elementos.

Ele é conhecido como pai da Geometria, mas em seus elementos, além de Geome-
tria ele aborda varios temas da Teoria dos Numeros. Dois destes temas serao enunciados
e demonstrados ao longo deste capitulo, que sao: o teorema da divisao euclidiana, que nos
permite dividir um ntmero natural por outro, e o algoritmo de Euclides, que ¢é utilizado

para calcular o maximo divisor de dois niimeros inteiros.

Proposicao 1.4.1 Se a, b sao dois inteiros com b > 0, entao existem e sao unicos q er

tais que
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a=bg+re0<r<b

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente a existéncia de tais ¢ e 7.

Dados a,b € Z, com b > 0 e considerando o conjunto
A={a—bx/x € Z;a—bx > 0}.
Percebamos que para x = —|al|, obtemos
a—br=a—>b(—|a]) =a+bla] >a+]al >0,

pois b > 0, ou seja, b > 1, sendo assim A é um conjunto nao-vazio, e pelo Principio da Boa
Ordem, existe um r € A, tal que r é o menor elemento, além disso, existe um x = g € 7Z,
com r = a — bq, ou seja, a = bq + r, provando a existéncia de tais ¢ e r. Nos resta provar

que 0 <r <b. Como r € A, entao r > 0. Por outro lado, se tivesse r > b, teriamos
0<r—b=a-bg—b=a—>blg+1) <r.

Observemos que a — b(q+ 1) e r € A, entdao chegamos a um absurdo, pois tomamos r
como menor elemento de A. Logo r < b.
Nos resta agora mostrar a unicidade de g e r.

Suponhamos que existam inteiros ¢; e r1 tais que

a=bg+rired<r<hb

Entao teremos
bgi+1r=bg+r=ri—r=bg—bg =ri—1r=>0(q—q),
ou seja,
b|r—r.

Por outro lado, temos

—b<—1r<0e0<r <b.
Logo

—b<ry—r<hb,
isto é,
|ry — 7| <b.

Deste modo,

b|l|ry—rel|r—r|<b,
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o que s6 pode ocorrer se r; — r = 0, além disso, como b # 0, entao ¢ — ¢; = 0. Logo,
rn=req =g,

o que demonstra a unicidade de ¢ e r. |

Observacao 1.4.1 Aqui cabe uma pergunta. Por que r deve ser ndao negativo? Observe
que a resposta € simples, pois quando dividimos a por b, estamos na verdade procurando
o maior multiplo de b que é menor ou igual que a, assim a = bq + r, logo r = a — bq,
que € nao negativo, pois bqg < a. Mas nao podemos definir a divisdo de modo que T seja
negativo? Caso isso acontecesse, bq seria o menor multiplo de b maior que a, e aconteceria
situagoes tais como: a divisao de 14 magas entre 4 pessoas, seria da sequinte forma: cada
um receberia 4 macas e teriamos um resto de -2 magas. Ou seja, essa maneira de se fazer

divisao nao tem nenhum sentido prdtico.

A Matemadtica estd presente no nosso cotidiano, mas frequentemente, as pessoas
nao conseguem associar os conteidos trabalhados em sala de aula, nos livros didaticos,
com tais situagoes. Por exemplo, o mde(maximo divisor comum), possui véarias aplicagoes
no nosso dia a dia.Vejamos a seguir uma aplicagao pratica de maximo divisor comum, que

sera resolvido ao longo deste capitulo.

Exemplo 1.4.1 Uma indistria de tecidos fabrica retalhos de mesmo comprimento. Apos
realizarem o0s cortes necessdrios, verificou-se que duas pegas restantes tinham as sequintes
medidas: 156 centimetros e 234 centimetros. O gerente de producdao ao ser informado das
medidas, deu a ordem para que o funciondrio cortasse o pano em partes iguais e maior

comprimento possivel. Como ele poderd resolver essa situacdao?

A seguir vamos definir o maximo divisor comum de dois nimeros inteiros.

Definicao 1.4.1 Sejam a e b, inteiros tal que ao menos um deles sejam diferente de zero.

Chama-se Mdximo Divisor Comum de a e b, o inteiro positivo
d = mdc(a,b)
que satisfaz as sequintes propriedades:

(1)d | aed|b (ouseja, d é o divisor comum de a e b).
(ii) Se existir um inteiro positivo ¢, tal que ¢ | a e ¢ | b, entao ¢ | d (isto é, d é o maior

divisor comum de a e b).

Exemplo 1.4.2 Os divisores positivos comuns de —24 e 32 sao 1,2,4 €8, logo o mde(—24,32) =

8, pois 8§ € o maior deles.
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Agora que ja definimos o maximo divisor comum, resolveremos o exemplo 1.4.1.

Solugao: Note que queremos os retalhos em tamanhos iguais, tal que seja o maior com-
primento possivel, logo se descobrirmos qual o maior divisor comum das duas medidas
resolveremos o nosso problema e poderemos dividi-lo em tais comprimentos. Para calcular
o mdc(156,234), procederemos por decomposi¢ao em fatores primos.
156 = 2.2.3.13 e 234 = 2.3.3.13, logo o maior divisor comum dos dois nimeros é 2.3.13 =
78. Portanto os retalhos devem ter 78cm de comprimento.

E natural que mdec(a,b) = mdce(b,a), ou seja, se pensarmos em um exemplo
numérico, como por exemplo o mdc(8,20) = 4 = mdc(20, 8).

O maximo divisor comum possui diversas propriedades. A seguir apresentaremos

algumas delas que serao tteis no decorrer do nosso trabalho.

Definicao 1.4.2 Em particular:

(1) mdc(0,0) nao existe.

(11) mde(a, 1) = mde(b, 1) = 1.

(111) Se a # 0, entdo mdc(a,0) = |al.
(iv) Se a | b, entao mdc(a,b) = |al.

Exemplo 1.4.3 Determine o mdzximo divisor comum dos pares de inteiros abaizo: a)mde(15,1),
b)mde(—20,0),
c)mdc(—4,20)

Solugao: Para determinarmos o mdc(15, 1), basta observarmos o item (ii) de (1.4.2),
além disso para resolver o mdc(—20,0), simplesmente devemos observar que o item (iii)
de (1.4.2), e finalmente se o notarmos o item (iv) de (1.4.2) resolvemos o mdc(—4, 20).

Logo as solugoes procuradas sao respectivamente 1,20 e 4.
Lema 1.4.1 Sejam a,b e n € N, entao

mdc(a,b) = mdc(a, b+ na)

Demonstragao: Seja d = mdc(a,b+ na), logo
d|aed]|b+ na.
Como d | b+ na, segue que

d|b+na—na=0b.
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Note que d é um divisor comum de a e b, nos resta mostrar que d é o maior deles.

De fato, seja ¢ € N outro divisor comum de a e b, logo ¢ também é um divisor

comum de a e b+ na, segue que

cld=c<d=d=mdca,b),
como queriamos demonstrar. |
Proposicao 1.4.2 Sejam a,b e ¢ nimeros naturais, se b | ¢, entao

mdc(a + ¢,b) = mdc(a,b).

Demonstragao: Se b | ¢, entdo existe ¢ € N tal que
c=b.gq
logo,
mdc(a + ¢,b) = mdc(a + bq, b)
assim, pelo lema (1.4.1), seque que
mdc(a + ¢,b) = mdc(a, b),
provando o resultado. |

Proposicao 1.4.3 Sejam a,b e ¢ nimeros naturais, se mdc(a,c) =1, entao

mdc(a, bc) = mdc(a,b).

Demonstragao: Por hipétese sabemos que mdc(a,c) = 1, entdo existem x,y € Z tais
que
ar +cy = 1. (1.18)

Seja mdc(a,b.c) = d, logo d | a. e além disso, existem m,n € N tais que a = d.m e
bc = dn.
Tem-se por (1.18) que az + cy = 1, e multiplicando ambos os membros da igual-

dade por b, obtemos:
abx + bcy = .

Substituindo os valores de a e bc respectivamente, temos:

bdmx+dny = b = d(bmz+ny) = b,logod | b. Comod | bed | a, entdo d | mde(a,b) = d;.
Por outro lado, consideremos mdc(a,b) = d;, assim existem r, s € N de maneira

que a = dyr e b = d s, deste modo dy | a e dy | b, entdo d; | be, logo dy | mdc(a,b.c) = d.

Assim, como d |dy ed; | d= d=d;.

Portanto se mdc(a, c) = 1, entdo mdc(a, bc) = mdc(a,b). N
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Capitulo 2

A Sequéncia de Fibonacci

2.1 Um breve histérico sobre a origem da Sequéncia

de Fibonacci

Segundo Mol (2013), “Leonardo de Pisa (c. 1170-1250), também conhecido como
Fibonacci, é considerado o mais importante matematico da Europa Medieval”. Além
disso, Eves (2011) também afirma que “Fibonacci foi um matematico invulgarmente capaz,
sem rivais nos nove séculos da Idade Média”.

O nome Fibonacci quer dizer “filho de Bonnacci”. Seu pai Guiliermo Bonnacci
era ligado aos negécios mercantis e passou a trabalhar em Benjaia, na Africa. Devido a
isso, Leonardo teve uma parte de sua educagao no continente africano, onde teve contato
com a algebra arabe e com o sistema de numeracao indo-ardabico. Além disso, conheceu a
cultura matematica de diferentes povos (Egito, Sicilia, Grécia, Siria e Provenca).

Em 1202, Fibonacci(assim chamaremos Leonardo de Pisa),voltando para a ci-
dade de Pisa, escreveu o livro Liber Abaci (Livro do dbaco ou Livro do Calculo); ja em
1220, escreveu a obra Practica Geometriae e, por volta de 1225, escreveu os livros Liber
Quadratorum e Flos. No Liber Abaci, Fibonacci introduziu o sistema de numeracao indo-
arabico na Europa, caracterizando-o com nove simbolos e o zero, apresentando aplicagoes
a matematica comercial, conversoes de pesos e medidas, calculos de taxas de juros e de
cambio, médias, entre outras. Apesar das notdrias contribui¢bes de Fibonacci para a
matemadtica nas mais diversos dreas, segundo Mol (2013) “Fibonacci é hoje, no entanto,
mais conhecido pela chamada sequéncia de Fibonacci, apresentada no Liber Abaci como
resposta para um problema envolvendo o crescimento de uma populacao de coelhos”.

Vejamos o problema proposto por Fibonacci.

Quantos casais de coelhos teriam ao final de 1 ano se:

e No primeiro més temos um coelho macho e um coelho fémea. Estes dois coelhos

acabaram de nascer.
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Um coelho s6 atinge a maturidade sexual ao fim de um més.

O periodo de gestacao de um coelho dura um meés.

Ao atingirem a maturidade sexual, a féemea ira dar a luz todos os meses.

e A mae ird dar a luz todos os meses um coelho macho e um coelho fémea.

e (s coelhos nunca morrem.

De acordo com Hefez (2011) a solugao que Fibonacci propos foi:

mes | numero de casais do | numero de  casais | total
mes anterior recém-nascidos
1° 0 1 1
20 |1 0 1
3% |1 1 2
49 |2 1 3
52 113 2 5
62 || 5 3 8
8 5 13
82 |13 8 21
9° | 21 13 34
10° || 34 21 55
119 | 55 34 89
12° || 89 55 144

Tabela 2.1: Solucao do problema dos coelhos de Fibonacci

2.2 Definicao da sequéncia de Fibonacci

Assim a solugao para o problema anterior é

Fibonacci em suas observacoes percebeu que cada termo da sequéncia a partir
do terceiro termo é obtido através da soma dos dois termos antecessores. Surge entao

uma sequéncia fabulosa, que possui diversas propriedades interessantes em varios ramos

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144).

da Matematica, além de ter inumeras aparicoes em fenomenos da natureza.

A sequéncia supracitada que serd nosso objeto de estudo neste e nos proximos

capitulos é a sequéncia

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...
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que chamaremos de sequéncia de Fibonacci, onde os termos sao chamados de niimeros de
Fibonacci.

Aqui devemos nos perguntar, existe alguma relacao matematica que define essa
sequéncia?

A resposta é afirmativa, existe sim uma relacao que define a sequéncia de Fibo-

nacci. Vejamos:

Defini¢ao 2.2.1 Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia (f,) definida por

fov1 = fo+ fa1, V0 > 2, (2.1)

onde fi = fo = 1, “a sequéncia de Fibonacci €, por definicao, uma sequéncia recur-
siwa” Contador (2012)

2.3 Propriedades gerais da sequéncia de Fibonacci

Ao estudarmos qualquer tema dentro da Matematica, busca-se as particularida-
des, as especificidades, as caracteristicas que definem e diferenciam o tema dos demais, e
a sequencia de Fibonacci é rica em propriedades, que possibilitam ao leitor diversas opor-
tunidades para reconhecer padrao, que é uma das habilidades citadas em MEC (2002).
Assim faremos o estudo de algumas propriedades que achamos mais interessantes.

As propriedades desta secao foram realizadas de acordo com as ideias dos seguin-
tes autores Hefez (2011); Alencar Filho (1981, 1988); Domingues (1991); Santos (2014)

Propriedade 2.3.1 A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci, comn > 1, € dada

por:

Zfi:f1+f2+f3—|—f4+...+fn:fn+2_1_

Demonstragao: Por defini¢ao f,10 = fur1 + fu = fo = fase — fay1, logo

hi=fs—F
fo=Ffa— s
fs=f—1
fa=Tfs—Js
fs=1Fr—TJs
fnflzfnJrl_fn

Jn = far2 = fat1-
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Somando ordenadamente temos:

n+2 n+1

SNE=> =D fi—f
i=1 =3 =3

como fo =1, entao
n+2 n+1

Zfi:Zfi_Zfi_l
=1 i=3 i=3

além disso,
n+1 n+1

D fi=d fitfun=) fim1
i=1 i=3 i=3
onde obteremos que

2{:]2 jﬁ+2

como queriamos demonstrar. |
Exemplo 2.3.1 Qual a soma dos 12 primeiros nimeros de Fibonacci?

Veja que se somarmos 1 +1+2+3+5+ 8+ 13+ 214 34+ 55489 + 144, obteremos 376.
Mas nosso intuito é utilizar a propriedade demonstrada, logo pela propriedade (2.3.1),

temos:

12
jg:‘ﬂ'::fﬁ+2__1
i=1

ou seja,

12
Zfi =fu—-1=
i1

12
> fi=3T71—1=376

Portanto a soma dos doze primeiros nimeros de Fibonacci é 376.
Outra propriedade relacionada com a soma dos ntimeros de Fibonacci, é a soma

dos n primeiros numeros de indice impar, como veremos na propriedade a seguir.

Propriedade 2.3.2 A soma dosn niumeros de Fibonacci de indice impar para todon > 1,

¢ dada por:
Zf2¢—1 =fi+fat+fs+..+ fono1 = fon
i=1

Demonstragao: Por definicao f,.o = foi1+fn = fos1 = faio— fa, além disso, sabemos

que fi = fs, logo
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fi= 1o

fs=Ffi—F
fs="Jfe—1s
fo="Ts—Ts

f9:f10_f8

f2n73 = f2n72 - f2n74
f2n—1 = on - f2n—2

Somando ordenadamente as n igualdades, temos

n n n—1 n—1 n—1
Zfzzel = me - me = Zsz + fon — Zf%
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

logo
> foict = fon,
i=1

completando a nossa demonstragao. |
Vejamos uma pequena situacao hipotética envolvendo a propriedade que acaba-

mos de demonstrar.

Exemplo 2.3.2 Um casal resolveu abrir uma conta poupanca para seu filho no dia em
que ele nasceu, e combinaram que fariam os depositos de maneira alternada, isto €, cada
ano um deles era responsavel pelo deposito, da sequinte maneira:

No primeiro ano a mae depositaria R$1,00;

no sequndo ano o pai depositaria R$1,00.

E a partir de entao, a quantia depositada, deveria ser a soma dos dois anos anteriores,
da sequinte maneira:

no terceiro ano a mae depositaria R$2,00;

no quarto ano o pai depositaria R$3,00;

no quinto ano a mae depositaria R$5,00; e assim sucessivamente até que o filho comple-
tasse 21 anos.

Qual a quantia que a mae depositou para o seu filho?

Solucao: Inicialmente devemos perceber que os depdsitos sao feitos segundo o padrao
da sequéncia de Fibonacci, além disso, denotando d; o primeiro depdsito, ds o segundo
depdsito, e assim sucessivamente, veremos que os depdsitos da mae ocorrem sempre,

quando o indice da sequéncia é impar, logo, para sabermos quanto a mae depositou,
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basta usarmos a propriedade (2.3.2). Assim

11
Z f2i71 = f2.11
i=1

11
Z f2i—1 = f227
i=1

11
> faey = 1771,
1=1

Portanto a mae depositard neste periodo a quantia de R$17711,00
Continuando a analise das propriedades envolvendo a soma de nimeros de Fibo-

nacci, veremos agora a soma dos termos de indice par.

Propriedade 2.3.3 A soma dos Numeros de Fibonacci de indice par, € dada por:
ZfQi =fot fit+ fot+ o+ fon = fony1 — 1.
i=1

Demonstragao: Sabe-se que f,.1 = fo + foo1 = fo = fur1 — fa1, logo

fo=fs—h
fa=1s—Js
fe=F—1s
fe=Ffo—Ffr

fl() = fll _f9

f2n—2 - f2n—1 - f2n—3
fon = fong1 + fon—1

Somando membro a membro, obtemos

n n—1 n—1 n—1

= fos1 = Y frni—fi=Y i+ fonir = > frp — fi

i=1 i=1 i=1 =1 i=1

n n—1 n—1
me = Zf27;+1 - Zf27;+1 + font1 — f1,
i=1 i=1 i=1
logo,
> foi = fonir — .
i=1

como f1 = 1, segue que

Z f2z f2n+1
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o que conclui a nossa demonstracao. |

O problema citado no exemplo anterior pode ser adaptado para ilustrar a aplicagao

da propriedade que terminamos de demonstrar. Vejamos.

Exemplo 2.3.3 Um casal resolveu abrir wuma conta poupanc¢a para seu filho no dia em
que ele nasceu, e combinaram que fariam os depdsitos de maneira alternada, isto €, cada
ano um deles era responsavel pelo depdsito, da sequinte maneira:

No primeiro ano a mae depositaria R$1,00;

no sequndo ano o pai depositaria R$1,00.

E a partir de entao, a quantia depositada, deveria ser a soma dos dois anos anteriores,
ou seja:

no terceiro ano a mae depositaria R$2,00;

no quarto ano o pai depositaria R$3,00;

no quinto ano a mae depositaria R$5,00; e assim sucessivamente até que o filho comple-
tasse 21 anos.

Qual a quantia que o pai depositou para o seu filho?

Solucgao: Observemos que os depdsitos sao feitos segundo a sequéncia de Fibonacci, além
disso, denotando d; o primeiro depdsito, ds o segundo depdsito, e assim sucessivamente,
veremos que os depositos do pai ocorrem sempre, quando o indice da seqéncia é par, logo
para sabermos a quantia depositada pelo pai, basta somarmos 10 primeiros termos de

indice par. Assim pela propriedade (2.3.3) temos,

10
> foi = faros — fi,
=1

10
> o= fu— i,
=1

10
> o= fu— i,
=1

6
3" for = 10946 — 1.
=1

Portanto o pai depositara neste periodo a quantia de £$10.945, 00.
Além das propriedades ja mencionadas sobre a soma dos termos da sequéncia de
Fibonacci, existe uma relagao para a soma de nimeros de Fibonacci de indice alternados,

que veremos na propriedade a seguir.
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n

Propriedade 2.3.4 A soma alternada dos primeiros n nimeros de Fibonacci é Z(—l)”lfi =
i=1
(=) fooy + 1.

Demonstragao: Dividiremos a demonstracao em dois casos:

Se n é par, entao existe ¢ € N tal que n = 2¢, entao:

n

ST i=(fit st fst ot fogm) = (ot fat fot oot for) =

=1

Z H_lfz Zf2z l_Zf2z

Z( D)™ i = fag = faqr + 1

i=1
Como fagy1 = foq + fag-1

entao

_f2q+1 = _f2q - f2q—1a

segue que
n

Z<_1)i+1fi = fog — fog — fog-1 + 1

=1

n

Z(_l)“rlfl =1- f2q717

i=1

como n = 2¢ por hipotese, entao

Z(_1>i+1fi =14+ (_1)n+1fn71

i=1

Se n é fmpar, existe ¢ € N tal que
n=2¢+1=n—-1=2q, (2.2)

dai,

S fi= (At fa+ fot oot fagn1) = (Fa+ fat fo+ oo+ fag) =

n

Z H—l Zsz—f—l _ZfZZ

=1
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Pelas propriedades (2.3.2) e (2.3.3) respectivamente, temos que

n

Z(_l)iﬂfi = fog+2 = fogr1 + 1

=1

Como fog = fogy2 — fog1, entao

n

S =D i = fog + 1 (2.3)

=1

Substituindo (2.2) em (2.3), segue que

n

Z(_l)iﬂfi = fo1 +1=

=1

n

Z(_1>i+1fi =14+ (_1)n+1fn71

=1

Portanto, em ambos os casos, tem-se

n

Z(_l)iJrlfi =1+ (_1)n+1fn_1.

i=1

Vejamos agora uma pequena exemplificagao sobre o uso da propriedade que ter-

minamos de demonstrar.

Exemplo 2.3.4 Determine a soma alternada dos 10 primeiros termos da sequéncia de

Fibonaccr.

Solucao: Utilizando a propriedade (2.3.4), temos

10

Z(—1)10+1f10 =14 (=1)"""" fio4 (2.4)

=1

ou seja,
10

D (=)Mo =1+ (=1 fo,

i=1

logo,
10

D (=DM fip=1-34=-33.

i=1
Ja vimos que existe uma férmula para encontrarmos a soma dos n primeiros
termos da sequéncia de Fibonacci, mas serda que existe alguma relagao para soma dos

quadrados dos n primeiro nimeros de Fibonacci?
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Para respondermos essa questao, analisemos as seguintes situagoes particulares:

fF=12=11=fif

R+=12+12=2=fofs
RAB+R=+12+2=1+1+4=6=fifs

a2 =412 422438 =14+144+9=15=fuf;

Analisando o comportamento da sequéncia é natural conjecturarmos que

n

S BR=R+B+B+E+ A= fafan

i=1
Na verdade, a nossa conjectura é verdadeira e nés vamos enuncia-la e demonstra-la como

o teorema a seguir.

Teorema 2.3.1 A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci

¢ igual a;
n

N R=fR+B+B+ A+ = fufan

=1

Demonstracao: Faremos a demonstracao por inducao sobre n.

A afirmacao é vélida para n = 1, pois f; = f3 = 1, logo

ff=1*"=11=fifo=1.
Suponhamos que a afirmacao seja valida para para n = k € N, isto é,

k

SN B=R+B+B+E+ 4= fofen,

i=1
e queremos provar que a afirmacgao também ¢é verdadeira paran = k + 1 € N, ou seja,
k+1

N R=R+B+B+0+ + = fe i

=1

Com efeito, por hipotese de indugao, temos

k
N R=R+B+B+ R+ 4=l (2.5)
=1

somando f7,, em ambos os membros da igualdade (2.5), obtemos

k+1
STIE= A B S AL [ S = el + [ =
=1
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k1
fo =+ i+ i+ i+ i = fefrrr + forr-fror =

i=1
k+1

N R=R+B+B+H+ -+ R+ = fealfe + frr)
=1

Sabemos por definicao que frio = fr + frr1, logo

k+1
th? =T+ [+ i+ o+ i+ i = festfrre
i=1

Assim sendo, a verdade para n = k implica na verdade para n = k+ 1, logo pelo teorema

(1.1.1), temos que a afirmacao é verdadeira para todo n € N. N

Agora enunciaremos mais uma relacao notéavel entre os nimeros de Fibonacci.
Propriedade 2.3.5 fi +2fo+3fs+4fs+ ...+ nfn=n+1)fnio — fora +2.

Demonstragao: Vamos efetuar a demonstracao por inducao sobre n.

Observemos que
Si=1=4-5+4+2=2f;— f5+2,

logo a afirmagao é véalida para n = 1.

Suponhamos que a afirmagcao seja valida para n = k € N, isto é

Ji+2fo+3fs+4fa+ .+ kfi = (k+1)frro — foya + 2, (2.6)

e queremos provar que ela também é valida para n = k+ 1 € N, ou seja, que

fit2fo+3fs+4fat . +kfi+ (k+1)firn = (k4 2)frrs — fras + 2.
Com efeito, somando (k + 1) fr41 em (2.6), temos
fit2fa+3fs+4fat o+ kfi+ (k+ 1) firr = (k+ 1) frso — frrat+ (B +1) frp1 + 2

fit2fa+3fs+4fs+ o+ kfu+ (k+ 1) firr = (k+ D (frrz + far1) — frra +2,

como fryo + fry1 = frrs, entao
fi+2fo+3fs+4fs+ ..+ kfe+ (E+ 1) frpr = (k+1)foes — fora+2,

somando e subtraindo fx,3 no lado direito da tltima igualdade, obtemos

fit2fo+3fstdfat+ . +hfi + (k+1)firr = (5 +2)fres — (frrs + frra) + 2,
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e sabendo que fri3 + fria = fris, obtemos

fit2fo+3fs+dfat . +kfi+ (k+1)fir1 = (k+2)fers — fers + 2.

Mostrando assim a validade de n = k + 1, e portanto pelo teorema (1.1.1), a relacao é
valida para todo n € N. |

2.4 Estimativas para os numeros de Fibonacci

Iremos dar um tratamento quantitativo para a sequéncia de Fibonacci. Vamos
fazer algumas estimativas, alguns questionamentos como por exemplo, com que rapidez
encontraremos um numero de Fibonacci entre os niimeros naturais, ou ainda, quao grande

eles podem se tornar? A nossa primeira estimativa esta na propriedade a seguir.
Propriedade 2.4.1 Para todon € N, f, < 2".

Vejamos como a sentenca se comporta para alguns valores particulares:

fi=1<2t=2
fo=1<2=4
f3=2<2"=38

fi=3<2'=16
fr=5<2°=32
fo=8<20=64
fr=13 <27 =128
fs =21 < 2% =256

Podemos notar que para cada valor que tomamos em particular, a sentenca é verdadeira.
Iremos provar por inducao sobre n a veracidade da propriedade para qualquer n natural.

Demonstracao: Para n = 1, a afirmacao é verdade, pois
1=fi<2=2"

Suponhamos que a sentenca seja valida para n = k € N, isto é,
fu < 2%, (2.7)

ueremos mostrar que ela também é verdadeira para n = k + 1, ou seja,
J
fri < 2871
Com efeito, multiplicando (2.7) por 2, obtemos

2f, < 2.2F = 2f, < 2FFL,
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Note que 2f; = fi + fu > fi + fr—1 = fr41, entao
2fk > frt,
logo
frepr < 2fp < 2F71
e assim por transitividade, temos
Jern < PARRS

Portanto, a afirmacao é valida para n = k + 1, e pelo teorema (1.1.1) a sentenca é
verdadeira para todo n € N. |

Devemos observar que embora verdadeira esta estimativa nao é tao boa, pois ela
nos mostra que, por exemplo, fio = 55 < 2'% = 1024, o que se pode ver facilmente para
valores pequenos de n.

Mas vamos continuar investigando estimativas mais precisas, bem como, a ma-
neira como os numeros de Fibonacci estao dispostos entre os niimeros naturais, isto é,
dado um numero natural n, quando, a partir de n, podemos ter certeza que encontreremos

um numero de Fibonacci? Vejamos o que o préximo resultado diz a respeito a isso.

Teorema 2.4.1 Para todo natural n > 1, hd pelo menos um niumero de Fibonacci entre

n e n.

Demonstracao: Se n é um nimero de Fibonacci, nao ha o que provar. Caso contrario,

seja fr o maior nimero de Fibonacci menor que n, ou seja,
fe <n. (2.8)

Multiplicando (2.8) por 2, obtemos
2fr < 2n.
Veja que, 2y = fi + fr. > fe + fr—1 = fr+1, logo
Jrp1 < 2fr < 2n,
assim temos por transitividade que
fe+1 < 2n.
Como fi é o maior nimero de Fibonacci menor que n, entao n < fii1, assim

n < fk+1 < 2”7
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provando que sempre existe um nimero de Fibonacci entre n e 2n. |

Perceba que essa é a melhor estimativa que podemos fazer, entretanto ela nao
nos diz quantos nem qual(is) nimero(s) de Fibonacci temos entre n e 2n.
Podemos ainda fazer uma estimativa entre os niimeros de Fibonacci e as poténcias

de base 2, que sera mostrada na propriedade a seguir.

Propriedade 2.4.2 Exziste pelo um niumero de Fibonacci entre 2" e 2",

Demonstragao: Se 2" é um nimero de Fibonacci, nao ha o que demonstrar. Se nao,

entao seja fr o maior nimero de Fibonacci menor que 2", isto é,
S <2 (2.9)

Multiplicando (2.9) por 2, obtemos
2fr < 22" = 2f, < 2",
Perceba que
2fk = fie + Je > fra1

logo

foa1 < 2f < 27
e por transitividade obtemos

frpr < 27t

Como f é o maior nimero de Fibonacci menor que 2", entao fr1 > 2", segue que

2" < fryq < 27TL
Portanto sempre existe um nimero de Fibonacci entre 2" e 211 |

Até aqui ja mostramos trés estimativas para os nimeros de Fibonacci, mas mesmo

com essas estimativas, nao podemos afirmar muitas coisas sobre a sequéncia e os termos

desta sequéncia. Por exemplo, se dividir um nimero de Fibonacci pelo seu antecessor, o

que sera que obtemos?

Fazendo %, para n variando de 1 a 3, temos:
1 2
i 1 fo 1 fs 2
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Analisando as trés primeiras razoes, aparentemente nao existe nenhuma relagao em tal
razao, mas como nosso objetivo ¢é investigar o comportamento da sequéncia, entao anali-

saremos esta razao para n variando de 4 a 6:

é—5—1666 Jo _8_ = 1,6 fo_ 13

f 4 3 f5 5 f6 8

Notemos que a razao aparentemente estd cada vez mais proxima de 1,6; porém

=1,625;

vamos continuar o nosso estudo, para mais alguns valores de n, para tentarmos encon-
trar algum padrao na nossa razao, observando agora o comportamento da razao para
7T<n<9;

fg_21_1615 fo 34 _ 1.610... f10_55

fr 13 s 21 Cfe o 34

Aparentemente a razao esta ficando cada vez mais préxima de 1,61 mas serd que

=1,617...

essa tendéncia se mantém para os demais valores de n? Continuemos analisando mais

alguns casos particulares:

Ju_89_ g 2 M
fio 55 Ji 89

Jiz 233 fua 377

I = =1.618.: == — =1.618...:
Jiz 144 ’ " fiz 233 ’ ’

Para esses valores particulares que analisamos, aparentemente podemos conjectu-
rar que se dividirmos um ntimero de Fibonacci pelo seu antecessor, o valor encontrado se
aproxima de 1,618, que é um nimero muito especial, o qual falaremos dele mais adiante.

Como sabemos definir um nimero de Fibonacci apenas de forma recursiva, isto
é, nao temos uma expressao para expressar o n-ésimo termo de tal sequéncia, fica inviavel
tentar demonstrar a nossa suspeita, que a medida que n se torna suficiente grande, entao

fn-{—l

a razao ——, tende para 1,618.

O ?deal é que existisse uma maneira para determinarmos com precisao um termo
da sequéncia sabendo apenas a sua posi¢ao, pois assim conseguiriamos fazer a nossa
demonstracao tranquilamente. Sera que isso é possivel?

A resposta é sim, isso é possivel e a relacao que permite determinar o n-ésimo
termo da sequéncia de Fibonacci é conhecida como férmula de Binet, em homenagem ao
matematico que a redescobriu.

Segundo Contador (2012), “foi Jacques Binet 1786 — 1856, matemético que de-
senvolveu o processo para o calculo do n-ézimo termo de uma sequéncia em func¢ao da sua
posicao. Alguns autores atribuem a Leonhard Euler, e outros a Moivre esse desenvolvi-
mento”

O teorema a seguir apresenta o termo da sequéncia de Fibonacci, em func¢ao da

posicao ocupada na sequéncia.

31



Teorema 2.4.2 O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci é dado por

fn:

1 [(1 + \/§>n (1 — \/§>n]
V5 2 2 ’

Demonstracao: A definigao (2.2.1) é uma recorréncia de segunda ordem, pois um dos
termos é definido em funcao dos dois termos antecessores.

A recorréncia apresentada na defini¢ao (2.2.1), possui equagao caracteristica
r?—r—1=0,

145 1—+5

7 2T T

que possui raizes r; =

Segundo Lima et al. (2006), “se as raizes de r* +pr+4q = 0 sdo 71 e ro, com 71 # 79, entdo
todas as solugoes da recorréncia 9 + pr,41 + qr, = 0 sao da forma a,, = Cyr{ + Cory,
(' e Cy constantes”.

A demonstragao dessa afirmacao encontra-se no proprio livro, mas aqui nés omi-

tiremos a demonstragao. Utilizando essa ideia, a solugao de (2.2.1) é dada por:

14 v5\n1 1 —v/5\n1
fo=Ci( \/_> + G f) . (2.10)
2 2
pois a nossa recorréncia ¢ da forma xz,1 + px, + qr,—1 = 0.
Tomando n =1 e n = 2, obtemos o seguinte sistema:
1+ /5Hy\1-1 1 —+/5y\1-1
f1=01< 2 ) +C2< 2 )
1++/5\2-1 1—+/5\21
r=a(=5-) +a(=-)
logo,
1 50 1 —+/5\0
b= Cl( +2\/_> +C?( 2\/_)
1 5\ 1 1 — 5\
(Y e
2 2
assim,
1=0Ch + Oy
1 1—
1= a(50) e (150)
2 2
Resolvendo o sistema temos: Y
5+1
o= 2 (2.11)




.
Cy = T (2.12)

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), obtemos

P S
o= %‘/5; ! (1 +2\/5>”‘1 N %\/52— 1 <1 —2\/5)n_1

V" — 5\
f":%(Hz 5) _%(1 2 5)'
=5 - (59)) 213
que ¢ a férmula de Binet. |

Segundo Hefez (2011) “é notével que seja necessario recorrer a férmulas envol-
vendo numeros irracionais para representar os elementos da sequéncia de Fibonacci que
sao numeros naturais”.

Vejamos um exemplo de como encontrar um termo da sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 2.4.1 Encontre o 5% termo da sequéncia de Fibonacci sem usar a forma recur-

siva.

Solucao: Como estamos querendo encontrar o 5° termo, entao basta descobrirmos o valor

de f5 usando a férmula de (2.13), isto é,

fs=

AT - (5]

expandindo o binémio de Newton, temos:

() - ()

f5:% 32 32

simplificando, obtemos




Como ja temos uma férmula fechada para encontrar qualquer termo da sequéncia

f

de Fibonacci, ja podemos demonstrar que 221 tende para 1,618. Porém antes de efetu-
armos a nossa demonstracao, vamos fazer um breve relato histérico sobre esse nimero.

O Numero de Ouro, como assim € conhecido, é um nimero misterioso, enigmatico
e mistico que tem intrigado a humanidade desde a antiguidade. Ele também é conhecido
como Numero Aureo, Razao Aurea, Proporgao Divina, Divina Proporcao, Se¢ao ou Secgao
Aurea por representar para muitos a perfeicao, a harmonia e a beleza.

O matematico americano Mark Barr, no final do século XIX, batizou o Numero de
Ouro pela letra grega phi (®), 1é-se fi, em homenagem ao escultor grego Fidias (Phidias)
ao qual é atribuido a utilizacao de tal proporcao em suas obras tais como Partenon e a
estatua de Zeus. Existem relatos que outras figuras importantes no ramo das Ciéncias
utilizaram o nuimero ®, tais como:Pitdgoras, Euclides, Fibonacci, Kepler, dentre outros,
mostrando toda misticidade e mistério envolvendo .

Geometricamente, ¢ surge a partir da divisao de um segmento em razao extrema
e média, que foi definido pela primeira vez por Euclides ha cerca de 300 a.C., como se

segue:

Definicao 2.4.1 Um segmento de reta é cortada na razao extrema e média quando, assim

como a linha toda estd para a maior parte, a maior parte estd para a menor parte.

Aplicando a definicao acima na figura a seguir, sabendo que AB > AC > CB,

temos:

AB AC

AC ~ CB’
Fazendo AC =x e CB =1, entdao AB = x + 1. dal,

r+1 =z

r 1
logo,
2~z —1=0. (2.14)

Notemos que desenvolvendo (2.14) encontraremos duas raizes distintas a saber: x; =

1++/5 _1-V5

€ Ty
2 2
Como a primeira raiz € positiva, entao tomaremos
1++v5
T = \/_ = (I),
2
logo,

® = 1,618033988749895....

Portanto, ® (nimero de ouro) é um nimero irracional, isto é, ndo pode ser representado
como uma razao de numeros inteiros.

Agora ja podemos demonstrar a nossa conjectura, enunciada no teorema a seguir.
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fn+1

Teorema 2.4.3 O limite da razao , quando n tende ao infinito € @, isto €,

In
lim Int1 _ 1+\/3:<I>.
n—o00 fn 2

Demonstragao: De fato, de acordo com a equacao (2.13) sabemos que

fn—i-l:%[(l“—\/g)"*‘l_(1—\/5>"+1] g [(1+\/S>n_<1_\/5>n}7

2 2 "5 2 2
logo,
LT/l + 5\ nt1 1 —+/Hyntl
li = lim
n—00 fn n—oo 1 1+\/gn 1_\/gn
V5 [( 2 > a ( 2 ]
Como
o L=VEeit 1= /By
lim < ) = lim ( ) =0,
n—o00 n—o00 2
pois —1 < — < 0, temos que
1 1 + \/5 n+1
e HCE)
n—00 fn n—00 1 1+ \/5 n
#(=57) ]
ou seja,
<1 —+ \/g>n+1
1
R NTETE T
2
como queriamos demonstrar. |

2.5 Relacoes entre os nimeros de Fibonacci

Ja mostramos algumas propriedades para somas de nimeros de Fibonacci, algu-
mas estimativas e, agora, apresentaremos relacoes entre os numeros de Fibonacci.

No artigo Dassie e Lima (2012), a seguinte propriedade é enunciada: “dados trés
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci o produto do primeiro com o terceiro é
igual ao quadrado do segundo menos uma unidade”, mas averiguamos que a propriedade

citada nao é valida para qualquer valor de n. Vejamos nos exemplos a seguir:
o (..,1,2,3,.)=13=3=22 -1
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e (.,3,5,8,..)=38=24=5"—1.

Porém, averiguamos que a propriedade citada nao ¢ valida para qualquer valor de n, isto

pode ser observado no contra exemplo abaixo.
e (..,5,813,...) = 513 =65 # 8" — 1,

logo a propriedade nao ¢ valida para quaisquer 3 termos consecutivos da sequéncia.
Além disso, damos nossa contribuicao enunciando um resultado geral para trés

termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, que se da na propriedade a seguir. Em

um segundo momento, dividiremos-a em dois casos de modo que facilite o entendimento

do leitor, na forma das propriedades (2.5.2) e (2.5.3).

Propriedade 2.5.1 Dados trés numeros de Fibonacci consecutivos, tem-se a sequinte
rela¢ao:
5+1 = fnfn+2 + (_1)n (215)

Vejamos o que acontece com essa relacao para n variando de 1 a 8:

;=1"=12-1= fifs+ (-1
§=2=13+1= fofs+(-1)
1=3=25-1=fsfs+(-1)°
fi =5 =38+1= fufs+(=1)"
6 =8=513-1=fsfr+(-1)
2=132=821+1= fofs + (—1)°

Analisando os resultados para os valores particulares, realmente parece ser ver-
dadeira a relagao e vamos provar isso usando inducao sobre n.

Demonstracao: A equacao é valida para n = 1, pois

f=12=12-1=fifs+ (-1
Suponhamos que a equagao (2.15) seja verdadeira para n = k € N, isto é,
f13+1 = fufrro + (=D, (2.16)

e queremos provar que (2.16) é verdadeiro para n = k + 1, ou seja,

f13+2 = frr1fres + <_1)k+1~

De fato, somando fy1 fri2 em ambos os membros de (2.16), temos:
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f13+1 + ferifore = fifire + fori foro + (=1)F,
logo
Sot(fort + forz) = fora(fo + forn) + (1),

como fir1 + fig2 = fres € fro + fig1 = frros
entao

frs1frrs = frraforo + (=1)F,

assim

_f13+2 = _fk+1fk+3 + (_1)k> (2‘17)

multiplicando ambos os membros de (2.17) por (—1), obtemos

f13+2 = fep1frrs + (=1)F

Como a equagao é verdadeira para n = k + 1, entao pelo teorema (1.1.1), é verdadeiro
para todo n € N. |

A seguir vamos enunciar e demonstrar duas propriedades que sao casos particu-

lares da propriedade que acabamos de demonstrar.

Propriedade 2.5.2 Dados trés numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci, tal que
o primeiro deles € de indice impar, entao o quadrado do sequndo termo € igual ao produto

do primeiro com o terceiro menos uma unidade, isto €,

f'r%—&-l = fnfn-i-? -1

Demonstracao: Basta notar que sendo o primeiro nimero de indice impar, entao

n=2k+1,comkeNe (—1)"=(—1)*" = —1, assim (??) pode ser reescrita como
2 _
n+l — fnfn+2 - 17
o que conclui a demonstracao. |

Propriedade 2.5.3 Tomando-se trés nimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacct,
tal que o primeiro termo € de indice par, entao o quadrado do sequndo termo € igual o

produto do primeiro com o terceiro mais uma unidade, ou seja,

3+1 = fnfn+2 + 1.
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Demonstracao: Aqui devemos notar que como o primeiro termo é de indice par, logo

n =2k, com k € Ne (—1)" = (=1)* =1, assim (??) pode ser reescrita como

n2+1 = fnfn-i—? + 17

o que demonstra a propriedade. |

Acabamos de apresentar duas relacoes para quaisquer trés termos consecutivos da

sequéncia de Fibonacci, agora mostraremos uma relagao para quatro termos consecutivos.

Propriedade 2.5.4 Dados quatro termos consecutivos da sequéncia de Fibonacct, € ver-

dade que
fn+1fn+2 - fnfn—i—?) = (_1)n (218)

Inicialmente verificaremos como se comporta essa relagao para alguns valores particulares,

isto é, para n variando de 1 a 9, obtemos:

fofs—fifs=12-13=-1= (_1)1
f3fi— fofs=23—-15=1= (_1)2
fafs — f3fe=35—-28=—-1= (_1)3
fsfe— fafr=58—-313=1= (—1)4
fofr — fsfs =813 =521 = —1 = (—1)°
frfs — fofo=1321 =834 =1=(—1)°

Realmente, para alguns valores a relacao parece verdadeira. Provemos, agora, a veracidade
de (2.18).

Demonstracao: Como f,.o = fui1 + fn € fuis = fni2 + fur1, temos sucessivamente:

fn+1fn+2 - fnfn+3 = fn+1(fn+1 + fn) - fn(fnJrl + fn+2)
fn+1fn+2 - fnfn+3 = fn2+1 + fnfn+1 - fnfn+1 - fnfn+2
fn+1fn+2 - fnfn+3 = f2+1 - fnfn+2-

Pela propriedade (2.16), sabemos que f7.; = f, for2 + (—1)", assim

fn+1fn+2 - fnfn-i—?: - fnfn-i—Q + (_1)n - fnfn+2
fn+1fn+2 - fnfn+3 - (_1)71,7

como queriamos demonstrar. |

As duas préximas propriedades sao casos particulares, mas nao menos importan-

tes do que esta propriedade que acabamos de demonstrar.
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Propriedade 2.5.5 Dados quatro termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, tal
que o indice do primeiro termo € par, entao o produto dos meios subtraido do produto dos

extremos € igual a 1, ou seja,
Jot1fov2 — fafors = 1.

Demonstracao: A demonstracao é bastante simples, pois como o primeiro termo €é par,

entao (—1)" =1, logo (2.18) fica da seguinte maneira:
fov1fnre = fafors =1,

0 que prova o nosso resultado. |

Propriedade 2.5.6 Dados quatro termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, tal que
o indice do primeiro termo é impar, entao o produto dos meios subtraido do produto dos

extremos € igual a -1, ou seja,
Jnt1Snre — fafnis = —1.

Demonstragao: A demonstragao é simples, basta notar que como o primeiro termo é

fmpar, entao (—1)" = —1, assim (2.18) fica da seguinte maneira:

frt1fnr2 = fafoss = —1,
0 que prova a nossa propriedade. |
Propriedade 2.5.7 Sem > 1 en > 1, entao

fm+n - fm—lfn + fmfn—H-

Demonstragao: Faremos a demonstracao por inducao sobre n.

Se n =1, a afirmacao é verdadeira, pois

Jmt1 = fm—r 1 + ffo = fomr + fin

Suponhamos agora que a afirmacao seja verdadeira paran =1,2,3, ...,k € N, ou seja,

Jmak = fm-1fe + fnfra1

Queremos mostrar a veracidade de tal afirmacao paran =k + 1 € N, isto é,

k1 = fo—1fet1 + fnSrro

Com efeito, pela hipétese de inducao, temos

Jmik = f1fe + fofrev1 € foie1 = fo1fom1 + fin S

Somando ordenadamente membro a membro as duas igualdades acima, obtemos
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ftr + fnvi—1 = fnoafi + fnr from1 + fn i + fundie = Fna(fe + fr1) + fon(frin + fr)-
Note que por defini¢ao:
T+ fim1 = fosts forr + fio = fovz € sk + frnrh—1 = Frntnt,
logo
Jmtre1 = -1 i1 + fin fras

demonstrando que a afirmacao é verdadeira para n = k + 1.

Portanto, pelo teorema (1.1.1), temos a veracidade da afirmagao para todon € N.

Exemplo 2.5.1 Sabendo que fi4 = 377, f15 = 610, f5 =5 e f¢ = 8, determine o valor de
20

Solugao: Como pela propriedade (2.5.7) fiin = fno1fn + finfas1, entdo basta notar que
J20 = fis45 = f1afs + f15]6;

ou seja,
fao = 377.5 4 610.8 = 6765.

Ainda sobre as relagoes envolvendo os niimeros de Fibonacci, Dassie e Lima (2012)
afirmam que “a diferenca dos quadrados de dois nimeros de Fibonacci alternados é sempre
um numero de Fibonacci”. Na verdade podemos enunciar um resultado ainda mais forte,

o qual o faremos na propriedade a seguir.

Propriedade 2.5.8 A diferenca dos quadrados de dois nimeros de Fibonacci alternados

€ igual a fo,, isto €,

fon = f21 — f2_1, para todo n > 1.

n n

Demonstragao: Pela propriedade (2.5.7) sabemos que frin = fi-1fa + fmfns1, logo

an = fn+n = fn—lfn + fnfn+1
segue que

f2n = fn(fnfl + fn+1)

Sabe-se que fn,11 = fo+ foo1 = fo = foe1 — fno1, entao

fon = (fog1 = fa1) (foe1 + fog1),

assim
2 2
f2n = fn—l—l - fn—l?

0 que completa a nossa demonstragao. |
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2.6 Propriedades Aritméticas

Nesta parte destacaremos aquilo que entendemos de mais importante na sequéncia
de Fibonacci, que é podermos fazer afirmacoes sobre termos da sequéncia sem conhecer o
valor do termo.

Sobre propriedades da sequéncia de Fibonacci, Dassie e Lima (2012) afirmam que
“ a soma de dez termos consecutivos quaisquer da sequéncia é sempre um numero impar
divisivel por 117.

Eles citam ainda alguns exemplos. Vejamos:

14+1+24+3+5+8+13+21+34+55=143=143:11=13

5+8+13+21+34+55+ 89+ 144 + 233 + 377 =979 = 979 : 11 = &89

89 + 144 + 233 + 377 + 610 + 987 + 1597 + 2584 + 4181 + 6795 = 17567 = 17567 :
11 = 1597

233 + 377 + 610 + 987 + 1597 + 2584 + 4181 4 6765 + 10946 + 17711 = 45991 =
45991 : 11 = 4181

Agora, cabe uma pergunta: serd que a soma de quaisquer 10 termos consecutivos
da sequéncia citada é sempre um nimero impar e divisivel por 117
Averiguamos que o resultado citado nao é valido para todos valores de n propos-

tos, vejamos um contra exemplo mostrando que nem sempre essa soma é impar:
¢ 24+34+54+8+134+21+34+55+89+ 144 =374 = 374 : 11 = 34.

O nosso contra exemplo mostra apenas que nem sempre a soma é impar. Além
disso, damos a nossa contribuicao na forma do teorema a sequir, mostrando que embora
a soma nem sempre seja impar, contudo é sempre um multiplo de 11.

A soma de dez termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci é sempre um
multiplo de 11.

Demonstracao: Sejam Sig e f,, respectivamente, a soma de 10 termos consecutivos e
o primeiro termo escolhido na sequéncia de Fibonacci. Sabemos que f,11 = f. + fu_1 €,

de forma recursiva, podemos também escrever

Jrrz=Jor1+ fo=fot fom1 + fo=2fn + fra

Jots = fnre + for =200+ foor + fo + foo1 = 3fn + 2fu
fn+4 = fn+3 + fn+2 = an + 2fn71 + 2fn + fnfl = 5fn + 3fn71
Jnts = fova+ foas =5 0 +3fn1+3fn +2fu1 =8fn +5fu1.

De modo analogo, temos que

fn+6 - 13fn + 8fn—1 (219)
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fn+7 - 21fn + 13fn—1
fn+8 = 34fn + 21fn71
fn+9 = 55fn + 34fn—1~

Logo a soma dos dez termos consecutivos é dada por,

SlO = fn + fn-i—l + fn+2 + fn-‘rS + fn+4 + fn+5 + fn+6 + fn+7 + fn+8 + fn+9 =
S0 = 143fn + 88fn_1 =
Sio = 11(13f, + 8Fu_1) (2.20)

Portanto S19 ¢ um multiplo de 11 como queriamos demonstrar. |

Provamos que dados 10 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci a sua
soma é sempre um multiplo de 11, mas podemos afirmar algo ainda mais forte, além
dessa soma ser multiplo de 11, o quociente da divisao por 11 é sempre o sétimo termo
dentre os escolhidos.

De fato, mostramos em (2.20) que

Sio = 11(13f, + 8fu_1). (2.21)

Sk

Se fizermos T obteremos

11(13f, + 8fn-1)
11

= (13fn + 8fn—1)7

que, por (2.19), é o f,16 que é o sétimo termo, o que prova o nosso resultado.
Sendo assim a soma de 10 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci além

de ser multiplo de 11, o seu quociente é sempre o 7° termo dentre os 10 escolhidos.

Propriedade 2.6.1 A soma de seis termos quaisquer da sequéncia de Fibonacci é um

maultiplo de 4.

Demonstracao: Seja S a soma dos seis termos consecutivos de Fibonacci, f,, o primeiro

termo dentre os escolhidos. Sabemos que

fn+1 - fn + fn—la

logo
frore=fori+ fo=fot focr + [ =2fn + [
fn+3 - fn+2 + fn+1 = 2fn + fn—l + fn + fn—l - 3fn + 2fn—1
Jnra = forzs + fore =3f0 +2fn1+2fn + fu1 =5 0+ 3fn
Jnts = fora + forz =5 0+ 3fn1+ 3 0+ 2fn1 =8fn + 5 u-1.
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Assim,
S6 = fn + fn+1 + fn+2 =+ fn+3 + fn+4 + fn+5a

ou seja,

Sﬁ = fn + fn + fn—l + 2fn + fn—l + 3fn + 2fn—l + 5fn + 3fn—l + 8fn + 5fn—l =

Sﬁ = 20fn + 12fn_1 =

Ss = 4(5fn + 3fn1) (2.22)

Portanto a soma de seis termos consecutivos de Fibonacci é um miltiplo de 4. Il

Propriedade 2.6.2 O quociente entre a soma de quaisquer 6 termos consecutivos da

sequéncia de Fibonacci e 4, € sempre igual ao 5° termo dentre os escolhidos.

Demonstracao: Sabe-se pela propriedade (2.6.1) que a soma de 6 termos consecutivos

da sequéncia de Fibonacci é dado por:

SG - 4(5fn + 3fn—1)7
que é um miultiplo de 4. Além disso, dividindo Sg por 4, obtemos

4 4

que pela demonstragdo da propriedade (2.6.1) é exatamente o quinto termo dentre os

- (5fn + 3fn—1)7

escolhidos.

Propriedade 2.6.3 Dados 14 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, a sua soma

¢ sempre um multiplo de 29.

Demonstragao: Sejam f,, o primeiro termo escolhido na sequéncia de Fibonacci e S14

a soma de 14 termos consecutivos da sequéncia citada. Entao, pela definicao recorrente
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de tal sequéncia os demais termos de forma ordenada sao:

Jrt1 = fn + far

o2 =Jforr+ fo=Jfo+ fo1+ fo =200+ fa

Jots = favz + foi1 = 20+ fac1 + fu+ fa1 = 3f0 + 2/

Jova = forzs + fore =3 0+ 2fn1+2fn + fuo1 =50+ 3fn

Jots = fota+ fors =05fn +3fn1+3fn+ 2fn1 =80+ 5fn

Jot6 = fovs + fora =80+ 5fn1+ 50 +3fn1=13fn + 8fn

Jner = fose + s = 13f0 +8fn1 +8fn +5fn1 = 21f, + 13f1

frots = Jot7 + fore =21 0 + 131 + 13 /5 + 8fn1 = 34/ + 21 f, 1

fn+9 = fn+8 + fn+7 - 34fn + 21fn—1 + 21fn + 13fn—1 = 55fn + 34fn—1

fnt10 = fovo + fars = 55 + 34 fn1 +34fn + 21 f1 = 89fn +55fn1
Jor11 = for10 + foro =89 0 + 55 1 +55fn + 34 01 = 1441, + 89/,
Jnt12 = for1n + forr0 = 14410 + 8901 + 89/, + 55 fr—1 = 233/, + 144,
Jnv13 = fagr2 + foynn = 233 fn + 144 f, 1 + 144 f,, + 89,1 = 377 f,, + 233 [ 1,

logo
S1a = fo+ fov1 + Jore + foss + fora + o+ forn + o1z + fotas,
ou seja,
Sia = 986f, + 609f,_1 = 29(34f, + 21f,_1),

o que demonstra a nossa propriedade.

Como acabamos de demonstrar, a soma de 14 termos consecutivos da sequéncia
de Fibonacci é um muiltiplo de 29. Contudo além de ser miltiplo de 29, tal soma quando
dividida por 29 obtem-se sempre o 92 termo dentre os termos escolhidos. Com efeito, pela

propriedade anterior, sabemos que
S14=29(34f, +21f,_1).

Assim, dividindo Si4 por 29 obtemos

S 29(34f, +21f,1)
29 29

que pelo desenvolvimento da demonstragao da propriedade (2.6.3) é o 9° termo dentre os

=34f, +21f, 1,

14 escolhidos, completando a nossa demonstracao.
Ja apresentamos um resultado para a razao de dois termos consecutivos sobre a
sequéncia de Fibonacci, mas como sera que se comporta o mdce de dois termos consecutivos

de tal sequéncia? Analisemos a tabela a seguir.
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termo da sequeéncia | nimero de Fibonacci decomposicao em fato-

res primos

J1 1 -

fo 1 _

/3 2 2

J4 3 3

J5 5 5

Jo 8 2.2.2 =23

7 13 13

Js 21 3.7

Jo 34 2.17

J10 55 5.11

fu 89 89

Ji2 144 2.2.223.3=2"3"

J13 233 233

J14 377 13.29

Ji5 610 2.5.61

Tabela 2.2: Decomposicao em fatores primos de alguns nimeros de Fibonacci

Analisando a tabela acima, podemos observar que dois termos consecutivos nao
possuem nenhum fator comum na decomposicao em fatores primos, logo o maximo divisor
comum de dois termos consecutivos desta tabela é 1. Vejamos a propriedade a seguir sobre

o mdc dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

Propriedade 2.6.4 Dois niumeros de Fibonacci consecutivos sao coprimos entre si, isto

s

¢

mdc(fm fn—i—l) =1

Demonstracao: Sejam f, e f,.+1 os numeros de Fibonacci consecutivos e seja d =
mde( fr, fas1), percebamos que d > 0 pois f, e f,11 s@o inteiros positivos. Notemos ainda

que d | fn ed| fus1, pois d é o mdc(fr, fui1), entdo d | fn—1, pois fr—1 = fny1 - fn.Como
d| fned] fu_1, entdo d | f,_2. Continuando com esse raciocinio, verificaremos que d | fo,

logo d | 1, pois fs =1, logo d s6 pode ser 1, o que conclui a nossa demonstragao. |

Propriedade 2.6.5 Dados m,n € N, temos que f,, € multiplo de f,,,, isto €,

fm | fmn'

Demonstracao: Procederemos a nossa demonstracao por indugao sobre n. Perceba

que, para n = 1 a afirmacao é verdadeira pois,
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fo | fin-

Suponhamos agora que a afirmagao seja verdadeira paran = 1,2,3,4, ...,k € N (hipdtese

de inducgao), ou seja,
Queremos provar que vale paran =1,2,3,4, ...,k + 1 € N. Iremos mostrar que

T | fnget1)-

De fato,
Jm@e+1) = fmktm, € POr (2.5.7), segue que

fm(k+1) = fmk+m = fmk—lfm + fmkfm—l—l-

Como fy, | fm e por hipdtese de indugao f,, | fi, entdo

f | frnk—1fm € fon | frnk fmo1,s
logo f,, divide a soma, isto é,
S | fb—1fm + ke fma1s
ou seja,
fm | fm(k+1)'

Portanto, pelo teorema (1.1.1), a proposic¢ao é verdadeira para todo n € N. |

Esta propriedade € interessante, pois mesmo sem conhecer o valor de f,,, podemos
afirmar, por exemplo, que 5 = f5 divide fgg745 que é um numero muito grande e que

teriamos dificuldade em escreveé-lo, para depois usar um critério de divisibilidade e afirmar

com certeza se é ou nao divisivel por 5.

Propriedade 2.6.6 Sejam m e n inteiros positivos tal que m | n, entdo

fo | fo-
Demonstragao: Inicialmente percebamos que se m | n, entao existe um inteiro ¢ tal
que

n =mgq.

Agora faremos a demonstracao por indugao sobre q.

Se ¢ = 1, entao n = m, logo
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fo | f-

Suponhamos agora que a afirmagao seja verdadeira para algum ¢ = k € N, isto é,

fm | fmk-

Queremos mostrar que a afirmacgao também é verdadeira para ¢ = k + 1 € N, ou seja,

fm | fm(k+1)-

De fato,
Jm(e+1) = fmkt+m € pela propriedade (2.5.7), temos

fm(k—i—l) = fmk—lfm + fmkfm+1-
Note que fi, | fik—1fm, € sabemos que por hipétese de inducao que f,, | fiuk, logo

fm ’ fmk.fm—i—la

e assim

fm | fmk—lfm + fmkfm+1-

Desse modo, a afirmagao é verdadeira para ¢ = k + 1 e portanto, pelo teorema (1.1.1) é

valida para todo n € N. |

Exemplo 2.6.1 Veja que 3 divide fi2, pois 3 = f4 e pela propriedade (2.6.6) temos que
fal frz.

Lema 2.6.1 Dadosn e g € N o mdc(fng—1, fn) = 1.

Demonstracao: Com efeito, seja d = mdc(fng—1, fn), assim d | fny—1 € d | fn, sabemos
pelo 2.6.5 que f, | fug, além disso se d | f,, e fi, | fng, €ntéo por transitividade d | foq.
Como d | fng € d | fng—1 por hipdtese, entdo d é o méaximo divisor comum de
dois nimeros consecutivos de Fibonacci, a saber f,,_1 € fq, logo pela propriedade (2.6.4)
temos que d = 1.
Portanto o mdc(fng—1, fn) = 1. [

Lema 2.6.2 Dados m,n,q er € N, se m =nq+r, entao o

mdc(fm; fn) = mdc(fn, fr)

Demonstracao: De fato, o mdc(fo, fn) = mdc(frgtr, fn). Por (2.5.7), temos que

mdc(fnq+7"7 fn) - mdc(fanlfr + fanr+17 fn)7

logo
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mdc(fm, fn) = mdc(fnq—lfr‘ + fanr-i—la fn)7

Pela propriedade (2.6.5) sabe-se que f, | fug, 10g0 fi | faqfr+1 € pela proposigao (1.4.2)

que afirma que se b | ¢, entdao mdc(a + ¢,b) = mdc(a,b), temos que

de(fm, fn) = mdc(fanlfra fn)

Pelo lema (2.6.1), sabemos que mdc(fnqe—1, fn) = 1, e pela proposicao (1.4.3), tem-se que

se mdc(a, c) = 1, entdo mdc(a, bc) = mdc(a,b), assim

mdc( fom, fn) = mde(fo, fr)

e o lema fica demonstrado. |
A sequéncia de Fibonacci ainda possui outras propriedades e outros teoremas,
contudo vamos apresentar apenas estes resultados e passar para o proximo capitulo, onde

mostraremos algumas aparigoes/aplicagoes da sequéncia citada.
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Capitulo 3

Manifestacoes e aplicacoes da

sequencia de Fibonacci

Seguindo as ideias de Lima (2006) sobre o tripé matemaético, neste capitulo fare-
mos o que ele chamou de “manipulagao”, apresentando algumas aparigoes da sequéncia
de Fibonacci na natureza, em outros ramos da matematica, e em outras disciplinas. Além
disso, vamos sugerir algumas aplicacoes em sala de aula.

A sequéncia de Fibonacci, bem como os numeros de Fibonacci tem varias aparigoes
e/ou aplicagdes no nosso cotidiano. Segundo Contador (2012) “Hoje os nimeros ou a
sequéncia de Fibonacci sao um importante aliado da Biologia e da Botanica. Também
é aplicada em estudos na distribuicao de folhas sobre o caule ou filotaxia e crescimento
organico.”

Ele considera ainda que:

A série de Fibonacci aparece com frequéncia em um grande nimero
de fenémenos naturais, define perfeitamente o esquema de re-
producao dos coelhos, a proporcao entre as abelhas machos e
fémeas nas colméias, a distribuicao de folhas no ramo de algumas

arvores.Contador (2012)

3.1 Aparicoes na natureza
Vamos apresentar algumas situacoes na natureza onde a sequéncia de Fibonacci

se manisfesta nas mais variadas formas.

3.1.1 Aparicoes nas flores

Inicialmente, mostraremos algumas aparicoes da sequéncia de Fibonacci nas flo-

res, mas vejamos bem, sao apari¢oes, nem todas as flores apresentam relagoes com esta
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sequencia.
O nosso primeiro exemplo é da margarida, que de acordo com Zahn (2011) “As
margaridas geralmente téem 13, 21, 34, 55 ou 89 pétalas”. Note que estes sao nimeros

consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

b

Figura 3.1: Margarida de 13 pétalas

Um outro exemplo onde aparecem os nimeros de Fibonacci sao os lirios, em que
a quantidade de sépalas (que tem a fungao de proteger a estrutura) e as pétalas(cuja
fungao é atrair polinizadores) sdo um ntimero de Fibonacci. De acordo com Ferri (1983),

“os lirios possuem 3 pétalas e 3 sépalas”. Vejamos:

Figura 3.2: Lirio vermelho

Podemos ainda citar as quaresmeiras, flores que segundo Ferri (1983) “possuem 5
pétalas”. Logo temos mais um exemplo de flor em que o nimero de pétalas é um nimero

de fibonacci. Observemos:
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Figura 3.3: Quaresmeira. Foto: Jardineiro.net

No livro Sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro, Zahn (2011) fotografou duas

arvores que os seus galhos crescem segundo a sequéncia de Fibonacci, vejamos:

Figura 3.4: Arvores que os galhos crescem conforme a sequéncia de Fibonacci

Embora existam varios outros exemplos dentro da natureza em que aparecem os
nimeros de Fibonacci ou a propria sequéncia, finalizaremos essa secao apresentando duas
manifestacoes interessantes da sequéncia citada. A primeira delas é o “girassol”, onde
suas sementes preenchem o miolo dispostas em dois conjuntos de espirais, sendo 21 no
sentido horario e 34 no anti horario. A segunda é a “pinha”, onde as sementes crescem e
se organizam em dois conjuntos de espirais, sendo 08 espirais no horario e 13 no sentido

anti hordrio. Vejamos na imagem abaixo:
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Figura 3.5: Sementes de girassol e pinha

3.2 Aplicagoes e/ou aparicoes em outras areas do co-

nhecimento

3.2.1 Aplicacao na Fisica

Uma outra aparicao da sequéncia de Fibonacci em outras areas do conhecimento,
segundo Zahn (2011), pode ser observada na Fisica, com o exemplo seguinte: “seja um
conjunto formado por duas placas de vidro justapostas, com indice de refracao diferentes.
Um raio de luz que incidir sobre tal conjunto pode sofrer reflexdes e desvios de varias
formas”. Vamos contar o nimero de caminhos possiveis de um raio de luz, gradualmente,

o numero de reflexoes nesses caminhos. Observemos a imagem a seguir:

% v
0 reflexio
1 caminho:
1 possibilidade ; reﬂzxen
2 reflexs
3 possibil 3 reflexdes %

4 caminhos:
5 possibil

HE KL

Figura 3.6: Esquema de espelhos

Ao interpretarmos a figura verificamos que o niimero de caminhos segue a sequéncia
de Fibonacci. Representando o nimero de reflexoes, pela letra n, o nimero de caminhos

serd f,, um numero de Fibonacci.
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3.2.2 Aplicagao no triangulo aritmético de Pascal

A sequeéncia de Fibonacci, além de estar presente na natureza e na Fisica, também
aparece em varias areas da matematica. Por exemplo, os niimeros de Fibonacci estao pre-
sente também no triangulo aritmético de Pascal uma vez que se somarmos os nimeros
dispostos na diagonal invertida do triangulo aritmético obteremos exatamente um niimero
de Fibonacci. Na verdade, se somarmos todas as diagonais do triangulo aritmético ob-

teremos exatamente a sequéncia de Fibonacci, como pode ser visualizado na figura a

seguir.
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5/ 10| 10 3 1
1 6 15| 20| 15 6 1
1 7| 21| 3% 35| 21 7 1
1 8 28| 56| 70| 58] 28 3 1
1 9| 36| 84| 126 126 B4] 36 9 1
1| 10[ 45| 120] 210 252] 210{ 120 45] 10 1
1| 11| 55| 165 330 462| 4e62| 330 165] 55 11 1
1| 12| 6| 220] 405] 792| 924 792 495] 220 6] 12 1
1| 13| 78| 286 715| 1287 1716| 1716| 1287| 715 286] 78] 13 1
1| 14| o1 364] 1001| 2002 3003| 3432| 3003| 2002| 1001| 364 o1 14 1
1| 15| 105| 455| 1365| 3003 5005| 6435| 6435| 5005| 3003| 1365 455 105 15 1]

Figura 3.7: Soma das diagonais invertidas do triangulo aritmético

3.2.3 Aplicagcao em multiplicagcao de matrizes

A sequéncia de Fibonacci, mtambém aparece no contexto das matrizes. Existe
uma matriz que a medida que vamos elevando-a a expoentes inteiros positivos maiores

que dois obtemos como resposta, numeros de Fibonacci. Dada a matriz

11
10

observemos o seu comportamento. Se fizermos A%, teremos:

2
42 — 11 2 10 | s [
10 11 fa fi

onde todos os elementos da matriz sio niimeros de Fibonacci. Fazendo agora A*, obtemos:

3
A3:11:32:f4f3

L0 21 fs [
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onde também todos os elementos sao nimeros de Fibonacci. Continuando com raciocinio

analogo, calculando A*, encontramos:

1 1] [53] [£ f
Lo [32] |f B

Calculando agora A®, temos:

e [t [ss] [5 s
10 5 3 fs fa|

At =

Novamente temos todos os elementos da matriz sendo nimeros de Fibonacci. Seguindo

esse raciocinio, ¢ natural conjecturarmos que

11" [ e S
A — | fan S .
10 fn fn—l
De fato, a conjectura é verdadeira e vamos prova-la por inducao.

Demonstragao: Note que para n = 2, a nossa conjectura é verdadeira, pois

1] 2] 5 oh
Lol |11] [f A]

Suponhamos que seja verdadeira a conjectura para n = k € N, isto é,

w11 s A
Lo fk fkfl ‘

E queremos mostrar que também é valida paran =k 4+ 1 € N, ou seja,

A? =

k1
A L1 _ | S S
Lo frsr Jx

com efeito,

Ak+1 — AkA —

Ak+1

JerntSe fova | | Sorz Jrn
Je+ foor Jr frrr e |

R R AR
10 10 fi fe 1 0

Provando que a validez de n = k € N implica a validade para n = k£ + 1 € N e desta

forma, pelo teorema (1.1.1) temos que o resultado é verdadeiro para todo n € N.
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3.2.4 Aplicagcao em determinantes de ordem maior que 2

Como dito anteriormente, a sequéncia de Fibonacci e os seus ntimeros estao pre-
sentes em algumas matrizes. Agora mostraremos outra situacao desta aparicao, desta vez,
no contexto dos determinantes.

Inicialmente, vamos calcular o determinante da matriz

1 1 2
A= 3 95 8
13 21 34

Fazendo alguns calculos, encontramos a resposta det A = 0.

Agora calculemos det B, onde

1 2 3
B = 5o &8 13
21 34 55

Realizando os calculos necessarios, a resposta encontrada é det B = 0.
Calculando det C, onde

2 3 5
C = 8 13 21
34 55 89

obtemos det C = 0, calculando ainda det D, onde

§ 13 21
D = 34 55 89 |,
144 233 377

temos como resultado det D = 0.

Agora podemos fazer o seguinte questionamento, o que essas quatro matrizes
tém em comum, além de terem seus respectivos determinantes iguais a 07 O leitor mais
atento, ja deve ter percebido que todos os elementos das quatro matrizes sao ntimeros de
Fibonacci e também, sao ntimeros consecutivos desta sequéncia.

Podemos ainda fazer outra pergunta: todas as matrizes de ordem 3, cujos ele-
mentos sao nimeros consecutivos de Fibonacci, tém sempre seu determinante nulo?

A resposta é sim, e a sua justificativa é bastante simples. Como a sequéncia de
Fibonacci é definida como a soma dos dois termos anteriores, entao a terceira coluna das
matrizes de ordem 3 serd a soma das duas primeiras colunas. Sendo assim, a 32 coluna

¢ combinacao linear das duas primeiras, e segundo lezzi e Hazzan (1977) “se uma matriz
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quadrada M = [a;;], de ordem n tem uma linha (ou coluna) que é combinacao linear de
outras linhas (ou colunas), entdo det M = 0”, o que completa a nossa justificativa. O
leitor pode encontrar a demonstracao da afirmagao no préprio livro.

De posse das afirmagoes do paragrafo anterior podemos fazer a seguinte genera-
lizacao:

Dada uma matriz A = [a;;], de ordem n, tal que n > 3 cujos termos sdo nimeros

consecutivos de Fibonacci, entao det A = 0. O fato se da pela mesma justificativa anterior.
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Capitulo 4
Atividades propostas

Segue neste capitulo, algumas sugestoes de atividades a serem trabalhadas em
sala de aula, referentes a alguns assuntos abordados neste trabalho.

As sugestoes apresentadas tem o objetivo de promover uma discussao e reflexao
sobre padroes discutidos ao longo deste trabalho.

Sendo assim, cabe aos professores de Matemaética orientarem as discussoes através
de indagagoes dirigidas tanto no desenvolvimento das atividades, quanto no momento das

solugoes das mesmas.

4.1 Deduzindo a sequéncia de Fibonacci

Publico

Alunos do 12 ano do ensino médio.

Material
Lapis, borracha, atividade impressa, material dourado e laboratério de informatica

com acesso a internet.

Tempo previsto

Duas aulas de 60 minutos cada.

Objetivos
e Auxiliar para que acontega a interacao dos alunos em grupo.
e Incentivar o aluno a perceber padrao em sequéncias.
e Mostrar uma aplicacao da matematica no cotidiano do aluno.

e Proporcionar ao aluno condigoes para aperfeicoar o seu raciocinio logico.

o7



Requisitos basicos para o desenvolvimento da atividade

Nocoes basicas de niimeros inteiros e sequéncias numeéricas.
Atividade 1

Um casal de coelhos torna-se produtivo apds dois meses de vida e, a partir de
entdo, produz um mnovo casal a cada més. Comecando com um unico casal de coelhos

recém-nascidos, quantos casais existirao ao final de um ano?
Roteiro da atividade

O professor deve estipular um tempo de aproximadamente 30 minutos para os
grupos pensarem e resolverem os seus respectivos problemas. Apds esse tempo, o professor
deve pedir para cada grupo socializar o problema e a solugao encontrada.

Possivelmente, alguns dos grupos nao vao encontrar a resposta correta, entao
cabe ao professor a sua intervencao, fazendo um breve comentério sobre Leonardo de
Pisa, relatando que fora ele quem criou este problema em 1202. Porém, o professor nao
deve solucionar o problema, deve ir orientando os alunos para que eles mesmos respondam
a questao. O professor pode adotar o seguinte roteiro:

12) No primeiro més teremos quantos casais de coelhos?

29) No segundo més teremos quantos casais de coelhos?

Certamente, os alunos responderao 01 casal para cada um dos dois primeiros meses, mas
os questionamentos devem continuar.

39) No terceiro més, teremos quantos casais? E no quarto més? E no quinto més?

Aqui o professor deve estimulé-los a tentar descobrir o padrao da sequéncia para
encontrarem a solugao procurada. Caso os grupos nao encontrem a solucao, ele deve
repassar aos grupos a tabela abaixo, para facilitar a solu¢ao do problema, estipular apro-
ximadamente 15 minutos para uma nova tentativa de resolucao da questao, agora com uso
da tabela disponibilizada. Se algum grupo conseguir solucionar o exercicio, o professor
deve pedir para o grupo aguardar os demais grupos para finalizarem juntos a atividade.

Neste momento, tendo ou nao os alunos conseguido resolver o problema, o profes-
sor termina a abordagem historica sobre Leonardo de Pisa, informando que este problema
originou a famosa sequéncia de Fibonacci, que é definida como a soma dos dois termos
imediatamente anteriores. Em seguida faz a tabela citada no quadro e resolve o problema
com os discentes. O professor também pode explicitar que a sequéncia citada é obtida

através de uma lei de recorréncia.
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Tabela 4.1: Tabela para a solucao do problema dos coelhos

Atividade 2

A sequéncia de Fibonacci pode ser abordada através de diversos problemas e
de maneiras distintas, podendo inclusive ser deduzida de forma divertida, através de
brincadeiras, pois brincando também se aprende.

A cerca da aprendizagem nas brincadeiras, pode ser destacado que:

0s jogos e brincadeiras propiciam condigoes
agradaveis e favoraveis para o ensino da matemadtica,
uma vez que, com esse tipo de material, o individuo
é motivado para trabalhar e pensar tendo por base o
material concreto, descobrindo, reinventando e nao sé
recebendo informagoes. (Alves, 2001)

Partindo desse pressuposto, propomos a atividade a seguir, que pode ser desen-
volvida de duas formas, uma utilizando o material dourado, e outra no laboratério de
informatica, utilizando a “ludoteca” da USP disponivel no seguinte endereco eletronico:
www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=texcod=_fibonacciproblemadostijolos .

Utilizando a animagao disponibilizada na “ludoteca” da USP, construa uma pa-
rede de tijolos, cujo comprimento € duas vezes maior que a sua altura e se, a parede tiver
que levar duas unidades de altura, poder-se-d fazer um niumero diversas de formas, de-
pendendo do comprimento que se queira. Sabendo que necessariamente o primeiro tijolo
deve ser colocado em pé, de quantas maneiras distintas podemos construir uma parede de

comprimento n?
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Roteiro da atividade

O roteiro descrito é vélido tanto para desenvolver a atividade com material con-
creto (material dourado), quanto para o laboratério de informatica, através da ludoteca.

Inicialmente o professor deve fazer os seguintes questionamentos:
De quantas maneiras podemos construir uma parede de comprimento 17 E de compri-
mento 27 Caso queiramos um parede de comprimento 3, de quantas maneiras podemos
construi-la? E se for de comprimento 57

O professor deve continuar com os questionamentos, proporcionando de maneira
diferenciada, através de uma brincadeira, a construcao da sequéncia de Fibonacci. A
abordagem histérica da sequéncia pode ser feita como descrito no roteiro da “atividade
17.

Ao final da atividade o professor deve fazer a pergunta e se formos construir uma
parede de comprimento n, poderiamos fazé-la de quantas maneiras distintas?

Oriente os alunos para que percebam que a resposta do problema é a sequéncia

de Fibonacci.

4.2 Soma de 10 termos consecutivos da sequéncia de

Fibonacci
Publico

Alunos do 12 ano do ensino médio.

Material

Lapis, borracha e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas aulas de 60 minutos cada.

Objetivos
e Contribuir para com a interagao dos alunos em grupo.
e Incentivar o aluno a perceber regularidades em sequéncias.
e Contextualizar o conteido de sequéncias com critérios de divisibilidade.

e Proporcionar ao aluno condigoes para aprimorar o seu raciocinio légico.
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Requisitos basicos para o desenvolvimento da atividade

Nocoes basicas de niimeros inteiros e sequéncias numeéricas.

Atividade

Calcule o valor das sequintes somas:
e 1 4+1+24+3+5+8+13+21+34+55
e 24+3+54+8+13+21+34+55+89+ 144
o 5+ 8+ 13+ 21+ 34+ 55+ 89+ 144 + 233 + 377
o 13+21+34+455+89+ 144 + 233 + 377 + 610 + 987

Roteiro da atividade

Inicialmente, o professor deve salientar aos alunos que as somas pedidas sao ter-
mos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e expor os vinte primeiros termos. Deve frizar
ainda que tal sequéncia foi descoberta na idade média, por Leonardo de Pisa, que ficou
conhecido por Leonardo Fibonacci justamente por ter proposto o problema que originou
tal sequéncia e que até hoje ela desperta o interesse de estudiosos das mais variadas areas
do conhecimento, pois a mesma se manifesta em varias situagoes na natureza e em outras
ciéncias, além da prépria Matemaética.

Em seguida o professor deve organizar os alunos em grupos e explicar a atividade
proposta. Assim que os grupos concluirem a atividade, as resposta devem ser comparti-
lhadas com toda a sala de aula.

Neste momento, o professor deve fazer alguns questionamentos que levem os aluno

a perceberem o comportamento da soma.
e O que as somas tém em comum?

Os alunos devem ser capazes de responder que todas tem como resposta um ntmero

impar. Agora o professor deve perguntar:

e Serd que todas as somas de 10 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci é

sempre um numero impar?

Alguns alunos deverao afirmar que sim, por que fizeram quatro exemplos, e todos
tiveram como resposta um nimero impar. Agora, o professor deve pedir para os discentes

calcularem outras somas:
o 1 +2+3+5+8+13+21+34+55+89

® 3+5+8+13+21+ 34+ 55+ 89+ 144 + 233
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Ao realizarem os calculos, serao capazes de perceber que nem sempre essa soma
¢é fmpar.

Finalmente, o professor deve instigar os alunos a perceberem a caracteristica da
soma, deve até dar um exemplo mostrando que o padrao esta relacionando com critérios
de divisibilidade. Se os alunos nao conseguirem perceber que todas as somas sao multiplos
de 11, deve-se pedir que os alunos facam a decomposicao em fatores primos das somas

pedidas, finalizando assim a atividade.

4.3 Multiplicacao de uma matriz cujo produto sao os

termos da sequéncia de Fibonacci

Publico

Alunos do 22 ano do ensino médio.

Material

Lapis, borracha, atividade impressa e uma planilha eletronica.

Tempo previsto

Trés aulas de 60 minutos cada.

Objetivos

e Contribuir com a interagao dos alunos em grupo.

Incentivar o aluno a perceber padrao em sequéncias.

Mostrar uma relagao entre o conteudo de sequéncis com o produto de matrizes.
e Proporcionar ao aluno condigoes para elevar o nivel de seu raciocinio légico.
e Utilizar as tecnologias da informacao e comunicacao como ferramenta pedagdgica.

Requisitos basicos para o desenvolvimento da atividade
Nocgoes basicas de produto de matrizes, sequéncias numéricas e manejo de planilhas

eletronicas.

Atividade

Dada a matriz
11
A= ,
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calcule A?, A% e A%
Roteiro da atividade

Esta atividade é interessante, pois é possivel associar um conteudo de sequéncias
que geralmente é abordado no 1° ano do ensino médio com o produto de matrizes que é
visto no 22 ano do ensino médio.

Como a matriz A é de ordem 2, os alunos provavelmente nao terao dificuldades

em calcular o valor de A2, encontrando assim que

2
e |1 2 1
10 11

O professor pode fazer o seguinte pergunta: alguém sabe dizer o que os elementos
de A? tem de especial? Aqui dificilmente algum aluno vai identificar os nimeros de
Fibonacci, até por que a maioria certamente nao conhece a sequéncia e seus termos.

Agora o professor pede para os alunos calcularem A%, onde eles devem encontrar

3
e |1 3 2
10 2 1

Deve ser feito o mesmo questionamento feito para A%. Caso os alunos ainda nao
consigam responder corretamente afirmando que se trata dos nimeros de Fibonacci, o
professor deve fazer a abordagem historica sobre Leonardo de Pisa e o surgimento da
sequencia de Fibonacci, definindo a sequéncia e exibindo alguns de seus termos.

Finalmente, o professor deve pedir para que seja calculado A*, onde deve ser

encontrado como resposta

4
|1 5 3
10 3 2

Repete a pergunta: o que essa matriz tem de especial? Neste momento, os alunos
ja devem ser capazes de perceber, que todos os elementos sao nimeros de Fibonacci.

Em uma outra aula, no Laboratorio de Informatica, com o auxilio de uma planilha
eletronica, o professor deve pedir aos alunos para continuar realizando os calculos feitos
em sala de aula, fazendo A%, A% A7, A% A° e assim sucessivamente. Apds as respostas dos
alunos, investigar se todos vao perceber que independente de qual poténcia seja realizada,
o resultado obtido é sempre uma matriz cujos termos sao nimeros de Fibonacci.

Desta maneira, o professor com essa atividade oportuniza aos alunos o desenvol-
vimento de varias habilidades. A primeira delas, produto de matrizes de ordem 2, em

seguida conhecimento historico sobre uma sequéncia numérica famosa, além de utilizar as
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Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TICs) para calcular produto de matrizes, e
finalmente, propicia aos alunos a oportunidade de perceber um padrao, isto é, uma regu-
laridade, que é previsto nos PCNs como habilidades a serem desenvolvidas com o ensino

de Matematica.

4.4 Determinante de matrizes de ordem 3

Publico

Alunos do 22 ano do ensino médio.

Material

Lapis, borracha, atividade impressa e laboratério de informética.

Tempo previsto

Duas aulas de 60 minutos cada.

Objetivos

e Cooperar para com a interacao dos alunos em grupo.

Incentivar o aluno a perceber padrao em sequéncias.

Apresentar ao aluno uma contextualizagao do contetdo de sequéncias com o céalculo

de determinantes.
e Proporcionar ao aluno condigoes para apurar o seu raciocinio légico.
e Mostrar ao aluno uma aplicacao de propriedades de determinantes.

Requisitos basicos para o desenvolvimento da atividade
Nocoes de cédlculo de determinantes, conhecimento das principais propriedades sobre de-

terminantes.

Atividade

Utilize o método que achar conveniente e calcule o determinante de uma das

matrizes dadas.

1 1 2 2 3 5
A= 3 5 8 C= 8§ 13 21
13 21 34 34 55 &9
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1 2 3 § 13 21
B = 5 8 13 D = 34 55 89
21 34 55 144 233 377

Roteiro da atividade

Esta atividade deve ser trabalhada depois da atividade anterior, sendo assim, os
alunos devem reconhecer que os elementos das matrizes sao todos nimeros de Fibonacci,
e ainda mais, sao termos consecutivos.

Com a familiaridade dos alunos com os nuimeros de Fibonacci, o professor deve
instigar o aluno a perceber a ligacao entre a propriedade de determinante que afirma
“dada uma matriz quadrada M = [a;;], de ordem n tem uma linha (ou coluna) que é
combinacao linear de outras linhas (ou colunas), entao det M = 0” e como a soma das
duas primeiras colunas € igual a terceira coluna, entao o determinante é nulo.

O professor pode ainda levar os alunos ao laboratério de informéatica, e com
o auxilio de uma planilha eletronica, solicitar a estes que calculem o determinante de
matrizes de ordem maior que 3, cujos elementos sao niimeros consecutivos da sequéncia de
Fibonacci. Desta forma, eles podem comprovar, na pratica, a veracidade da propriedade
citada acerca de determinante nulo quando uma linha ou coluna é combinagao linear de

linhas ou colunas.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

No presente trabalho, mostramos que um problema aparentemente simples, pro-
posto ainda na idade média, fascinou e ainda hoje facina varios matematicos e estudiosos
de outras areas do conhecimento.

Mostramos também a grande variedade de propriedades que a sequéncia de Fi-
bonacci possui, e demostramos que algumas destas propriedades.

Constatamos, ainda, que a sequéncia, bem como os seus termos, se manifestam
nas mais variadas situagoes, como na natureza, na Fisica, em matrizes, em determinantes
e no triangulo aritmético de Pascal.

Vimos que a sequéncia estd intimamente ligada com um niimero misterioso,
enigmatico, que representa a harmonia e a beleza, o conhecido ntimero de ouro.

Verificamos ainda que os livros de matematica utilizados no ensino médio, nao
abordam ou pouco abordam este tema(ver anexo).

Diante do que foi abordado, finalizamos este trabalho fomentando a ideia de que:
ainda que alguns livros didaticos (no caso da Matemadtica) apresentem uma pequena ou
nenhuma abordagem sobre a sequéncia de Fibonacci, nds, professores de Matematica,
podemos inserir a referida sequéncia no ensino médio relacionando-a com produto de
matrizes, determinantes, triangulo aritmético de Pascal, e a outros contextos. Até mesmo
de forma interdisciplinar, como na Fisica, com o esquema dos espelhos, e na Biologia,
analisando o aparecimento da sequéncia nas sementes de girassol e nas pinhas do pinhao.

O nosso trabalho pretende atender esta demanda, pois nao somos os primeiros a
falar sobre o tema, porém, procuramos abordar as propriedades de maneira mais simples
possivel, utilizando uma linguagem acessivel aos professores do ensino médio e as demais

pessoas que possam ter interesse pelo assunto.
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A sequéncia de Fibonacci

O matematico italiano Leonardo de Pisa (1170-1250),
mais conhecido como Fibonacci, contribuiu com diver-
sas pesquisas para o desenvolvimento da Matematica.

Em 1202, em seu livro intitulado Liber Abacli, apre-
sentou o problema que o consagrou. Acompanhe:

Supondo que um coelho tenha vida eterna e que
cada casal gere um novo casal, que dara origem a um
novo par no segundo més de vida, e assim sucessiva-
mente, de més em més, fica formada uma sequéncia
especial com numeros naturais. Assim:

« 1o 1° més temos um casal de coelhos, que chama-
remos de A;

e nofimdo1°més o casal acasala. Continuamos com
um par de coelhos;

e no 3°més, A gera um par B e passamos a contar Fibonacci
com 2 casais;

« 10 4° més, teremos trés pares, e 0 novo casal é uma cria de A; passamos assimater A, Be G

¢ jano 5°més, teremos, além da cria de A, uma cria de B, e entao ficamos com 5 casais de coelhos:
A, B,C DeE;

o no6°més, além das crias de A e B, também teremos uma de C e entdo contaremos com 8 casais:
A B CDEFGeH,

¢ 10 7°més, teremos crias de A, B, C, D e E e obteremos 13 casais: A, B,C,D,E,F,G,H, [ K,Le M;

e assim sucessivamente.

Dam d'Souza/Arquivo da editora

Stefano Bianchetti/Corbis/Latinstock

@ Unidade 4 + Sequéncias e Trigonometria

Figura 5.2: Matematica Contexto e Aplicagdes (pag. 210, volume 1)
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Em forma de tabela, temos:

Mésyf . Casalé k ik Nﬁ:::;;de{ ,Casaiscgzedﬁg
1° A 1

2° A 1 A

3° AB 2 A

4 ABC 3 A

5° A,B,C,D,E 5 AeB

6° ABCDEFGH 8 ABeC

7 A,B,C,D,EFEGHILIJLKILM 13 A,BCDeE
etc

Ampliando mais ainda essa tabela, temos:

Nume:o 1 2 3 4 5 6 Vi 8 9 10 n 12. | 13 | ete.
domés
Numer?de 1 1 2 3 5 8 13 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233 | etc.
casais

Podemos formar uma sequéncia em que cada termo nos d4 o numero de casais de coelhos:

(1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...) — sequéncia de Fibonacci

1. Aférmula por recorréncia da sequéncia de Fibonacci é dada por:

s = l,sen=1len=2
(i Gp—i tdp—3,5en =3

Determine, por recorréncia, os trés proximos termos, depois do 144 e 233. 377,610,987

2. Divida cada termo dessa sequéncia, a partir de 21, pelo seu precedente:

@ a) 21:13 161538 ) 55:34 161764
b) 34: 21161904 d) 89:551,61818
Observe que os quocientes sao proximos do nimero 1,618, que é o “niimero de ouro” dos gregos, que estu-
1++5

damos no capitulo 1,¢ = = 1,6180339887..; ele € um numero irracional, cujo valor aproximado ra-

2
cional com trés casas decimais é 1,618.

| Vocé sabia?
| a2 i A sequéncia de Fibonacci também é
usada na Bolsa de Valores para tentar
prever os pregos futuros.
Essa mesma sequéncia aparece em
uma parte do filme O cddigo Da Vinci,
baseado no livro de Dan Brown. .
Acesse o link <www.educadores.
diaadia.pr.gov.br/modules/debaser/
singlefile.php?id=21241> (Acesso em:
9 abr. 2013) para saber mais sobre o
assunto e assistir ao trecho do video.

Rodrigo Paiva/Folhapress

Capitulo 7 + Sequéncias m

Figura 5.3: Matematica Contexto e Aplicagdes (pag. 211, volume 1)
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Progressoes

A sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia muito conhecida na Mate-
matica é a sequéncia de Fibonacci, nome pelo
qual ficou conhecido o italiano Leonardo de Pisa
(1175-1250). Em 1202, Fibonacci apresentou em
seu livro Liber Abaci o problema que 0 consagrou.

Fibonacci considerou, no periodo de um
ano, um cenario hipotético para a reproducéo de
coelhos. Veja:

. No inicio, ha apenas um casal que acabou de
nascer.

- Os casais atingem a maturidade sexual e se
reproduzem ao final de um més.

.. Um més é o periodo de gestacdo dos coelhos.

- Todos os meses, cada casal maduro dé a luz um

© Stefano Bianchetti/Corbis/LatinStock/Colegao particular

Retrato de Leonardo Fibonacci.
novo casal.

= 0s coelhos nunca morrem.
Acompanhe, a seguir, a quantidade de pares de coelhos, ao final de cada més:

= Inicio: um Gnico casal. 8 & a®

. Ao final de um més, o casal acasala. Continua-
mos com um par.

. Ao final de dois meses, a fémea da a luz um
novo par. Agora sdo dois pares.

. Ao final de trés meses o “primeiro casal” da a
luz outro par, e o “sequndo” casal acasala. Sao
3 pares.

Zapt

.. Ao final de quatro meses, o “primeiro” casal da
i luz outro par; o “segundo casal” da a luz pela
primeira vez e o 3° par acasala. S3o 5 pares.

5%&“ L.¥ ] EQ il

@ WD €

e assim por diante...

| 225 |

Figura 5.5: Matemética Ciéncias e Aplicagoes (pag. 225, volume 1)
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Capitulo 10

A sequéncia de pares de coelhos existentes, ao final de cada més, evolui sequndo os termos da sequéncia:
(1.1,2,3,5,. 8,39, 20, 84 55 /1.3

Note que, a partir do terceiro, cada termo dessa sequéncia é igual a soma dos dois termos anteriores.
Assim, essa sequéncia pode ser definida pela lei de recorréncia:

f=1
f,=1
fn=fn71+fn72,VnEN,n>3

Mais de quinhentos anos mais tarde, o escocés Robert Simson provou a seguinte propriedade dessa se-
quéncia: a medida que consideramos cada vez mais termos, o quociente entre um termo qualquer e o termo
antecedente aproxima-se de 1,61803398..., que é o niimero de ouro, introduzido no capitulo 2.

Vejamos alguns exemplos:

I f f
=22 = 16176 = 233 o gig05, . - 5765

R £," 144 BRI ATy

= 1,6180

Outros estudos mostram uma ligagdo entre os niimeros de Fibonacci e a natureza, como a quantidade de arranjos
das folhas de algumas plantas em torno do caule, a organizacio das sementes na coroa de um girassol, etc.

? Referéncia bibliografica:
= Sequéncia de Fibonacci e Niimero de ouro <www.youtube.com/watch?v=0aWepnGWRs8>
(Acesso em: mar. 2013)

| 226 |

Figura 5.6: Matematica Ciéncias e Aplicagoes (pag. 226, volume 1)
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Figura 5.7: Mateméatica Ensino Médio (capa, volume 1)
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Sequéncia de Fibonacci

Acompanhe este problema. A
Quantos casais de coelhos serdo gerados em um ano, comegando com um Unico casal, se em cada més

cada casal gera um novo casal, que se torna fértil a partir do segundo més de vida?

" .
12 més 2° més 32 més 4° més

Talita Guedes

Se vocé respondeu 144 casais, acertou!
Copie e preencha a tabela com os dados que vocé obteve.

e [ e e
Ry 89 | s |

146 | PARTE1 NUMEROS, ESTATISTICA E FUNCOES

Figura 5.8: Matemética Ensino Médio (pdg. 146, volume 1)

Os ndmeros que representam a quantidade de casais (1,1, 2, ..., 144) formam uma sequéncia denominada
sequéncia de Fibonacci, em homenagem ao matemadtico italiano Leonardo de Pisa (1180-1250), apelidado
Fibonacci - cujo significado é filho de Bonacci —, que observou essa sequéncia na natureza e a descreveu.
Tente descobrir a lei de formagdo ou expressdo geral da sequéncia de Fibonacci. Uma dica: é uma férmula
de recorréncia!

Vocé deve estar lembrado de que na unidade 1 apresentamos a razdo durea e vimos que dois nimeros
estdo em razdo durea se a razdo entre eles é o nimero irracional ¢ (fi) = 1,618... Mas o que a razdo durea
tem a ver com a sequéncia de Fibonacci?

A conexdo entre a razdo durea e a sequéncia de Fibonacci foi feita pelo matematico escocés Robert
Simson (1687-1768). Ele observou que a razdo entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci se

aproximava da razdo aurea. Por exemplo: % =1,618. Use sua calculadora e verifique este fato para outros

termos da sequéncia. Vocé pode consultar a tabela dos casais de coelhos.

A sequéncia de Fibonacci aparece frequentemente na natureza, como no desdobramento dos galhos
de uma arvore e na disposi¢do das folhas ao redor do caule. O nimero de flores que formam o centro do
girassol, de segmentos da superficie de uma pinha e de escamas de alguns peixes sdo também exemplos de
ndmeros de Fibonacci, isto é, de nimeros da sequéncia de Fibonacci.

Talita Guedes

Figura 5.9: Matemética Ensino Médio (pdg. 147, volume 1)
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