UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS
CAMPUS UNIVERSITARIO DE PALMAS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL - PROFMAT

RAYLSON DOS SANTOS CARNEIRO

METODOS DE RESOLUCAO DE EQUACOES DO
TERCEIRO GRAU

Palmas - TO
2015



RAYLSON DOS SANTOS CARNEIRO

METODOS DE RESOLUCAO DE EQUACOES DO
TERCEIRO GRAU

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao programa de Mestrado Profissional em
Matemaética em Rede Nacional - PROFMAT
da Universidade Federal do Tocantins como
requisito parcial para a obteng¢ao do titulo de
Mestre - Area de Concentracéo: Matematica.
Orientador: Prof. Dr. Pedro Alexandre da
Cruz.

Palmas - TO
2015



Dados Internacionais de Catalogac&o na Publicacéo (CIP)
Biblioteca da Universidade Federal do Tocantins
Campus Universitario de Palmas

C289m Carneiro, Raylson Santos.
Métodos de resolucdo de equacdes do terceiro grau / Raylson dos
Santos Carneiro - Palmas, 2015.
67f.

Dissertacdo de Mestrado — Universidade Federal do Tocantins,
Programa de Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT, 2015.

Linha de pesquisa: Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Pedro Alexandre da Cruz.

1. Clbicas. 2. Cardano-Tartaglia. 3. Métodos Numéricos. 4. Newton I.

Cruz, Pedro Alexandre. Il. Universidade Federal do Tocantins. Ill. Titulo.
CDD: 515

Bibliotecéario: Marcos Maia
CRB2: 1.445
TODOS OS DIREITOS RESERVADOS - A reproducdo total ou parcial, de qualquer forma ou por
gualquer meio deste documento é autorizado desde que citada a fonte. A violacdo dos direitos
do autor (Lei n©9.610/98) é crime estabelecido pelo artigo 184 do Cddigo Penal.



RAYLSON DOS SANTOS CARNEIRO

METODOS DE RESOLUGAO DE EQUAGOES DO
TERCEIRO GRAU

Trabalho de Conclusdo de Curso
apresentado ao programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT da Universidade
Federal do Tocantins como requisito parcial
para a obtengdo do titulo de Mestre - Area
de Concentragdo: Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Pedro Alexandre da
Cruz.

Aprovada em 27 de Marco de 2015.

BANCA EXAMINADORA:

i,

Prof. Dr. Ped Ale% \}e da Cruz (Orientador — UFT)

%/c, AL ¢

Prof. Dr. Chrystxan de Assis Siqueira (UFT)

4/6{,(/((,« X()};X Aa, /

/
Prof®. Dr2. l/ady Sak NIR
rof® /%y aﬁ(u G)




Dedico este trabalho a todas as pessoas que realmente ndao medem esforcos para melhorar
as suas vidas, e de seus familiares e amigos, através da EDUCACAO. Mas em especial,
a minha mae Rosilene; aos meus irmaos Rogério, Ricardo e Ryan; ao meu pai Félix; e

acima de tudo, a minha esposa, companheira de todos os momentos, Kdttia.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela presenca constante na minha vida e por ter
me confortado nas horas mais dificeis. Obrigado meu senhor por tornar o meu sonho

possivel.

A SBM (Sociedade Brasileira de Matematica) pela coordenagao deste importante

programa de mestrado.

A UFT (Universidade Federal do Tocantins) nas pessoas do professor coordenador
Andrés Lazaro Barraza De La Cruz e dos professores Pedro Alexandre da Cruz, Gilmar
Pires Novaes, Christian José Quintana Pinedo, Rogerio Azevedo Rocha e Betty Clara
Barraza La Cruz, o meu muito obrigado pela significativa contribuicao académica, pela

troca de conhecimentos e experiéncias.

Ao meu orientador, Prof® Dr. Pedro Alexandre da Cruz, pela confianga e pela

oportunidade de trabalharmos juntos na conclusao deste trabalho.

A todos os amigos que conquistei nas aulas. Mas em especial ao Lucas de Lucca,
Jairo Barros, Paulo Roberto e Antonio Francisco, pelas alegrias e tristezas compartilhadas

durante e curso.



Se fui capaz de ver mais longe,
¢ porque me apotei em ombros de gigantes.
(Isaac Newton)



Resumo

Este trabalho teve por objetivo estudar métodos algébricos de resolucao de equagoes do
terceiro grau. Por muitos séculos, matematicos tentaram determinar um caminho para
resolver equacoes ctibicas do tipo ax® + bx? + cx +d = 0, procurava-se uma féormula que
utilizasse os coeficientes a, b, ¢ e d. Portanto, foi realizado um estudo histérico enfatizando
o método algébrico de Cardano-Tartaglia e o método de Newton, o primeiro foi escolhido
pois, através dele que se gerou um estudo detalhado das equagoes algébricas, principal-
mente sobre a descoberta dos niimeros complexos e das equagoes quarticas. Em seguida,
construiu-se uma sequéncia didatica, enfatizando os métodos de resolucao das cubicas
utilizados pelos principais livros do ensino médio na atualidade, e sao eles: Dispositivo
Pratico de Briot-Ruffini, Relacoes de Girard e Pesquisa das Raizes Racionais. Sendo no-
toria, a impossibilidade desses trés métodos para solucionar qualquer equacao do terceiro
grau. Contudo, verifica-se que o método numérico utilizado por Isaac Newton, sem as
defini¢oes de célculo diferencial, pode ser aplicado aos discentes do nivel médio, pois o
mesmo gera uma convergéncia de aproximacao da raiz desejada muito rapida, utilizando

o algoritmo de Briot-Ruffini.

Palavras-chave: Cubicas. Cardano-Tartaglia. Métodos Numéricos. Newton.



Abstract

This work aimed to study algebraic methods of solving equations of the third degree. For
many centuries, mathematicians have tried to determine a way to solve equations of the
type a3 +bx? +cx+d =0, sought a formula using the coefficients a, b, ¢ and d. Therefore,
we conducted a historical study emphasizing the algebraic method of Cardano Tartaglia
and Newton’s method, the first was chosen because, through him that an indepth study of
the algebraic equations, mainly about the discovery of the complex numbers and the quar-
tic equations. Then, we build a didactic sequence, emphasizing the methods of resolution
of the main books of the cubic used by high school today, and they are: Practical Device
of Briot-Ruffini, Girard and Research Relations of Rational Roots. Being notorious, the
impossibility of these three methods for solving any equation of the third kind. However,
it turns out that the numerical method used by Issac Newton, no definitions of differential
calculus, can be inserted to middle level students, because it generates a convergence of

approximation of the desired root very quickly, using the algorithm of Briot-Ruffini.

Key-words: Cubical. Cardano-Tartaglia. Numerical Methods. Newton.
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1 Introducao

Este trabalho tem por finalidade analisar a resolugao de equagdes de terceiro grau,
utilizando os principais métodos adotados por autores de livros de ensino médio para as

equagodes cubicas, a ideia da formula de Cardano e o método numérico de Isaac Newton.

A escolha desse tema surgiu apds analise do contexto historico, onde percebeu-se
certo obstaculo de se encontrar um método algébrico de resolucao para algumas equacoes
do terceiro grau. Isto pode se tornar um embarago para os alunos estudarem equagoes c-
bicas, visto que dificilmente se encontra em livros didaticos uma abordagem que apresente

algum método especifico para a resolucao de algumas dessas equagoes.

Nos livros analisados, Dante (2010) e lezzi (2010), o estudo sobre equagoes de grau
trés é ministrada em fungoes polinomiais onde principalmente sao utilizados o dispositivo
de Briot-Ruffini, Relagoes de Girard e o Teorema das Raizes Racionais. Entretanto, o
dispositivo de Briot-Ruffini apenas reduz o grau de uma equacao ja conhecendo o valor
de uma raiz. Ja pelas relagoes de Girard, temos trés equacdes onde se usa as relagoes:
da adicao das trés raizes, da adicao do produto de duas a duas raizes e o produto das
trés raizes dessa equagdo, respectivamente. E por fim, o Teorema das Raizes Racionais

faz uma pesquisa das possiveis raizes racionais de uma equacao.

Conforme DANTE (2010, p. 192), “as equagoes polinomiais de grau maior do que
dois ndo tem um processo determinado por féormulas, entdao devemos procurar uma ou
mais raizes para com elas encontrar todas as raizes”. Assim, o autor nao vislumbra ao
aluno a possibilidade de conhecer os métodos de resolugoes de equagdes do terceiro e

quarto grau.

Por outro lado IEZZI (2010, p. 180) traz que no século XVI, com o Renascimento
[taliano, ocorreu um progresso significativo: a resolugcdo das equagoes de 3° grau e com
decorréncia as de 4° grau, em 1545 com a publicagdo do livro Ars Magna de Girolamo
Cardano, traz o processo de resolu¢ao e a devida demonstragao da férmula de resolucao
de uma equacao do 3° grau, além do esboco de como resolver uma equagao do 4° grau,

transformando-a em uma do 3° grau.

Assim, como apresentado acima existe uma divergéncia de conceitos entre autores
de grande renome nos livros de matematica do ensino médio, os quais estao entre os
mais utilizados pelas redes ptblicas de ensino em nosso pais, que abordam o tema sobre
as equacoes algébricas de grau maior que dois. Portanto, propomos neste trabalho, um
estudo sobre os métodos de resolugoes utilizados nos livros de ensino médio e outros

métodos possiveis de resolugoes de equagoes do terceiro grau.
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Determinar as raizes de polindmios de grau trés é um dos problemas mais antigos
da matemética. Realizou-se um estudo mais amplo sobre as equacoes do terceiro grau,
tentando superar esses obstaculos didaticos, com o objetivo de levar aos alunos e até
mesmo aos professores da area, esses métodos de resolugoes, buscando compreender e

resolver algebricamente as equagoes cubicas.
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2 Referencial Teoérico

2.1 A Descoberta das Equacgoes do Terceiro Grau

Ao fazer o estudo das equagoes algébricas do 3° grau, é imprescindivel realizar
um breve relato histérico da descoberta técnica-cientifica da matematica envolvendo as

equagoes algébricas.

Segundo GARBI (2010, p. 10), por volta de 1800 a 1600 a.C. na Babilonia come-
caram a esbocgar tentativas de resolugoes das equacdes do terceiro grau. Os babilonios
elaboravam tabelas de cubos e raizes ciibicas para auxiliar na procura de um nimero nas
condicoes de uma suposta equacao do terceiro grau. Na verdade os matematicos e astro-
nomos babilonicos desse periodo realizaram feitos surpreendentes, pois eles conheciam a
propriedade geral dos tridngulos retangulos que séculos depois foi batizada como Teorema
de Pitagoras, também resolviam equacoes do primeiro e segundo grau, calculavam areas
e volumes de algumas figuras geométricas. E admirdvel que eles tenham chegado a esse
nivel de desenvolvimento matemaético, e certamente as descobertas matematicas nesse pe-
riodo nao eram realizadas totalmente de forma indutiva e ja deviam ser acompanhadas

de algum raciocinio dedutivo nao formalizado.

O grande matematico grego Tales de Mileto (cerca de 640 a 564 a.C.) realizou uma
grande transformacao no pensamento mateméatico da época em que vivia, pois até aquele
momento as resolugoes eram feitas de forma indutiva, talvez dedutiva mas sem formaliza-
¢oes concretas. O mesmo introduziu um conceito revolucionario “as verdades matematicas
precisam ser demonstradas”, e assim o fez realizando notérias demonstracoes tais como:
feixes de paralelas cortadas por transversais produzem segmentos proporcionais (a qual
foi homenageada com o seu nome), os dngulos da base de um tridngulo isésceles sdo iguais,

qualquer diametro divide o circulo em duas partes iguais, dentre outras demonstracoes,
conforme GARBI (2010, p. 15).

Entretanto na Universidade de Alexandria por volta de 300 a.C., um génio mate-
matico que se encarregou de sintetizar e sistematizar o conhecimento matematico que se
tinha até aquele momento, cujo o nome é Fuclides. A biografia de Euclides em geral é
desconhecida até os dias de hoje, exceto seus trabalhos que foram preservados, sendo o
principal deles "Os Elementos", que consiste em treze livros-textos, considerado a cole¢ao
mais influente da matemética de todos os tempos, segundo ASGER AABOE (2013, p.
40).

Escreveu AABOE (2013, p. 53), que nestes treze livros, Euclides incorpora todo o

conhecimento matematico acumulado em sua época, com algumas excegoes notaveis, como
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as secoes coOnicas e a geometria esférica, e possivelmente algumas descobertas préprias.
Euclides se notabilizou ao aperfeicoar o pensamento de Tales Mileto, de que todas as
verdades matematicas deveriam ser demostradas e o mesmo concluiu que nem todas as
verdades podem ser provadas, mas algumas delas as mais elementares devem ser admitidas
sem demonstracoes. Assim, na sua obra definiu uma lista de defini¢des que conhecemos

como postulados (natureza geométrica) e axiomas.

AABOE (2013, p. 54), traz os cinco axiomas que Euclides publicou na obra “Os

Elementos”:

1. Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si;

2. Se iguais forem somados a iguais, os resultados serao iguais;

3. Se iguais forem subtraidos de iguais, os resultados serdo iguais;
4. Coisas coincidentes sao iguais entre si;

5. O todo é maior do que a parte.

Esses axiomas que Euclides determinou foram de fundamental importancia para a

resolucao das equagoes algébricas.

De acordo com GARBI (2010, p. 21), apds a queda do Egito em 641 d.C., que
foi tomado pelos arabes liderado pelo califa Omar, o qual determinou a queima dos mais
de 600.000 manuscritos da biblioteca de Alexandria, que considerava como nocivos a
populacao pois todos os livros deveriam repetir os ensinamentos do Alcorao. O que oca-
sionou na perda da maioria dos textos cientificos da época, entretanto alguns deles nao
foram queimados, entre eles “Os Elementos” de Euclides. Nesse mesmo periodo um fa-
moso astronomo e matematico Al-Khwarizmi (783-850), nascido na provincia persa de
Khawarezm, publicou a obra “O livro da Restauracao e do balanceamento” que tratava
como tema principal as equagoes, e nesta obra nasceu a palavra dlgebra. Al-Khwarizmi
também escreveu o “Livro sobre o método hindu de adi¢ao e subtragdo” que deu publici-
dade a simplificagao da simbologia dos ntimeros, pois o mesmo utilizava o sistema hindu

de numeracao decimal, com os algarismos de zero a nove.

Com o decorrer de novas descobertas no campo das equagoes, o matematico Hindu
Sridhara descobriu a féormula para a resolugdo das equagdes do 2° grau no século XI,
entretanto todos os créditos foram concebidos ao matemético Bhaskara (1114-1185), que
foi determinada na ideia de se buscar uma forma de reduzir as equagoes do 2° grau em

uma equagao do 1° grau.

GUIMARAES (2006, p. 44), afirma que o h4bito de dar o nome de férmula de

Bhaskara para o algoritmo de resolucao da equacao de segundo grau se estabeleceu no
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Brasil por volta de 1960, e aparentemente, é um costume s6 brasileiro, pois nao se encontra

o nome de Bhéskara associado a esse algoritmo na literatura internacional.

Mas o primeiro cristao que publicou sobre o sistema de numera¢ao Hindu-Arébico
foi o matematico italiano Leonardo Pisa (1175-1250), conhecido como Fibonacci, em sua
obra Liber Abaci (1202), com a tentativa de retirar os algarismos romanos, que eram

inconvenientes para as resolugoes das equagcoes algébricas.

Apo6s Fibonacci se tornar um matematico de grande reputacao com a publicacao de
suas obras, em 1225 o Imperador Frederico II decidiu promover uma espécie de competicao
para testar a habilidade de Leonardo, e uma das questoes propostas foi encontrar por
métodos euclidianos, que era a utilizacao apenas de compasso e régua, um valor de z
que satisfizesse a equacdo 22 + 222 4+ 10z — 20 = 0. Fibonacci conseguiu provar que nao
era possivel encontrar as raizes por métodos euclidianos, entretanto o mesmo determinou
uma tUnica raiz aproximada até a nona casa decimal, sendo ela 1,3688081075, (GARBI,
2010, p. 30).

Esses matematicos para dar maior publicidade as suas provas de agilidade mental
faziam entre si essas competicoes para a solugao de problemas. E a partir desse momento
as equacoes do terceiro grau retornam com muita forca entre os matematicos, a fim de

descobrir um método algébrico de resolucao para as mesmas.

A resolucao algébrica de equacgoes de terceiro grau atinge o seu apice na Italia em
torno de 1500 d.C., os homens que aperfeicoaram as equacoes ctibicas foram quase todos
italianos, e constituiram um grupo de mateméaticos de alta relevancia na histéria desta
ciéncia que é a matematica. E nesse mesmo periodo na Alemanha, Gutenberg inventava a
imprensa (1456), técnica que tornou possivel a disseminagao rapida do conhecimento em

livros publicados.

De acordo com GARBI (2010, p. 31), o préximo matematico a trabalhar com a
questao das equacgoes ctibicas foi Luca Paciolo (1455-1514). Frei Franciscano que desde
jovem se interessou pela matematica principalmente pela aritmética e é considerado o pai
da contabilidade moderna. Luca Paciolo, durante o ano de 1494, com 49 anos de idade,
publicou o seu famoso livro “Suma de Arithmética”, onde infelizmente cometeu varios
erros e um deles foi o de afirmar que os mateméaticos nao poderiam solucionar as equacoes

cubicas.

E esta afirmagdao soou como um desafio muito intrigante para todos os génios da
matematica e o primeiro a enfrentar esse problema foi Scipione Del Ferro (1465-1526),
que foi professor na Universidade de Bolonha e cujo sua biografia é pouco conhecida, pois

o mesmo nao publicava as suas descobertas.

Por volta de 1510, Del Ferro encontrou uma forma geral de resolucao de equacoes

ctibicas do tipo 23 4 pzr+¢ =0, contudo guardou essa brilhante descoberta até muito proé-
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ximo ao seu falecimento, para se caso fosse necessario utiliza-la em alguma competicao
proposta por outro matematico. Pois era comum essas disputas entre professores de Uni-
versidades e pretensos professores que na sua maioria desfiavam os que detinham cadeiras
nas universidades visando uma vitoria no confronto principalmente para conseguir a vaga
do oponente como professor. Mas antes de falecer Del Ferro revelou o seu segredo para dois
discipulos muito proximos a ele, o seu aluno Antonio Maria Fior e Annibale Dela Nave,
sendo esse ultimo seu futuro genro e sucessor da sua vaga na Universidade de Bolonha,
conforme LIMA (Mateméatica Universitaria, n°5, 1987, p. 12).

Com a brilhante descoberta em maos Antonio Maria Fior tentou tirar proveito da
situagao e em 1535 desafiou Nicolé Fontana (1499-1557), conhecido como Tartaglia, para
uma disputa onde cada adversario dispunha de 30 problemas, a qual foi aceita pelo seu
adversario, e como prémio foi combinado que o perdedor pagaria trinta banquetes para o

vencedor. Fior é claro elaborou os seus problemas envolvendo as equacgoes do 3° grau.

Mas pouco antes da data marcada para o desafio, Tartaglia descobriu que seu ad-
versario estava preparado com um método de resolucgoes de equacoes cubicas, fornecida
pelo falecido professor Scipione Del Ferro. Assim o mesmo mobilizou todo o seu conhe-
cimento em busca da resolugao das equagoes cibicas até que no dia 10 de fevereiro de
1535, determinou um método de resolucio das equacdes ciibicas do tipo 23 +pr+q¢=0e¢

também determinou um método de resolucao das equacoes do tipo a2 +pa? +q=0.

Este segundo método foi seu grande triunfo pois Fior ndao tinha o conhecimento
de resolucao das equagoes cubicas com o termo ao quadrado e sem o termo do primeiro
grau. Com isso, Tartaglia resolveu todos os trinta problemas propostos por Fior, enquanto
esse saiu humilhado, pois na maioria dos problemas que Tartaglia propos fez referéncia

as equagoes cubicas sem o termo do primeiro grau, conforme GARBI (2010, p. 36).

Figura 1 — Nicolé Fontana(1499-1557)

De acordo com GUIMARAES (2006, p. 66), o oponente Nicolé6 Fontana teve uma

infancia marcada por perdas e muito sofrimento, em 1512 quando os franceses saquearam
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a Brescia na Italia, sua cidade natal. Parte da populagao, inclusive mulheres e criangas
buscaram refiigio na igreja, mas soldados invadiram o santudrio e diante de sua propria
mae, Nicolé foi gravemente ferido por golpes em todo o corpo, e que lhe provocou perma-
nente dificuldades na fala, dai ele ganhou o seu apelido de Tartaglia, que significa gago
em italiano, o qual ficou muito conhecido. Apesar da infancia amarga, Tartaglia desde
cedo demonstrava muito interesse pelos estudos, e principalmente para a matematica, en-
tretanto sua mae retirou-o da escola, pois nao tinha condigoes financeiras de arcar com as
despesas. Tartaglia passou a estudar por conta propria, e sem dinheiro para comprar pa-
pel, pena e tinta dirigia-se a noite ao cemitério, onde escrevia com carvao sobre as lapides
dos tumulos. No futuro conseguiu ganhar prestigio como professor em Verona e Veneza,
ambas na Itélia, e entre suas principais obras esta Nova Scientia (1537) onde criou a ba-
listica, que estuda o movimento de projéteis, também escreveu sobre a aritmética popular
e foi o primeiro italiano a publicar uma versao do livro “Os Elementos” de Euclides em
latim (1543).

A noticia do triunfo de Tartaglia se espalhou rapidamente, chegando aos ouvidos de
Girolamo Cardano (1501-1576), médico, astrélogo, matemaético, filésofo, fisico e professor
italiano nascido em Pavia, responsavel pela primeira descri¢ao da febre tiféide e do método
de tratamento da sifilis. Tornou-se um respeitado professor de matematica em Padua e

de medicina em Bolonha e Milao. Foi sem duvida, o mais sabio algebrista da sua época.

Para termos uma idéia de quao extenso e profundo era seu conheci-
mento, citamos a seguir os comentdrios de Gabriel Naudé (1600-1653),
que publicou a autobiografia de Cardano pela primeira vez em 1643:
Nao somente era ele inquestionavelmente um médico notdvel, como foi
também provavelmente o primeiro e unico homem a se distinguir em
todas as ciéncias ao mesmo tempo. E uma das ilustracées da Natureza
daquilo que um homem € capaz de atingir. Nada de significativo lhe era
desconhecido em filosofia, medicina, astronomia, matemdtica, histéria,
metafisica ou as ciéncias sociais, ou em outras dreas mais remotas do
conhecimento. Ele também errava, € claro, isso é apenas humano; € ma-
ravilhoso, porém, qudo raramente ele errava. (MILIES, RPM n°25, 1994,

p. 16).

Como fisico, fez experiéncias para a determinacao do ar, para provar que ele tinha
peso tal como a terra e a agua. Publicou De Subtilitate Rerum, uma colecdo sobre a
Fisica aristotélica e invengoes, na area da matematica publicou varios livros entre eles o
Liber de Ludo Aleae, um livro sobre jogos de azar onde apresentou as primeiras defini¢oes

sistematicas de probabilidade.

A noticia sobre a descoberta da resolucao das cibicas por Tartaglia se deu no
momento em que Cardano se empenhava para escrever A Practica Arithmetica e Generalis
que englobou Aritmética, Algebra e Geometria, e para aproveitar a oportunidade Cardano

solicitou de Tartaglia que revelasse qual era o método de resolugao das cubicas para que
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o mesmo pudesse publica-las em sua obra, obviamente que Tartaglia ndo concordou com
a ideia alegando que ele mesmo faria a publicagdo em uma obra de sua autoria, e a

partir daquele instante comegaram uma série de insultos entre os matematicos, de acordo

GUIMARAES (2006, p. 67)

2 5

Figura 2 — Girolamo Cardano (1501-1576)

Mas Cardano nao se deu por vencido, apos a negativa de Tartaglia, por muitas ve-
zes procurou-o, até que depois de muitos juramentos de segredo Tartaglia decidiu confiar
o segredo, e assim o mesmo enviou-lhe o segredo em um poema, de forma cifrada e mis-
teriosa. Nesta época os estudiosos matematicos nao tinham ainda uma notacao algébrica
adequada para as equagoes e eram utilizadas algumas notagoes muito distintas uma das

outras, por isso o envio da resolu¢ao em forma de poema.

A seguir sera descrito o poema enviado por Tartaglia a Cardano, de forma traduzida
para a nomeclatura atual de acordo com MILIES (Revista do Professor de Matemaética,
1994, n° 25, p.18)

1. Quando o cubo com a coisa em apreco
Se igualam a qualquer ntimero discreto

Acha dois outros diferentes nisso.

2. Depois teras isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual

Ao cubo do terco da coisa certo.

3. Depois, o residuo geral
Das raizes cubicas subtraidas

Sera tua coisa principal.

4. Na segunda destas operagoes,
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Quando o cubo estiver sozinho

Observaras estas outras reducoes.

5. Do ntimero faras dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente

O cubo da terca parte da coisa.

6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos

E tal soma sera teu conceito.

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem

Que suas naturezas sao quase idénticas.

8. Isto eu achei, e nao com passo tardo,
No mil quinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos

Na cidade cingida pelo mar.

Entretanto Cardano recebeu o referido poema, mas nao conseguiu fazer a traducao
do mesmo, e assim fez mais juramentos a Tartaglia para que lhe repassasse a demons-
tragdo da formula sem muitos mistérios, e assim Tartaglia o fez. Os estudos realizados
por Cardano e Ludovico Ferrari (1522-1557), um de seus discipulos, conduziram a im-
portantes avangos na teoria das equagoes, como o reconhecimento de raizes multiplas em
varios casos, relacoes entre coeficientes e raizes, e aceitagao de raizes negativas, irracionais,
imaginarias e principalmente a solucao por radicais da equacao do quarto grau, feita por
Ferrari. Entretanto, Cardano nunca enunciou explicitamente que uma equacao do terceiro

grau deveria ter trés raizes e uma do quarto grau com quatro raizes.

De acordo com LIMA (Matematica Universitaria, n°5, 1987, p. 14) Esses progressos
realizados por Cardano e Ferrari ja eram suficientes para a publicagdo de um novo livro,
coisa que Cardano fez com muita frequéncia pois o mesmo chegou a publicar mais de
cem livros, mas ele se encontrava impedido de fazer a publicacao pois esses progressos
eram baseados na descoberta de Tartaglia, e o qual fez juramentos biblicos de guardar
o segredo. Contudo Cardano anos depois teve acesso a descoberta de Scipione Del Ferro
através de Annibale Dela Nave, que lhe mostrou todas as anotagoes de seu sogro, e nesse
momento Cardano se sentiu desobrigado da promessa feita a Tartaglia sobre o segredo
das equacoes cubicas. Em 1545 Cardano publica o livro Ars Magna, que com certeza deve
ter sido a sua principal obra no segmento da matemaética, que incluia as demonstracoes

das equagoes do terceiro grau.
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Como era de se esperar a reacao de Tartaglia foi explosiva e a partir daquele
momento comegaram muitas disputas e ofensas entre os dois matematicos, e Tartaglia no
ano seguinte publicou os Quesiti et Inventioni Diverse (1546), o que nao adiantou nada
para Tartaglia, pois todos os créditos da humanidade foram dadas a Girolamo Cardano, e
tanto que o método de resolucao ficou conhecido como método de Cardano. E a resposta
a publicacao de Tartaglia foi dada por Ferrari em um panfleto em defesa do seu mestre, e
Tartaglia respondeu com a publicagdo de um panfleto também. Essa disputa entre Ferrari
e Tartaglia durou entre 1547 e 1548, finalizando com um debate mateméatico entre os dois
em Milao, o qual ndao houve um vencedor, mas as autoridades da Brescia, onde Tartaglia
estava trabalhando, consideraram o desempenho dele insuficiente e retiraram dele o cargo
de professor. Por fim Tartaglia retornou para Veneza, aonde viveu até seus tltimos dias

de vida no obscuro e solidao, conforme LIMA (Matematica Universitdria, n°5, 1987, p.

15)

Figura 3 — Quesiti et Inventioni Diverse (1546)

O que devemos lembrar é que Del Ferro apenas havia descoberto a resolugao das
equacdes do terceiro grau da forma 23 +px +¢q =0 e que foi Tartaglia que demonstrou os
tipos 23 +pr+q=0e 34 pr?+¢ =0, sem conhecer o desenvolvimento realizado por Del
Ferro, mas sabendo da existéncia de uma férmula que resolveria aqueles problemas. Mas
tanto Del Ferro como Tartaglia em seus métodos de resolugao conseguiram determinar
apenas uma das raizes da equacao do terceiro grau, e ficou um suspense no ar, como uma
equacao do segundo grau possui duas raizes e uma do terceiro grau apenas uma unica

raiz.

E os matematicos desse periodo trabalharam em cima desta questao nos proximos
dois séculos (XVII, XVIII e inicio do XIX) até conseguirem chegar em uma conclusao im-
prescindivel para o ramo da matematica: os nimeros complexos. Rafael Bombelli, nascido
na Bolonha, Italia em 1530 e engenheiro hidraulico de profissao, foi o primeiro a desvendar

o mistério.
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Os estudos de Bombelli comegaram na tentativa de conciliar o resultado
fornecido pela féormula de Cardano para a equacéo

22 —150—-4=0

T = </2+\/—121+ i/Z—\/—lQl

com a raiz ¢ = 4, constadada por simples observacgao.

Conforme ele mesmo revelou em 1572 no livro L’Algebra parte Mag-
giore dell’Arithmetica, seu método baseou-se no pensamento rude
segundo o qual {3/2—# v—121 e {3/2 —+/—121 deveriam ser ntmeros da
forma a+4+/—b e a—/—b, respectivamente. (GARBI, 2010, p. 51).

O feito de Bombelli é de extrema importancia para a resolucao das equacoes do
terceiro grau, nao s6 por auxiliar a encontrar raizes destas equacoes, mas também por

mostrar que equacoes como estas possuem trés raizes.

Outro matemaético a estudar as equagoes do terceiro grau foi Frangois Viéte (1540-
1603), o maior matematico francés do século XVI, nascido em Fontenay na Franga e
falecido em Paris, chegou a trabalhar em tribunais por quatro anos, pois seu pai era um
advogado e no inicio seguiu a carreira de seu progenitor, mas Viéte comegou a publicar
alguns livros textos no segmento da matematica e com a divulgagdo dos mesmos foi
convidado a ser o conselheiro privado do rei Henrique III. Viéte foi um grande algebrista,
e um profundo conhecedor da geometria e trigonometria, também tinha grande facilidade
em fazer substitui¢goes em incégnitas de modo cairem em problemas mais faceis de serem
resolvidos. Nesse segmento é bom frisar, que “o uso de letras para representar nimeros
em algebra teve inicio com Frangdis Viéte, em 1591”7, de acordo com LIMA (Matemética

Universitaria, n°5, p.14).

Com os seus estudos Viéte conseguiu transformar a equacao do terceiro grau na
sua forma geral az3 +bz? +cx+d =0 em outra sem o termo do segundo grau, fazendo
a substituicao de z =y — (b/3a) e assim determinando um outro caminho algébrico para
solucao das equagdes do terceiro grau, diferente do que foi descoberto por Tartaglia, mas

muito parecido, chegando ao seguinte resultado:

A s @

ENCES

O que Viéte fez foi fugir dos nimeros complexos, ja que nao conseguia trabalhar

com eles, usando trigonometria fazendo substituicoes de incognitas sendo x = k.cosfl, no
lugar da substituicao de Tartaglia que fez x = u+wv. E assim Viéte trabalhou com niimeros
bastante aproximados, nao ha como negar que foi um grande avanco, mas sem enfrentar
os nimeros complexos, Viéte chegou em alguns casos onde o valor do cosseno era maior

que um, e sabia-se que eram uma inverdade pois —1 < cosf < 1.
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De acordo com GARBI (2010, p. 63), dois grandes matematicos franceses, Pierre
de Fermat (1601-1665) e René Descartes (1596-1650) foram grandes estudiosos em relagao
aos numeros complexos, e de forma independente e quase simultaneamente, inventaram o
que conhecemos hoje como a Geometria Analitica, que consiste no estudo da geometria
por meio de equagoes. Fermat nasceu em Beamount de Lomagne e viveu na cidade de
Toulose na Franga, onde era jurista de formacgao académica e magistrado por profissao,
o qual suas funcoes nao lhe exigiam todo o seu tempo, assim dedicou-se ao estudo da
matematica realizando descobertas notaveis especialmente no campo da teoria dos niime-
ros. Fermat também desenvolveu uma técnica de associar equacgoes a linhas geométricas
para que pudesse estuda-las, o qual nao foi publicado por ele, mas sim por Descartes, que

proporcionou a descoberta de Newton e Leibiniz no estudo do calculo diferencial.

René Descartes (1596-1650), nasceu em La Haye, na Franga, e cursou a Universi-
dade de Poitieres, era um homem vaidoso e adorava a fama e o contato com a nobreza da
Franca, ao contrario de Fermat que era uma pessoa pacata e modesta, realizou trabalhos
nos campo da matematica, éptica, filosofia, psicologia. Ja sobre os niimeros complexos
nao existem registros informando, se foi Descartes ou Fermat o primeiro a estudar sobre
eles, embora estes nao tenham desenvolvido técnicas novas para a solucao de equacoes
algébricas. Entretanto, Descartes prestou grande contribuicao a respectiva teoria fazendo
com que as raizes de nimeros negativos fossem aceitos como solugoes, o que na época
ainda encontravam uma grande resisténcia pelos estudiosos matematicos. Quando Des-
cartes falava sobre os niimeros complexos, uma frase feita por ele deu a denominagao a
estes nimeros que envolviam raizes quadradas de valores negativos. A frase em questao é:
“nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagdo sao
reais. As vezes elas sio imagindrias ”(GARBI, 2010, p.75). Foi portanto Descartes que

batizou /—1 de um nimero imaginario, o qual ja havia sido determinado por Bombelli.

O préximo matematico a contribuir para a resolucao das equagoes algébricas foi
Isaac Newton (1642-1727), um sébio e endeusado durante a sua vida e igualmente apés a
sua morte, e podemos dizer que as ciéncias exatas estao divididas em duas partes: Antes
e depois de Isaac Newton. Newton nasceu prematuramente no dia de natal de 1642 em
Woolsthorpe na Inglaterra, com a morte de seu pai enquanto ainda estava na barriga de
sua mae, e com o novo casamento de sua mae, Newton foi morar com sua avd. Newton
até os dezoito anos de idade nao demostrava nenhum talento para os estudos, até que
certo dia visitou uma feira aos 20 anos e comprou um livro de Astrologia e logo nao
entendeu os temas, assim ficou intrigado com aquilo e a partir desse momento comegou
a estudar sobre o segmento da matematica. Um fato interessante é que Newton leu "Os
Elementos'de Euclides e achou o seu inicio tao facil e evidente. As descobertas de Newton
aconteceram de forma muito rapida, tanto que em 1665 ele inventou o calculo diferencial,

em 1666 a teoria das cores, o calculo integral e a lei da gravitacdo universal, e assim



23

em dois anos Newton se tornou um "Deus", pois havia feito as maiores descobertas na

matematica e fisica até a sua época, (GARBI, 2010, p. 79).

Figura 4 — Isaac Newton (1642-1727)

Newton desenvolveu métodos numéricos, para determinar raizes de equagoes al-
gébricas de forma aproximada, com uma aproximagao tao boa quanto se quisesse. Mas
Newton nao se interessou pelo estudo dos niimeros complexos, o qual ele os chamava de
“impossiveis”. Por outro lado seu amigo intimo, o francés Abraham De Moivre (1667-1754)

pensava de forma diferente e estudou-os dedicadamente.

No estudo dos nimeros complexos, deve-se citar Leonhard Euler (1707-1783), este
nasceu na Basiléia na Suiga, era discipulo de Jean Bernoulli (1667-1748), dotado de uma
memoria espetacular. Euler revelava sinais de um futuro promissor na matematica, pela
facilidade que dominava essa ciéncia, embora aos 28 anos de idade tenha perdido a visao do
seu olho esquerdo e em 1765 perdeu a visao total, isso nao o impediu de produzir, ditando
suas descobertas para um secretario. Euler foi um dos matematicos que mais produziu e
publicou trabalhos, mais de oitocentos, em varias areas da matematica e fisica, e também
foi o consolidador da simbologia moderna, tendo nao somente consagrado o que havia
de melhor na época mas também inventando o que muito se utiliza até os dias de hoje.
Uma das representacdes propostas por Euler foi justamente a letra i substituindo v/—1.
Euler passou a estudar os nimeros da forma z = a + bi, onde a e b sdo nimeros reais e
i = +/—1, aprofundou-se tanto nesse segmento que ficou considerado como o matemético

que dominou os niimeros complexos.
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3 Principais Métodos de Resolucoes das Equacoes do

Terceiro Grau Aplicados no Ensino Médio

Ao fazer-se uma pesquisa nos principais livros didaticos, da disciplina de matema-
tica, utilizados no curriculo do ensino médio das escolas publicas do Brasil, em especial no
3° ano do ensino médio, verifica-se que as equacoes algébricas de grau trés nao possuem
um estudo detalhado, como acontece com as equacoes do 1° e 2° grau, no ensino funda-
mental. Entretanto, os livros didaticos trazem alguns métodos de resolucoes das equacoes
de 3° grau, e também observa-se que existem alguns problemas abordados nesses livros,

que em sua solugao requer o conhecimento de equagoes desse nivel.

De acordo com IEZZI (2010, p.179) “Quando o grau do polinémio é 3 ou 4, é
possivel determinar as raizes das equagoes por meio de férmulas que envolvem as qua-
tro operacoes fundamentais e a extracao de raizes. No entanto, essas férmulas nao sao

estudadas nos cursos de ensino médio.”

Entre os métodos que auxiliam na resolugao das equacoes do terceiro grau estao:
dispositivo pratico de Briot-Ruffini, Relagoes de Girard e pesquisa de raizes racionais de
uma equacao algébrica. Esses trés métodos conseguem determinar as raizes de algumas
equacoes do terceiro grau, nao podendo ser generalizado para todas as equacoes algébricas

de grau trés.

3.1 Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini

Antes de detalharmos este dispositivo, vamos conhecer um pouco sobre a biografia
de Paolo Ruffini (1765-1822) “médico e matemadtico italiano que iniciou os seus estudos
de matematica e medicina na Universidade de Modena onde recebeu o grau de doutor.
Como matematico, seu nome esta associado a divisao de um polindémio por um binémio
da forma x —a e com a prova (1803) da impossibilidade de resolver algebricamente, por
radicais, a equacdo de grau 5”7, conforme GUIMARAES (2006, p. 21).

Esse dispositivo ¢ utilizado na divisao de polinémios de qualquer grau por x — «,
mas em especial quando “«” for uma raiz da equacao algébrica, o resto da divisao serd
igual a zero, e assim reduz em um grau a equacao original. Pela decomposi¢ao de um
polinémio P(z) = apz™ 4+ an_12" '+ ...+asz® + a1z +ag (com n>1 e a, #0), em fatores
de primeiro grau teremos P(z) = an(x —x1)(x —22)...(x — ), como os valores de x,, 1,

Tp—2, ... ,T1 SA0 raizes desse polinémio, o valor de P(x) = 0.

Portanto quando se dividir uma equacdo azz® + asz? 4+ a1z + ag = 0, por uma de
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suas raizes encontraremos uma equacao do segundo grau goz® + g1z +qo = 0, e utilizando
a formula de Bhéskara, pode-se determinar as duas raizes que faltam da equacgao. Esse
método é bastante utilizado, mas para isso precisamos conhecer previamente uma das

raizes da equacao.

Os valores de ¢2, q1 e qo sdo determinados de acordo com o seguinte processo:

1. O valor de « e os coeficientes da equacao as, az, a; e ag, sdo colocados na primeira

linha, estes sao oriundos de "z — a'e da equacdo azx® + asx® + a1z +ag = 0;

2. A segunda linha é determinada através dos seguintes passos:

g2 = ag
=ag2ta
a1 q2 + a2 (3.1)
qo = aqi +ay
T =aqo+ag
Resultando em,
alaz a2 a; a
‘ 3 a2 ap ag (3.2)

‘Q2 ar qo T

Esses resultados de g2, g1 e go acontece devido ao fato de dividir o polindmio de
grau 3, P(z) = agz® + agx® + a170 4+ ag por f(z) =z — , e obteremos como quociente um
polindémio q(z) de grau 2, dado por g2z + q12 4 go = 0. Pela divisdo euclidiana sabemos
que P(x) = f(z).q(x)+r, entdo:

ant™ + ap 12" N+t asr? + a4 ag = (x— a)(qn_lxn_l +..t+qr+qo)+r

"+ ...+ a1z 4 ag = 12"+ ...+’ + qox — (gu_12"  + .. Faqz +ag) +r

a4 ... a1z +ag = ¢u12" + (G2 — aqn_1)x" 4 ...+ (o — aq1)z + (r —ago) (3.3)

Assim igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, obtem-se os resultados

dos valores de q.

ag =1 —aqo = r = aqo+ag
a1 =qo — aq1 = qo = aq1 + a1
a2 =q1 —aq2 = q1 = agz +az

an = (n—1 = dn—1 = an
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Exemplo: 01) Sabendo que —1 é raiz da equacio 2%+ 22 — 32 — 3 = 0. Determine as

outras raizes dessa equacao.

Solugao:
1 1 1 -3 -3
1 1 1 -3 -3
1
1 \ 1 1 -3 -3
1 1.(-1)+1=0
1 1 1 -3 -3
1 0 0.(-1)-3 = -3
1 1 1 -3 -3
1 0 -3 3.(-1)-3=0
1 \ 1 1 -3 -3
1 0 -3 0

Portanto os valores de ¢s , g1 e qo sao respectivamente 1, 0 e -3. Assim pode-se afirmar
que 23 + 22 =3z —3 = (z+1).(2% — 3) = 0, resultando numa equacdo do segundo grau

22 —3 =0, que resolvendo teremos as outras duas rafzes iguais a —v/3 e /3.

Figura 5 — Grdfico da equagio x>+ —3x —3



27

Exemplo: 02) Determine as raizes da equacao 23— —r—2=0.

Solugdo: E de facil verificacio que 2 é raiz dessa equacdo, portanto conhecendo
uma das raizes da equacao podemos utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para

reduzir a uma equacao do segundo grau, e assim determinar as duas raizes que faltam.

2 \ 1 -1 -1 -9
\ 1 1 1 0

Logo, 23 — 2?2 —2—2= (v —2).(z® +2+1) =0.

Assim resolvendo a equacao do segundo grau z? + 2z + 1 =0, determina-se as duas

raizes que faltam dessa equacao.

Utilizando a férmula de Bhéaskara temos que,

B —b+b%—4.a.c

v 2a
Sendo,a=1,b=1lec=1
C —1EV/12-411
e 2.1
—1x/=3
T
—14+4v/3
T

Portanto, as trés raizes da equacao sao S = {2 5 5

—1+4iv3 —1—2'\/5}

5]
!
t

-
n
t

Figura 6 — Grdfico da equagio 3 — 2% —2—2=0
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Logo, podemos verificar que o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, ou também
conhecido como algoritmo de Ruffini, é uma ferramenta muito interessante na resolugao
das equacgoes ctbicas. Entretanto, para a sua utilizagao, como visto anteriormente, ha a
necessidade de conhecer uma das raizes da equacao, o que nao generaliza a resolucao de
todas as equagoes do terceiro grau. E de acordo com ANDRADE (RPM n°34, 1997, p.14)
“...Apesar de fazer uma grande restricdo com relacao ao grau do divisor, é um algoritmo

amplamente divulgado e utilizado no 2° grau”.

3.2 Relacoes de Girard

“Algumas relacoes entre coeficientes de uma equacao polinomial e suas raizes,
conhecidas como relagoes de Girard constituem uma ferramenta importante no estudo
das raizes de um polinémio quando conhecemos alguma informacao sobre elas” (IEZZI,
2010, p.187). Portanto, como enfatizado as relagoes de Girard sdo muito uteis, mas existe

a necessidade de se conhecer alguma informagao sobre as raizes da equagao.

O matematico Francés Albert Girard nasceu em 1595 em Saint Mihiel na Franca e
morreu no dia 8 de dezembro de 1632 em Leiden na Holanda. Sua dedicagio em matemé-
tica foi principalmente no campo da algebra, trigonometria e aritmética. Foi o primeiro a
publicar as abreviaturas sen, cos, tg em seu tratado sobre trigonometria em 1626. Tam-
bém ficou famoso por ser o primeiro a formular a definicao da sucessao de Fibonacci, que
é expressa da seguinte forma f,+9 = fp+1+ fn. Publicou a obra Invention nouvelle en
l’algébre (1629), onde nele principalmente constava a demonstragdo de que as equagoes
algébricas podiam ter raizes negativas e imagindrias, conforme GUIMARAES (2006, p.
23).

Assim como o dispositivo pratico de Briot—Ruffini, as rela¢oes de Girard sao validas
para polindmios de grau n, mas como este trabalho estd concentrado nas equacoes de
grau 3, iremos apresentar a demonstragao das relagoes de Girard apenas para as equacoes

cubicas.

Demonstracio: Sejam x1, x5 e x3 as raizes da equacio az3 +br® +cx+d =0, com
a # 0. Podemos escrever essa equac¢ao em um produto de polindmios do primeiro grau em

funcao dessas raizes, sendo:

ax3 + b 4 cx +d = a(x — x1)(x — x2) (x — x3)

d
a
d 2

= (z° —xw1 —xr2 +T122) (T — 23)

x3—|—2x2+2x—|— = (z—x1)(x—x2)(x — 23)

b c
e

a a a
d
a

3,09 ¢ 3.2 2 2
-+ —r+—-=(z°—2°x] —r T2+ 1T 179 — T T3+ XX T3 + TTT3 — T1T2T3)
a a
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3,09 ¢ d 3 2
x +5x +Ex+5:x + (—x1 —x9 —x3)x” + (r1202 + T3 + T2x3) T — T1T2T3
3, b9 ¢ d 3 2
x +5a: +gx+g:x —(z1+ 224 23)2” + (v122 + 123 + T223)T — T 12273 (3.4)

Portanto, igualando os coeficientes cujos termos sao equivalentes temos:

b

r1+To+2Tr3=——

a
C
T1X2 +2T1X3+Tox3 = —
a

d
12203 = —~ (3.5)

Que sao conhecidas como as relagoes de Girard para uma equacgao do terceiro grau.

Exemplo: 03) Sabendo que uma das raizes é igual a soma das outras duas raizes

da equacdo z3 — 822 + 192 — 12 = 0. Determine as trés raizes dessa equacao.

Solucao: Sendo x1, x2 e x3, as raizes dessa equacao, e os coeficientes a =1, b= —8,
c=19 e d = —12, temos pelas relagoes de Girard as seguintes equagoes
8
xl—i-xz—l-xg:—I = T1+x9+2x3=28
19
T1T2+ 2123+ Tow3 = T = T1x2+ 123+ 2023 =19
—12
T1T2x3 = —T = r1xr9xy = 12

Mas sabemos que z1 = x3 + x3, e substituindo na 1* relacao de Girard, teremos

r1+x2+13=28 = r1+21=28 = 201 =8 = r1=4

E substituindo nas relagoes de Girard o valor de 1 =4
44294+ 23=38 = rot+a3=4 = To=4—1x3

4ao+4xs+ 2003 =19 = 4(xo+x3)+ (4 —2x3)x3 =19
= 4.4+4r3—23=19

=  23—413+3=0



30

Resolvendo a equagao do 2° grau temos que x =1 ou z = 3.
Logo os valores de x sao 1 ou 3 para os valores x =1 ou = = 3, respectivamente.

Assim as trés raizes da equacgao sao S = {1,3,4}.

Figura 7 — Grdfico da equagio x> —8x%+19x—12=0

Neste exemplo, apés utilizar a 1* relacao de Girard e determinar o valor de uma
das raizes, poderia-se ter utilizado o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, e encontraria a

equacdo do segundo grau 22 —4x+3 = 0.

Exemplo: 04) Sendo a equacio 23 — 922 + 23z — 15 = 0, determine o valor das

raizes dessa equagao, sabendo que suas raizes encontram-se em uma progressao aritmética.

Solucao: Sendo x1, T2 e x3, as raizes dessa equacao, e os coeficientes a =1, b= —9,
c=23 e d= —15, temos pelas relagoes de Girard as seguintes equagoes
-9
x1+xz+x3=—T = r1+r2+23="9
23
T1x9 + X123+ Toxy = T = T1T2 +x12x3+ T3 = 23
—15
T1roxy = ——— = Tr1T2T3 = 15

1
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Mas sabemos que as raizes dessa equagao se encontram em forma de uma P.A.(progressao
aritmética).
(ZL’l,fL‘Q,[Eg) = (I’Q—T,.TQ,.IQ—’—T')

Onde r é a razao da progressao aritmética, assim 1 =x—r e r3=x2+7. E

substituindo na 1?* relacao de Girard, temos:

r1+zo+x3=9 = To—Tr+2o+29+1r=9 = 3r9 =9 = To =3

Neste exemplo, ao conhecer uma das raizes, iremos utilizar o dispositivo pratico
de Briot-Ruffini. Dividindo 3 — 922 423z — 15 =0 por z — 3.

3| 1 9 23 -15
\ 1 6 5 0

Logo, 23 — 922 + 237 — 15 = (v — 3).(z2 — 62 +5) = 0.

Assim resolvendo a equacio do segundo grau 22 — 6x +5 = 0, temos outras duas

raizes dessa equagao, que sao r =1 e x = 5.

Portanto, as trés raizes da equagao sao S ={1,3,5}.

Figura 8 — Grdfico da equagio x3 —92%+23x—15=0



32

Por fim, pode-se perceber que as relagoes de Girard conseguem resolver algumas
equagoes cubicas. Entretanto, para a sua utilizacao ha a necessidade de conhecermos uma
caracteristica das suas raizes, ou seja, alguma informacao especial para que possam ser
utilizadas as relagoes, o que também nao generaliza a resolucao de todas as equagoes do

terceiro grau.

3.3 Teorema das Raizes Racionais

O terceiro método de resolucao de equagoes algébricas de grau trés, que sdao apre-
sentados no ensino médio é o teorema das raizes racionais, para as equagcoes algébricas que
possuem coeficientes inteiros, pois através dele pode-se fazer uma pesquisa das possiveis

raizes racionais de uma equacao.

Conforme IEZZI (2010, p.195) “O teorema das raizes racionais nao garante a exis-
téncia de raizes racionais em uma equacao com coeficientes inteiros. Caso existam raizes

racionais, o teorema fornece todas as possibilidades para tais raizes”.

Teorema das raizes racionais: Seja uma equacao polinomial de coeficientes
. . _ , . p
inteiros apz"” + ap_12" 1+ ...+ asx® + a1z +ag =0, com ay, # (0. Se o numero racional =,
p € 7Zeq€Z" com p e q primos entre si, é raiz dessa equagao, entao p é divisor de ag e

q é divisor de a,,.

Demonstracao: Como P é raiz da equagao, temos
q

p\" p\"" p\* p

an () +an_1 () + ...+ a9 () +aq <> +ag=0
q q q q
p" p! p? p

Qan (qn>+an1 (qn_1>+—|—d2 <q2 + a1 6 —|—CLO:O

anp" + an_1p" g+ ...+ ap’ 2+ arpg” T 4+ apg" =0 (3.6)

Vamos colocar duas situagoes, na primeira deve-se isolar o valor de a,p", e na

segunda deve-se isolar o valor de agq".

anp" = —qlan_1p" 4 ... Fagp*¢" P +a1pg” " + apg" )

agq" = —p(anp" " +an-1p" g+ ...+ aopg" +aipg" ) (37)

Como foi definido que todos os coeficientes sao inteiros, e os valores de p e ¢ também
sao numeros inteiros, entdao temos que a,p” e apq”, também sao ntmeros inteiros, logo

para facilitar a interpretacao, as seguintes substituicoes deverao ser feitas:
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o= an_lpn—l_}_m+a2p2qn—3+a1pqn—2+aoqn—l

B=anp" '+ an_1p" " 2q+ ...+ agpg" " +aipg" (3.8)

Resultando em, com « e 3 € 7Z,

anp = —qo =«
q
aoq"
apq"=-pB = = —f (3.9)

Essas igualdades mostram as seguintes relagoes de divisibilidade entre os coefici-

entes:

1. app™ é divisivel por ¢. Como p™ e ¢ sdo primos entre si, a, é divisivel por ¢, isto é,

q ¢ divisor de ay,.

2. apq™ é divisivel por p. Como ¢" e p sdo primos entre si, ag é divisivel por p, isto é,

p é divisor de ag.

Exemplo: 05) Determine o valor das raizes da equacdo 3z° — 722 48z —2 = 0.

Solugdo: Ao ter-se uma questao desse grau para ser resolvida, observa-se que a
mesma nao fornece uma das raizes e resolvé-la por tentativa nao visualizara com facilidade

uma das raizes, o que fica inviavel a utilizacao do dispositivo pratico de Briot—Ruffini.

E por outro lado a questdao também nao fornece uma informacao sobre as raizes,
o que impossibilita a utilizacdo das relagoes de Girard. Entretanto, todos os coeficientes
sao inteiros, o que possibilita a utilizagao do teorema das raizes racionais, e se a equagao

tiver alguma raiz racional ela sera da forma racional E, pEZeq€EZ", compe q primos
q

entre si, sendo p divisor de ag e ¢ divisor de a,.

Assim, deve-se fazer uma pesquisa das raizes racionais dessa equacgao cubica. Sendo

ag = —2 e a, = 3, logo os possiveis valores de p e ¢ sao:
p é divisor de ag, logo p €{—2,—1,+1,+2}

q é divisor de ay, logo ¢ €{-3,—-2,—1,+1,4+2,+3}

P 2 1 1 1 1 2
Resultand - €S5S = {—2,—1,—,—,—, — +=,+=,+1, 2}
esu anoemq 375 3+3+2+3+ +
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Chamando g(x) o polinémio oriundo da equagao, deve-se fazer as verificagoes:

g(z) =323 — 72% 4 82— 2

g(—2)=3(-2)3 - 7(—2)2 +8(—2) —2=3(-8) —74—16—2=—T70

g(=1)=3(-13 =7(=1)2+8(-1)—2=3(-1)—-71-8-2=-3-7—-8-2=—20
o(3)=(3) ) () ey F e
o(-5)=3(-5) —7(5) +s(-5) 2= 5552y

o(c3) =3 (8) ) () e

o(55) =3(03) 7 (53) () 2= e

1
Com, g (+3) =0, logo 1/3 é raiz da equacdo 323 — 722 48z —2 =0, e para de-
terminarmos as outras duas raizes deve-se utilizar o dispositivo pratico de Briot—Ruffini,

1
dividindo 323 — 722 48z — 2 por x — 3

1/3 \ +3 -7 +8 -2
L +3 6 +6 0

1
Logo, 323 — 722 + 87 —2 = (x—?)) (322 — 62 +6).

Resolvendo a equacdo do segundo grau 3z2 — 6z +6 =0, ou da forma simplificada
22 — 22 +2 =0, tem-se as duas rafzes que faltam dessa equacao. Utilizando a férmula de

Bhaskara temos que,
==Y, b2 —4.a.c

2a

x
Sendo, a=1,b=—-2ec=2

—(=2)+/(—2)2—4.12
2.1

+2+£+/—4
rT=——"

xr=

1
Portanto, as trés raizes da equacao sao S = {—1—3, 1—1,1 —l—i}
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Figura 9 — Grdfico da equagdo 32° —T2?> +82—2=0

Exemplo: 06) Observe as figuras seguintes, em que estao indicadas as dimensoes

do cubo e do paralelepipedo:

Figura 10 — Cubo e Paralelepipedo

Determine os valores de x para os quais o volume do cubo excede o do paralelepi-

pedo em 32 unidades.

Solugdo: Primeiramente vamos utilizar a férmulas de volume para chegarmos a

uma equacao algébrica em funcao de x.

‘/;ubo =T.r.T = ‘/cubo =T
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3z 323 — 922
V}?amlelepipedo =Z. ( 9 ) (CL’ 3) = Vparalelepipedo = (2>

Como sabemos pelo enunciado, o volume do cubo excede o do paralelepipedo em
32 unidades.

Vchbo = %aralelepipedo +32

3_042
2% = (3m29m> +32

273 = 323 — 922 + 64

23— 922 +64=0

Nesse ponto a resolucao da questao recai em uma equacao do terceiro grau, sem
nenhuma informacao sobre as raizes, que possibilitem utilizar as relacoes de Girard ou o
dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Entretanto, todos os coeficientes sao inteiros, o que
possibilita a utilizacao do teorema das raizes racionais, e se a equagao tiver alguma raiz

racional ela serd da forma ramonal o pEZeq€Z*, compe q primos entre si, sendo

p divisor de ag e ¢ divisor de ay,.

Assim deve-se fazer uma pesquisa das raizes racionais dessa equacao cubica. Sendo

ag = +64 e a, = +1, logo os valores de p e ¢ sao:
pe{—64,-32,-16,—8,—4,—2,—1,+1,+2,+4,+8,+16,+32,+64}
qE& {_17+1}

Como sabe-se que as raizes dessa equacao devem ser positivas e nao nulas, pois se

trata de comprimento de sélidos geométricos. Logo, d € {+1,+2,+4,48,+16,+32+ 64},
q

denominando g(z) o polindémio oriundo da equacdo, vamos fazer as verificagoes:

g(z) = 2> — 92?2 + 64

g(+1) = (+1)2 = 9(+1)2 +64 =1 -9+ 64 = 56
g(+2) = (+1)3 = 9(+2)2 +64 =8 — 36+ 64 = 36
g(+4) = (+4)% —9(+4)2 +64 = 64 — 144+ 64 = —16
g(+8) = (+8)% —9(+8)2 +64 = 512 — 576 + 64 = 0

Com, ¢(8) =0, logo 8 é raiz da equacio 3 — 922 +64 = 0, e para determinar
as outras duas raizes deve-se utilizar o dispositivo pratico de Briot—Ruffini. Dividindo
23 — 922 464 por = —8.
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+8] 41 -9 +0 +64
L+l 1 8 0

Logo, 23 — 922 + 64 = (z —8).(22 —x —8).

2

Assim resolvendo a equagao do segundo grau x“ —x —8 =0, teremos as duas raizes

que faltam dessa equacao. Utilizando a formula de Bhaskara temos que,

B —b+Vb2—4.a.c

2a

X

Sendo, a=1,b=—-1ec=-8

—(=1) £ /(-1)2—4.1.(-8)
v 2.1

_ 4+1£+/33
a 2

X

2 2

Como x deve ser positivo e nao nulo, os valores que satisfazem a solugdo do pro-

1++/33
—

1++/33 1—%@}

Portanto, as trés raizes da equacao sao S = {—1—8

blema x = +8 ou x =

Entao, pode-se concluir que o teorema das raizes racionais conseguem determinar
pelo menos uma raiz em uma grande parcela de equagoes cubicas, pois pelo teorema
das raizes complexas, se existe uma raiz complexa na equacao logo o conjugado desse
numero também sera raiz dessa equacao, ou seja, sabe-se que pelo menos uma das raizes
da equacao cubica deve ser pertencente aos reais. Mas também nao podemos generalizar,
pois o teorema das raizes racionais é valido apenas para equagoes com coeficientes inteiros,

e que tenham raizes racionais.

3.4 Restricoes aos Principais Métodos Utilizados no Ensino Mé-

dio Envolvendo as Equacgoes Ciibicas

Como vimos nos itens 2.1, 2.2 e 2.3 os principais métodos de resolucao de equa-
¢bes cubicas utilizados no ensino médio, nao sao suficientes para a resolucao de qual-
quer equacgao do terceiro grau. Como por exemplo, para determinar as raizes da equagao

23 4 322 + 22 — 3 = 0, sem nenhuma informacéo privilegiada sobre as suas raizes.

Neste caso nao pode-se utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, pois nao foi
fornecida na questao nenhuma das raizes dessa equacao e a verificacdo de uma raiz nao é

de facil interpretacao analisando apenas a equacao.
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As relagoes de Girard nao sao suficientes para a resolucao da mesma, pois nao foi

informada alguma relagao entre as raizes.

E por ultimo, pelo Teorema das raizes racionais pode-se fazer a pesquisa de raizes
racionais, pois todos os coeficientes da equacado sao inteiros. Assim vamos fazer uma
pesquisa das raizes racionais dessa equagao Sendo ag = —3 e a, = +1, logo os valores de

P € q sao:
pe{-3,—-1,+1,+3}
qc {_17+1}

Resultando em 2 ¢ {-3,—1,+1,+3}. Chamando g(x) o polindémio oriundo da
q

equagao, vamos fazer as verificagoes:

g(x) =23 +32° + 22 -3

2

g(=3) = (=3)3+3(—3)24+2(-3) —3=—-27+27T—-6—-3=—9
g(=1) = (=13 +3(-1)2+2(-1)-3=—14+3-2-3=-3
g(+1) = (+1)3 +3(+1)* +2(+1) —3=143+2—-3 =43
g(+3) = (+3)3+3(+3)? +2(+3) =3 =27+27+6— 3 = +57

Logo, podemos afirmar que essa equacao nao possui nenhuma raiz racional. E
automaticamente nao conseguimos determinar as raizes da equagao pelo teorema das
raizes racionais. Entao, pode-se afirmar que essa equagao nao tem solugao? Para solucionar
este problema e outros da mesma natureza, que é o principal motivo deste trabalho,
realizamos vérias pesquisas bibliograficas, e encontramos algumas disparidades sobre o
assunto, principalmente em autores de livros do ensino médio. De acordo com Dante
(2010, p.192) “As equacgoes polinomiais de grau maior do que 2 ndo tém um processo
determinado de resolucao por meio de féormulas. Devemos procurar, entao, uma ou mais

raizes para com elas encontrar todas as raizes”.

Entre os principais estao: O método de Cardano-Tartaglia e o método numérico
para equagoes polinomiais. Como citado no primeiro capitulo desse trabalho, no contexto
histérico, falamos sobre a descoberta de Scipione Del Ferro(1465-1526) para as equagoes
algébricas do terceiro grau do tipo x>+ px +¢ = 0 e posteriormente também a de Ni-
colé Fontana (1499-1557), para as do tipo 23 +pr+q =0 e 23+ pz? +¢ = 0, conseguindo
posteriormente generalizar para qualquer equacdo do terceiro grau na sua forma geral
az3 + bz +cx+d =0 em outra sem o termo do segundo grau fazendo algumas substitui-
¢oes, e também a genealidade de Isaac Newton na determinagdo de método numérico de

aproximacao de raizes reais de uma equagao polinomial.

No préximo capitulo desse trabalho iremos demonstrar a férmula de Nicol6 Fontana
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(1499-1557), mais conhecido como Tartaglia, que na verdade ficou famosa como “método
de Cardano”, pois foi este que fez a primeira publicagao sobre o método de resolucao, e que
possui grande importancia para a matemaética, principalmente no segmento da algebra,
por instigar a curiosidade dos mateméaticos e pensadores da época a trabalharem com

valores negativos em raizes quadradas.
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4 Resolucao de Equacoes Ciibicas por Meio de Ra-

dicais

Para determinar as raizes de equacoes como a utilizada no item 3.4, sendo ela
23 + 322 4+ 22 — 3 =0, podemos utilizar formulas por meio de radicais, sendo a principal
delas determinada por Tartaglia no século XVI. Neste capitulo além da demonstragao
do método de Cardano-Tartaglia, para a determinacao de uma das raizes da equagao
cubica, iremos também fazer uma analise das raizes ctiibicas e apresentar algumas equagoes

resolvidas pelo método de Cardano-Tartaglia.

4.1 Meétodo de Cardano-Tartaglia

Abaixo segue a demonstracao feita por Nicolo Fontana (Tartaglia), em relagao as
equagoes cubicas, com algumas alteracoes algébricas para facilitar a compreensao, prin-
cipalmente em relacao a linguagem matemadtica utilizada atualmente e pelo fato de uti-
lizarmos uma equagao do terceiro grau completa. Baseado em um conjunto de ideias e
demonstragoes realizadas nas obras de Gilberto Garbi (GARBI, 2006), Paulo Sérgio Gui-
mardes (GUIMARAES, 2006), Elon Lages Lima (LIMA, 1985), Carlos Alberto Knudsen
(KNUDSEN, RPM n°07, 1985), Adilson Gongalves (GONCALVES, 2013) e Cesar Polcino
Milies (MILIES, RPM n°25, 1994).

Considere a equacao polinomial do 3° grau da forma az®+b2? +cz+d =0 em que

a, b, ¢ e d sdo constantes reais.

Para deixarmos a variavel do 3° grau sem a constante dominante, dividi-se toda a

equacao por a.

b d
aa:3+—x2+fx+f =0
a a a
Onde,
A=t B="= c="°
a a
Resultando em,
23+ Az + Bx+C =0 (4.1)

Vamos realizar uma mudancga de varidvel que a equacao fique sem o termo do

segundo grau.
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r=y+k
(y+k)>P+Ay+E)*+By+k)z+C=0
Y3+ 32k + 3yk? + I3+ A(y® 4+ 20k +k*) + By+ BE+C =0

3+ (A+3k)y2 + (3k* + 24k + By + (K> + Ak> + Bk +C) =0 (4.2)

Observe que para anular o termo y? devemos supor o valor de k como:

ol (A B Aol () a0 () o]

A2 942 A3 A3 AB
y3+<_+B>y+<—+—+C> =0

3 3 27 9 3
A2 243  AB
3
A a7 a2 — 4.
y+<B 3>y+<27 3+C> (4.3)

Substituindo por P e @), para facilitar a interpretacao,

Q="r-"+C (4.4)

Onde P e () sdo constantes reais,

P4+ Py+Q=0
Para resolvermos a equacao acima supomos que a solucao ¢ a soma de duas parcelas:
y=u+v

(u4v)3+Pu+v)+Q =0
u? +3v%u+ 3vu + 0P+ Plu+v) +Q =0
w4+ 0% + 3uv(u+v) + Plu+v)+Q =0

(u® 4+ 13+ Q) + (P +3uv)(u+v) =0 (4.5)

Para que esta igualdade seja verdadeira, pode-se utilizar os seguintes valores:
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WP +Q=0 ou P+3uw=0

Colocando em funcao de u e v,

W+ = —Q
3

. P (4.6)
27

Sendo u? e v3 as rafzes de uma equacdo do segundo grau, pela soma e produto.

Portanto resolver o problema equivale-se a resolver uma equagao do 2° grau da forma

22— S12+4 P, =0, onde conhecemos a soma e o produto das raizes.
P 3
S1=-Q ou P = (—)

22—S1Z+P1:0

24Qz4 (—) =0

Z: —Q:I:\/QQ—él.l. (—1;)3

2.1

= f )G o @ E w

Como utilizamos a adaptagdo da soma e produto de uma equagao do segundo grau,
onde u? =z e v3 = 29. Logo sabemos que:
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e por outro lado:

AT TS

Essa foi a solu¢ao encontrada por Tartaglia para determinar uma das raizes de

uma equacio ctibica da forma y3 4+ Py +@Q = 0.

...Gracas ao método de solucdo das equagoes do terceiro grau, que foi
desenvolvido por Tartaglia, hd uma considerdvel mudanga dos rumos da
algebra dos niimeros. Independentemente de a equagao de terceiro grau
que desejemos resolver ter raizes reais, e uma raiz real ela certamente
possui, ela passard pela solugao de uma equagao do segundo grau que, via
de regra, possui solugoes complexas. Em outras palavras, para que essa
solucdo possa ser obtida, é necessario tratar com uma nova categoria de
niimeros, diretamente associados a uma quantidade dada por i = /—1,
e que foram denominados por L. Euler como nimeros imagindrios. Em
outras palavras, a solucao dessa equacao de terceiro grau exigiu o de-
senvolvimento de uma &lgebra dos niimeros complexos.(GUIMARAES,
2006, p.57)
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E como nessa demonstracio adaptamos para uma equacao do tipo az®+bx? + cx +

d =0, temos entao:

=t O

SRR R(CRIGE N

Essa é uma das rafzes da equacio do tipo az®+bz? 4 cx +d =0, com os seguintes

valores em funcao dos coeficientes a, b, c e d.

2
P:B—A—
3
243 AB
Q=775 +¢
Al g ot
a a a

Com essa formula de Cardano-Tartaglia, s6 é possivel encontrar uma raiz de ime-
diato, mas na verdade uma equacgao do terceiro grau devem existir trés raizes. Entretanto,
quando Tartaglia a desenvolveu, ele ainda nao tinha o conhecimento dos niimeros com-
plexos e também nao tinha uma maneira de realizar uma aproximacao dos niimeros, e em
muitos casos a raiz fornecida pela formula de Cardano—Tartaglia nos conduz a nimeros
aproximados (aproximacao tao boa quanto quisermos). E por outro lado, também chega-
remos a situagoes em que o valor no interior da raiz quadrada seja negativo, ocasionando
uma falsa impressdo de nao determinacao dessa raiz. Isto significa que nao ha solucoes
algébricas para as equacoes do terceiro grau? Nao, isto pode ser esclarecido através de
uma comparacao com as equagoes do 2° grau. Seja uma equacao 2?2 = 3, cuja as raizes,
obtidas por métodos algébricos sdo exatamente x = ++/3. Entretanto, quando procura-
mos converter a expressao v/3 em nimeros grafados na notacao decimal, somente podemos
fazé-lo de forma aproximada, ou seja, x = +1,732050808..., por isso deve-se trabalhar com

nimeros aproximados e complexos, conforme GARBI(2010, p. 138).

Portanto na secao 4.2, vamos explorar a equacgao fornecida por Tartaglia para
encontrar uma classificacao das trés raizes existentes em uma equagao cibica. Temos que
nos atentar para um fato importante, o valor do discriminante da equagao de Cardano-

Tartaglia.
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4.2 Analise das Raizes de uma Equacao do Terceiro Grau

Nesta se¢ao vamos demonstrar a classificagao das raizes de uma equagao do terceiro
grau, em relacdo ao conjunto dos niimeros reais ou complexos. Vamos utlizar a férmula
de Cardano-Tartaglia (4.10), demostrada na se¢do anterior para a equagao ciibica do tipo
23+ Pr+Q =0, em que:

3 2

SR RICRORE SICNE

Preliminarmente, observaremos que

flz)=2a3 (1+:2+ Q)

3

3

Para valores de = que tenham valor absoluto muito grande, P/z? e Q/x3
sdo insignificantes, logo, para tais valores, na soma dentro dos parénteses
prevalece o sinal de 1, que é positivo. Entéo o sinal de f(z), quando o
valor absoluto de  é muito grande, é o mesmo sinal de z3, isto é, de z.
Em particular, o polinémio f(z) é negativo para valores muito grandes
negativos de x e é positivo se x é um nimero positivo muito grande.
Segue-se daf que f(z), por passar continuamente de negativo a positivo,
deve-se anular em algum ponto. Toda esta conversa serve para concluir
que toda equagao do terceiro grau tem pelo menos uma raiz real (LIMA,
2012, p. 22).

A anélise se faz necessaria apenas na expressao algébrica que encontra-se no radical
quadratico, passaremos a denomina-lo de discriminante, representado pela letra grega A

(Delta maitscula).
3

(@4 ()

Para isso vamos supor duas situagoes: Quando existirem raizes complexas, e quando
nao existirem raizes complexas na equagao do terceiro grau. E sabendo que uma equacao

do terceiro grau, do tipo 23+ Pz + (), necessariamente possui uma raiz real.

No primeiro caso a ser analisado, vamos supor que dentre as raizes de uma equacao
do terceiro grau tenhamos uma raiz complexa do tipo a+ bi, com b # 0. Mas sabemos que
pelo Teorema das Raizes Complexas que se um ntmero complexo z = a+ bi, com b # 0, é
raiz de uma equacao com coeficientes reais, entao seu conjugado Z = a — bi também ¢é raiz

dessa equacgao. Consequentemente, temos 1 =a+bi e 1o =a—bi e x3 € R.

Para que o termo de segundo grau seja anulado devemos supor: x1 +x2 +x3 =0,
pois pela decomposiciao de um polinémio P(z) = ax®+bx? +cx+d (com a #0), em fatores
de primeiro grau teremos P(z) = a(x — x1)(x — x2)(z — x3). Como os valores x1, x2, € x3

sao rafzes desse polindmio, conforme (3.4), tem-se:

alr—z1)(x—x2)(x—23) =0
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(x—z1)(z—x2)(x—23) =0
23 — (21 + w9+ 23)2° + (1122 + T3+ 1173)7 — 217223 = 0
Para eliminar o termo de grau dois da equacao, utilizaremos a seguinte igualdade,
r1+ax2+x3=0
a+bi+a—bi+x3=0

2a+23=0

r3 = —2a (4.13)
Substituindo na equacao geral temos:
23+ [(a+bi)(a —bi) + (a—bi)(—2a) + (a4 bi)(—2a)] x — [(a +bi) (a — bi)(—2a)] = 0
2?4 (a® — b%i® — 2a° 4 2abi — 20> — 2abi)x — (—2a> 4 2ab*i?) = 0
2?4 (=3a* + b))z — (—2a® — 2ab*) = 0

23+ (b = 3a®)x+2a(a® +b%) =0 (4.14)

Aplicando a férmula de Cardano-Tartaglia na equacdo acima em forma de z3 +
Pz + (@ =0, teremos entao:

P =0%—3a? Q = 2a(a® +b%)

Onde o discriminante da equacao seré,

2 3
Ao [Qa(a2+b2)] N lbz —3a21

2 3
A= 02(G4 +2a%h* + b4) 4 b0 — 9a?b* +27a*b?* — 274"
27
A = b+ 2042 + a2p* + b0 — 9a2b* + 27a*b? — 2748
27
A 27a® 4+ 54a%b? 4 27a%" 11 — 9a2h' 1 27a’h? — 27a°
- 27
81a*b? + 18a2b* + 1F
A (4.15)

Portanto, independente dos valores de a e b, referente as raizes complexas x1 = a+ bi
e x9 = a — bi, o disciminante da equagao sera positivo, pois todos os valores de a e b se
apresentam com expoentes pares. Entao podemos concluir que, se existir raiz complexa

em uma equagao do terceiro grau, logo o valor do seu discriminante serd positivo ou nulo

(A>0).
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No segundo caso a ser analisado, vamos supor que dentre as raizes de uma equacao
do terceiro grau nao ha raiz complexa do tipo a+ bi com b # 0, ou seja, existird apenas

raizes reais.

Assim utilizaremos, conforme (3.4), a expressao geral de uma equagao do terceiro

grau em funcao de suas raizes x1, T2 e T3.

23— (x1+x2+ :cg):c2 + (z129 + w23 + T123) T — T w23 =0

Para que o termo de segundo grau seja anulado devemos supor: x1 + x2 + x3 = 0,

logo temos que x3 = —x1 — 2.
23+ [z122 + 29 (—21 —22) + 21 (—21 — 22)|  — T122(—21 —2) =0

3+ (x129 — 2129 — :Cg - x% —x1x2)T + x%xz + :cm:% =0
2? — (22 + x129 + 23) x4 2300 + 2125 = 0 (4.16)

Aplicando a férmula de Cardano-Tartaglia na equacdo acima em forma de 23+

Px+@Q =0, teremos entao:
P = —(23 +zy29 +73) e Q=uzatro+ 1123

ou

P=uxiz0— (x14+22)° e  Q=mxyxo(ry +22)

Onde o discriminante da equagao serd,

3=(9)+ (%)

3

Substituindo os valores teremos,

A [xlxz(zlexg)r [mlxg—(l’1 +x2)2]3
B 2 * 3

A (x%x%(:cl —|—x2)2> . w33 — 30223 (23 + 2wy w9 + 23) + 3w1w9(23 + 2wy 29 + 23)% — (11 + 29)0
4 27

A (x%x% + 22323 + wir) n —28 — 309wy — 6223 — Tatad — 62308 — 3w123 — 2§
4 27

A — 429 — 12039 + 3003 + 262323 + 3u3wd — 122123 — 428
N 108
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(z1 — z2)(—427 — 1621529 — 132323 + 132323 + 162125 + 423)

A=—
108
Ao (z1 —2) (21 — 22)(—42T + 203529 + 332323 + 2021 23 + 423)

B 108

Ao (21 — 22)% (w1 4 229) (423 + 122329 + 91123 + 223)
B 108

Ao (21— 12)% (21 +222) (221 + 22) (222 + 5x129 + 223)
B 108

Ao (21— 29)% (21 + 229) (271 + 22) (21 + 222) (271 + 72)
108

Ao (z1 —2)? (21 4+ 222)? (221 + 29)? (4.17)
108 '

Portanto, se as raizes x1, x3 e r3 € R, o disciminante da equagao sera negativo
ou nulo, pois no A todos os valores de x1, x9 e x3 se apresentam com expoentes pares.
Entao, pode-se concluir que se nao existir raiz complexa em uma equagao do terceiro grau,

o valor do seu discriminante serd negativo ou nulo (A <0).

A partir dos resultados encontrados acima, supondo a existéncia ou nao de raizes
complexas em uma equagao do terceiro grau, vamos verificar nos dois casos a questao em

que o discriminante possa ser nulo.

No primeiro caso para que A seja nulo os valores de a e b devem ser nulos também,
a=0b=0, o que é um absurdo pois pela suposicao deve existir raizes complexas da forma
r1=a+biexo=a—bi, comb+#0. E por fim as trés raizes seriam nulas, pois se a =b =0

e r3 = —2a, logo r1 =9 =x3=0.

No segundo caso para que A seja nulo, deve-se analisar as trés situagoes: x1 —xs =0,
x1+2x9=0¢€ 29+ 221 = 0. Lembrando que 3 = —x1 — x9, onde foi utilizado para anular

o termo do segundo grau da equacao ctbica.

1. Para x1 —z2 =0, tem-se x1 = x9;
2. Para x1+42x9 =0, ou seja, x1 = —2x2. Portanto, x3 = x9;

3. Para 2x1+x2 =0, ou seja, xo = —2x;. Portanto, x5 = x1.

Assim, pode-se concluir para A = 0, tem-se trés raizes reais onde pelo menos duas devem

ser coincidentes.
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Conforme GARBI (2010, p. 134), sobre a classificacdo das raizes das equagoes do

terceiro grau, pode-se resumir em:

Discriminante Raizes da equacao
A <0 Trés raizes reais
A=0 Trés raizes reais, sendo duas ou trés iguais™
A >0 Uma raiz real e duas complexas conjugadas

*Se as trés forem iguais todas serao nulas.

4.3 Aplicabilidade da Formula de Cardano-Tartaglia

Apods demonstracoes realizadas nas segdes 4.1 e 4.2 sobre a formula de Cardano-
Tartaglia, iremos resolver alguns exemplos utilizando essa formula e a classificacao das suas
respectivas raizes de acordo com o valor do seu discriminante. Em especial no exemplo 09
resolveremos a equacdo citada na secio 3.4, sendo ela 23 + 322+ 22 —3 =0, que foi utilizada

como uma restricao aos principais métodos adotados no ensino médio atualmente.

Exemplo: 07) Determine as raizes da equagao 23 —3x—2 =0, utilizando o método

de Cardano-Tartaglia.

Solucio: Essa equacdo ja se encontra da forma 23+ Pz +Q = 0, logo os valores de

P e () sao respectivamente, —3 e —2.

3=(9)+(5)
<‘f) * 1(5)

Pela analise do discriminante, A = 0, conclui-se que essa equacao possui trés raizes
reais, sendo no minimo duas iguais. Substituindo os valores de P e () na féormula de

Cardano-Tartaglia, teremos:

@R @R G
r= V14 vii+d1-vi1
r=V1+V1
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r=1+1
Tz =2

Como encontramos a raiz real da equacado, podemos entao utilizar o dispositivo

préatico de Briot-Ruffini para efetuar a divisdo entre 2 — 3z —2 e . —2.

2 | 1 0 -3 -9
\ 1 2 1 0

Logo, 23 — 3z — 2 = (z —2).(2® + 2z + 1).

Assim, resolvendo a equacio do segundo grau 2+ 2z 41 =0, tem-se as duas raizes

que faltam dessa equacao, sendo xo = x3 = —1.

Portanto, as trés raizes da equagao sao: S ={—1,—1,2}.

Figura 11 — Grdfico da equagdo 2% —3x —2 =0

Neste exemplo, em vez de utilizar a formula de Cardano-Tartaglia para determinar
as raizes dessa equacao, poderia ter utilizado o Teorema das Raizes Racionais, e encon-

trariamos as rafzes t =2 e x = —1.

Exemplo: 08) Determine as raizes da equacio 23 — 6z — 9 = 0, utilizando o método

de Cardano-Tartaglia.
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Solucdo: Essa equacio ja se encontra da forma 23 + Pz +Q = 0, logo os valores de

P e Q) sao respectivamente, —6 e —9.

(9

81 —216
A= g2
4T
49
A=
1

Pela analise do discriminante, A > 0, conclui-se que essa equagao possui uma raiz
real e duas raizes complexas. Substituindo os valores de P e ) na féormula de Cardano-

Tartaglia, teremos:

r=v8+V1
r=2+1

r=3

Como encontramos a raiz real da equagdo, podemos entao utilizar o dispositivo

pratico de Briot-Ruffini para efetuar a divisdo entre 2> —6z—9 e x — 3.

3 | 1 0 6 -9
\ 1 3 3 0

Logo, 23 — 62 — 9 = (v —3).(x® + 3z +3).

Assim, resolvendo a equacao do segundo grau 22 + 3z +3 = 0, determina-se as duas

raizes que faltam dessa equacgao. Utilizando a formula de Bhaskara temos que,
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B —b+Vb2—4.a.c

2a

T

Sendo,a=1,b=3ec=3

_ 3+4/37-413

o 21
3473

T
x_—3iz\/§

2

—1+i\/§—1—z’\/§}
N '

Portanto, as trés raizes da equacao sdo: S = {3

15+7¥

13+

Figura 12 — Grdfico da equacio > —6x—9=0

Neste exemplo, em vez de utilizar a formula de Cardano-Tartaglia para determinar
a raiz real da equacao, poderia ter utilizado o Teorema das Raizes Racionais, e encontra-

riamos a raiz x = 3.
Exemplo: 09) Determine as raizes da equacio 2 + 322 +2x —3 = 0.

Solucao: Neste exemplo, como visto na se¢ao 3.4, nao podemos trabalhar com
nenhum dos principais métodos utilizados no ensino médio. Portanto, a férmula a ser

utilizada serd a de Cardano-Tartaglia.
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Essa ¢ uma equacio do tipo az® +bz? +cx+d =0, com os seguintes valores dos

coeficientes: a =1, b=3,c=2e d=—-3.

A=l gt o2 L A3 Bo2 -3
a a a
2 2
P—B—é = P—2—3— = P=-1
2A%  AB 2(3)3 3.2
O=%7 -3¢ = Q=% -3t = =23
2)+(5)
A= (X -
(2 3
_32 _13
A== -
>) ()
9 -1
A=+
AL 239
108

Pela andlise do discriminante, A > 0, pode-se concluir que essa equagdo possui
uma raiz real e duas raizes complexas. Substituindo os valores de P e () na féormula de

Cardano-Tartaglia, temos:

A DD DD -

x ~1,440260224 4-0,231439657 — 1

x ~0,671699881

Como encontramos a raiz real da equacao, podemos entao utilizar o dispositivo
pratico de Briot-Ruffini para efetuar a divisio entre 23 +322+2r—3=0e z—0,671699881.

0,671699881 \ 1 3 9 -3
| 1 3671699881 4466280373 0

Logo, 23+ 322 422 — 3 ~ (v — 0,671699881).(2? + 3,671699881x + 4, 466280373).
Assim, resolvendo a equacio 2+ 3,671699881z + 4,466280373 = 0, determina-se

as duas raizes que faltam dessa equacao. Utilizando a férmula de Bhaskara temos que,
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B —b+Vb2—4.a.c
N 2a

Sendo, a =1, b=3,671699881 e c =4,466280373

T

~3,671699881 + |/(3,671699881)% — 4.1.(4,466280373)
T 2.1
| —3,671699881 + \/—4, 383741476

2
—3,671699881 £ 2,0937386361
Tr =

2
r = —1,835849941 £ 1,046869315¢

X

Portanto, as trés raizes da equacio 3+ 322 + 22 — 3 = 0, sdo aproximadamente:

x1 = 0,671699881
9 = —1,835849941 + 1,046869315¢
r3 = —1,835849941 — 1,046869315:

Figura 13 — Grdfico da equacio x> +3x>+2x—-3=0

Observando a resolugao utilizada neste exemplo pelo método de Cardano-Tartaglia,

foi necessaria a utilizagdo de nimeros aproximados, e isso gera um certo desapontamento.
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Exemplo: 10) Determine as raizes da equagao 23 — 10z +4 = 0, utilizando a

formula de Cardano-Tartaglia.

Solugio: Essa é uma equacio do tipo z3 + Pz + @ = 0, com os seguintes valores

dos coeficientes P e () sdo respectivamente, —10 e 4.

2

(9
() (2

1000
A=q——
27
892
A=—"2
27

Nesse caso ¢é preciso aplicar os conceitos dos niimeros complexos e de trigonometria,
em especial utilizando as leis De Moivre, com uma série de substituicoes, e ainda utilizara
valores das tabuas trigonométricas, que também sao aproximados. E por essas razoes
nao aprofundaremos na resolucao de exercicios em que A < 0, pelo método de Cardano-

Tartaglia.

As férmulas descobertas por Scipione Del Ferro e Nicol6 Fontana, para as equacoes
cubicas tiveram uma grande contribuicao para o estudo dessas equagoes, mas por outro
lado nunca foram bem aceitas pelos autores de livros de ensino médio justamente por se
tratar de um algoritmo muito extenso, e com muitas substitui¢coes de variaveis, e principal-
mente pela utilizagdo das tabuas trigonométricas e os niimeros aproximados. No entanto,
a partir deste algoritmo foi possivel a descoberta dos niimeros complexos, a demonstragao
do niimero de raizes de uma equagao, a descoberta de Ludovico Ferrari(1522-1565) de um

algoritmo para a resolucao de equagoes de quarto grau.

De acordo com GARBI (2010, p. 137), as tdbuas trigonométricas sao, de um modo
geral, elaboradas através de técnicas de Calculo Infinitesimal, a formula descoberta por
Tartaglia, nao oferece resultados praticos melhores do que os de Newton. Ao contrario,
esse ¢ mais simples e pratico, confirmando que Newton realmente foi um dos maiores

matematicos de todos os tempos.

Assim no proximo capitulo iremos demonstrar um método numérico para a reso-
lugao de equagoes polinomiais, em especial as ciibicas, que podem ser aplicados ao ensino

médio com o auxilio de uma calculadora para facilitar as operacdes matematicas.
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5 Método Numérico para a Resolucao de Equacoes

Polinomiais

Conforme CARNEIRO (RPM n°40, 1999, p.33), existem véarios métodos numéricos
para determinar as raizes de uma equacao algébrica, mas em sua maioria os procedimentos

sao muito semelhantes. Os mesmos obedecem uma cronologia da seguinte forma:

1. Localizar um intervalo onde se encontram as raizes;
2. Escolher um valor inicial dentro do intervalo onde se encontra uma raiz;

3. Realizar um processo repetitivo, que a partir do valor inicial se aproxime o mais

rapido possivel para a raiz desejada.

Os métodos numéricos determinam uma sequéncia de valores aproximados que per-
mite obter as raizes de uma equacao polinomial, com um grau de aproximacao tao grande
quanto se deseje. Um dos principais matematicos a desenvolverem métodos numéricos foi

Isaac Newton.

As contribuigoes de Newton na teoria das equagoes algébricas foram: utilizacao de
métodos algébricos aproximados para a determinagao de raizes reais das equacoes, um
método aproximado nao algébrico utilizando o célculo diferencial (conhecido atualmente

como método de Newton) e um conjunto de critérios numéricos para a pesquisa das raizes,

(GARBI, 2010, p. 86).

5.1 Meétodo de Newton-Rapshon

Esse método tem por objetivo a determinacao de valores aproximados das raizes
de uma funcgao, e foi proposto por Isaac Newton em dois momentos: em 1669 em sua obra
De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, onde era composta por ideias
adquiridas em 1665-1666 sendo publicado apenas em 1711 e em sua outra obra De meto-
dis fluxionum et serierum infinitarum, escrito em 1671, sendo aprimorado para qualquer
tipo de funcao real em 1690 por Joseph Raphson. Dai sua popularidade como método de
Newton-Raphson. Entretanto foi extremamente importante a atuacao de tantos outros
grandes matematicos como L. A. Cauchy, J.Fourier, Kantorovich, Fine e Bennet, entre
outros, os quais contribuiram com o método provando que o mesmo convergia quadrati-
camente desde que o ponto inicial fosse tomado em uma vizinhanga da solu¢do procurada

(Fourier), que o mesmo se estende para fungoes de vérias variaveis, e que pode ser utilizado
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para se provar a existéncia de raizes de outras equagoes (Cauchy), conforme MACHADO
e ALVES (2013, p. 31).

Aqui sera apresentado o método de Newton-Raphson, para que tenhamos conhe-
cimento da origem do mesmo, entretanto o mesmo se inviabiliza na utilizagdo no ensino
médio por requerer um conhecimento prévio de calculo diferencial. O método de Newton-
Raphson consiste em uma sequéncia de calculos da tangente do angulo formado entre uma
reta tangente a curva f(x) em um ponto inicial xg e o eixo das abscissas, que por sua vez
resultard em um novo ponto 1, ao qual definird uma nova reta tangente que por sua vez

propiciard um novo ponto xg e assim sucessivamente.

Abaixo segue representacao algébrica do método de Newton-Rapshon:

Y, o f(xn)_f($n+l) o f(xn)—O . f(xn) T f(xn>
tof=1 (xn) B Tn — Tn+1 B Tp — Tp+l B Tp — T+l ~ Tntl = Tn f/<xn) .

(5.1)

Agora, vamos mostrar a interpretacao grafica do método de Newton-Rapshon,
para uma melhor compreensao, de como esse método ¢ eficaz, e a sua convergéncia para
a aproximagao da raiz da equacgao algébrica é rapida. Esse tipo de método aplica-se nao
sO as equacoes algébricas, mas também as equagoes transcedentes, que sao equagoes onde

nao possuem uma solugao exata expressa através de fungoes conhecidas.

f(x)
)|

Figura 14 — Curva f(xy,) e retas tangentes

5.2 Meétodo Algébrico Aproximado para o Encontro de Raizes

Reais

Esse procedimento algébrico que sera apresentado nesta secao foi também formu-
lado por Isaac Newton, mas sem a utilizacdo do calculo diferencial, apenas com processo
de divisao entre polinémios. Assim podemos utilizar nas equagoes algébricas, nos casos

em que os coeficientes sao niimeros reais para encontrar raizes reais aproximadas.
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Para facilitar o processo de divisao entre os polinémios, utilizaremos os dispositivo
Pratico de Briot-Ruffini. Por isso, pode-se com certa facilidade trabalhar esse método nas

equacoes cubicas no curriculo do Ensino Médio.

Abaixo segue os passos que devem ser realizados para a utilizagdo do método
algébrico de Newton, em relagao as equacoes ciibicas. Baseado em um conjunto de ideias
e demonstragoes realizadas nos textos cientificos de Gilberto Garbi (GARBI, 2006) e Joao
Paulo Q. Carneiro (CARNEIRO, RPM n°40, 1999).

Considere a equagdo polinomial do 3° grau da forma f(z) = az® +ba? +cr+d=0

em que a, b, ¢ e d sdo constantes reais e x( uma aproximacao da raiz.
Divide-se f(z) por & — xg, obtendo um quociente ¢;(x), do 2° grau, e um resto Ry.
Divide-se g1 (x) por z — g, obtendo um quociente g2(x), do 1° grau, e um resto S.

Divide-se g2(z) por x — xg, obtendo um quociente ¢3(x), de grau zero, e um resto
Tp.

Esse processo de divisao serd exposto no mesmo dispositivo pratico de Briot-Ruffini:

a b ¢ d
o a Ry
i) a S()
g a Ty

a

Onde as divisoes efetuadas no dispositivo pratico de Briot-Ruffini, resultam exa-

tamente nas fungoes:

f(z) = (z—20).q1(7) + Ro

@1 (z) = (z —x0).q2(x) + So

q2(z) = (x — x0).q3(x) + T
@(zr)=a

Substituindo esses valores na fungao f(x),

f(z) = (z—z0).q1(z) + Ro
f(z) = (x —z0).[(z — 20).g2(x) + So] + Ro
f() = (z = z0).{(z = 20). [(z — 20)-g3(x) + To] + So} + Ro
f(z) = (x —0) {(z = x0). [(x —20).a+To] + S0} + Ro

f(@) = a(z —x0)® + To(z — 20)% + So(z — z0) + Ro



99

Onde z1 é a segunda aproximacao de uma raiz real da equacado do terceiro grau
gerada pela fungao f(x) =0, sendo x1 = xg+ h, e consequentemente essa segunda apro-
ximacgao serd melhor do que a primeira xg. Fazendo a substituicdo de x; em f(z) =0,

temos:
flz) =0
f(@) = a(z —x0)® + To(z — 20)> + So(z — z0) + R = 0
f(z1) = a(zy —x0)® + To(x1 — 20)? + So(z1 — 20) + Ro = 0
a(zo+h—x0)> +Tolxo+h—z0)? + So(xg+h —x0) + Ry =0
ah® +Toh® + Soh+ Ry =0

Se x( estiver bastante préximo da raiz exata, h serd um valor muito pequeno e
portanto podemos desprezar os temos h? e h3, ficando com uma equacio do primeiro grau

aproximada da forma:

Soh+ Ry~ 0 = h~ ——

E esse resultado substituido na segunda aproximacao da raiz,

r1=x0+h = 1 =120 — —

E esse processo pode ser repetido a quantidade de vezes em que se for necessaria
para aproximacao da raiz exata da equagao, ou seja, pode-se formar um processo iterativo,

calculando g, 73, ..., xy.

Mas para que o método desenvolvido por Newton tenha uma aproximacgao rapida,
necessita-se de uma escolha do valor de xg préoximo a raiz exata da equagao ctibica. Mas
existem algumas dicas para localizar o intervalo em que essa raiz real deva estar, e a
principal delas é: se um polindmio assumir valores opostos em u e v, entao ele tera pelo

menos uma raiz entre u e v.

Isso foi validado pelo matematico Bernhard Bolzano (1781-1848), onde demonstrou
o seguinte Teorema: Dados uma equagao algébrica em sua forma canoénica f(x) =0 e dois
nimeros reais u e v (u < v), se f(u) e f(v) tiverem o mesmo sinal, o nimero de raizes reais
dessa equagao dentro do intervalo (u,v) serd par; se f(u) e f(v) tiverem sinais opostos,
o nimero de raizes reais dessa equagdo dentro do intervalo (u,v) serd impar, conforme

GARBI (2010, p.123).

Essa localizagao de um intervalo onde se encontra uma raiz real também pode ser
realizada pela construcao do grafico da equacao algébrica, mas isso pode gerar um certo

desconforto ao aluno sem o uso de tecnologias. Entretanto, temos que nos atentar, que
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estamos trabalhando com exercicios do ensino médio, e na sua maioria a equagao deriva de
um problema concreto, e assim a localizagao da raiz ou raizes procuradas, decorre muitas

vezes dos proprios dados do problema.

O método algébrico aproximado para o encontro de raizes reais de uma equagao
polinomial f(z) = 0, elaborado por Isaac Newton, se resume em geral nos trés passos

seguintes:

1. Escolher a primeira aproximagao xg da raiz real;

2. Utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para dividir duas vezes a equacao

polinomial f(z) =0 por x —x, obtendo os restos R, e Sy, onde n=0,1,2,...;

R
3. Definir o valor de xp,4+1 = 2y, — S—n
n

5.3 Aplicabilidade do Método Algébrico de Newton em Exer-

cicios do Ensino Médio

Vamos elucidar problemas contextualizados e diretos que envolvam equagoes do

terceiro grau, utilizando o método numérico demonstrado na secao anterior.

Exemplo: 11) Deseja-se construir um reservatorio em forma de um prisma reto
de base quadrada, com a capacidade de 2000 litros, usando 20m? de um certo material nas
paredes, fundo e tampa. Quais devem ser as dimensdes (comprimento, largura e altura)

desse reservatorio?

Solugdo: Como a base do prisma é quadrada entao teremos comprimento igual a

largura, que denominaremos de x, e a altura sera chamada de h.

X

Figura 15 — Prisma reto de base quadrada

Utilizando as férmulas do volume e da area total de um prisma reto temos:

V=xx.h = V =a2%h
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Ay =2(x.x+2.h+h.x) = Ay =227 +4ha

Como o volume do prisma é de 2000 litros, o que equivale a 2m3, e a 4rea total
desse prisma é de 20m?, entdo:
2=21"h = h=—
x

20=2s"+4hr =  22?+4ha-20=0 = 2 +2hx—10=0
Substituindo o valor de h na segunda equacao temos:

2 1
Pe2(5)-10=0 = 2+(S)-10=0 = P-10e+4=0
x Xz

E ai chegamos em uma equacao do terceiro grau, que até ja foi exposta na secao
4.3 como o exemplo 10, e nao determinamos as raizes dessa equacao pelo método de
Cardano-Tartaglia, pelo fato do A < 0, e ndo podemos utilizar os métodos usais do ensino
médio, pois nao temos nenhuma informagao sobre as suas raizes, e pela pesquisa das raizes
racionais, pois essa equac¢ao nao possui nenhuma raiz racional. Entao, vamos utilizar o
método nimerico de Isaac Newton apresentado na se¢ao anterior, seguindo os trés passos

do seu resumo.

1. Escolher a primeira aprorimagdo xo da raiz real:
Como estamos trabalhando com medidas de um prisma, logo as raizes procuradas sao
positivas. Assim, experimentando o primeiro valor positivo inteiro na equagao temos
f(1) = —5. E uma outra constata¢do importante, o valor do termo independente é
postivo, assim para x nulo a fungao terd resultado positivo, f(0) = 4. Portanto,

existe pelo menos uma raiz real entre 0 e 1.

z9g=0 ou =1

2. Utilizar o dispositivo prdtico de Briot-Ruffini para dividir duas vezes a equagdo po-
linomial f(x) =0 por x —x, obtendo os restos Ry, e Sy, onde n=0,1,2,...:

Escolhendo xg = 0, vamos montar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, sabendo

que os coeficientes a =1, b=0, c=—-10 e d =4.
1 10 4
0 1 0 -10
1 0 -10
. Ry,
3. Definir o valor de xpy1 = xp — S—:
Utilizando n = 0, temos: !
R 4
ZL‘O_|_1::E0—ST()) 1 O_<—1O) = [171:0,4
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E assim, repete-se o processo para aproximar ainda mais a raiz da equacao algé-

brica, neste caso deve-se fazer uma aproximagao até a quinta casa decimal.

e 0 -10 4
0,4 1 0,4 -9,84 0,064
0,4 1 0,8 -9,52
Utilizando n = 1, temos:
Ry 0,064
_p — — = =0.4— =0,406723
T141 =21 S 2 ) (_9752> 2 )
1 0 -10 4
0,406723 1 0,406723 -9,834577 0,000051
0,406723 1 0,813445 -9,503730
Utilizando n = 2, temos:
Ry 0,000051
=T9— — = =0,406723 — | —————= = ~ 0,40672
To41 = T2 S, 3 ; (_97503730> x3 )

Com uma aproximagao até a quinta casa decimal nao houve nenhuma alteragao
de xo para x3. Logo, podemos admitir que uma das raizes dessa equacao é aproximada-
mente 0,40672. Dividindo a equacao 2> — 10z +4 = 0 por x —0,40672 encontraremos um

polinémio do segundo grau que nos fornecera a outras duas raizes dessa equacao.

\ 1 0 -10 4
0,40672 \ 1 0,40672 -9,83458 0,00008

Logo, 23 — 10z +4 ~ (x — 0,40672).(2% +0,40672x — 9, 83458).
Assim resolvendo a equacio do segundo grau 22 +0,40672z — 9, 83458 = 0, determina-
se as duas raizes que faltam dessa equagao. Utilizando a formula de Bhaskara temos que,

B —b+b%—4.a.c

2a

X

Sendo, a =1, b= 0,40672 e c = —9,83458

—0,40672 % ,/(0,40672)2 — 4.1.(—9,83458)
Tr =
2.1

~ —0,40672 % /39,50374
N 2
~ —0,40672+6,28520

v 2

X
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Portanto, as trés raizes da equacgdo sdo aproximadamente, z1 = 0,40672, xo =

2,93924 e x3 = —3,34596. Entretanto, as raizes que nos interessam sao apenas as po-
sitivas.
2
=0,40672 = hi=—xs = h1 =12,09036
= 17 0,406722 LT
2
= 2,93924 = =0,231
9 ,939 = h2 27939242 = hg 0, 3150

Entao, chega-se a conclusao de que as dimensoes do reservatério em forma de um

prisma reto de base quadrada, sera aproximadamente:
comprimento = 0,40672m largura = 0,40672m altura = 12,09036m

ou

comprimento = 2,93924m largura = 2,93924m altura =0,23150m

Exemplo: 12) Calcule as coordenadas dos pontos de intersec¢ao entre a parabola

de equacdo y = —z?+1 e a hipérbole de equacio y = —.
x
Solugdo: Tgualando as duas equagoes, pois temos pontos de intersecgao

1
_gj2—|-1:— = 1’3_33"‘1:0
T

Entao, vamos utilizar o método nimerico de Isaac Newton. Escolhendo a primeira
aproximacao xg da raiz real, verifica-se que valor do termo independente é positivo, assim
para x nulo a funcdo terad resultado positivo, f(0) = +1. Constatando os valores de —2
e —1 para a equagao temos que: f(—2) = —5e f(—1) = +1. Portanto, existe pelo menos

uma raiz real entre —1 e —2.

ro=—1 ou To= —2
Escolhendo zg = —1, vamos montar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, sabendo
que os coeficientes a =1, b=0, c= —1 e d = 1. Nesse caso vamos trabalhar com uma

aproximacao de quatro casas decimais.

| 1 0 1 1
1 1 1 1
1 1 -9
$0+1:$0—§3 = 331:—1—; = r1=-—1,5
| 1 0 1 1
15 1 15 1,25 0,875
15 1 3 5,75
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R —0,875
$1+1:5171—f1 = 152:—1,5—( ’ ) = 19 = —1,3478

S, 5.75
\ 1 0 -1 1
-1,3478 1 -1,3478 0,8166 -0,1007
-1,3478 1 -2,6956 4,4497
Ry ~0,1007
g2 — 13478 — [ ———* = ~ —1.3252
241 T2 SQ T3 3 < 474497 ) T3 3
\ 1 0 1 1
-1,3252 1 -1,3252 0,7562 -0,0021
-1,3252 1 -2,6504 4,2685
R3 —0,0021
- = — 13252 [ =2 ~ —1.3247
T3+1 T3 SS Ty 5 < 4,2685 ) g 3
\ 1 0 1 1
-1,3247 1 -1,3247 0,8166 0,0001
-1,3247 1 -2,6494 4,2645
Ry 0,0001
- = — _1.3478 — ~ —1.3247
Ta4+1 T4 54 s ) 4,2645 Ts5 5

Com uma aproximacao até a quarta casa decimal nao houve nenhuma alteragao de
x4 para xs. Logo, podemos admitir que uma das raizes dessa equagao é aproximadamente
—1,3247. Dividindo a equacio x> —z+1 =0 por z +1,3247, o que ja foi realizado pelo
r5, entdo 23 — x4+ 1~ (z+1,3247).(z% — 1,32472 + 0,8166).

Assim resolvendo a equacio do segundo grau xz2 —1,3247z +0,8166 = 0, determi-
naremos as duas raizes que faltam dessa equacao. Utilizando a formula de Bhaskara temos

que,

1,3247 & \/(—1,3247)2 — 4.1.(0,8166)
N 2.1
1,3247+/—1,5116
xr =
2

11,3247 41,22947i
- 2

X

T

Portanto, as trés raizes da equagao sao aproximadamente, até a quarta casa deci-
mal, x1 = —1,3247, x9 = 00,6624+ 0,61473571 ¢ x3 = 0,6624 — 0,6147357:. Entretanto, a

raiz que nos interessa é apenas a real.

1
T , 3247 = Y 13047 = Y 0,7549
Entéo, concluimos que o ponto de interseccao da pardbola y = —z2+1 e a hipérbole

1
y=— ¢é(—1,3247;,—0,7549).
x
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5.4 Equacoes do Terceiro Grau com Raizes nao Racionais de-

vem ser Debatidos no Ensino Médio?

Um elegante caminho para as solugoes dessas equacoes de grau trés, onde nao sao
compostas por raizes racionais ou nao sao fornecidas informacoes privilegiadas sobre essas
raizes, seria a utilizagdo de métodos numéricos. Mas infelizmente, nos dias atuais essas
equagoes nao sao possiveis de serem resolvidas pelo métodos ensinados na maioria dos

livros do ensino médio.

Por outro lado, vimos nos problemas resolvidos na secao 5.3, que o método algébrico
de Newton converge para uma aproximagao da raiz da equagao do terceiro grau de forma
muito rapida. Entretanto, os métodos numéricos ainda nao ocupam até hoje o seu devido
lugar de prestigio no ensino médio, isso se da aparentemente por alguns motivos: por se
tratarem de valores aproximados; por entenderem que a resolucdo demanda um esforco
demasiado; e como principal fator, os docentes e autores entendem, na sua maioria, a
necessidade de utilizacao de conceitos de célculo diferencial para a utilizagao de métodos

numéricos.

Em contraposicao ao que se ¢é utilizado nos livros, o curriculo do ensino médio
deve garantir também espaco para que os alunos possam estender e aprofundar seus
conhecimentos sobre ntimeros e algebra, mas nao isoladamente de outros conceitos, nem
em separado dos problemas e da perspectiva socio-historica que estd na origem desses
temas. Esses contetuidos estao diretamente relacionados ao desenvolvimento de habilidades
que dizem respeito a resolucao de problemas, a apropriagao da linguagem simbdlica, a
validagdo de argumentos, a descricdo de modelos e a capacidade de utilizar a Matematica
na interpretacao e intervencao no real. O trabalho com niimeros pode também permitir
que os alunos se apropriem da capacidade de estimativa, para que possam ter controle
sobre a ordem de grandeza de resultados de calculo ou medigoes e tratar com valores

numéricos aproximados de acordo com a situacao e o instrumental disponivel, conforme
os Pardmetros Curriculares do Ensino Médio - PCNEM (Parte 111, 2000, p.44).
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Consideracoes Finais

Os estudos e esforcos de varios matematicos por mais de dois séculos, com a finali-
dade de descobrirem uma féormula para a resolugao das equagoes do terceiro grau, foi uma
chave importante para adquirem conhecimento que geraram outras grandes descobertas.
Por isso, o contexto historico que envolve as equagoes ciibicas demonstra a brilhante his-
toria da matematica, e o seu estudo é muito importante para docentes e discentes tenham

conhecimento do fascinio desta ciéncia.

Atualmente os livros didaticos, de modo geral, apresentam uma abordagem para
o conteudo de equagoes cuibicas sem uma "motivacao'para professores e alunos. O impor-
tante nao é ensinar matematica como uma simples repeticao de formulas e resultados.
O importante é ensinar, mostrando historicamente os seus avancos, sobre tudo como se
desenvolveu cada parte dessa ciéncia. Portanto, o estudo das equacoes algébricas sao in-
dispensaveis para se ampliar o conhecimento da mateméatica, demonstrando a fascinante
evolugado que a humanidade teve no decorrer dos tempos. Assim, o desenvolvimento de
recursos que venham facilitar a aprendizagem das equagoes de grau trés, devem ser valo-

rizados e incentivados.

Com o levantamento dos métodos utilizados pelos principais livros didaticos para
a resolucao das cubicas, vimos que os mesmos nao generalizam a resolucao de todas as
equagoes desse tipo, em especial resolvem alguns casos, preferencialmente aquelas que
possuem raizes inteiras. Entretanto, desde o século XVI a férmula foi desenvolvida por
Tartaglia para determinar pelo menos uma raiz dessa equacao, mas encontrar efetivamente
sua solugao nao é uma tarefa simples, o que leva a concluir que realmente a sua abordagem
para os alunos do ensino médio, nao seja viavel, levando em consideracao o nivel de
conhecimento dos mesmos. Mas por outro lado, vimos que os métodos numéricos podem
ser utilizados, sem o conhecimento prévio do calculo diferencial, na resolucao das equacoes
cubicas trazendo uma aproximacao rapida em algumas casas decimais, com apenas o

auxilio de calculadora simples.

A proposta deste trabalho foi a de enfrentar essa complexidade das ciibicas e cami-
nhar na aprendizagem para fornecer melhor suporte para o estudo da algebra. Tornando
viavel a utilizacao de exercicios interessantes, que envolva principalmente a geometria
espacial. Concluindo nosso trabalho, acredita-se ter contribuido para fomentar novas pes-
quisas no segmento das equagoes cubicas, e principalmente a quebra de paradigmas da

nao utilizacdo de métodos numéricos no ensino médio.



67

Referéncias Bibliograficas
AABOE, Asger. Episddios da histéria antiga da matematica. Traducio de Jodo
Bosco Pitombeira, 3* edi¢ao. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

ANDRADE, Lenimar Nunes. Uma generalizagao de Briot-Ruffini. In Revista do Pro-
fessor de Matemdtica, n° 34. SBM, 1997. p. 14-20.

BRASIL. Pardmetros Curriculares Nacionais Ensino Médio (PCNEM). Parte

III: Ciéncias da natureza, matemdtica e suas tecnologias. Brasilia: MEC/SEMT, 2000.

CARNEIRO, José Paulo Q. Equagoes algébricas de grau maior que dois: assunto
para o ensino médio. In Revista do Professor de Matematica, n°® 40. SBM, 1999. p.
31-40.

DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto e aplicagoes, vol. 3: ensino médio, 12
edicao. Sao Paulo: Atica, 2012.

GARBI, Gilberto G. O romance das equacgoes algébricas. 4% edi¢ao. Sao Paulo: Edi-

tora Livraria da Fisica, 2010.
GONCALVES, Adilson. Introdugao a algebra. 5* edi¢ao. Rio de Janeiro: IMPA, 2013.
GUIMARAES, Paulo Sérgio. Equacdes Algébricas. Santa Maria: Ed. da UFSM, 2006.

IEZZI, Gelson et al. Matematica: ciéncia e aplicagoes, vol. 3: ensino médio, 62 edicao.
Sao Paulo: Saraiva, 2010.

KNUDSEN, Carlos Alberto. A teoria das equagoes algébricas. In Revista do Profes-
sor de Matemdtica, n° 07. SBM, 1985. p. 26-31.

LIMA, Elon Lages. Meu professor de matematica e outras histdrias. Rio de Ja-

neiro: SBM, Colecdo do professor de matemdtica, 2012.



68

LIMA, Elon Lages. A equacgao do terceiro grau. In Revista Matemdatica Universitdria,
n° 5. SBM, 1987. p. 09-23.

MACHADQO, Inacio de Araujo; ALVES, Ronaldo Ribeiro. Método de Newton. In Re-
vista eletronica de educagdo da Faculdade Araguaia, n° 4, p. 30-45. 2013. Disponivel em:
www.fara.edu.br/sipe/index.php/renefara/article/download /153 /137. Acesso em 16 de feve-
reiro de 2015.

MILIES, César Polcino. A solucao de Tartaglia para a equagao do terceiro grau.
In Revista do Professor de Matemdtica, n® 25. SBM, 1987. p. 16-22.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Referencial Teórico
	A Descoberta das Equações do Terceiro Grau

	Principais Métodos de Resoluções das Equações do Terceiro Grau Aplicados no Ensino Médio
	Dispositivo Prático de Briot-Ruffini
	Relações de Girard
	Teorema das Raízes Racionais
	Restrições aos Principais Métodos Utilizados no Ensino Médio Envolvendo as Equações Cúbicas

	Resolução de Equações Cúbicas por Meio de Radicais
	Método de Cardano-Tartaglia
	Análise das Raízes de uma Equação do Terceiro Grau
	Aplicabilidade da Fórmula de Cardano-Tartaglia

	Método Numérico para a Resolução de Equações Polinomiais
	Método de Newton-Rapshon
	Método Algébrico Aproximado para o Encontro de Raízes Reais
	Aplicabilidade do Método Algébrico de Newton em Exercícios do Ensino Médio
	Equações do Terceiro Grau com Raízes não Racionais devem ser Debatidos no Ensino Médio?


