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RESUMO

Este trabalho apresenta o conceito e as aplicagoes das funcoes convexas de
uma variavel real e o objetivo principal é mostrar sua utilizagao em problemas
que envolvem desigualdades. Desta forma, sao demonstradas a relagao entre
as médias aritmética e geométrica, a desigualdade de Jensen, a desigualdade
de Young, a desigualdade de Holder e a de Minkowski. Estas, por sua vez,
fornecem ferramentas matematicas poderosas tanto na demonstragao como na
resolucao de situagoes-problema que ocorrem frequentemente em olimpiadas
nacionais e internacionais de matematica e também sao empregadas em alguns
casos de otimizacao. Além disso, este trabalho tem como objetivo ser um
referencial tedrico a ser utilizado tanto nas aulas regulares como em turmas
de treinamento para olimpiadas de matematica, auxiliando alunos que estao
em busca de estratégias para aumentar seu desempenho e proporcionando aos

professores uma forma de ampliar a pratica didatica em sala de aula.

Palavras-chave: Funcao Convexa. Desigualdade. Olimpiadas de Matematica.

Otimizacao. Pratica de Ensino.
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ABSTRACT

This work presents the concept and applications of one real variable convex
functions. The main goal is to show their use in problems involving inequalities.
In this way, it was established the relationship between the arithmetic and
geometric means and proved Jensen’s inequality, Young’s inequality, Holder’s
inequality and Minkowski’s inequality. These inequalities provide a powerful
mathematical tool both in the statement as in the resolution of problem
situations that occur frequently in national and international Math Olympics.
We also use them in some cases of optimization. In addition, this work aims to
be a theoretical framework to be used both in regular classes as in training
classes for math olympics to help students who are looking for strategies
to increase their performance and provide a way for teachers to expand the

teaching practice in the classroom.

Keywords: Convex Function. Inequality. Math Olympics. Optimization.

Teaching Practice.
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SUMARIO




Introducao

As fungOes convexas constituem uma importante classe de funcgdes na
area da Analise Real e sao também utilizadas em processos de otimizacao
em areas como Matematica Aplicada, Mecanica, Termodinamica, Estatistica,
Probabilidades além de possibilitar uma forma elegante e eficiente de
demonstrar algumas famosas desigualdades como, por exemplo, a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 1 sera realizada uma revisao sobre os conceitos matematicos a
serem utilizados como intervalos, inducao matematica, desigualdades e médias.

No capitulo 2 serao apresentadas a definicao e as propriedades das fungoes
convexas além de teoremas relacionando-as aos conceitos de convexidade,
continuidade e derivabilidade a fim de mostrar que todo ponto de minimo local
¢ também ponto de minimo global em problemas de otimizacao cuja funcao
objetivo é convexa.

No capitulo 3 serao realizadas as principais aplicacoes das funcgoes convexas
de uma variavel real em demonstragoes e resolucao de situagoes-problema
envolvendo a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, a
desigualdade de Jensen, de Young, de Holder e de Minkowski presentes
principalmente em questoes de olimpiadas nacionais e internacionais de
matematica.

No capitulo 4 serao apresentadas as consideragoes finais e as perspectivas

sobre o tema desenvolvido neste trabalho.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo vamos realizar a revisao de alguns conceitos matematicos a

serem utilizados no decorrer deste trabalho.

1.1 Numeros Reais

Vamos considerar os conjuntos numéricos:

N=1{1,23-}
Z={-,-2-1,01,2,--}

Qz{gtp,qu,qaéO}

R = conjunto dos ntimeros reais.

A teoria dos nuimeros naturais pode ser obtida a partir de trés axiomas,
chamados Axiomas de Peano. O 1ltimo deles é conhecido como Principio de
Indugao Matemaética. Ele é a base de um eficiente método de demonstracao
de proposicoes referentes a nimeros naturais. Vamos admitir conhecidas as
operacoes de adicao, suas propriedades algébricas, bem como a ordem dos

numeros naturais.

Defini¢ao 1.1.1 (Principio de Indugao Matematica) Seja P(n) uma pro-

priedade referente ao niumero natural n. Suponha que:
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(1) P(1) é vdlida,
(13) Para todo n € N, a validade de P(n) implica a validade de P(n + 1).

Entao P(n) € vdlida qualquer que seja o nimero natural n.

Exemplo 1.1.2 Prove que:

n(n+1)'

L2+ dn=——

Solugao. Seja P(n) : 14+2+---+n= @ Provaremos a validade de P(n)

para todo natural n.

(i) P(1): 1= 0,
(74) Suponhamos que P(n) vale (hipdtese de indugao). Vamos provar que

P(n+ 1) também vale. De fato,

1+2+-+n+(n+1)= —n(n; 2 +n+1
= (n+ (5 +1)
_ (n+ D(n+1)+1]
5 :
Portanto P(n + 1) é verdade. Logo, P(n) vale para todo n € IN. O

Ordem em R. No conjunto dos niimeros reais, R, existe um subconjunto, o
qual denotamos por R* C R, chamado conjunto dos nimeros reais positivos,

que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) Para todos z,y € RT tem-se x +y € RT ex -y € RT;
(P2) Dado z € R somente uma das trés alternativas ocorre: z =0, ouz € R*
ou —z € R*.

Denotando por R~ = {—z € R: 2 € R}, a condi¢ao (P2) diz que:
R=R"U{0}UR"

e os conjuntos R*, {0} e R~ sao disjuntos. Os nidmeros y € R~ sao chamados

negativos.
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Dados dois ntimeros reais x e y, é natural procurar uma forma de comparar
estes dois numeros. Para isto, uma maneira intuitiva é associar a cada ponto
de uma reta um tnico numero real e, reciprocamente, a cada niimero real um
unico ponto da reta.

Desta forma, tem-se a reta real, que é construida da seguinte maneira:
Fixa-se um ponto da reta chamado origem e associa-se a ele o valor 0, define-se
uma unidade de comprimento u e um sentido de percurso de modo que a direita

da origem localizam-se os pontos z € RT e a esquerda, da origem, os pontos

weR™.

0 < y
_372_2  _1 0 172 5 3
—u —

Figura 1.1: Reta real.

Geometricamente, se x estd a esquerda de y na reta real, tem-se que x é
menor do que y e escreve-se x < y. Caso contrario, tem-se x > y.
Para compreender melhor este conceito e formaliza-lo, a definicao a seguir

estabelece uma ordenacao para os nimeros reais.

Defini¢ao 1.1.3 (Relagao de Ordem) Dizemos que x é menor do que y e
denotamos por x < y quando y —x € RT, isto €, y = x + z onde z € R™.
Neste caso também escreve-se y > x e diz-se que y € maior do que x.

Em particular, x > 0 significa que x € R, isto €, x € positivo, enquanto,

x < 0 quer dizer que x € negativo ou seja —x € R*.

Teorema 1.1.4 (Propriedades) A relagio de ordem x < y definida em R

satisfaz as sequintes propriedades:
(01) Sex <y ey < z entio x < z. (Transitividade).

(02) Dados z,y € R, somente uma das sequintes alternativas acontece:
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r=y,x <y ouy<z. (Tricotomia).
(03) Se x < y entdo para todo z € R tem-se x + z < y + z. (Monotonicidade
da adigao).
(O4) Se x < y entdo para todo z > 0 tem-se vz < yz. Se z < 0 entdo v <y

implica yz < xz. (Monotonicidade da multiplica¢ao).

Demonstracao. (O1) Sez < yentaoy—x € R*. Sey < z entdao z—y € RF.
Logo, z —x = (y —z) + (# —y) € R™. Portanto x < z.

(0O2) Dados z,y € R,ouy—2z € Rfouy—x =0ouy—z € R™. No
primeiro caso, tem-se z < y, no segundo caso x = y e no terceiro y < z. Estas
alternativas excluem-se mutuamente por (P2).

(03) Se x < y entao y — x € R*. Dali,

Yy—r+z—z=y—ux.

Assim, y+ 2z — (x+2) =y — 2 € R". Portanto x + 2z < y + 2.
(O4)Sex<yez>0,temsey—xr € RT ez e RT. Logoyz—xz=(y—x)z €
R*. Dai, 2z < yz.

Serx<yez<0tem-sey—x€R"e—2z¢eR". Logo,

Dai, (y — z)(—z) = —yz + 2z € RT, de onde segue que yz < xz. d
Observacao 1.1.5 A notacdo x <y significa que x <y ou T = 1.

Defini¢ao 1.1.6 (Intervalos) Seja I C R wum subconjunto ndo wvazio.
Dizemos que I € um intervalo se para quaisquer a,b € I todos os pontos entre
a e b pertencem a I ou, equivalentemente, para qualquer A € R,0 < A <1, o

ponto Aa + (1 — \)b pertence a I.

Desta forma, dados dois niimeros reais a e b, com a < b tem-se a seguinte

classificacao dos intervalos:
e fechados: I = [a, b].
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e limitados: I = [a,b) ou [ = (a,b] ou I = (a,b).

e ilimitados: I = (a,+o0) ou I = (—o00,b) ou I = [a,+00) ou I = (—o0,b].

Médias de numeros reais. Um conceito muito importante na matematica é
o conceito de média. Uma média de uma lista de nimeros ¢ um valor que pode
substituir todos os elementos da lista sem alterar uma certa caracteristica. Se
essa caracteristica é a soma dos elementos da lista, obtém-se a mais simples de
todas as médias: a média aritmética.

A meédia aritmética simples da lista de n nimeros reais aq, as, . .., a, é um
valor A tal que a1 +as+---+a,=A+A+---+ A =nA. Portanto tem-se a

seguinte definigao:
Defini¢ao 1.1.7 (Média Aritmética Simples) A média aritmética sim-
ples A dos niumeros reais ay,as, . ..,a, € dada por:

_a1+a2—|—~--—|—an
" .

A

Exemplo 1.1.8 Calcule a média aritmética simples dos nimeros 9, - 15 e 48.

Solucao. Como tem-se 3 nimeros reais, segue que:

-1 4 42
A:9+( 35)+ 823214.

O
Se a caracteristica a ser considerada for o produto dos elementos da lista

de ntimeros, obtém-se a média geométrica.
A média geométrica dos n niimeros reais positivos ay, as, ..., a, é um valor
positivo G tal que ay -ag - ... a, =G -G -...- G = G". Desta forma, tem-se

a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.1.9 (Média Geométrica Simples) A média geométrica sim-

ples G dos numeros reais positivos ay, as, .. .,a, ¢ dada por:

G=<ar-as-...-a,.
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Exemplo 1.1.10 Calcule a média geométrica simples dos nimeros 3, 36 e 54.

Solucao. Como tem-se 3 niimeros reais positivos, segue que:

G =+v3-36-54 = /5832 = 18.
O

Observacgao 1.1.11 Note que so define-se a média geométrica para numeros
reais positivos pois evita-se a possibilidade da média ndo existir (por exemplo,

qual seria a média geométrica entre os nimeros 3 e -37).

E agora vamos definir médias ponderadas.
A média aritmética ponderada A, dos nimeros reais ai,as,...,a, com

pesos iguais a py,pa, ..., pn € 7 é dada por:

P1a1 + P2ao + -+ - + Puay
Pr+p2+--+ Dy

A:

P

Em muitos casos, é bastante util utilizar pesos relativos e considerar a média
aritmética ponderada dos numeros reais ai,as,...,a, com pesos relativos

iguais a A, A9, ..., A\, € R, tais que:

o Y4 o P2 o Pn
/\1_ 7A2_ 7"'7/\n_ .
pir+pat+p, pL+pete+p, pi+pat+p,
Assim, uma média aritmética ponderada dos nimeros reais aq, as, ..., a, €

uma expressao da forma Aja; + Aoas + ...+ A\a, com A+ X+ ...+ A, = 1.

Desta forma, tem-se a seguinte definicao:

Definigao 1.1.12 (Média Aritmética Ponderada) Sejam ay,as,...,a, ni-
Meros reais € A, Aa, ..., A >0 com A+ o+...+ N\, = 1. A média aritmética

ponderada A, dos nimeros reais a, as, ..., a, € dada por:

Ap = )\16L1 + )\2(1,2 + ...+ )\nan.
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Exemplo 1.1.13 Em um grupo de estudantes, 60% deles sao adultos e 40%
sao criangas. O peso médio dos adultos € 80 kg e o peso médio das criangas é

de 50 kg. Qual € o peso médio do grupo?

Solucao. A média aritmética ponderada dos dois subgrupos de estudantes

indica o peso médio do grupo. Neste caso, os pesos relativos sao A\ = % =0,6
40

105 = 0,4. Desta forma, tem-se:

(§] )\2 =
Ap = ag + Xay =0,6-80+0,4-50 = 48 + 20 = 68.
Portanto o peso médio do grupo ¢é 68 kg. 0

Definigao 1.1.14 (Média Geométrica Ponderada) Sejam aq,as, ..., a, >
0eX, Aoy A >0 com AN+ ao+...+\, = 1. A média geométrica ponderada

G, dos numeros reais positivos ay, as, ..., a, € dada por:
p ) ) )
G, = aMas™ L apM

Exemplo 1.1.15 Considerando os dados do exemplo determine a

média geométrica ponderada do peso médio do grupo de estudantes.

Solucao.
G, = a™ - ay™ = 80%° - 50°* = 13,86 - 4,78 = 66, 25.

Portanto, neste caso, o peso médio do grupo é 66,25 kg. 0
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Capitulo 2
Funcoes Convexas

Neste capitulo vamos apresentar o conceito de fungao convexa e caracteriza-
la fazendo o uso da segunda derivada. Maiores detalhes sobre derivadas de
primeira e segunda ordem como também derivadas laterais recomendamos ao

leitor consultar as referéncias [8], [14], [15] e [16].

2.1 Funcoes Convexas

Definigao 2.1.1 (Conjunto Convexo) Seja C C R? ndo vazio. O conjunto

C' € convezxo se para todos a,b € C' tem-se Aa+ (1 — )b e C, VA € [0,1].

Segue da defini¢ao acima que C' é um conjunto convexo quando o segmento

de reta que une dois quaisquer de seus pontos estd inteiramente contido em C.

p @ ® J
. -® N
. .’/
Convexo N&o - Convexo N&o - Convexo

Figura 2.1: Conjunto convexo e nao-convexo.

11
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Exemplo 2.1.2 Seja C = {(z,y) € R? : y = 22 + 3}. O conjunto C C R? é

convexo.

Solugao. De fato, dados a = (x1,y1) e b = (x2,y2) € C tem-se:

Ao+ (1= A)b = Az, 51) + (1= A)(22, y2)

= (A1 + (1 — Nz, Ayn + (1 — N)ya)

= (Ax1 4+ (1 = N2, A(221 + 3) + (1 — A) (222 + 3))
= (A1 + (1 — Nag, 2(Axy + (1 — N)ag) +3) € C.

Exemplo 2.1.3 Seja C = {(z,y) € R*: y < 2?}. O conjunto C C R? ndao ¢é

convexo.

Solugao. De fato, existem a = (—1,1) e C e b= (1,1) € C mas

1 1 1 1
Za+-b==(-1,1)+=(1,1) = (0,1 .

Definigao 2.1.4 Seja I C R um intervalo e f: I — R uma fungao.

(i) A funcao f € convexa se
fa+(1=X2b) < Af(a)+ (1= A)f(b),

para todos a,b € I e todo A€ R com (< \A<1.

(ii) A funcdo f € estritamente conveza se

fa+(1=X2)b) <Af(a) + (1= A)f(b),

para todos a,b € I e todo A € R com 0 <A <1.
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Va

() S ..
Af(@)+ (1-AN)f(b)s-—--— - m == — = ‘

f[Aa+(1-A)bll- - - - =
f(a) - ==

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

a

. . . >
Aa+(1-ANb b X

Figura 2.2: Interpretacao geométrica de convexidade.

A figura mostra o significado geométrico de convexidade:
A corda com os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) fica acima do gréfico de f.

Exemplo 2.1.5 Sejam m,n € R com m # 0. A funcao f: R — R dada por

f(xz) =mz +n € conveza.

Solugao. De fato, para quaisquer a,b € R e todo A € R, com 0 < A < 1

tem-se:

fa+ (1 =X)b) =mAa+ (1 —=X)b)+n
= ma\ + mb — mb\ +n
= maA + An +mb — mbA +n — An
=ANma+n)+ (1= mb+ (1—Mn
= Ama+n) + (1 = A)(mb+n)
= Af(a) + (1= A)f(b).

Portanto f é convexa. O

Exemplo 2.1.6 Seja f : R — R dada por f(x) = 2?. Mostre que f é convera.
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Solugao. Mostremos a principio que (Aa + (1 — A\)b)? < Aa? + (1 — A\)b2.
De fato,

Aa? 4 (1= \b* — [Aa+ (1= N> >0

Aa? + (1 = A)b* — [Ma® + 2 a(1 — Nb+ (1 — A% >0
Aa® + (1 — A)b* — A%a® — 2Xa(1 — A\)b— (1 = \)?* >0
(A= A%)a® = 2X(1 — N)ab+ (A — A\?)b* > 0

A1 = A)(a—b)*>0.

Desta forma, para quaisquer a,b € R e todo A € R, com 0 < A <1 tem-se:

Portanto f é convexa. 0
Exemplo 2.1.7 A fun¢io f: R — R dada por f(x) = e* € conveza.

Solugao. De fato, para quaisquer a,b € R e todo A € R, com 0 < A <1

tem-se:

Fra+ (1= M\)b) = erra=2r

Aa

_ A (1N

_ ha . p(b=3)

< Ae? —e?) + e

= Ae® + e’ — Xe

= Xe” + (1 —\)e

— Mf(a) + (1= Nf(b).
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Portanto f é convexa. O

Definicao 2.1.8 Seja I C R um intervalo e f: I — R uma funcado.

e A funcdao [ € concava se
O+ (1= X)) > Af(a) + (1= N f(b),

para todos a,b € I e todo A € R com 0 <\ <1.

o A funcao [ € estritamente concava se
fRa+ (1 =X2)b) > Af(a) + (1= A)f(b),

para todos a,b € I e todo A € R com 0 <\ < 1.

Definigao 2.1.9 (Epigrafo de uma fungao) Seja f: I — R uma funcao.

Define-se o epigrafo de f como:
Ef={(z,r):xeRer> f(x)}.

A figura 2.3] ilustra o significado de epigrafo de uma fungao.

Figura 2.3: Epigrafo de uma funcao.
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Teorema 2.1.10 (Teorema do Epigrafo) Seja I C R um intervalo nao
vazio. A funcao f: I — R € convexa em I se e somente se Ey é um conjunto

convexo de R2.

Demonstracao. (=) Seja f uma fungdo convexa e (a,r1) e (b,73) dois
elementos de Ey. Entao f(a) < 7 e f(b) < ry. Da convexidade de f segue
que para todo A € R, 0 < A <1, tem-se:

Fa+ (T =X)b) < Af(a) + (1 =X)f(b) < Arp + (1 — A)ro. (2.1.1)
Por outro lado, observe que o ponto

Aa, 1)+ (1= X)(b,1m2) = (Aa, Ary) 4+ (1 — A)b, (1 — A)ra)
= (Aa+ (L =N)b,Ary + (1 — N)ra)

é tal que a ordenada satisfaz (2.1.1), ou seja, A(a,m1) + (1 — X)(b,r2) € Ef.

Portanto E; é um conjunto convexo de R?.

(<) Seja E; um conjunto convexo de R? a,b € I e f : I — R uma fungao.
Considere (a,r1) e (b,73) dois elementos de E;. Sem perda de generalidade,
suponhamos r; = f(a) e ro = f(b). Assim, (a, f(a)) e (b, f(b)) € Ej.

Como Ey é convexo tem-se:

Ma, f(a)) + (L= A)(0, £(b)) = (Aa, Af(a)) + ((1 = )b, (1 = A) f (D))
= (Aa+ (1= Nb,Af(a) + (1 = N) f(b)) € E.

Logo, pela definicao de epigrafo tem-se:

fQa+ (1 =A)b) < Af(a) + (1= A)f(b).

Portanto f é uma fungao convexa. ([l
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Além da definicao de funcao convexa, existem outras formas equivalentes

para denotar a convexidade de f : I — R. A primeira delas é:

b—x T —a

b—af<a)+b—a

f(z) < f(b) (2.1.2)

para todos a,b,x € [ com a < x < b.
Vamos compreender a origem de (2.1.2]).

Os pontos x do intervalo I sao escritos de modo 1nico, sob a forma:
r=MXa+ (1—MA)b, comAeR,0<AN< 1.
Estabelecendo o valor do parametro A tem-se:

z=Xa+(1—\b

r=Aa+b—M\b
AN —)da=b—2z
AMb—a)=b—=x
b—=x
A= )
b—a

E por outro lado:

-a=i- (=)

()

_b—a—b—i—x
N b—a
T —a
Cb—a’

Portanto, substituindo os valores acima na definicao de fungao convexa tem-se:

fAa+ (1 =XA)b) < Af(a)+ (1= A)f(b)

@) < 27 oy + S p ),

b—a b—a
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A segunda forma é:

f(x) < fla) + T, @—a) (2.1.3)

para todos a,b,xz € I com a < x < b.
De fato, note que o membro direito da desigualdade (2.1.2]) pode ser escrito

CO1mo:

b—x r—a (b—2x)f(a)+ (x —a)f(b)

= ) () = .
_ bf(a) — af(a) + 2f(b) — af(b)
bl) + ) — o) = a0
 b(a) = afa) 5 070 — af ) — af(a) + (@)
=0 + 0 - Fa)a— o
b, (o) - e )
= f(a) + f(bl)) - i(a) (z — a).

Portanto,

1) < @) + 18Dy
A terceira forma é:

P+ pb) < Af(a) + f(0) 21.4)

para todos a,be I e A\, u e Rtal que A >0, >0, A4+ p = 1.
De fato, basta considerar um novo parametro y = 1 — A na definicao de

funcao convexa e segue-se o resultado.

Propriedades das Fungoes Convexas.

(a) Se f e g sao fungoes convexas entao f + g é convexa.
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De fato, sejam f e g duas funcgoes convexas. Assim, para todos a,b €

I C R tem-se:
(f+g9)(Aa+ (1 =X)b) = f(Aa+ (1 =A)b) +g(Aa+ (1 —N)b)
< AM(a) + (1 =N f(b) + Agla) + (1 — A)g(b)
= Af(a) +Ag(a) + (1 = A)f(b) + (1 — A)g(b)
= Alf(a) + g(a)] + (1 = M)[f(b) + g(b)]

= A(f +g)(a) + (L = A)(f +g)(b).

Portanto f + g é convexa.

(b) Se >0 e f é convexa entao af é convexa.

De fato, sejam o > 0 e f uma funcao convexa. Assim, para todos

a,be I CR tem-se:

(@f)a+ (1= Nb)] = afda+ (1= A)b)
< aMf(a)+ (1= N f(b)]
= Aaf)(a) + (1 = A)(af)(b).

Portanto af é convexa.

(c) Se f e g sao fungoes convexas ambas crescentes ou ambas decrescentes

entao f - g é convexa.

De fato, sejam f e g duas fungoes convexas. Assim, para todos a,b €

I C R com a < b tem-se:

[f(a) = f(0)lg(b) — g(a)] < 0.

Logo,
f(a)g(b) + f(b)g(a) < f(a)g(a) + f(b)g(b).
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Assim, se A € [0, 1] tem-se:

(f-9)(a+ (1 =XA)b) = f(ha + (1 = A)b)g(Aa+ (1 = A)D)
< [Afa) + (1 =X f(0)][Ag(a) + (1 = A)g(b)]

= N f(a)g(a) + M1 = N)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]
+(L=A)f(b)g(b)

< Mf(a)g(a) + A1 = N)[f(a)g(a) + f(b)g(D)]
+ (1= A)f(b)g(b)

= Af(a)g(a) + (1 = A)f(b)g(b)
= A(f-9)(a) + (1 = A)(f-g)(b).

Portanto f - g é convexa.

(d) Se f e g sdo fungbes convexas e crescentes entao g o f é convexa.

De fato, sejam f: I — R e g: J — R duas fungoes convexas tais que
f(I) C J. Assim, para todos a,b € I C R tem-se:

(go f)Aa+ (1 =Xb) = g[f(Aa+ (1 = A)b)]
< g[Afa) + (1 =N f(b)]
< Aglf(a)] + (1= N)glf (0)]
= Ago fla) + (1= A)(ge f)b).

Portanto g o f é convexa.

Teorema 2.1.11 (Teorema das Inclinagoes) Seja f : I — R uma fun¢ao
conveza. Entao:

f@) = fla) _ fO) = fla) _ f(b) = f()

T —a b—a b—=x

(2.1.5)

para todos a,b,x € I com a < x < b.
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Demonstracao. Como f é uma funcao convexa, tem-se:

b—x T —a
b—af(a)+b—a

flz) < f(b).

Desta desigualdade obtém-se:

F@) < =2 pa) + 22 )

f@) - fa) < Z (o)~ fla) + 52 )
f@) = fla) < fla) (7= = 1) + 7= f(b)
=1 < J@ 5= - G=5)] + 5000
F@) — (@) < fla) (UYL T2
f) = fla) < Z_ R IOR ()

- (=)

= —[f(b) - f(a)
1)~ 1(0) _ 0~ o)

que prova a primeira desigualdade em (2.1.5). A segunda desigualdade em
(2.1.5) pode ser provada de modo andlogo e fica a cargo do leitor.
A figura mostra o significado geométrico deste teorema:

Inclinacdo AC < Inclinacdo AB < Inclinacao BC.

Teorema 2.1.12 Seja f: I — R uma fun¢ao convera. Entao f tem derivada
a direita e a esquerda em cada ponto do int(I) e f e fjr sao nao decrescentes
no int(I). Se c € int(I) tem-se: f_(c) < f.(c) e
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flaplo- - ____>
f (x)

I
I
I
|
I
I
I
|
I
I
|
I
I
i
b
Figura 2.4: Significado geométrico do teorema das inclinagoes.

Demonstragao. Seja f: [ — R uma funcdo convexa e ¢ € int(I). Considere

[a,b] C I tal que a < ¢ < b. Pelo teorema [2.1.11] tem-se:

f(0) = fa) _ f@) = (0

cC—a r —cC

, para x € (¢, bl.

Também segue do teorema [2.1.11| que a funcao =z — W é nao

decrescente em (c,b]. Logo, pelo teorema da fun¢do mondtona do Célculdﬂ,

as derivadas laterais existem e portanto a derivada a direita existe

! . f(z) = (o)
(C) ac%lr?* xr —C
De modo anélogo é possivel provar que a derivada a esquerda ?/_(C) também

existe.

Se a < ¢ < d < b entao para h suficientemente pequeno e positivo tem-se:

F€) = fle=h) _ fleth) = f(e) _ f(d)~ f(d—h)
h - h - h '

Passando o limite para h — 0 tem-se:

fo(e) < file) < fL(d).

'Para maiores detalhes recomendamos ao leitor consultar a referéncia [14], pag. 95
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fle)------------=

|
|
|
|
|
|
|
|

[

Figura 2.5: Interpretacao geométrica do teorema [2.1.12]

O

Definicao 2.1.13 Uma funcio f : I — R ¢é dita Lipschitiziana relativa a
Iy C I se existe K >0 tal que |f(z) — f(y)| < K|x — y| para todo z,y € I.

Teorema 2.1.14  Seja f : I — R uma funcdo conveza e [a,b] C int(I).
Entao:

(a) f € Lipschitiziana relativa a [a,b];

(b) f € continua no int(I).

Demonstragao. (a) Sejam c,d € [ tais que ¢ < a < b < d. Pelo teorema
2.1.12] tem-se:

N
—
—
&

|
—
—~
&
AN

fila) < fi(e) < =—=—="2 < f (y) < fL(b),

para todos a < x <y < b.

Logo |f(z) — f(y)| < K|z — y| onde K := max{|f,(a)|,|f_(b)|}. Portanto
f ¢é Lipschitiziana relativa a [a, b].
(b)f continua no int(I) é uma consequéncia imediata do que é demonstrado
em (a). O

Observagao 2.1.15 Uma fun¢ao que € Lipschitiziana relativa a um intervalo
[a,b] C int(I) é absolutamente continua em [a,b]. E um fato bem conhecido
que tal fungao é derivdvel em quase todos os pontos de [a,b]. Isto mostra que

toda fungao convera € derivavel em quase todos os pontos de seu dominio |a, b].
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Em seguida, vamos mostrar uma propriedade de derivabilidade de fungoes

convexas sem usar o conceito de continuidade absoluta.

Teorema 2.1.16 Seja f: I — R uma funcdo convexa. Entdo:
(a) No int(I), f_ ¢ continua a esquerda e f, é continua a direita;

(b) Eziste um numero contdvel de pontos onde f nao é derivdavel em I.

Demonstragao. (a) Em virtude da continuidade de f no int([), tem-se para

todos z,y, z no int(I):

fly) — flx) m fly) — f(2) (s

para x < z < .

Passando o limite para y — = obtém-se:

filw) = lim fi(2).

/ , ~
Como f, (c) é nao-decrescente, tem-se:

fi(@) < lim £ (2).
Logo,
fi(w) = lim £ (2),

que prova a continuidade a direita de f; A continuidade & esquerda de f . é
provada de modo andlogo.
(b) Do teorema [2.1.12| tem-se:

@) < fLy) < fi(2),

para todos x,y, z € int(I) com z < y < z.

/ 7’ /.
Se f, é continua em y, tem-se:

Fely) = lim f(2) = lim £1(2) = f~(9)
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o que significa que f é derivavel em y. Isto mostra que os pontos no int([)
onde f nao é derivavel sao aqueles onde a fun¢ao nao - decrescente fjr tem um
salto. 0

2.2 Convexidade Ponto Médio

Definicao 2.2.1 Uma funcao f : I — R é chamada convexa ponto médio se

para todos a,b € I,

f (b)

f(a) + f(b)
2

f(a)

()

Figura 2.6: Interpretacao geométrica da convexidade ponto médio.

A figura [2.6] mostra o significado geométrico da convexidade ponto médio:
O ponto médio da corda que une dois pontos do grafico de f nao se localiza

abaixo do ponto correspondente no grafico.

Exemplo 2.2.2 A func¢io f: I C R — R definida por f(x) = |x| € convexa

ponto médio.
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Solugao. De fato, para quaisquer a,b € I C R tem-se:

a+b a+b a b a b
= pr— —_— — < —_— —_—
(5 =1 l= 53l = 5+ 3]
1
= S (lal + o)
1
= /(@) + FO)]
Portanto f é convexa ponto médio. 0

Teorema 2.2.3  Seja f: I — R convexa ponto médio e continua. Entao f

€ convexa.

Demonstragao. Seja {a;} C I uma sequéncia. Da convexidade ponto médio

segue que:

f(a1+a2+a3+a4> :f(%;m—f—%M)
4 2

1 a1+a2> 1 <a3+a4>
< il
- Qf( 2 +2f 2

<l () + (5]

< S/ @) + f(02) + fla) + Flan)

Usando indugao matematica, mostra-se que:

f<a1+a2+---+an>
n

<=3 fw) (2.2.1)

para todo n da forma 2*, k € IN.
Suponha que a desigualdade ([2.2.1)) vale para n = N. Definindo ay por

an 3:N_1(a1+a2+"'+aN—l)>

segue que
1
ay = —N(a1+a2+-~+aN).




2. Funcgoes Convexas 27

Assim,

N N-1

flaw) = (MBI £ 53w = 3 e + s (ax)

i=1 =1

N-1
Disto segue que f(ay) < ﬁ ; f(a;), ou seja, a desigualdade também vale
para n = N — 1. Consequentemente vale para todo n € IN.

Sejam a,b € [ e k,n € N com k < n. De (2.2.1)) segue que,

k —k
f(Ea + b) < %[kf(a) +(n— k)£(b)). (2.2.2)
Tomando A = £ € Q, a desigualdade (2.2.2) torna-se:
fAa+ (1 =2)b) < Af(a) + (1= N)f(b)

comA€eQel <A<
Dado A € R com 0 < A < 1, existe {\,} € Q com 0 < A, < 1 tal que

lim A, = A. Como f é continua entao a desigualdade acima também ¢é valida
n—oQ

para e R ,0< A< 1. O

2.3 Funcoes Convexas Derivaveis

Teorema 2.3.1 Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao duas

vezes derivdavel. Entdo f € convera se e somente se f”(:z:) > 0,Vx e I.

Demonstragao. (=) Seja f : I — R uma fungao convexa. Pelo teorema
2.1.12| tem-se que f tem derivada em cada ponto no int(I) e f é nao-
decrescente. Assim f'(z) > 0,Vz € I. Como f é duas vezes derivavel, entdo
f(z)>0.

(<) Sejam x,y € [ com z <y e < A < 1. Pelo teorema do Valor Médio
do Célculo existem &1,& tal que 2 < & < A+ (1 =Ny < & < y e & com
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& < &3 < & de modo que:

Oz + (1 =Ny) = Af(z) = (1 =Nf(y) =

ML=y —2)f (&) + (1= Mz =) f (&) =
ML=y —2)(& — &)f (&) < 0.

Portanto f é convexa. U

Observagao 2.3.2 Podemos concluir do teorema acima que f é estritamente
" . ~ ’ .
conveza se f (x) > 0 para todo x € I mas o inverso nao é verdadeiro como

4

por exemplo, a func¢dao dada por f(x) = x* € estritamente convexra em R e no

entanto f"(0) = 0.

Teorema 2.3.3 (da Minimizagao Convexa) Seja f : [ C R — R uma
funcao convera. Entdo todo ponto de minimo local € também ponto de minimo
global e o conjunto de pontos de minimo é convexo. Se [ € estritamente convexa

nao hda mais de um ponto de minimo.

Demonstracao. Seja a € I um ponto de minimo local que nao é global.
Entéao existe b € I tal que f(b) < f(a).
Da convexidade de I, tem-se x = Ab+ (1 — A)a € 1,0 < A < 1. Por outro

lado como f é convexa segue que:

f(@) = fFQAb+ (1 = A)a) S Af(b) + (1= A)f(a)

f(b) + fla) = Af(a)
(@) + A(f(b) = f(a))
(a)

a).

Af
A
f
f

A\

Agora se A > 0 suficientemente pequeno, segue que x esta proximo de a e como
f(z) < f(a) e x € I tem-se uma contradigdo na hipdtese de a ser ponto de
minimo local que nao seja global. Logo a é um ponto de minimo global de f.

Mostremos que o conjunto de pontos de minimo é convexo .
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Seja T C I o conjunto dos pontos de minimo globais e z € R o valor minimo
da fungao, ou seja, f(y) = z,Vy € T.
Para quaisquer y,a € T e A € [0, 1] segue que:

FOy+ (L= Na) < Mf(y) + (L= N)f(a) = Az + (1— Nz = =

Disto conclui-se que 7" é convexo pois f(Ay + (1 — N)a) = z.

E agora mostremos que o ponto de minimo global é tnico.

Suponha que f seja estritamente convexa e que existam y,a € T com y # a
ey € (0,1). Como y e a sao pontos de minimo globais e Ay + (1 — N)a € I,

por [ ser convexo, tem-se:

fQy+ (1 =XNa) > fly) = fla) = =

Mas pela convexidade estrita de f,

Sy + (1 =Na) <Af(y) + (1= A)f(a)
=Az+(1-XN)z

= Z.

o que é uma contradicao!

Portanto o ponto de minimo é tinico. O
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo vamos inicialmente mostrar que a partir de funcoes convexas
(ou concavas) é possivel obter desigualdades nao tao faceis de determinar
num primeiro momento. Em seguida veremos outras aplicagoes em problemas
provenientes de olimpiadas nacionais e internacionais de matemaética e alguns

casos de otimizacao.

3.1 Desigualdade de Jensen

Johan Valdemar Jensen era um engenheiro de telecomunicagoes dina-
marqués que nas horas vagas trabalhava como um matematico amador. Apesar
de nao ser tao conhecido, Jensen produziu algumas contribuig¢oes importantes
na matematica, a mais conhecida delas é sua desigualdade, publicada em
um trabalho em 1906, na Acta Mathematica. Esta desigualdade é uma

generalizagao da definicao de fungao convexa.

Teorema 3.1.1 Seja f : I — R uma funcao convexa, ay,as,...,a, € I e
AL, Ao, o A, = 0 tais que A\ + Xo + ...+ N\, = 1. Entao:

f()\lal -+ /\2@2 + ...+ )\nan) < Alf(al) -+ )\Qf(a/Q) + ...+ )\nf(an)

Demonstracao. Vamos utilizar o Principio de Indugao Matemaética sobre n.

31
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A desigualdade é verdadeira para n = 1. Suponhamos que ela é verdadeira
para n = k (H.I.) e mostremos que também é verdadeira para n = k + 1.

De fato. Sejam aq,as, ..., ag, a1 € 1 € A1, Aoy Mg, Agr1 > 0 com A\ +
A+ ...+ X1 = 1. Pelo menos um dos Ay, Ag, ..., Ag, Apr1 deve ser menor

que 1(caso contréario a desigualdade é trivial). Sem perda de generalidade, seja

Ak
1-Ap41

Mrr < lew= Mg 4+

. Por ro 1 m- :
T Arit ay. Por outro lado tem-se que

)\1+>\2+--~+)\k+)\k+1:1<:>

)\1+>\2+---+)\k:1_>\k+1¢>

A AL
AL |
I — Mgt I — Apgr

e também
Ay + Ao + ..+ Ay + Meprars1 = (1 — Ng1)w + Apg1Grga.

Como f é convexa:

FU = M)+ Apprapsr < (1= Apga) f () + Ayr f(ars)

e pela hipdtese de inducgao

Y

fla) + .o+ ———f(ax).

fu) < 1w

M
T 1=

Assim, combinando as duas desigualdades acima tem-se:

fA1ar + Aaag + ..+ Nerragrr) < Aif(ar) + Aaf(az) + .o+ Xera f(agt1)-

Desta forma, a desigualdade é verdadeira para n = k + 1. Portanto pelo
Principio de Inducao Matematica tem-se que a desigualdade é verdadeira para
todo n € IN. 0

Observacao 3.1.2 (1)Para as fungoes estritamente convezas, a desigualdade

de Jensen € satisfeita se e somente se ay = as = ... = a,.
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(2)Se =X =...= )\, = % entao a desigualdade de Jensen torna-se:

f<a1+a2+...+an> < f(a1)+f(a2)+-~+f(an)'

n n

(3)Se f € uma fungao concava entao a desigualdade de Jensen é escrita como:

f()\l(ll + )\2(12 + ...+ )\nan) Z Alf(al) + )\Qf(a,g) + ...+ )\nf(an)

Exemplo 3.1.3 Sejam a,b >0 e a+ b= 2. Mostre que:

(1+ /a)® + (1 + Vb)® < 2°.

Solugao. Considere a fungao f : (0,4+00) — R dada por f(z) = (1 + /x)°.
Observe que:
(1+ )
f@) = ———
x
4(1 + )3
f”(l') — ( - \/_)
5Va?
Como f"(x) < 0 para todo x > 0, segue que f ¢ estritamente concava em

(0, +00).

Utilizando a desigualdade de Jensen com A = Ay = % tem-se:

f<a—2%b) > f(a) ;r f(b)

e S T T

y a;b>52(1+€/6)5+(1+€’/5)5.

v

2(1+
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Como a + b = 2 tem-se:

2(1+ i/g)B > (14 ¥a)® + (1 + Vb)°
201+ V1)° > (1 + ¥/a)® + (1 + Vb)°
2.25> (14 /a)® + (1 + Vb)°

26> (14 ¥/a)® + (1 + Vb)°.

Portanto,

(1+ ¥/a)® + (1 + Vb)® < 25,

Exemplo 3.1.4 Sejam a,b,c > 0. Mostre que:

a+b+c
a > (M) _

3

Solucao. A desigualdade acima é equivalente a:

a+b4-c
In(a® - B - ) > In (LW)

b a+b+c
Ina®+Ind® 4+ Inc® > In (u)

a+b+c)

alna+blnb+clncz(a+b+c)ln( 3

Considere a fungao f : (0,+00) — R dada por f(z) = zln(xz). Observe
que:
f'(@) =1+n(x)

f//(x) — 1

T .

Como f"(z) = 1 > 0 entdo f é estritamente convexa em (0, +00).
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Utilizando a desigualdade de Jensen com A\ = Ay = A3 = % tem-se:

a)+ f(b) + f(c a+b+c
M)+ 0+ £10), yatbeey
3 3
alna—i—blnb—i—clncza+b+cln(a+b+c>
3 3 3
b
alna—l—blnb—i—clncz(a—i—b—i—c)ln(%)

a _|_ b _|_ c>a+b+c

3

a+b+-c
In(a® 6" - ¢c?) > In (#)

a + b + c)(l"rb"rC
3 .

Ina®+1Ind” +1Inc¢ > 111(

a“-bb~002(

Exemplo 3.1.5 Sejam a,b,c > 0. Mostre que:

a b c
a+3b+30+3a+b+3c+3a+3b+c

3
> —.
-7

Solugao. Considere a funcao f : (0,400) — R definida por f(z) =
t

t—x

—1com z € (0,t) et € RT. Observe que:

t—x

t

/ —_—
2t

i

" 2t ~ ’ .
Como f (z) = =y > 0 ent@o f é estritamente convexa em (0, +00).
-z

Utilizando a desigualdade de Jensen com A\ = Ay = A3 = % tem-se:
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f(2a) + f(20) + f(2¢) - f(2a + 20+ 20)
3 - 3
tEga + % + tECQC 2a+23b+20
3 =i 2a+23b+2c
tzga _'_ % _'_ tECQC 2a+23b+28
3 = Bt—(2a+2b+2c)
2a 2b 2¢ ;

+t—2b+t—20

[ 2a + 2b + 2¢ ]

t—2a — L3t —(2a+2b+ 2¢)
a b c 6a + 60 + 6¢
2 (i ) 2
t—2a t—2b t—2c 3t — (2a + 2b + 2¢)
a b c 3a + 3b+ 3c
2 )=2( )
t—2a+t—2b+t—20 - 3t—2a+b+c)
a b c 3la+b+c)

t—2a+t—2l)+t—20
Tomando t = 3(a + b+ ¢) tem-se:

a b

—3t—2a+b+c)

C

3(a+b+c)—2a+3(a+b+c)—2b+

>
3la+b+c)—2c

3(a+b+c)

33(a+b+c)—2(a+b+c)

a b

c >3a—|—3b—|—30

a+31)—i—30+
a b

Satbtac

3a+3b+c ~ Ta+Tb+Tc
c 3

a—i-?)b—i-?x:jL

3a+b—i—30+

> —
3a+3b+c 7

Exemplo 3.1.6 Sejam ay,as,...,a, > 1. Mostre que:

n

n

k=1

Solugao. Considere a fungao f : (0,+00) — R dada por f(z) =

1
> .
Zl—i—ak_ I+ /ay-az-...-ay

1L
1+4e*
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Observe que:

f'(x) = (el“_+ 1)2
17" 6x(6x B 1)
) = g

Como f"(x) = e(zgﬁl‘)? > 0 entdo f é estritamente convexa em (0, +00).

Aplicando a desigualdade de Jensen com A\ = Ay = ... =\, = % tem-se:

n

WLV EP I

k=1
I~ 1 1
_Zl_l_el‘k Z 1 L
n 155,
k=1 1+enk§1 b
1+ evr PR
k=1 1+6nk§1 K
Tomando zp = Inag, com k =1,2,...,n tem-se:
- 1 n
Z 1+ €1na’k Z 1 i Ina
k=1 1+enk:1 |
- 1 n
Zl+a = L in( 1]
1 k 14 6; ln(k];[1 a)
“ 1 n
P = 1
k:11+ak 1+(a1-a2-...-an)%
- 1 n
~1+a, L+ ar-az- - - a,
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3.2 Desigualdades das Médias

Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
simples.

Teorema 3.2.1 Sejam aq,as,...,a, >0, comn € N. Entdo:

a+as+ ...+ ay,
o .

Val-ag-...-ang

Demonstragao. Considere a funcao exponencial f : R — R, definida por

f(z) = €e”. Observe que:

Como f"(z) = e* > 0 entdo f é estritamente convexa em R.
Logo,
Vbi,ba, ..., b, € R,VAL, Ag, ..., A, >0 com A\ + Xg+ ...+ A\, =1 tem-se:

FA1b1 4 Aabo + ...+ Aoby) < A f(by) + Aaf(b2) + ...+ A f(bn)

6(A151+>\2b2+.--+)\nbn) < )\1€b1 4 )\2€b2 4+ )\nebn-

Para aj,as,...,a, > 0 considere b; = lnaj e A\ = Ay = ... =\, = %
Assim:
6(%1na1+%lna2+,,_+%1na") S lelnal + lelntm + ...+ lelnan
n n
1 1
6n(lna1+lna2+...+lnan) < —(6lna1 4 elnaQ T elnan>
n
Ina; Inas Inan
@%Un(araz-...-an)] < € +e +...+e .
n
Logo,
1 a,+as+ -+ a,
(a1 -ag- ... a,)n < .
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Portanto,

{L/(l a a <a1+a2+'-~+an
1° 2" e ” n .

Exemplo 3.2.2 (Olimpiada Israelense) Sejam k,n inteiros positivos, n >

1. Prove que:

A |
k

1 1 1 N
T S . 3.2.1
in T Ena1 +k:n+n—1>n< ) (3.2.1)

Solugao. Mostrar a desigualdade (3.2.1)) é equivalente a mostrar a seguinte
desigualdade:

! + ! + ...+ ! +n>ny bl (3.2.2)
kn  kn+1 kn+mn—1 k
n—1
Como n = 1, o membro esquerdo da desigualdade (3.2.2) pode ser
j=0

escrito da forma:

n—1 n—1
1 kn+4+j7+1
(5L ) ey Tt
= n -+ s n—+J
Por outro lado, observe que:
k441l kn+l kn+141 kn+241 kn4+n—1+1
kn+j kn kn+1 kn+2 7 kn+n-—1

j=0
_kn+n_k+1
- kn kO
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Logo,
(z ) +n>ni/f2
kn+j k-
Portanto,
1 Lo 1 P 1 < (nk+1 1)
kn | kn+1 kn+n—1 " k '

Exemplo 3.2.3 (PIC-OBMEP) Prove que num triangulo retingulo a
altura relativa a hipotenusa € sempre menor ou igual que a metade da
hipotenusa. Mostre ainda que a igualdade s ocorre se o triangulo retangulo é

1s0sceles.

Figura 3.1: Interpretacao geométrica.

Solugao. Sejam a, b as medidas dos catetos, ¢ a medida da hipotenusa, x, y as
medidas das projecoes relativas a hipotenusa e h a altura relativa a hipotenusa
de um triangulo retangulo. Assim tem-se: ¢ = x4y e h? = zy. Logo h = \/7y.

Utilizando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se:
— Jrg< Y y =2

Portanto a altura relativa a hipotenusa h é metade da medida da hipotenusa
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Além disso, utilizando o teorema de Pitagoras tem-se:

a® = 2° + h?

b2 =12 + R

Como a igualdade entre as médias aritmética e geométrica s6 ocorre se

T =y, entao:

a® = 2° + h?

b2 = 2% + K2
Logo,
a? =1?
a=n"b.

Portanto os catetos a e b sao iguais e o triangulo retangulo é isésceles. [

Exemplo 3.2.4 Mostre que de todos os retangulos de perimetro p dado, o

quadrado € o que tem maior drea.

Solugao. Sejam a e b os lados de um retangulo qualquer e p o perimetro.
Sabe-se que p = 2a + 2b = 2(a + b) e a area do retangulo, denotada por A,
¢ dada por: A = a-b. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica, segue que:

T.bga%—b'

2

Logo,

NN s
[3]
N Rt

)

>

AN
=
an

Entao segue que a area do retangulo de perimetro p dado ¢é limitada

. 2 . . .
superiormente pela constante Tz e ocorre o méaximo com a igualdade da
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expressao acima. Assim,

a-b="2
16
2
a-b:[2(a+b)]
16
. 2 . . 2
a-b:4 (@*+2-a-b+b°)
16
a>+2-a-b+0?
a-b= 1

4-a-b=a*+2-a-b+ b
a?+2-a-b—4-a-b+0>=0
a?—2-a-b+b=0

(a—b)*=0
a—b=0
a=b.

Portanto entre todos os retangulos de perimetro p, o que tem maior area é

o quadrado. 0

Exemplo 3.2.5 Prove que de todos os retangulos de drea A, o de menor

perimetro € o quadrado.

Solucao. Sejam a e b as medidas dos lados de um retangulo qualquer e p o
perimetro. Sabe-se que o perimetro p é dado por: p = 2a +2b =2(a+b) e a
area A é dada por: A = a - b. Novamente utilizando a desigualdade entre as

médias aritmética e geométrica tem-se:

\/a~b§a—2i_b.
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Logo,

IA

W
o> o o
[\
TN

IN

Entao segue que o perimetro minimo de todos os retangulos de area A ocorre

com a igualdade da expressao acima. Assim,

4-\/a_-:p
4-Va-b=2-(a+b)

a+b
Va-b—
“ 2

(a+ b)?
4
4-a-b=a’*+2-a-b+ b
a2+2-a-b—4-a- b+ =0

a?—2-a-b+b=0

a.b:

(a—Db)*=0
a—b=0
a=b.

Portanto entre todos os retangulos de area A, o de menor perimetro é o

quadrado.

Exemplo 3.2.6 Mostre que

n.:
2

para todo n > 2.

O
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Solugdo. Como n! = 1-2-3-...-n, podemos escrever ¥/nl = Y/1-2-3-...-n.

Logo, usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica obtém-se:

— 142434 1
Ul=1.2.3 . n<-orotEn_ 7 "; .
n —_—
1

Elevando ambos os membros da desigualdade a poténcia n, tem-se:

()

ol < (n+1>n
! 5 .

n
Portanto n! < ("T“) para todo n > 2. OJ

Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
ponderada.

Teorema 3.2.7 Sejam ai,as,...,a, >0 e X, Ao, ..., A\, >0 com Ay + \g +
...+ A\, =1. Entao:

A1

ay CLQ)\Q .

.. an)‘” S )\1@1 -+ )\2(12 + ...+ )\nan.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

ay, G, ..., ay > 0.

Considere a funcao f : (0,+00) = R dada por f(x) = In(z). Observe que:

1
4 — —
fie) =1
1
f'(x) = 2
Como f"(z) = —2% < 0 entdo f ¢ estritamente concava em (0, 4+00).

Assim, utilizando a desigualdade de Jensen tem-se:

F\rar + Xoag + ...+ Aayn) > Aif(ar) + Xaf(as) + ...+ A\ f(ay)
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ou de forma equivalente,

M flar) + Xaf(az) + ...+ A flan) < f(har + Xoag + ... + A\pay)
AMlna; + Xolnas + ...+ Ay Ina, <In(Ajay + Aas + ... + \pay)
Ina™ + a4 ...+ 1na,™ <In(Aay + Aag + ... + \yay,)

In(ai;Max™ ... a,™) < In(Aar + daag + ...+ Apay).

Inz

Como a funcao f(x) = e” é crescente e e™* = x tem-se:

eln(al’\l a22...an") S eln()\la1+)\2a2+...+)\nan) )

Portanto,

A A A
aq 1@2 2...6Ln ”§)\1a1—|—/\2a2—|—...—|—/\nan.

Exemplo 3.2.8 Sejam aq,as,...,a, >0 eXi, o, ..., A\, > 0 tal que A\ + Mo+

oA A =1 Sea}t .. ad =1 entio

1
a +as+...+a, > —-—.
L AN A

n

Solucao. Utilizando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

ponderada tem-se:

Gy, a1 Qp,

ot an =) G > ()M ()
ar+as+...+a 1(A1)%— + <An)“(A1) (An)
a™ a™ M. a™ 1

DYECTD W D VAU VUSRS VD V.

Portanto,

1
ay+ay+...+a, > —~———-.
P AN




3. Aplicagoes 46

3.3 Desigualdade de Young

Teorema 3.3.1 Sejam a,b> 0 e p,q € (1,+00) tal que % + %1 =1, entao:

ab? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao. Observe que:

ab = eln(ab) _ elna—HHb

1 1
— (@) P97 _ eilnap—l—%lan.

Considere a funcao convexa f : R — R dada por f(x) = e*. Utilizando a

desigualdade de Jensen com \; = % e Ay = % pois % + % =1 tem-se:

F(Aar + Aaaz) < A f(ar) + Ao f(as).

Logo,
eilna”—i-%lan < lelnap + lelan
p q
1 1
ab < —aP + -b1.
p q
O
Exemplo 3.3.2 Mostre que se a >b >0 ea+b=1 entao:
1
“v=5
- 1 1ya/1\? 1 1
Solugao. Observe que — = (—) (—) e tomando p = — e ¢ = — tem-se
asbb a b a b
1 1
-+-=1

p g
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Pela desigualdade de Young tem-se:

a“lbb - (é)(%)b

1
a

a by L
1 1 b
BT 0T
~— 1/a /b \a b
=14+1=2.
Logo, ﬁ < 2. Portanto, a®b® > % O

3.4 Desigualdade de Holder

Teorema 3.4.1 Sejam p,q > 1 numeros reais tais que % + é =1

ai,ag,...,aq, € R e bl,bg,...,bn € R entao:
> lawllbel < (D larl”)” (3 Ibal?) "
k=1 k=1 k=1

Demonstracao. Considere a fungao f : (0,400) — R dada por f(z) = a9.

Observe que:

Como f"(z) = q(g—1)2972 > 0 entdo f é estritamente convexa em (0, +00).

Utilizando a desigualdade de Jensen tem-se:

f(i: Ak%) = (Zn: )\kxk)q < z”: e
k=1 k=1 k=1

ondexl,xg,--- ,Z‘n,/\l,/\g,"' ,>\n>06)\1+)\2++>\n:1
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Seja A = Z |ag|?. Escolhendo A, = %|ax|P e z), = /\—1k|ak||bk| e substituindo

na deagualdade acima obtém-se:
- q "1 1 ¢ =1 1 q
(X tanlionl)” = (32 Flaulanlienl ) < 37 Flast (-osla])
k=1 k=1 =
1]
< Z Zlawl” q(rz\bk\q>
1
<3 Stimpr (i)

< 3" 20w (sin)

1 1

Portanto, 3" |ax||be] < A%(i bele) " = (i \ak\p);(i ele) " 0

k=1 k=1 k=1 k=1
Observagao 3.4.2 1) A igualdade ocorre se e somente se x1 = x9 = -+ = T,
oo laalP el aalP
OU SEJO [F = Tl = T o

As igualdades indicam o sequinte: Se um certo b, = 0 entdo devemos ter
ap = 0.
2) Se p = q = 2 entdo a desigualdade de Hélder torna-se a desigualdade de
Cauchy:

3
3

A igualdade ocorre quando |—1 =Tl =T ol

Exemplo 3.4.3 (Africa do Sul - 95) Sejam a,b,c,d nimeros reais positi-

vos. Prove que:
1 1 4 16 64

s
P e ST
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Solucgao. Sejam

J— 1 . J— 1 . J— 2 . J— 4
a; = \/aa g = \/B’ az = \/Ev ay = \/E
bi=va; by=Vb b=V b=Vd

Aplicando a desigualdade de Holder com p = g = 2 e n = 4 tem-se:

( gmubmf < (imk\?) (irbkﬁ)

ou de forma equivalente,

@‘a’“'2>@’b’“'2) > (imum)?.

Logo,

(a? + a3 + a2 +a2) - (b2 + b2 + b2+ b2) > (a1by + agby + asbs + asby)?

é equivalente a:

1 1 4 16
(—4+-+-+—)-(a+b+c+d)>(1+1+2+4)
a b ¢ d
1 1 4 16
—+ -+ -+ =) b d) > 8
(a+b+c+d) (a+b+c+d)>8
1 1 4 16
I I > 64
(a+b+c+d) (a+b+c+d)>6
1 1 4 16 64
4= >

a bJrcjL d “a+b+c+d

Exemplo 3.4.4 Se a,b,c sao nimeros reais tais que
A+ +c=1

entao qual € o valor maximo de ab + bc + ac?
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Solucao. Utilizando a desigualdade de Holder com p = ¢ = 2 e n = 3 nas

ternas ordenadas de nuimeros reais (a,b,a) e (b, ¢, c) tem-se:

(3wl < (3 ul?) (32 )

k=1 k=1 k=1

(ab+ be + ac)® < (a® + b+ a®) - (b* + 2 + ¢2).
Como a? + b% + ¢® = 1 segue que a® + b*> = 1 — ¢%. Logo,
A+ +a>=1-c"+d
Por outro lado, de modo andlogo, tem-se: b 4 ¢ = 1 — a?. Assim,
V+ct+cd=1—a>+c
Portanto,
(ab+bc+ac)* < (a®>+b*+a) - (V¥ +F+)=1-F+a®) - (1-a*+).

2

Tomando x = a? — ¢? tem-se:

(ab+bc+ac)* <(1+z)(1—2)=1-2*<1.

Portanto o maior valor da expressao ab 4+ bc + ac é 1 e ele ocorre quando

Exemplo 3.4.5 (Teste de selecao da Roménia para IMO) Sejam

X1, Lo, , Tpy1 NUMETOS TEALS POSILiVOS tals que X1+ To+ -+ -+ Tp = Tpyq.

Prove que:

.flfl(anrl — 371) +-+ \/xn(xn+1 - xn)

< \/33n+1(37n+1 —x1)+ o+ T (T — Ty).
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Solugao. Para 1 < j < n, seja y; = w41 — x;. Aplicando a desigualdade de

Holder com p = q¢ =2 e ax = x; e by = yi tem-se:

(@i + - Fwnya)” < (@1 + ) (i + -+ )

Como x1,...,T, € Y1,...,Y, Sa0 numeros reais positivos, entao existem

VLT € YL, - y/Yn- LOgO,

\/?1\/%4_4_\/@\/%
<V W+ (Va2 (I + e+ (V)
VEIL+ Tl

SVritaa T Vit e

V(@ — 1) + -+ Vo (Tpgr — )

SVoitaat T Vit un
= VItV (@1 — 1) + -+ (T — Tn)

= \/xn—i-l (xn—i-l - xl) + ot T (xn-‘rl - an).

Exemplo 3.4.6 Sejam a,b,c,x,y,z,n > 0 tais que (a™ + 0" + )" = 2" +
y" 4+ 2". Mostre que:

n+1 bn+1 n+1
NI AR (3.4.1)
x Y z
Solucao. Observe que:
an—H n n bn+1 n " Cn+1 n
an+bn+cn:[ j|n1 .T’Trl—f—[ j|"+1.yn7+1—‘[-|: }"*1 Zn+l, (342)
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Utilizando a desigualdade de Holder com p = "TH eq=-L=n+1 tem-se:

p—1
n n 1 n 1
> lanlivel < (D lawl?) " (3 Ioalt)”
k=1 k=1 k=1
n n 1 n 1
n+1 nF1 n+1
ENMMH%§1%2>%%§]MHqH
k=1 k=1 k=1
n n n n 1
n+1 n+1 n+1
3 laxlbi] < <Z|ak| : ) +1<Z|bk|n+1> i
k=1 k=1 k=1

Agora, de (3.4.2) obtém-se:

an—l—l bn+1 Cn+1 nL
a”+b”+c”§< + + ) H(x”%—y"—i-z”)n%l.
x Yy z

Por hipétese (a™ + 0" + )" = 2™ + y™ + 2". Logo,

an+1 bn+1 n+1 n
+
< x Yy

Disto segue (3.4.1)). O

Exemplo 3.4.7 Sejam a;,b; € R, j = 1,2,--- ,n, tais que a; + ag + -+ +
Qn,b1 +by+---+b, >0. Demonstre que:

(a1 +ag+--- +a,)""! a’f“Jr +ag+1
(by +by+---+by)" — b} b

Solucao. Observe que:

an+1 n<10—1 n_ an+1 %4-1 n
a1+a2+-"+an:[ln] 'bfﬂ‘i_"'—i_[gn} b (3.4.3)

1 n
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Aplicando a desigualdade de Holder com p=n+1e g = ”T“ tem-se:

n

> lanlleel < (X fanl) (X 10el)*
k=1 k=1 k=1
n n n 1

S laulitd < (3 ™)™ (3 ) 5

k=1 k=1 k=1

n n 1 n N\

1 ntl 1
Z|ak”bk| < (Z|ak’n+l)n+ <Z|bk’ + >n+ .
k=1 k=1 k=1

Assim, utilizando ([3.4.3)) obtém-se:

an+1n%_1 T amt i
a1+a2+---+an=[1 } -bf“+-~-+[" ] by
by b,
att I e n
< [ ll)n + -+ Zn ] by by e by
1 n
Logo,
an+1 n+1
(a1+a2—|—~--+an)"“§(Z—n—l—---—i— m )(bl+b2+---+bn)”.
1 n
Portanto,
(a1+a2+...+an)n+1 a'il“rl_'— +a2+1
(by+by+---+b,)" — b} br

Exemplo 3.4.8 Mostre que entre todos os triangulos retangulos de catetos a
e b e hipotenusa c, o que tem maior soma dos catetos s = a + b € o triangulo

1s0sceles.

Solucgao. Utilizando a desigualdade de Holder com p = ¢ = 2 e n = 2 tem-se:

(imnm)z < (iw)(iw).
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Logo,

a+b=a-1+b-1<vVa2+2V12+ 12 = /2.

Assim,
a+b< V2.

O valor méximo ocorre com a igualdade da expressao acima. Desta forma:
a+b=cV2.

Elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se:

(a+b)? = (cV/2)?
(a+b)?=c*-2
a?+2-a-b+0b* =2
a?+2-a-b+b=2-(a®+b%
a>+2-a-b+0b* =24+ 20
20> —a®+ 20> = > —2-a-b=0
a>—=2-a-b+b*=0

(a—0)*=0
a—b=0
a=>b.

Portanto o triangulo retangulo que tem a maior soma dos catetos é o

triangulo retangulo isésceles. ([l

3.5 Desigualdade de Minkowski

Teorema 3.5.1 Sejap > 1 eay,as,...,a,,b1,bs,...,b, >0 entao:

(i(ak+bk)p>;§<iai>;+< b§>;
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Demonstracao. Considere a funcio f : (0,+00) — R dada por f(z) =
(14 27)".

Observe que:

" _ 1 1_ - , . N
Como f (x) = %(1 + )P . 2»"? < 0 entdo f é estritamente concava

em (0, +00).
Utilizando a desigualdade de Jensen tem-se:

1

() = e (Foun) T2 L1 4)

onde T1,%a, ..., T, >0, A1, A0,.... N, >0e X+ X+...+ )\, =1

. P bp
Sejam ar > 0 e A = > a}. Escolhendo \; = %’“ e T, = ﬁ com k =
k=1

1,2,...,n e substituindo na_desigualdade acima tem-se:

Desta ultima desigualdade segue que:

n 1 n

(Stwmr)” < () + (
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by b2 . _ bn

ar a2 an

Observagao 3.5.2 1) A igualdade ocorre se e somente se

2) Se p = 2 entao a desigualdade de Minkowski torna-se a desigualdade

triangular:

n

Z(ak+bk)2 < Zai%— Zbi
k=1 k=1 k=1

Exemplo 3.5.3 Duas torres de alturas hy e hy sao amarradas por uma corda
APB que vai do topo de A da primeira torre para um ponto P no chao, entre
as torres, e entao até o topo B da sequnda torre. Qual a posi¢ao do ponto P

que nos dd o comprimento minimo da corda a ser utilizada?

1)

Figura 3.2: Interpretacao geométrica do problema das torres.

Solugao. Imagine que a superficie do chao é como um espelho e que reflete o

ponto P através deste, obtendo o ponto B’ como mostra a figura (3.3

Figura 3.3: O ponto B’ é simétrico ao ponto P.
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Considere o segmento AB’ que intersecta o chao no ponto P e note que este
é o ponto que nos da o comprimento minimo da corda. Para isso, suponha que
existe outro ponto P’ entre as torres que indica um comprimento menor para
a corda. Assim, os triangulos BPD e B'PD sao congruentes e os triangulos
BP'D e B'P'D também sao congruentes. Logo, BP = B'P ¢ BP' = B'P'.

Utilizando a desigualdade de Minkowski com p = 2 tem-se:
AP'+ PPB= AP '+ P'B'"> AB'= AP+ PB' = AP + PB.

Portanto AP + PB ¢é o comprimento minimo desejado para a corda.  [J
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Capitulo 4

Consideracoes Finais e

Perspectivas

Apobs apresentar o conceito e as aplicagoes das fungoes convexas de uma
variavel real, espera-se que o leitor tenha a disposicao uma poderosa ferramenta
matematica a ser utilizada na demonstracao de famosas desigualdades e na
resolucao de diversas situacoes-problema.

Como pode ser observado, o principal diferencial desta dissertacao é o
detalhamento das demonstragoes e solugoes dos exercicios, proporcionando ao
leitor maior compreensao do tema e sua aplicagao em diversos problemas que
envolvem desigualdades.

Embora muitos curriculos de matematica do ensino médio em nosso pais
nao contemplem o estudo do calculo diferencial, sugere-se que o critério a ser
utilizado para verificar a convexidade de uma funcao seja o seguinte:

Se f for continua, utilize:

f é convexa se f(%ﬂ) < w para todos x,y € [ C R.

Se f nao for continua, utilize a definicao de fungao convexa.

Atualmente estd em debate a reformulacao do curriculo do ensino médio
em nosso pais. Muitos estudiosos da area da Educacgao afirmam que os alunos
necessitam desenvolver habilidades de modo que saibam utilizar de modo
significativo o que estudam no decorrer de sua vida escolar.

Especificamente na area de Matematica, alguns estudiosos ha anos vem

29
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defendendo o retorno do célculo diferencial nos curriculos do ensino médio.
Em especial, o professor Geraldo Avila afirma: O conceito de derivada pode
ser ensinado, com grande vantagem, logo na primeira série do segundo grau,
a0 lado do ensino de funcées.”(AVILA, 1996).

Para ele, o ensino de derivada é de grande importancia, pela forma que
ajuda no tratamento de inimeras propriedades das func¢oes, de maneira mais
natural e contextualizada. Além disso, pode se integrar harmoniosamente com
a Fisica no estudo do movimento e em outras aplicacoes cientificas.

Em Portugal, alguns conceitos de cédlculo diferencial sao introduzidos no
10° ano de escolaridade e sao ampliados no 12° ano quando utiliza-se a 2*
derivada em problemas praticos da vida real.

Veja a seguir, como exemplo, os beneficios da utilizacao de fungoes convexas

e derivadas em casos de otimizagao se o seu estudo ocorresse ja no ensino médio.
Otimizacao na Biologia e Fisica

Exemplo 4.0.4 O numero de bactérias, em milhoes de unidades, de uma

certa cultura € dado por:
N(t) = Noe* t >0,

onde Ny € o numero inicial de bactérias, t é o tempo em minutos desde o inicio
do experimento e k uma constante positiva. Considere que no décimo minuto
decidiu-se aplicar um medicamento a populacao de bactérias para interromper
seu crescimento. A partir deste momento, o seu niumero passou a ser dado
por:

D(t) = 2(t — 10)%.e "0 14 ¢ > 10.

Qual o instante que a taxa de crescimento € mdxima? Indique o resultado

em minutos e sequndos.

Solucgao. Inicialmente é necessario determinar a segunda derivada da fungao
D(t). Assim:
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D" (t) = e 10(212 — 48t + 284).
Em seguida é preciso calcular as raizes de D”(t) e verificar qual é o ponto
em que a taxa de crescimento ¢ maxima. Logo:

"

D't)=0e ™0 =0Vvo? — 48t +284 =0 =t = 12+ V2.

impossivel

Elaborando o quadro de sinais tem-se:

t |10 12-+/2 12 + V2 +00
D" | + |+ 0 - 0 +
D U | ponto de inflexao | N | ponto de inflexao | U

Analisando o quadro acima verifica-se que o ponto onde a taxa de
crescimento é maxima é 12 — /2.

Logo,

12 — /2 210, 5858 22 10 minutos e 35 segundos.

Portanto para ¢ = 10 minutos e 35 segundos a taxa de crescimento atinge

o valor maximo. O

Exemplo 4.0.5 Uma particula move-se durante 2 sequndos de acordo com as
EqUACOEs:

x=2—tey=>5+4t — 3,5t

Em que instante, t = 0,3 out = 1,6 sequndos o raio de curvatura da trajetoria

¢ maior? Justifique.

Observacao 4.0.6 Numa trajetoria circular, o raio de curvatura coincide com
o rato da circunferéncia. Em outras curvas, existe em cada ponto um raio de

curvatura que € calculado por:

R="

n

onde v € o modulo da velocidade e a,, € a aceleracao normal.
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Solugao. Primeiramente é necessario determinar a equacao da trajetdria da

particula. Assim:

y = 5+4t—3,5t* < y = 5+4(2—1)—3,5(2—2)* & y = —3,52°+10z—1,z € [0, 2].

A particula descreve uma trajetéria parabdlica como representa o grafico

abaixo.

t=0.3

» =16

Y

Figura 4.1: Grafico da trajetéria da particula.

Observando o grafico nota-se que em ¢t = 0, 3 segundos a curvatura ¢ mais
acentuada que em ¢ = 1,6 pois seu formato é concavo. Desta forma, espera-se
que o raio de curvatura em t = 0, 3 seja inferior ao raio de curvaturaemt = 1,6
segundos.

Para demonstrar esta hipdtese é preciso calcular os raios de curvatura.
Assim iniciando pelas equagoes das velocidades tem-se:

I !’

v=x =2—-t) =-1
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v,=vy = (5+4t—3,5t%) =4 Tt.

O moédulo da velocidade é:

v = /02402 =/(=1)2+ (4 = Tt)> = V1T — 56t + 49¢2.

Para t = 0, 3 tem-se:

v = /17— 56.(0,3) +49(0,3)% = 2,15

eparat=1,6:

v = /17 — 56.(1,6) 4 49(1,6)2 = 7,27

E possivel verificar que o movimento da particula é inicialmente retardado

e depois acelerado. O médulo da velocidade varia mais rapidamente quando a
~ . , . . /
aceleragao tangencial a; é maior. Assim, como a; = v tem-se:

/
ar =V =

, 98t — 56
(V17 — 56t + 4912) = .
2(\/17 — 56t + 49¢12)

A seguir é preciso estabelecer o médulo da aceleragao (a). Logo:

O médulo da aceleracao é dado por:

a=/ai+al=+\/0+(=-T7)2=7

e o modulo da aceleragao normal é:

Parat=0,3:

an, =/ a2 —a? = /7% —(6,19)2 = 3 27.
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Parat=1,6:

an = /a2 — a2 = /7% — (6,93)2 = 0, 99.

E finalmente calculando o raio R da curvatura:

Parat=0,3:
v? 2,152
R=—="- = 1,41
Qn 3,27 ’
eparat=1,6:
vt 7,277
R=—=- = 53, 39.
an 0,99 ’

Logo o raio de curvatura é 1,41 metros em ¢t = 0,3 e 53,39 metros em
t = 1,6 segundos.

Portanto o raio de curvatura é maior em ¢t = 1,6 segundos. U
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