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Resumo

BORGES, B. A. O infinito na matematica. 2014. 79f. Dissertagao (Mestrado) -
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo,
Ribeirao Preto, 2014.

Nesta dissertacao, abordaremos os dois tipos de infinitos existentes: o infinito poten-
cial e o infinito actual. Apresentaremos algumas situagoes, exemplos que caracterizam
cada um desses dois tipos. Focaremo-nos no infinito actual, com o qual discutiremos
alguns dos desafios encontrados na teoria criada por Cantor sobre este assunto. Mos-
traremos também sua importancia e a diferenca entre este e o infinito potencial. Com
isso, buscamos fazer com que o professor compreenda adequadamente os fundamentos
mateméaticos necessarios para que trabalhe, ensine e motive apropriadamente seus alunos
no momento em que o infinito e conjuntos infinitos sao discutidos em aula. Desta forma,
buscamos esclarecer os termos usados e equivocos comuns cometidos por alunos e também
professores, muitas vezes enganados ou confundidos pelo senso comum.

Palavras-chave: Infinito; infinito potencial; infinito actual; conjuntos enumeréveis; car-
dinalidade.



Abstract

BORGES, B. A. Infinity in mathematics. 2014. 79f. Dissertagao (Mestrado) -
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo,
Ribeirao Preto, 2014.

In this dissertation, we will discuss the two types of infinities: the potential infinity
and the actual infinity. We will present some situations, examples that characterize each
of these two types. We will focus on the actual infinity, with which we will discuss some
of the challenges found in the theory created by Cantor on this subject. We will also show
its importance and the difference between this and the potential infinity. Thus, we seek
to make teachers properly understand the mathematical foundations necessary for them
to work, teach and properly motivate their students at the time the infinity and infinite
sets are discussed in class. In this way, we seek to clarify the terms used and common
mistakes made by students and also teachers, so often misguided or confused by common
sense.

Keywords: Infinity; potential infinity; actual infinity; countable sets; cardinality.
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1 Introducao

Neste trabalho discutimos vérias situacoes dentro da matemética envolvendo o infi-
nito. Sao situagoes que, a principio, sao estranhas e que vao contra nosso senso comum,
mas sao explicadas matematicamente mostrando que possuem uma solugao. Em seguida,
falamos um pouco sobre o infinito de diversas maneiras, trazemos exemplos da diferenca

entre o infinito potencial e o infinito actual e algumas reflexdes (indagagoes) sobre o tema.

Dedicamos uma parte do nosso trabalho a um questionario para alunos do 8° e 9°
ano do Ensino Fundamental e alunos do 1° e 3° ano do Ensino Médio com o objetivo de
buscar entender como esses alunos lidam com questdes que envolvem o infinito. Foram

aplicadas quatro questoes, previamente selecionadas e iguais para todas as turmas.

Traremos brevemente um pouco do contexto histérico do surgimento da teoria dos
conjuntos para entendermos melhor o surgimento da necessidade de "varios" infinitos,
e nos situarmos no tempo cronolégico dos acontecimentos. Veremos que é uma teoria

relativamente recente para a histéria da matematica e que ainda ha muito para se estudar.

Com a intengao de entender o infinito actual desenvolveremos a parte tedrica e con-
ceitos necessarios sobre conjuntos, fungoes, conjuntos finitos, conjuntos infinitos enume-
réaveis, conjuntos infinitos nao enumeraveis e cardinalidade. Faremos alguns exemplos
de conjuntos infinitos de "tamanhos" iguais, diferentes, e situagoes que vao contra nosso
senso comum; mais precisamente: provaremos que é possivel ter conjuntos de dimensoes
diferentes mas com o mesmo "tamanho". Traremos também algumas curiosidades do

possivel surgimento do simbolo co.

Por fim, para encerrarmos essa dissertagao, concluimos com uma proposta didatica
com exemplos de situagoes para que professores possam usar e motivar seus alunos falando
do infinito de uma forma mais acessivel e simples, porém coerente com a teoria formal,
expandindo a curiosidade e o conhecimento sobre o infinito que ainda é pouco estudado e

muitas vezes usado de forma equivocada.
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2 Motivacao

Para motivar nosso trabalho, ja ilustrando e despertando a curiosidade pelo infinito,
vamos falar de algumas situagoes em que o infinito tem um papel relevante. Veremos

como ao considerar o infinito, certas situagdes parecem contradizer nosso censo comum.

2.1 Aquiles e a tartaruga

Nesse paradoxo, Zenao, filosofo grego, propos um problema intrigante que desafia o
movimento continuo e toda nossa intuicao. Em resumo, o problema diz que em uma
corrida entre duas pessoas, de velocidades diferentes, em que a mais lenta comeca a uma

distancia de vantagem para a mais rapida, a mais rapida nunca alcangaré a mais lenta.

Eis o problema: Uma corrida entre Aquiles, um herdi grego, e uma tartaruga, em que
a tartaruga comeca com 100 metros de vantagem e sempre com a metade da velocidade
de Aquiles. Assim, quando Aquiles atingir os 100 metros, a tartaruga tera andado 50
metros. Quando Aquiles andar mais 50 metros, a tartaruga terda andado mais 25 metros.
Continuando com esse raciocinio infinitamente, Aquiles nunca alcangara a tartaruga.
Ou seja, por mais que Aquiles corra, em um mesmo periodo de tempo, por menor que
seja, sempre havera um espaco entre Aquiles e a tartaruga. Entao, para Aquiles alcangar
a tartaruga, ele tera que percorrer a distancia entre ele e a tartaruga, e para isso, levara
um certo tempo. Nesse tempo, a tartaruga percorrerd uma nova distancia, mesmo que
muito pequena, essa distancia impedird que Aquiles alcance a tartaruga, assim, Zenao

conclui que Aquiles ndo alcancara a tartaruga, mesmo sendo mais rapido que ela.

E claro que essa conclusao vai contra o senso comum. FEntao, o que ha de errado
com o pensamento de Zenao? Se pensarmos o problema como se Aquiles fosse percorrer
uma distancia de A a B, e que ele sempre percorrera a metade da distancia que falta para

chegar ao ponto B, podemos escrever o espaco percorrido por ele a cada periodo de tempo

00 n—1
1
pela série E 100 (5) ,onde n € N é o perfodo de tempo, ou seja, uma progressao
n=1
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geométrica infinita de razao % cuja soma converge e é dado por 1183 = 200.
2

100 m

50m

Figura 1: Soma infinita das distancias percorridas.

Assim, a soma infinita das distancias percorridas por Aquiles converge para 200
metros, que é a distancia final percorrida por ele. Se Aquiles disputar com a tartaruga uma
corrida de mais de 200 metros tendo o dobro da velocidade da tartaruga, ele ird ultrapassa-
la quando completarem 200 metros de corrida, confirmando assim o senso comum de que

o mais rapido ira ultrapassar o mais lento, desde que haja distancia suficiente para isso.

Uma outra situagao curiosa é conhecida como o paradoxo do Hotel de Hilbert.

2.2 Hotel de Hilbert - "Estamos sempre lotados, mas
sempre temos um quarto para vocé".

Considere um hotel com infinitos quartos e numerados pelos niimeros naturais. Certa
noite, o hotel estd com todos os quartos ocupados com um hoéspede. Normalmente, seria
impossivel o hotel hospedar mais um héspede. Porém, chega um novo héspede e o recep-
cionista o recebe e lhe informa que é capaz de lhe arrumar um quarto. Ele pede que o
hoéspede do quarto um va para o quarto dois, o héspede do quarto dois va para o quarto
trés, e assim por diante, ou seja, o héspede do quarto n vai para o quarto n+ 1, ja que os
quartos estao numerados pelos ntameros naturais e todo ntimero natural tem um sucessor.
Assim, o recepcionista acomoda o novo héspede no quarto um. Mais tarde, chega um 6ni-
bus com infinitos héspedes para se acomodarem no hotel. O recepcionista sem nenhuma
duavida os recebe e lhes informa que é capaz de achar quartos para todos. Ele pede para
que cada hospede do quarto n va para o quarto 2n + 1. Desse modo apenas os quartos
de niimeros fmpares estarao ocupados, deixando os quartos de ntimero par desocupados
para os novos héspedes. Entao o recepcionista pede para que os novos héspedes formem
uma unica fila e para que o héspede da posigao ¢ va para o quarto 2¢, onde ¢ € N. Logo

em seguida, chegam infinitos énibus, um depois do outro, com infinitos héspedes em cada
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onibus para se hospedarem no hotel. Rapidamente o recepcionista os recebe e lhes co-
munica que é capaz de acomodar cada um em um quarto. Ele pede para o hoéspede ja
acomodado no quarto de namero n ir para o quarto de namero 2n + 1, liberando assim
todos os quartos de numeros pares. Deste modo, ele pede para que o novo héspede i do

onibus j se acomode no quarto 2°71(25 + 1).

Como os quartos do hotel estao numerados pelo conjunto dos nimeros naturais, e a
quantidade de hospedes que chegam para se hospedar no hotel também é enumerado pelo
conjunto dos nimeros naturais; entao, o que o recepcionista faz nos dois primeiros casos
¢é encontrar uma relagao biunivoca entre o conjunto dos niimeros naturais para acomodar
os novos hospedes. Na terceira situacao, o recepcionista precisa encontrar uma relacao

biunivoca de N xN em N para acomodar todos os novos héspedes, cada um em um quarto.

2.3 Somas infinitas

Veremos agora outros exemplos em que o infinito cumpre um papel relevante.

Exemplo 2.3.1. Séria Geométrica.

Vamos considerar a seguinte soma de infinitos termos

il Ly
st Tt ot

Se perguntarmos qual seria o valor dessa soma infinita, teriamos das mais diversas res-
posta, como: infinito, ndo existe, a soma nao tem fim, etc. Porém, sabemos que nao é
verdade nenhuma dessas respostas. O resultado dessa soma é 2. Podemos verificar de
duas maneiras, uma geométrica e outra algébrica. Fazendo pelo primeiro modo, vamos
considerar um quadrado de area igual a 2. Dividindo-o ao meio, temos dois tridngulos

iguais de area 1 como na figura 2.

Figura 2: Quadrado de area 2 dividido ao meio.

Agora, dividindo um dos triangulos ao meio como na figura 3, obtendo dois triangulos

de area %
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172

112

Figura 3: Metade do quadrado dividido ao meio.

Desse modo, fazendo o mesmo procedimento, dividindo ao meio, um dos tridngulos

de area %, obtemos outros dois triangulos de area 411'

1 1/4

S
172

Figura 4: Metade da metade do quadrado dividido ao meio.

Assim, se continuarmos dividindo sempre um dos triangulos obtidos da divisao ante-

rior ao meio, chegaremos como na figura 5.

Figura 5: Metade da metade ... do quadrado dividido ao meio.

A soma das areas dos triangulos da figura 5 é igual a area do quadrado de area 2 da
figura 2. Por mais que continuemos a divisao dos tridngulos restantes, eles sempre irao
compor a area do quadrado. Portanto, a soma

TIEEEE I !
gyttt =2

Fazendo pelo modo algébrico, é facil perceber que a soma

11 1
S=14+-4+-4..+=—+.. 2.1
totg Tttt (2.1)

é a soma infinita de uma progressao geométrica de razao % Sabemos que a soma da série

geométrica infinita aq, as, as, ... de razao ¢, para 0 < ¢ < 1, é dada por

ay

S=a1+as+az3+..= .
l—q
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2.3 Somas infinitas

Da equagao (2.1), temos que a; = 1 e ¢ = %, entao

Exemplo 2.3.2. Série Harmonica.

Considere agora a soma 1 + % + % + i + % + ... de infinitos termos. Essa soma é
oo

conhecida como série harmoénica; dada por E —.
n
n=1

1/3
*1/4

Figura 6: Soma infinita da série harménica.

Podemos pensar, em um primeiro momento, que o resultado dessa soma nao deve ser
um numero muito grande, pois estamos somando 1 com muitas outras fragbes menores
que 1 e que estao cada vez mais perto do zero. Mas sera que nossa intuicao esté certa e

conseguiremos calcular o valor dessa soma? A resposta é nao! Veremos:

Vamos tomar a soma infinita e agrupar alguns termos da seguinte forma
11 1 1 1 1 1

It ot ododotot—.
Tty ITE T TR

—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1+1—% +1 +
N 3 4 5 6 7 8 9 10 16 "

2
Observe que:
(Led)stalol,
3 4 4 4 2
(alelal)slelilitot
5 6 7 8 8 8 8 2
i 1 1

e assim por diante.
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Entao, a série harmonica

i1—1+1+1+1+1+ 1+t lyly (2.2)
n o 2 3 4 5 7 2 2 2 7 '

Como a série infinita 1 + % + % + % + ... diverge, entao temos que a série infinita

1+ % + % + }L + % + ... também diverge. Para mais detalhes sobre a divergéncia da série,

veja o apéncide A.

Com a ajuda de um computador podemos verificar que a soma dessa série para n =
31557600 ultrapassa 17, e nao para de crescer a medida que aumentamos n, mesmo que

muito lentamente. Para maiores detalhes, recomendamos a leitura de Avila (1996).

Neste exemplo podemos pensar que a soma da série harmoénica é infinito? E o

infinito um namero?

Os proximos dois exemplos mostrarao porque infinito nao pode ser considerado um

nimero, ou mais precisamente, nao segue a algebra usual dos nimeros inteiros.

Exemplo 2.3.3. Suponhamos que infinito seja um ntmero, denotado por S, e trabalha-

remos algébricamente com ele. Claramente podemos escrever
S=1+2+22+2°+2"+ ..
Colocando 2 em evidéncia a partir do segundo termo temos
S=1+21+2+2°+2°+...)=1+25,

entao, S = —1. Absurdo, pois S > 0, logo, este exemplo nos mostra que o infinito nao

pode ser considerado como um nimero.

Exemplo 2.3.4. Considere o conjunto dos ndmeros inteiros positivos impares
A ={1,3,5,...} e o conjunto dos ntumeros inteiros positivos pares B = {2,4,6,...}. Vamos
supor que o infinito seja um nimero denotado por I. Sabemos que ambos os conjuntos A
e B possuem infinitos elementos, ou seja, I elementos. Também sabemos que o conjunto
dos ntimeros naturais N é a uniao disjunta dos conjuntos A e B e que possui infinitos
elementos. Desse modo, os infinitos elementos de A mais os infinitos elementos de B

daria os infinitos elementos de N, ou seja, 2/ = I, o que implicaria que I = 0.

n
Exemplo 2.3.5. Vejamos agora uma soma finita Z(—l)]€ =1+(-1)+1+(-1)+..+
k=0
(—1). Como sao finitos termos, em algum momento sua soma tera fim e seu resultado sera
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um numero que dependera do ntimero de termos n. Se n for um nimero par o resultado
o0

serd 0, se n for um ntmero impar o resultado serd 1. Mas e a soma infinita E (-1)F =

k=0
1+ (=1)+ 1+ (-1)+..? Como sao infinitos termos, nao sabemos quando a soma

"termina". Note-se que se fizermos dois arranjos dessa soma: (1—1)4+(1—1)+(1—1)+...
de modo que o resultado daria 0,e 1—(1—1)—(1—1)—(1—1)—... de modo que o resultado
daria 1, portanto, nao da para afirmar o valor da soma infinita 1+ (—=1) 4+ 1+ (—1) + ... .

Em outras palavras, as séries divergem.

Um outro exemplo curioso onde o infitino nos deixa intrigados, é o fato de mudarmos
apenas a ordem dos numeros de uma soma infinita e o resultado ser alterado. Como assim?
Vamos considerar a soma infinita convergente. A convergéncia desta soma infinita pode

ser vista em Guidorizzi (2002, p.29).

11 1 1 1 1
S=1--+-—-=-4+-—=-+4+-—..=1In2 2.3
2 37175 617 ! (23)
Multiplicando-a por %, temos
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T R S SR N 2.4
SRR I B R TR RISV 2" 24
Somando zeros, temos
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S04+t 40— - S 40— — . =Zlh2 (2
25 O+2+O 4+0+6+0 8+0+10+O 12+0+14 2n (2.5)
Somando (2.3) com (2.5) membro a membro, temos
3 1 1 1 1 1 3
3¢ 14 s 4 =22 2.
S =140+ — g+ +0+— 1+ 5l (2.6)
Reescrevendo (2.6) retirando os zeros, temos
3 1 1 1 1 1 3
S =14+ -4+ -+ -1+ .. ="1In2 2.
R R R A s 27

que é a mesma soma infinita de (2.3) com apenas os termos reagrupados de forma di-
ferente, porém o resultado de (2.7) é aproximadamente 1,035 e o resultado de (2.3) é

aproximadamente 0, 69.

Com todos esses exemplos, podemos perceber diferentes modos como o infinito apa-
rece. Por exemplo, na historia de Aquiles e a tartaruga vimos que podemos sempre tomar
uma distancia cada vez menor da anterior, quantas forem necessarias, ou seja, infinitas
vezes. Ainda na mesma situacao, essas quantidades tomadas eram infinitamente peque-

nas (cada vez menores), onde sempre havia uma distdncia menor a ser tomada. J& no
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Hotel de Hilbert, além do infinito aparecer como na histéria de Aquiles e a tartaruga,
onde sempre era possivel acomodar mais hospedes, o infinito aparece como um todo,

uma quantidade infinita de quartos e pessoas.

Nosso principal objeto de estudo serao os conjuntos infinitos. Como no exemplo
do Hotel de Hilbert, podemos dizer que tinhamos um conjunto infinito formado pelos
quartos do hotel e outro conjunto infinito formado pelos hospedes que iam chegando para
hospedar-se no hotel. Queremos comparar o "tamanho" entre conjuntos infinitos. Mas
como isso é possivel? Nao podemos contar a quantidade de elementos desses conjuntos
um a um. Para compararmos dois conjuntos, iremos utilizar de associacao entre dois
conjuntos no sentido de conseguirmos associar cada elemento de um conjunto a um tnico
elemento de outro conjunto e vice-e-versa. Se soubermos a quantidade de elementos
de um certo conjunto e pudermos associa-los com os elemento de um outro conjunto,
entao saberemos que esses conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos. Veja os

exemplos a seguir.

Exemplo 2.3.6. Quando vamos a um jogo de futebol, se quisermos saber quantos tor-
cedores ha no estadio, nao iremos contar cada torcedor presente, nao é7 Iremos chegar
a resposta por associagao. Sabendo o ntmero total de lugares no estadio e percebendo
que o estadio esta todo lotado, ou seja, nao ha nenhum lugar vazio, podemos associar
cada lugar no estadio a um tnico torcedor presente. Entao, se o estadio tiver um lugar,
terd um torcedor, se tiver dois lugares tera dois torcedores, se tiver trés lugares tera trés
torcedores, e assim por diante. Nao importa a quantidade de lugares no estadio, sem-
pre conseguiremos encontrar o nimero de torcedores presentes. Podemos concluir que o
numero de torcedores presentes é igual ao nimero de lugares desse estadio. Associamos

cada lugar do estéddio a cada torcedor presente.

Um outro exemplo que podemos usar é o seguinte:

Exemplo 2.3.7. Durante o Carnaval, imagine uma rua inteiramente tomada por folides;
se cada pessoa ocupa meio metro quadrado, podemos estabelecer a quantidade de pessoas
presentes associando cada meio metro quadrado dessa rua a uma pessoa. Entao, depen-
dendo da quantidade de metros quadrados de tal rua teremos a quantidade de pessoas

presentes pulando carnaval.

Voltando na situacao do Hotel de Hilbert, o recepcionista do hotel conseguiu associar
cada quarto do hotel a um hospede diferente, ou seja, ele conseguiu estabelecer uma

relacdo entre cada elemento de cada conjunto, de modo que cada héspede tinha seu
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proprio quarto. Com isso podemos comparar a quantidade de elementos entre conjuntos
infinitos, pois se conseguirmos estabelecer uma relagao, ou seja, associar cada elemento de
um conjunto a um tnico elemento de outro conjunto, podemos dizer que esses conjuntos

possuem o mesmo "tamanho" ou a mesma quantidade de elementos.

Para entendermos melhor os diferentes tipos de infinito, falaremos um pouco mais no

capitulo 4 sobre o infinito poténcial e o infinito actual.
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3 O wnfinito pelos estudantes: Um
questiondrio

Neste capitulo traremos os resultados e algumas reflexi¢oes de um questionario apli-
cado a alunos do 8° e 9° ano do Ensino Fundamental e alunos do 1° e 3° ano do Ensino
Meédio.

Foram elaboradas quatro questdes que envolvessem a ideia do infinito potencial e
do infinito actual, para sabermos como os alunos, em diferentes niveis escolares, lidam
com essas diferengas. Nao foi dado nenhuma explicacao anterior ao questionario sobre o

assunto.

As perguntas foram as seguintes:

1. Quantos ntimeros existem entre 0,18 e 0,67
2. Qual é o maior ntiimero entre 0 e 1, desconsiderando o 17
3. Existe algum ntimero entre 2,9 e 37 Se sim, qual é7

4. Descreva com suas palavras o que vocé acha que é o infinito.

Queriamos com a primeira questao ver se o aluno perceberia a possibilidade de sempre
acrescentar uma casa decimal a mais entre os niimeros 0,18 e 0,6, ou seja, um processo de

iteracao sem fim.

Na segunda questao, o processo de iteragao usado anteriormente daria a possibilidade
do aluno perceber que sempre é possivel encontrar um nimero maior que o candidato ao

maior numero entre 0 e 1 excluindo-se o 1.

Para aqueles que nao perceberam a infinidade dos nimeros decimais, colocamos a
terceira questao para fazé-los pensar a respeito e refletirem melhor sobre o assunto e suas

respostas anteriores.
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Por fim, queriamos saber o que os alunos pensam sobre o infinito, se eles tem alguma

ideia matematica formada sobre o assunto, ou apenas o senso comum.

Nas tabelas a seguir estao as respostas dadas pelos alunos a essas questoes.

Questao

Ano escolar

Respostas

Numero de alunos

Ql

82 Ano

Infinitos

=
[e)]

42

Muitos

92 Ano

Infinitos

17e5

Nenhum

0,6

13

0,18-0,6 =0,12

5

0,42

RlR|RrRr|Rr[RrINN[R]w

Infinitos

=
(o]

2

[y

5

=

Infinitos

[y
=

42

42 com duas casas decimais

13

0

Muitos

Q2

82 Ano

Infinito

0,999...

N3do tem

0,9

1

0,99

Ndo tem, pois é infinito

0,999

46 ou 47

92 Ano

0,9

0,99

Infinitos

0

RIN|w|[s]|Rr|[Rr|Rr[r[Rr]Rr[NINv]VR|R[R]R]N

0,999...

[any
(6]

0,9

1,01

0,999...

13

0,99

0

=N

0,001

[

Q3

82 Ano

Infinitos

2,99

N3o, é infinito

2,999...

Nao

92 e 93

RlRRr|Rk|w
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Q3

92 Ano

Nao

2,91 até 2,99

Infinito

0,1

2,1até 2,5

N3o, sdo infinitos

Nao

Infinitos

Sim, muitos 2,999...

N3do, varios

2,99

2,991

Sim, varios 1, 2, 3,4, 5, ...

2,951

Sim 12

[RY PR [ PN [N Y PN} [PV) F Ny N ) iRy FE P Y 10

Infinitos

[EnY
w

Nado

0,999...

Vdrios 2,91 2,92

Q4

82 Ano

Coisa que ndo acaba

Quando o nimero ndo acaba

Nunca tem fim

Elemento que ndo possui fim

E 0 nada, é o tudo

Uma casa que nunca acaba

Uma coisa que vai demorar para acontecer ou uma
coisa que nunca vai acontecer, sé no infinito

Sem fim, ilimitado

Sempre continua

Quantidade sem comego e sem fim

Quantidade que ndo se pode contar

92 Ano

Coisa que nunca acaba

Numeros

Ndo tem fim

Sem comego e sem fim

Soma sem fim

N&o existe numero infinito, nada é infinito

Coisa que ndo tem fim

Alguns infinitos sdo maiores que os outros

Numeros que ndo acabam

Coisa que nunca acaba

Numero limitado

O fim que ndo chega

Coisa que é infinito

Alguma coisa maior do que daria para escrever

Sequéncia numérica ou série sem fim

Rlr|r[r[rIv]|s[s|o|r|R|R|Rr|lw|w|r]R]R[FR] » [RlRr]R|lw|s]B]R]~]|N

Q4

32E. M.

N3o existe fim

[y
[y

Nada, tudo

Vacuo

Universo

Numero que nunca acaba

Tempo

Ndo tem fim, mas existe comego

Grandioso

Como nossos pensamentos

RlIR|RrRr|R[(Rr|R]|~
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Podemos observar que aproximadamente 73, 5% dos alunos responderam corretamente
a primeira questao. Dentre esses, chama atencao dois alunos que responderam muitos.
Levamos em consideracao de que infinitos niimeros sao muitos nimeros. Nota-se que
muitos alunos tentaram contar um por um a quantidade de nimeros, fazendo por exemplo,
0,18 — 0,6 = 0,12, o que mostra uma defasagem de conhecimentos prévios de ntimeros

racionais.

Na segunda questao, tivemos aproximadamente 5% das respostas respondidas corre-
tamente. Percebemos a dificuldade dos alunos em dar uma resposta nao esperada. Geral-
mente quando nos é perguntado: "qual é o maior namero...?", queremos dar um ntumero
como resposta, e nao necessariamente sempre ha um maior nimero, dependera do con-
texto. Mesmo assim dois alunos responderam que nao tinha e um respondeu: "nao tem,
pois é infinito", entendemos que existem infinitos nimeros entre 0 e 1 sendo impossivel

achar um maior que todos. A maioria respondeu que o maior niamero é 0, 999...

Alguns afirmaram ser infinito o maior nimero, mostrando o erro mais comum: se tém
uma ideia clara do significado do termo infinito embora usado como um niimero. Podemos

ver nesses resultados a ideia equivocada do infinito.

E interessante que na terceira questao, a maior parte dos alunos, mesmo aqueles que
erraram as questoes anteriores, aqui eles conseguem perceber que, dados dois nimeros
diferentes, podemos acrescentar uma casa decimal a0 menor e encontrar sempre um novo
ntmero entre eles. H& também um pouco de confusao por parte de alguns alunos que

responderam: "N&ao tem, pois é infinito".

Na ultima questdo, como diz o ditado, “d4 muito pano pra manga". E uma questio
um pouco ampla, dando margem a diferentes interpretagoes. Nao foi cobrado aos alunos
que falassem sobre o infinito na matematica, por isso surgiram algumas respostas um
tanto quanto filosoficas. Porém, vale destacar algumas respostas. Uma delas é a ideia
errbnea de que o infinito é um nimero, o que é muito comum entre os alunos. No entanto,
também tivemos boas respostas como: "Sempre continua" e "Quantidade que nao se pode
contar". Essas duas respostas nos remete a dois diferentes tipos de infinito, o poténcial e

actual, respectivamente, que exploraremos mais a fundo no proximo capitulo.



26

4 O Infinito poténcial e o infinito
Actual

Basta olhar para qualquer assunto da matemaética para perceber que o infinito estéi
presente de algum modo. De uma forma ou de outra, sempre estamos tratando de um
ente matematico o qual pertence a algum conjunto. Dessa forma, podemos estudar as

propriedades e singularidades desses conjuntos e seus elementos.

Sabemos que a matematica é exata, logica, possui regras e para um resultado ser
verdade precisa ser demonstrado; para isso, temos que mostra-lo de maneira geral. Mas
nem sempre é possivel verificar, um por um, determinado resultado, pois podem existir
infinitas possibilidades. E ai que muitas vezes entra o infinito de diferentes maneiras.
Desse modo, é inevitavel falarmos do infinito. Queremos estudar como lidar com o infinito

e seu comportamento, o modo como aparece em diferentes situacoes.

Com isso, surge-nos algumas questoes: Mas o que é o infinito? Sera o infinito sempre
o mesmo? E o infinito ou os infinitos? Ha a possibilidade de diferentes infinitos? Uns
maiores ou menores que os outros? Isso é o que veremos no desenvolver do nosso trabalho,

como trata-lo de forma correta e coerente.

O infinito aparece de diversas maneiras. No capitulo anterior, vimos o infinito aparecer
em pedacos cada vez menores relacionado com distancia, com quantidade em que sempre

podemos adicionar mais um, diferentes tamanhos e entre outras situagoes.

Podemos falar que infinito é algo muito grande? Veremos que nao é tao simples assim.
Um ntimero ou até o universo pode ser muito grande para uma pessoa e nao tao grande
assim para outra. Por exemplo: o ntimero 10 pode ser considerado um ntimero muito
grande para muitos. Mas, e se pensarmos no niimero 10*°%°°? Com certeza esse segundo
¢ bem maior que o primeiro; porém, também nao é grande o suficiente para afirmar que
nao hé outro muito maior que ele. O universo também, muitas vezes, ¢ pensado como
algo muito grande e infinito, mas temos que ter muito cuidado ao afirmarmos tais coisas.

Portanto, nao podemos pensar simplesmente que o infinito é algo muito grande.
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Podemos pensar da mesma forma para algo muito pequeno. O ntimero 1071% ¢ um

nimero muito pequeno se comparado ao ntimero 1, mas o nimero 1070900000 & menor

07190 ¢ este, por sua vez, pode se tornar razoavelmente grande

ainda se comparado & 1
em relacao a 10719000000 Entio, para falar que algo é muito grande ou muito pequeno é

preciso um referencial.

O infinito aparece na dizima periodica, 0,33333..., onde as reticéncias indicam que
o algarismo 3 se repete infinitamente, ou seja, ha uma infinidade de ntimeros. Também
aparece como: aproximacao de um numero, limite, sequéncias infinitas, na geometria
como aproximacao de poligonos para o calculo de areas, para indicar que algo nao tem

fim, entre outras coisas.

Seréa que com tantos lugares diferentes onde o infinito aparece, ele é sempre o mesmo?
No céalculo da area de uma circunferéncia, podemos aproximar seu valor usando a area de

um poligono de infinitos lados infinitamente pequenos.

N

Figura 7: Aproximacao da éarea da circunferéncia por poligonos.

Neste caso, podemos ver o infinito como uma aproximagao (um limite), onde o valor
da area do poligono se aproxima da area da circunferéncia, como quantidade, no caso do
nimero de lados do poligono e como tamanho, no caso da medida dos lados do poligono.
Ainda nesse exemplo, podemos pensar que a quantidade de lados do poligono é muito
grande, e a medida dos lados desse poligono é muito pequena. Precisamos, entao, de dois

infinitos? Lembremos também que é comum utilizar dois infinitos na reta real, (—oo, +00).

Esses diferentes tipos de infinito caracteriza o infinito potencial, que é a possibilidade
de sempre acrescentar uma unidade a mais. Como na sucessao dos ntimeros naturais,
em que sempre é possivel acrescentar mais um. No sentido de sempre poder ir além, de

continuar sem ter um "fim".

Para ilustrar melhor o infinito potencial vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.0.8. Considere as seguintes fracoes:

20 20 20 20 20 20

20 T %N
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= 20000; = 200000; . . .

0.1 ' 0,01 * 0,001 0,0001

Observe que na medida em que diminuimos o denominador, o resultado da fragao
aumenta cada vez mais. Podemos continuar o processo sem ter um fim, ou seja, o resul-
tado da fracao pode continuar a crescer indefinidamente. O resultado da fragao tende ao
infinito cada vez que diminuimos mais o seu denominador. Podemos dizer que o infinito
potencial é um candidato para o resultado dessa fracao. Da mesma forma para o deno-
minador que tende a zero cada vez mais, mas nunca chega a zero. Esse processo de que o
denominador continua a diminuir cada vez mais indefinidamente é uma caracteristica do

infinito potencial.

Nesse outro exemplo, veremos como aparece o infinito potencial graficamente.

Exemplo 4.0.9. Considere o gréafico da funcao f : R — {0} — R dada por f(z) = .

YJL

*v

Figura 8: Grafico da fungao f: R — {0} — R dada por f(z) = 1.

Observe que quando diminuimos os valores positivos do eixo = cada vez mais pertos
de zero, os valores do eixo y aumentam cada vez mais. E quando aumentamos os valores
negativos do eixo x cada vez mais proximos de zero, os valores do eixo y diminuem cada
vez mais. Este é outro exemplo de infinito potencial, ora é um candidato a +oo, ora é um

candidato a —o0.

Dependendo da situagao, usamos os simbolos +00 e —oo para o infinito potencial,

o que significa que podemos sempre "acrescentar mais um...", "ir mais um pouco...", ir

! !

, chegar perto de...",

!

além...' "tender a...", "aproximar-se de..."; mas nunca realmente

chegar, terminar, acabar, igualar.

Uma outra caracteristica diferente para o infinito, é, por exemplo, pensarmos em duas

retas paralelas no plano euclidiano.
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/

Figura 9: Retas paralelas no plano cartesiano.

Elas continuam indefinidamente e nao conseguimos, de modo real, saber para onde
vao. Falamos que as retas continuam para o infinito, mas onde sera esse infinito? Com
essa necessidade de saber onde encontra-lo, podemos colocar essas duas retas paralelas

em perspectiva, num plano projetivo.

Figura 10: Retas paralelas em perspectiva.

Dessa forma, podemos falar do infinito actual, em que podemos admitir “pontos” no
infinito, e que nos possibilita a quantificagao e resolugao de problemas do mundo real.
Podemos dizer, entao, que duas retas paralelas se encontram no infinito? Nao vamos
entrar em detalhes nesta discussao, mas ao leitor interessado indicamos a leitura de Barros

e Andrade (2010) ou outro livro sobre geometria nao euclidiana.

Agora, considere um quadrado de lado igual a 1em.

Figura 11: Quadrado de lado 1lcm.
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Esse quadrado possui v/2 ¢m como medida de sua diagonal. Com uma simples cal-
culadora, temos que v/2 = 1,41421356237..., em que, de acordo com o que ja vimos, as
reticéncias seria o infinito potencial, pois sempre podemos ter um digito a mais desse nu-
mero. Mas ao desenharmos esse quadrado no plano, a diagonal é representada como um
segmento de reta com comeco e fim, portanto, limitada. Aqui podemos identificar o infi-
nito actual como a representacao do nimero v/2 da medida da diagonal do quadrado, pois
o segmento de reta da diagonal que representa o nimero real v/2 possui infinitos pontos.
O infinito actual é a representacao do infinito como um todo, como uma quantidade. A
diagonal do quadrado com aquele tamanho representa o nimero /2 = 1,41421356237...

como um todo, com todos os seus digitos, um tamanho real.

Assim, temos a representagao da medida da diagonal em decimal, a qual é um niamero
decimal infinito e sua representacao geométrica que é um segmento de reta finito. Vemos

aqui a interagao do infinito potencial e o infinito actual; por onde um sai, o outro entra.

Considere agora o conjunto de todos os niumeros inteiros positivos {1,2,3,4,5,...}. Se
olharmos para cada elemento desse conjunto como uma sequéncia em que se pode cada vez
mais adicionar mais um elemento, entao temos o infinito potencial. Agora, se olharmos
para todo o conjunto com infinitos elementos (N), temos o infinito actual. Note que nao
sabemos exatamente até onde vai os elementos desse conjunto, nem quem sao todos eles,

mas, olhando para o todo, podemos estudar seu "tamanho".

E com o infinito actual que iremos desenvolver nosso trabalho. Foi Georg Cantor
(1845-1918), desenvolvedor da teoria dos conjuntos, que difundiu o infinito actual, dando

um novo olhar para o infinito, que até entao s6 era abordado como infinito potencial.
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5 Conceitos nescessdrios para
estudar o infinito actual

Neste capitulo é apresentada toda a teoria necesséria para o desenvolvimento do nosso

trabalho.

5.1 Um pouco de histoéria

O matemaético alemao Georg Cantor, no final do século XIX, deu continuidade no
desenvolvimento matematico intitulado Os paradozos do infinito de Bernhard Bolzano, um
matematico Tcheco, que ele proprio dera inicio e nao continuou. Uma questao intrigava
os mateméticos da época: serd possivel tomar uma parte de um todo e coloca-la em
correspondéncia com o todo? Por exemplo, considere o conjunto dos nimeros inteiros
positivos de 1 a 100 e tome uma parte desse conjunto como sendo todos ntimeros inteiros
positivos de 1 a 10. Naquela época era impossivel pensar que poderiamos relacionar cada
elemento entre esses dois conjuntos, sem faltar nenhum, formando pares. E logico que
hoje também nao. Mas esse exemplo ilustra como os matematicos na época pensavam, de
forma finita, querendo aplicar em conjuntos finitos os mesmos principios e caracteristicas
dos conjuntos infinitos. Por isso ficavam intrigados e nao aceitavam a ideia de que uma
parte inteira poderia ter o mesmo "tamanho" ou a mesma "quantidade" de elementos de
uma fragao dessa parte inteira, ou seja, um pedago do inteiro. Até entao os matemaéticos
aceitavam apenas o infinito potencial, era impossivel pensar no infinito actual, este tltimo
era tido como algo divino, somente Deus podia alcancar. Foi entao que Cantor descobriu
numerosas propriedades dos tamanhos de conjuntos infinitos. Ele encontrou diferentes
tamanhos de infinitos. Essas ideias eram muito estranhas na época. Os matemaéaticos se
concentravam no infinito potencial, onde sempre podemos acresentar mais um. O infinito
actual como uma quantidade, um tamanho, nao era muito aceito. Cantor foi reprovado
e muito criticado pelo seu trabalho, chegando a ter sua principal descoberta negada de

ser publicada numa das revistas mais renomadas de Matematica na época, a Journal de
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Crelle. Nunca mais Cantor aceitou publicar seus trabalhos nesta revista. Se pararmos
para pensar, até hoje, a primeira vista, quando falamos que podemos colocar o conjunto
dos nimeros inteiros em correspondéncia de um para um com o conjunto dos nimeros

pares, que é uma parte dos inteiros, por exemplo, parece dificil de se aceitar.

Cantor foi além, mostrou que os ntimeros reais nao poderia ser colocado em corres-
pondéncia de um para um com os nimeros naturais. O conjunto dos nimeros reais seria,
entao, estritamente maior que o conjunto dos niimeros naturais. Temos, entao, dois in-
finitos actuais, um maior que o outro. Mas ele nao parou por ai, mostrou também que
h& uma infinidade de tamanhos, estritamente maiores uns que os outros, de conjuntos

infinitos.

A descoberta de Cantor foi um grande avang¢o na compreensao do infinito actual, que
até entao, tinha uma certa desconfianga e resisténcia por parte da maioria dos matematicos

e filésofos da época.

Para entendermos melhor o quanto ainda é dificil lidar com o infinito actual, Cantor
mostrou que um segmento de reta e um cubo possuem o mesmo tamanho (do ponto de
vista de conjuntos infinitos), ou até mesmo de um espaco de dimensao n. Na se¢do 5.5 é

mostrado com detalhes como isso é possivel.

Cantor também desenvolveu uma aritmética para o infinito. Com ela, Cantor pode
realizar diversas operagoes com os tamanhos dos conjuntos infinitos. Para leitura sobre

este assunto recomendamos Faticoni (2006) e Lieber (2007).

Na préxima secao falaremos um pouco sobre conjuntos e fungoes que serao de grande

importéncia para o desenvolvimento de nosso trabalho.

5.2 Algumas nocgoes basicas

Para iniciarmos, é preciso deixar claro alguns conceitos da teoria de conjuntos ja

conhecidos e as notagoes que serao utilizadas, bem como para fungoes.

Um conjunto é formado por objetos que sao chamados de elementos do conjunto.
Quando um objeto x é um elemento do conjunto A, dizemos que x pertence a A e escre-

vemos x € A, caso contrario, x ndo pertence a A, e escrevemos x ¢ A.

Dados dois conjuntos A e B, dizemos que A é subconjunto de B quando todos os
elementos de A pertencerem ao conjunto B. Escrevemos A C B. Também dizemos que A

estéa contido em B. Caso contréario, escrevemos A ¢ B e dizemos que A nao esta contido em
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B. O conjunto vazio () ¢ sempre um subconjunto de um conjunto qualquer A, e o proprio
conjunto A é também um subconjunto dele mesmo. Todos os outros subconjuntos de um

conjunto diferentes do vazio e dele mesmo sao chamados de subconjuntos préprios.

A uniao de dois conjunto A e B ¢é o conjunto A U B, formado pelos elementos de A
mais os elementos de B. Se um elemento estd em AU B, entao podemos afirmar que esse

elemento estd em A, em B ou em ambos.

A intersegao dos conjuntos A e B é o conjunto AN B, formado pelos elementos comuns
de A e B. Se um elemento esta em AN B, entao podemos afirmar que esse elemento esta

em A e em B ao mesmo tempo.

Caso ANB = (), ou seja, os conjuntos A e B nao tenham nenhum elemento em comum,

eles sao ditos disjuntos.

A diferenc¢a entre os conjuntos A e B é o conjunto A — B formado pelos elementos de

A que nao pertencem a B.

O produto cartesiano dos conjuntos A e B é o conjunto A X B cujos elementos sao
todos os pares ordenados (a,b) onde a € A e b € B. Por exemplo, sejam os conjuntos
A = {1,2,5} e B = {3,4,5}. Entao, o produto cartesiano dos conjuntos A e B é o
conjunto A x B = {(1,3),(1,4)(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(5,3),(5,4), (5,5)}. Veja como

fica o grafico na figura 12.
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Figura 12: Produto cartesiano A x B.

O conjunto das partes de um conjunto A é um conjunto formado por todos os sub-

conjuntos de A, escrevemos P(A).

Exploraremos um pouco mais a fundo o conjunto das partes de um conjunto. Vejamos
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alguns exemplos:

Exemplo 5.2.1. Sejam os conjuntos A = {a,b} e B = {a, b, c}. Entao temos os conjuntos

P(A)={{a},{b},{a,b},0} e P(B)= {{a},{b},{c} {a,b} {a,c}, {b, c}, {a, b, c}, 0}.

Exemplo 5.2.2. Seja o conjunto A como no exemplo anterior. Entao
P(P(A)) ={0,{a},{b}, {{a,0}},{0}, {0, a},{0,0},{0, {a,b}},{a, b} {a,{a, b}},
{b,{a,b}},{0,a,b},{0,a,{a,b}},{0,0,{a,b}},{a,b,{a,b}}, {0, a,b,{a,b}}}.

Exemplo 5.2.3. Seja agora o conjunto C' = {a, {a}, {b},{a,b}}. Entao
P(C) = {0.{a}, {{a}}, {{b}}, {{a, 03}, {a, {a}} {a, {b}}, {a, {a, 0}}, {{a}, {b}},

{{a};{a, b}, {{b}, {a, b}}, {a, {a}, {b}}, {a, {a}, {a, b} },
{a;{b},{a,0}}, {{a}, {b}, {a, b}},{a, {a}, {b}, {a, b} }}

Observagao: No exemplo 5.2.1, o conjunto A possui 2 elementos e P(A) possui
4 = 2? elementos. Ainda no mesmo exemplo, o conjunto B possui 3 elementos e P(B)
possui 8 = 2% elementos. No exemplo 5.2.2, P(P(A)) possui 16 = 2* elementos e no

exemplo 5.2.3, o conjunto C possui 4 elementos e P(C) possui 2% elementos.

O teorema a seguir mostra que esse resultado ¢ valido em geral.

Teorema 5.2.1. Seja A um conjunto com exatamente n elementos, n € N. FEntao, o

conjunto P(A) possui exatamente 2" elementos.

Demonstracao: Faremos essa demonstragao utilizando o principio de indugao. Sa-
bemos que o resultado é valido para n = 0, pois se um conjunto A é vazio, apenas ele
mesmo ¢é seu tunico subconjunto. Portanto, P(A)=1. Vamos supor valido para um con-
junto com n elementos e mostrar que vale para um conjunto com n + 1 elementos. Se
adicionarmos um elemento a mais a um conjunto com n elementos, digamos ag, podemos
escrever todos os 2" subconjuntos desse conjunto sem o ag e depois a cada um desses 2"
subconjuntos adicionar o elemento ag. Fazendo dessa forma, teremos o dobro de subcon-
juntos, ou seja, 2".2 = 2" Assim, teremos um conjunto com n + 1 elementos com 27!

subconjuntos. O

Para podermos entender o conceito de conjunto infinito, é indispensavel o uso de
fungoes. E por isso que traremos algumas defini¢oes para ficar bem embasado nosso texto

e podermos nos aprofundar melhor nos exemplos dados.
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Definigao 5.2.1. Sejam A e B conjuntos dados. Uma fun¢ao f: A — B de Aem B ¢

uma rela¢do que permite associar a cada elemento de x € A um tnico elemento f(z) € B.

f:A—B
z i f(z)

O conjunto A é chamado de dominio da fungao f e B de contradominio.

Dizemos que o conjunto f(A) = {b € B | f(a) = b; a € A} é o conjunto imagem
da funcao f, ou seja, todos elementos do contradominio que estao relacionados a algum

elemento do dominio da fungao. Dizemos que f(x) é a imagem de z pela f.

Dizemos que uma funcao f : A — B é injetora se dados quaisquer z e y em A,

f(z) = f(y) implicar x = y. Equivalentemente, se = # y, entao f(x) # f(y).

Em palavras, podemos dizer que uma fungao é injetora, se nao tiver mais de um ele-
mento do dominio se relacionando com um mesmo elemento do contradominio da fungao,
ou seja, nenhum elemento do dominio tera a mesma imagem que um outro elemento do

dominio da fungao.

Para ilustrar veremos dois exemplos onde a func¢ao é injetora e outro onde a funcgao
nao é injetora.
Exemplo 5.2.4. Seja a fun¢do f: R — {1} — R dada por f(z) = 22, Vamos mostrar
que essa funcdo é injetora. Sejam x1, 25 € R tal que f(x1) = f(z2). Assim, temos

20 +1 209+ 1
]71—1 N .132—].

2z +1)(z2—1) = 2z2 + 1)(21 — 1)

20109 — 221+ 29 — 1 = 20129 — 2209 + 1 — 1
=211 + 22 = =222 + 14
3x9 = 311
Ty =T
Portanto, a funcao f é injetora. O

Veja no grafico da figura 13, que para valores diferentes de x, teremos valores distintos

de y associados a eles.
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Figura 13: Grafico da funcdo f: R — {1} — R — {2} dada por f(z) = 221

Exemplo 5.2.5. Seja a fungdao f : R — R dada por f(z) = 2?. Veremos que a funcao
dada nao é injetora. Para isto, basta encontrarmos um contra exemplo. Aplicando —2 e

2 na fungao f temos, f(—2) =4 = f(2). Portanto, a fun¢ao f nao é injetora. O

Veja no gréfico da figura 14:

Figura 14: Grafico da funcao f : R — R dada por f(z) = z?.

Dizemos que f : A — B é sobrejetora se para todo y € B, conseguimos encontrar
x € A tal que f(z) =v.
Em palavras, uma funcao seréa dita sobrejetora quando todos elementos do contrado-

minio for imagem de algum elemento do dominio da fungao, ou seja, todos elementos do

contradominio serao atingidos pelos elementos do dominio por meio da funcao.
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Vejamos exemplos de fungoes sobrejetoras e nao sobrejetoras.

Exemplo 5.2.6. Tomemos a mesma fungao do exemplo 5.2.4. Seja b € R — {2} qualquer.

Vamos verificar que essa fungao é sobrejetora. Vamos encontrar pelo menos um a € R—{1}

tal que f(a) = b. Tomemos a = XL entéo
9 (k) 41 2E2b2 gy
fla) = bﬁ-lQ 1 = b+11]—§+2 = 3 =b
(TQ - b—2
Logo, a funcao f é sobrejetora. O

Observe que no grafico da figura 13, dado qualquer valor no eixo y distinto de 2,

sempre existe um valor no eixo x que é seu correspondente.

Exemplo 5.2.7. Tomemos agora a mesma fun¢ao do exemplo 5.2.5. Vamos verificar que
tal funcao nao é sobrejetora de R em R. Suponha que seja sobrejetora. Para isso, tome
a € R, a < 0. Entao, como a funcdo é sobrejetora, existe € R tal que 22 = a. Absurdo,

pois a < 0. Portanto, a fungao nao é sobrejetora. O

No gréfico da figura 14, qualquer valor negativo no eixo y que tomemos nao teremos

um correspondente em .

Dizemos que f : A — B é bijetora se f for injetora e sobrejetora. Neste caso, dizemos

que existe uma bijecao entre A e B.

De modo informal podemos dizer que uma bijecao entre A e B nos diz que, "existe

um modo de emparelhar todos os elementos de A com todos os elementos de B."

Se f: A — B éuma bijecdo de A em B, onde y = f(z), comz € Aey € B, podemos
definir uma fungao g : B — A onde g(y) = =, com z € A e y € B, ou seja, a fungdo
g faz o caminho inverso da fungao f. Chamamos a func¢ao g de func¢ao inversa de f e

denotamos por f~1. A funcdo f~': B — A também determina uma bijecdo de B em A.

Exemplo 5.2.8. Seja o conjunto A dos ntmeros naturais pares e a fungao f : N — A
dada por f(z) = 2z.

Vamos mostrar que f é bijetora. Sejam z; e x5 dois ntimeros naturais quaisquer.
Vamos supor que f(z1) = f(xg), isso implica que 2z, = 2x9, logo z1 = x. Portanto,
a fungao f é injetora. Agora, seja a um nimero natural par qualquer. Como a é par,
podemos escreve-lo na forma a = 2k, onde k € N. Portanto, existe um ntimero natural
k tal que f(k) = a. Portanto, a fungdo f é sobrejetora. Desse modo mostramos que a

funcao f é bijetora.
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Figura 15: Gréfico da fungao f(x) = 2.

Observe que no exemplo 5.2.8, como a funcao f : N — A é bijetora, sua inversa
f~': A — Ndada por f~'(x) = 5 também ¢ bijetora, e assim podemos estabelecer uma

bijecao de A em N.

Na secgao seguinte daremos continuidade a teoria dos conjuntos focando em algumas

defini¢oes e propriedades que formalizarao o conceito de conjunto finito e infinito.

5.3 Conjuntos Finitos, Infinitos Enumeraveis e Nao Enu-
meraveis

Como dissemos, nesta parte do trabalho falaremos sobre os conjuntos finitos e infinitos,
porém, sao os conjuntos com infinitos elementos que nos focaremos mais; os quais sao

classificados como enumeraveis e nado enumeraveis.

Para cada n € N, passaremos a usar a notagao I,, = {p € N; p < n}, para representar o
conjunto finito dos niimeros naturais menores ou iguais a n. Ouseja, Iy = {1}, I, = {1,2},

I ={1,2,3}, I, = {1,2,3,4}, e assim por diante, isto é, I,, = {1,2,3,4,...,n}.

Definigao 5.3.1. Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para

algum n € N uma bijecao de I,, em X.

Decorre desta defini¢ao, que cada conjunto I,, é finito.

Em outras palavras, podemos dizer que conjuntos finitos sao aqueles que conseguimos
contar todos seus elementos (um por um), ou seja, associar cada um de seus elementos
a um namero natural (um elemento em /). Diremos que o conjunto vazio ¢ finito,
pois nao possui nenhum elemento. Intuitivamente, uma bije¢ao f : I, — X significa
uma contagem dos elementos de X. Pondo f(1) = z1, f(2) = 9, ..., f(n) = z,, temos

X = {1, 29,23, ..., 2, }. Esta é a representacao ordinaria de um conjunto finito.
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Note que se existir duas bije¢oes f : I, > X e g : I, = X, entao, n = m. Isto nos
garante a seguinte definicao. Se X é um conjunto finito, entao temos duas possibilidades,
X = ) ou existe uma bijecao f : I, — X para algum n € N. No primeiro caso diremos
que X possui zero elementos e no segundo que X possui n elementos, ou que o numero

de elementos de X ¢é n. Para mais detalhes indicamos a leitura de Lima (2006).

Vamos ver um exemplo de um conjunto finito de acordo com a definicao dada

anteriormente.

Exemplo 5.3.1. Considere o conjunto A = {x € Z | — 20 < z < 10}. Claramente esse
conjunto ¢ finito e possui 31 elementos. Segundo a defini¢ao acima, basta tomar a fungao

bijetora f : I33 — A dada por f(x) =z — 21 para x € I3.

Nao é dificil verificar que todo subconjunto, digamos A, de um conjunto finito, digamos
B, € finito, mais ainda, o nimero de elementos de A nao excede o de B e s6 é igual
quando A = B. Por outro lado, se existe uma bijecao entre os conjuntos finitos A e B,

entao necessariamente A e B tem o mesmo numero de elementos.

Falaremos brevemente de algumas propriedades, que sao decorrentes do resultado

acima, que nos serao uteis mais adiante.

Se tomarmos uma fungao f : X — Y injetora e se Y for um conjunto finito, entao
X também sera um conjunto finito. E facil ver que f define uma bijecdo entre X e sua
imagem f(X). Como f(X) é subconjunto de Y e Y ¢ finito, entao, pelo resultado acima,
f(X) é finito. Logo, X também é um conjunto finito. Além disso, o niimero de elementos

de f(X), que é igual ao de X, ndo excede o de Y.

Por outro lado, se tomarmos agora uma funcao g : X — Y sobrejetora e se X
for um conjunto finito, entdo Y também serd um conjunto finito. De fato, como X é
finito, tomemos X = {z1,29,...,x,} para algum n € N. A imagem de g é o conjunto
9(X) = {g(x1),g9(z2), ..., g(x,)} também finito. Como g é sobrejetora, g(X) =Y, logo, YV’

¢é finito e o seu numero de elementos nao excede o de X.
Definicao 5.3.2. Um conjunto X chama-se infinito quando nao é finito.

Mais explicitamente, X ¢ infinito quando nao é vazio e, além disso, seja qual for n € N,
nao existe uma bijecao f: I, = X.

Podemos dizer que conjuntos infinitos, sao aqueles que nao conseguimos "contar"
todos seus elementos um a um, nao conseguimos associar a quantidade de seus elementos

a um nimero natural.
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Galileu Galilei observou que o conjunto dos nameros naturais {1,2,3,...} eram tao
numerosos quanto o conjunto dos nimeros quadrados perfeitos {1,4,9,...}, ou seja, que
existe uma bijecao

fA{1,2,3,...} = {1,4,9,...}

dada por
fla) =2

Observe que o conjunto dos ntimeros quadrados perfeitos {1,4, 9, ...} é um subconjunto
proprio do conjunto dos ntmeros naturais {1,2,3,...}, ou seja, estd contido mas nao
é igual; assim, Galileu Galilei observou que é possivel colocar todos os elementos de um
conjunto em correspondéncia de um para um com os elementos de um subconjunto préprio,
o que parece ser impossivel. Esta propriedade é uma caracteristica singular dos conjuntos
infinitos que podemos usa-la para caracterizar um conjunto infinito sem mencionar os

conjuntos finitos. Isto é o que veremos no seguinte teorema.

Teorema 5.3.1. Um conjunto A € dito infinito se existir uma bijecio entre A e um

subconjunto proprio de A.

Para o leitor interessado na demonstragao desse teorema, veja o livro Anélise Real

volume 1 de Elon Lages Lima. Vamos ver alguns exemplos de conjuntos infinitos.

Exemplo 5.3.2. O conjunto dos niimeros naturais ¢ um conjunto infinito. Pela defini¢ao
5.3.1, vamos mostrar que nao existe uma fungao bijetora f : N — I, qualquer que seja o
numero n € N. Faremos a prova por absurdo. Suponha que f seja bijetora. Sem perda de
generalidade, vamos admitir que ela ja seja sobrejetora e mostrar que nao pode ser injetora.
De fato, sejam x1,xs,...,z, € N tal que f(z1) = 1, f(z2) = 2,..., f(z,) = n. Como
{x1,x9,...,x,} € um conjunto finito, esse conjunto possui um maior elemento. Vamos
assumir que esse maior elemento seja, por exemplo, xz,. Logo, se tomarmos z, +1 € N,
teremos z, +1 > x,,, entdo, x, +1 ¢ {x1,x9,...,z,}. Mas, por outro lado, como z,,+1 € N
e f é sobrejetora, temos f(z, + 1) = k € I,,, e pela definigdo da f dada anteriormente,
k = f(xy) para algum k € [, e ) € {x1,29,...,2,}. Como z, + 1 & {x1,20,...,2,},
Tp+ 1 # xp. Assim, f(x, +1) = f(xy) e x, + 1 # xy, portanto, f ndo é injetora e N ndo

pode ser um conjunto finito, logo, N é infinito.

Como vimos anteriormente para conjuntos finitos, podemos também estabelecer o
seguinte para conjunto infinitos: se f : X — Y é injetora e X é infinito, entdo Y também

é;ese f: X — Y ésobrejetora e Y ¢é infinito, entdao X ¢ infinito. (LIMA, 2006)
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Com esses resultados, outros exemplos de conjuntos infinitos sao os conjuntos dos

nimeros inteiros e racionais, pois ambos contém N.

J& vimos que podemos definir a quantidade de elementos de um conjunto finito. Agora
iremos ver como ainda podemos falar em "quantidade" de elementos de um conjunto
infinito. Note que nao podemos falar que um conjunto infinito tem uma quantidade x
de elementos, mas podemos falar do "tamanho" dos conjuntos infinitos e ter conjuntos

infinitos maiores uns que os outros.

Definicao 5.3.3. Um conjunto X diz-se enumerével, quando é finito ou quando existe
uma bijecao do conjunto dos ntimeros naturais com X. No segundo caso, X diz-se infinito

enumerdvel.

Cada bijecao f : N — X dada na definigao anterior chama-se uma enumeragao dos
elementos do conjunto X. De modo grosseiro, dizer que X é enumeravel, é querer dizer

que podemos enumerar, colocar em ordem seus elementos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.3.3. Veremos que o conjunto dos ntimeros naturais pares (P) é infinito enu-
meravel. Para isso basta criarmos uma funcao que associe os ntimeros naturais aos pares

da seguinte forma:

N:

RO —
B N
o 4 W
00 4

+— ot

P

—_
)

Desse modo, basta tomarmos uma fungao como no exemplo 5.2.8 que é bijetora. Logo,

o conjunto dos ntmeros pares é infinito enumeravel.

De modo anélogo é facil mostrar que o conjunto dos niimeros impares B também é

enumeravel, basta tomarmos a bije¢ao f: N — B dada por f(z) =2z — 1.

Exemplo 5.3.4. (Conjunto Z enumeravel). Vamos ver que o conjunto Z é enumaréavel.
O interessante ¢ mostrar que podemos ter uma intuigao de como podemos enumerar os
elementos de Z. Comegamos a enumerar a partir do zero, depois 1, —1, 2, —2, e assim
por diante, sempre um positivo e um negativo. Dessa forma, conseguimos enumerar todos

os elementos de Z. A figura a seguir ilustra melhor essa ideia:
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Figura 16: Enumeragao dos niimeros inteiros.

De acordo com a definicao de conjunto enumeravel, para formalizar nossa ideia de
enumerar os elementos de Z, construiremos uma fungao f : N — Z bijetora. Seja f dada

por

a se n for par;
-

% se n for impar.

m|

Vamos mostrar primeiro que f é injetora. Sejam n; e ny € N tal que ny # ny. Vamos

dividir em trés casos:

1° Caso: Vamos supor sem perda de generalidade que ny é impar e no é par. Pela

defini¢ao de f, f(ny) <0e f(ng) > 0, portanto, f(ny) # f(na).

2° Caso: Se ny e ny forem ambos pares, dividindo ambos 0os membros da desigualdade

ny # ng por 2 temos,  # 22, o que implica f(ni) # f(n2).

3° Caso: Se nj e ny forem ambos fmpares, multiplicando ambos os membros da desi-

gualdade n; # ngy por —% e somando %, temos 1‘% #+ 1‘% o que implica

f(n1) # f(ng).

Assim, mostramos que f é injetora. Agora vamos mostrar que f é sobrejetora. Seja
a € Z qualquer. Vamos mostrar que existe n € N tal que f(n) = a. Dividiremos em trés

casos:
1° Caso: Se a = 0, basta tomarmos n = 1, assim f(n) = f(1) = 5 = 0.
2° Caso: Se a > 0, basta tomarmos n = 2a, assim f(n) = f(2a) = 3 = a.

3° Caso: Se a < 0, basta tomarmos n = —2a + 1, assim

1—(-2a+1) 1+2a—-1 2a
2 B 2 B

f(n) = f(~2a+1) =

Observagao: Note que nos trés casos n estd bem definido, ou seja, n € N.

Assim, mostramos que f é sobrejetora e injetora, logo, f é bijetora. Portanto, o

conjunto dos nimeros inteiros Z é enumerével.



5.8 Conjuntos Finitos, Infinitos Enumerdveis e Nao Enumerdveis 43

Exemplo 5.3.5. O conjunto Z* dos ntimeros inteiros diferentes de zero também ¢é enu-
meravel. Basta associarmos os nimeros naturais com os inteiros diferentes de zero da

seguinte maneira:

Figura 17: Enumeracao dos niimeros inteiros sem o zero.

Para isso, considere a funcao f : N — Z* dada por

fy={ 2

n .
2= se n for impar.

se n for par;

de forma anéloga ao que foi feito no exemplo 5.3.4, podemos mostrar que f é bijetora.

Observe que do exemplo 5.3.4 para o exemplo 5.3.5 tiramos apenas o elemento zero
do conjunto dos ntimeros inteiros e mesmo assim ele continuou enumerével. Veremos que
podemos retirar ou adicionar um ntumero finito de elementos de um conjunto enumeravel

que ele continuard enumeravel.

O Paradoxo do Hotel de Hilbert é um exemplo onde os conjuntos enumeraveis cum-
prem um papel relevante. Cada vez que chegava mais hospedes, o recepcionista encontrava
uma nova fun¢ao bijetora para associar a quantidade de novos hospedes (um conjunto in-

finito enumerével) com a quantidade de quartos do hotel (conjunto dos ntimeros naturais).

Podemos concluir que além de Z, Q também é um conjunto enumeravel. Mas para isso,
precisamos de dois resultados cuja demonstracgao pode ser encontrada em Lima (2006). O
primeiro deles é: "Se dois conjuntos X e Y sao enumeraveis, entao o produto cartesiano
X XY é enumeravel." O segundo é: "Se X é enumerédvel e f : X — Y ¢é sobrejetora,

entao, Y é enumerével."

Vejamos no exemplo a seguir que Q é enumerével.

Exemplo 5.3.6. (Conjunto Q enumeravel). Como foi visto nos exemplos 5.3.4 ¢ 5.3.5,
7, e 7* sao enumeraveis, entao, Z x Z* é enumeravel. Tomando a fungao f : Z x Z* — Q
definida por f(m,n) == com m € Z e n € Z*. Pela defini¢do do conjunto dos niimeros
racionais Q = {$ € Q| a € Z e b € Z*} e da fungdo f, ¢é facil ver que f ¢ sobrejetora.

Assim, Q é enumeravel.
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Nao é nossa intencao entrar em detalhes sobre os resultados acima usados para con-
cluirmos que Q é enumeravel. Para mais detalhes e resultados, indicamos a leitura de
Lima (2006) e Faticoni (2006).

Nosso proximo assunto serd de grande importancia, pois nos servird de base para

falarmos sobre o "tamanho" de conjuntos com infinitos elementos.

5.4 Cardinalidade

A definigao de cardinalidade de um conjunto é uma boa maneira de descrever, de
mensurar o "tamanho" ou a "quantidade" de elementos de um conjunto infinito, que a
principio nao conseguimos contar. Passaremos a escrever no lugar de "quantidade" e

"tamanho", o termo cardinalidade.

Sejam X e Y dois conjuntos. Escrevemos card(X) < card(Y) se existir uma fungao
injetora f : X — Y, ou seja, a quantidade de elementos de X nao excedera a quantidade
de elementos de Y. Note que se X C Y, entao card(X) < card(Y'). Diremos também que
dois conjuntos X e Y tém o mesmo numero cardinal se existir uma bijecao f : X — Y.

Escreveremos card(X) = card(Y).

Com isso podemos comparar e diferenciar cardinais de diferentes conjuntos. Assim, se
dois conjuntos finitos possuem o mesmo nimero de elementos, eles tém o mesmo ntmero
cardinal. Como vimos anteriormente, concluimos que o conjunto A do exemplo 5.3.1 tem

o mesmo numero cardinal de I3;, ou seja, 31 elementos.

Para conjuntos infinitos, os conjuntos dos ntimeros pares e fmpares, por exemplo,
possuem a mesma cardinalidade dos nimeros naturais, pois vimos no exemplo 5.3.3 que
existe uma funcao bijetora entre o conjunto dos niimeros pares e os naturais e os impares
e 0s naturais. Vimos também nos exemplos 5.3.4 e 5.3.6 que os conjuntos dos nimeros
inteiros e dos niimeros racionais sao enumeraveis, de certo modo, ha uma bijecao desses
conjuntos com os naturais, logo, possuem a mesma cardinalidade entre eles. Portanto,

temos que card(N) = card(Z) = card(Q).

Podemos dizer que um conjunto X é infinito enumeravel se, e somente se, card(X) =

card(N). Assim, card(N) é a classe de todos os conjuntos enumeraveis.

Veremos agora alguns exemplos de conjuntos nao enumeraveis, consequentemente, nao
tem o mesmo namero cardinal do conjunto dos ntimeros naturais. Veremos adiante que

o conjunto dos ntimeros reais R nao ¢ enumeravel, logo, card(R) # card(N). Mas antes,
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veremos outros exemplos de conjuntos nao enumeraveis.

Exemplo 5.4.1. (Conjunto P(N) nao é enumeravel). O conjunto das partes de N,
dado por P(N), é um conjunto infinito ndo enumeravel. Para provarmos essa afirmagao,
iremos mostrar que, para qualquer conjunto A, nao existe nenhuma bijecao entre A e
P(A). Assim, basta mostrarmos que nao existe uma funcao f : A — P(A) sobrejetora.
Sejam a fungao f: A — P(A) e z € A. A funcdo dada associa cada elemento de A a um
subconjunto de A pertencente a P(A). Em outras palavras, para cada € A, f(z) é um
conjunto de elementos de A. Assim, temos que f(z) € P(A) e f(x) C A. Considere o
conjunto X = {x € A | z ¢ f(x)}. E facil ver que se x € f(z), entdo, x ¢ X, por outro
lado, se x ¢ f(z), entdao, x € X. Observe que X é um subconjunto de A. Se mostrarmos
que f(z) # X, concluiremos que f nao é sobrejetora, pois nem todos elementos de P(A)
serd imagem de algum = € A. Isto é imediato, pois pela definicao de X, nao podemos ter
um mesmo elemento pertencente a f(z) e a X ao mesmo tempo, assim f(z) # X. Logo,

nao existe fungao f : A — P(A) sobrejetora, com isso, card(A) # card(P(A)).

Como o que foi feito acima é valido para qualquer conjunto A, tomemos entao A = N
e concluimos que nao existe bijecao entre N e P(N). Dessa forma, P(N) nao é enumeravel,
entao

card(N) # card(P(N)).

Além disso, podemos dizer que para qualquer conjunto A, tem-se

card(A) < card(P(A)).

Basta tomarmos a fun¢ao injetora f : A — P(A) dada por f(z) = {x}. De fato,
sejam f(x1) = f(x2) que implica {z1} = {x2}, logo, 1 = x2. Desse modo temos que
card(A) < card(P(A)). Como acabamos de mostrar no exemplo 5.4.1 que card(A) #

card(P(A)), concluimos que
card(A) < card(P(A)),

para qualquer conjunto A.

Vamos ver agora que quaisquer dois segmentos de reta sao conjuntos de mesma car-

dinalidade independente de seu comprimento. Vamos mostrar isso no exemplo a seguir.

Exemplo 5.4.2. Sejam dois segmentos de reta AB ¢ C'D. Se os comprimentos de AB e

C'D forem iguais nao hé o que fazer, é facil ver que eles possuem a mesma cardinalidade.
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Vamos supor entao que os segmentos AB e C'D possuem comprimentos diferentes. Vamos

colocé-los, sem perda de generalidade, na vertical e paralelos como na figura 18.

C

D

Figura 18: Segmentos AB e CD.

Veremos que esses dois segmentos de reta tem a mesma cardinalidade. De fato,
trace uma reta passando por A e C' e outra passando por B e D. Seja P o ponto de
intersecao dessas duas retas. Definiremos uma funcéo f : AB — C'D de modo que, dado
qualquer ponto z € AB, trace uma reta passando por P e x interceptando C'D no ponto

y. Definiremos f(x) = y, ou seja, a imagem de v € AB é y € CD. Veja figura 19.

C_—

Figura 19: Funcdo f: AB — CD

Vamos mostrar que a funcao f : AB — CD como definida acima é bijetora. Para
isso, veremos que a funcdo f é sobrejetora. Tome qualquer ponto y € CD. Trace uma
reta passando por y e P como na figura 19. Essa reta ira interceptar AB em algum ponto
r € AB, pela definicdo de f, f(z) = y, entdo a funcdo f é sobrejetora. Para vermos
que a funcdo f é injetora, tome dois pontos distintos z; e zo de AB de acordo com a
figura 20. Trace duas retas, uma passando por P e x; e outra por P e xy. Sejam y; € ys,

respectivamente, os dois pontos de intersegao dessas retas com C'D.
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Figura 20: f : AB — CD injetora.

Pela definigao de f, f(z1) = 31 e f(x2) = y2 e claramente y; # y», logo, f(z1) # f(z2)
e assim a funcao f é injetora. Portanto, vimos que a funcao f é bijetora e os segmentos

AB e C'D tem a mesma cardinalidade.

Como vimos acima, podemos entao afirmar que, qualquer segmento de reta tem a

mesma cardinalidade, em particular, o conjunto (0,1) ={z € R |0 <z < 1}.

Veremos agora que nao ¢ possivel enumerar todos os elementos do intervalo (0, 1).

Proposicao 5.4.1. O conjunto (0,1) ndo é enumerdvel.

Demonstragao: Sejaz € (0,1). Podemos escrever « na forma de um nimero decimal
infinito, * = 0, dydadsdy..., onde cada decimal d; do nimero z, é um namero inteiro
0 <d; <9, 4> 1. No caso de decimais finitos como, por exemplo 0,2, colocaremos
0,2000..., 0,71, colocaremos 0, 71000... e assim por diante. Vamos supor que o conjunto
(0,1) seja enumeravel. Desse modo, podemos colocar os elementos do conjunto (0,1) em

ordem, ou seja, em correspondéncia de um para um com os nimeros naturais.

1° elemento 0, d11d12d13d14...
2° elemento O, d21d22d23d24...
3° elemento 0, d3;dsadszdsy... (5.1)

4° elemento 0, d41 d42d43d44. ..

Pelo método da diagonalizagao de Cantor, vamos chegar a um absurdo e concluir que o

conjunto (0, 1) nao pode ser enumeravel. Para cada decimal d;;, com i = j, caracterizado
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acima, troque seu valor por qualquer outro diferente dele mesmo e renomei-o por a;;.

1° elemento O, a11d12d13d14...
2° elemento O, d21a22d23d24...
3° elemento 0, d31dsgassday...

4° elemento 0, d41d42d43a44...

Tome o elemento 0, ajjasnas3ayy... do conjunto (0, 1), ele é diferente de todos listados
em (5.1). De fato, é diferente do 1° elemento, pois dy; foi trocado por aq1, é diferente do

2° elemento, pois dgs foi trocado por asy e assim por diante.

Portanto, conseguimos um elemento de (0,1) que esta fora da lista (5.1), portanto,
nao esta colocado em correspondéncia com nenhum nimero natural. Logo, o conjunto

(0,1) nao é enumeravel. O

Uma outra maneira mais intuitiva e menos formal de dizer que um conjunto nao é
enumeravel, é dizer que nao se pode colocar seus elementos em sequéncia, de modo a
comecar por um primeiro elemento, depois o segundo, o terceiro, ... , onde todos tem um
sucessor e um antecessor (exceto o primeiro). Desse modo, é facil ver que os elementos
do conjunto (0, 1) ndo podem ser colocados em ordem (enumerados). Por exemplo, qual
seria o sucessor de 0,27 Poderia ser o 0,21, 0,201, 0,2001, 0,20001, ... , ou seja, nao é

possivel, pois hé infinitos nimeros reais entre dois niimeros reais.

Vimos que quaisquer segmentos de reta tem a mesma cardinalidade e sabe-se que o
segmento de reta dado pelo intervalo (0, 1) nao é enumeréavel, entdo, quaisquer segmentos

de reta nao sdo enumeraveis. Com isso podemos dizer que os conjunto (0,1) e (—%,%)
tem a mesma cardinalidade e nao sdo enumeraveis. Vamos entao mostrar que R nao é

enumeravel mostrando que possui a mesma cardinalidade do segmento de reta dado pelo

T T

intervalo (-7, 7), ou seja, encontrando uma fungao f : (—=3,%) — R bijetora. Veja o

2
exemplo a seguir.

Exemplo 5.4.3. Considere a funcao f : (—75,5) — R dada por f(z) = tg(z). O grafico

dessa fungao é dado pela figura 21.

E facil de ver que a funcdo f é bijetora. O grafico da figura 21 nos mostra isto.
Podemos tomar quaisquer dois elementos diferentes do dominio que eles terao imagens
diferentes, e se tomarmos qualquer elemento do contra dominio, sempre ha um elemento

no dominio que chega a ele pela fungao f.



5.4 Cardinalidade 49

¥

-1/

Figura 21: Grafico da fungao f : (=5, %) — R dada por f(z) = tg(z).

Vamos mostrar mais formalmente que a funcao f : (=3, 7) — R dada por f(z) = tg(x)

é bijetora. Vamos comecar mostrando que a funcao dada é sobrejetora, ou seja, dadoy € R

qualquer, existe x € (—5, 5) tal que tg(z) = y. Iremos separar em trés casos:

1° Caso: Se y > 0. Tome um ponto 7" na reta tangente ao circulo trigonométrico de

raio 1 de tal forma que AT = y como mostra a figura 22.

A

Figura 22: Circulo trigonométrico caso 1.

Considere o triangulo OAT e z 0 angulo TO A medido em radianos. Pela construcio do
triangulo temos que z € (0, 5). Calculando a tangente do angulo z temos, tg(z) = ¥ =y,
ou seja, para qualquer nimeros real y > 0 temos um nameros real = € (0, g) associado a

ele.

2° Caso: Se y < 0. Tome um ponto 7" na reta tangente ao circulo trigonométrico de

raio 1 de tal forma que AT’ = |y| como mostra a figura 23.
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-

Figura 23: Circulo trigonométrico caso 2.

Considere o triangulo OAT’ ¢ &' o angulo T"OA medido em radianos. Pela constru-

cdo do triangulo temos que 2’ € (—7,0). Calculando a tangente do angulo z’ temos,
tg(z") = bl — ly|, ou seja, para qualquer nimeros real y < 0 temos um ndimeros real

Yy
1
r" € (—%,0) associado a ele.
3° Caso: Se y = 0, basta tomarmos x = 0 que teremos tg(0) = 0.
Portanto, pelos trés casos mostramos que a funcao f é sobrejetora.

Agora vamos mostrar que a fun¢ao dada ¢é injetora. De fato, tomemos f(z1) = f(z2),
ou seja, tg(z1) = tg(za) para quaisquer x; e xo. Desenhe dois triangulos retangulos. Um
deles com catetos medindo 1 e |tg(z1)| e 0 outro com catetos medindo 1 e |tg(z2)|, como

mostra a figura 24.

ttg(xl)| hg(xz)\

X1 ] X2 r
1 1

Figura 24: Triangulos retangulos.

Pelo caso de congruéncia LAL, os dois tridngulos sao congruentes, entao, r; = z».

Portanto, a funcao f é injetora.

Assim, a fungao f: (—%, %) — R dada por f(x) = tg(x) ¢ bijetora. O
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Com o que vimos no exemplo anterior, podemos enunciar e provar o seguinte teorema.

Teorema 5.4.1. O conjunto dos nuimeros reais R nao é enumerdvel.

Demonstragao: Pelo exemplo 54.3, a fungao f : (=%,3) — R dada por

f(x) = tg(x) é bijetora. Logo, o conjunto dos ntimeros reais R possui a mesma car-

Tz

dinalidade do conjunto (-7, 7), que por sua vez nao é enumeravel, logo, o conjunto dos

numeros reais nao é enumeravel. ]

Na proxima se¢ao, iremos mostrar o resultado mais intrigante da descoberta de Cantor,

sobre o qual ele mesmo escreveu a Dedekind: “Eu posso ver, mas nao acredito.”

5.5 O cubo e o intervalo de reta tem o “mesmo nimero
de elementos”.

Vimos que todo segmento de reta (um intervalo real) tem a mesma cardinalidade dos
ndmeros reais (reta continua), e mais, possui uma cardinalidade diferente dos numeros
naturais, pois nao sao enumeréaveis. Agora nos iremos além, vamos ver que um segmento
unitario (5), um quadrado unitario()) e um cubo unitario(C') tem o mesmo nimero
cardinal, ou ainda, tem o mesmo "numero" de pontos entre seus interiores. Mostrando
isso podemos concluir um fato que contradiz nossa intuicao. A cardinalidade de um

conjunto nao depende da sua geometria e sua dimensao.

1
S ¢ ¢ 1
1 1 1

Figura 25: Segmento, quadrado e cubo unitarios.

Proposigao 5.5.1. card(S) = card(Q) = card(C), onde S = {xr € R | 0 < z < 1},
Q={(z,y) eR?|0<zy<1}eC={(r,y,2) ER*[0<zy2<1}.

Demonstragao: E facil de ver que S € Q C C de modo que pela observacao feita

na pagina 44 temos

card(S) < card(Q) < card(C). (5.2)

Com isso, basta mostrarmos que card(C) < card(S) e usar a desigualdade (5.2) para
concluir que card(S) = card(Q) = card(C).
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Para mostrarmos que card(C) < card(S), construiremos uma fungao injetora de C

em S . Para cada (z,y, z) no interior de C, seja

r=0,r17973...
Yy =0,y192y3...

z2=0,212923...

a representagao decimal infinita de x, y e z, respectivamente, onde 0 < z; < 9,

0<y; <9e0<z <9paracadai € N.

Antes de proceder com a demonstragao, precisaremos lembrar alguns fatos importan-

tes.

1. Cada ntmero real tem uma representagao decimal infinita. Exemplo:

= 0, 25000...

Wl

=0,33333...
2. Alguns numeros possuem duas representacoes decimal infinita. Exemplo:
1,000... = 0,999...
0, 354000... = 0, 353999...

3. Como foi dito no item 1, todo ntimero real admite uma representacao decimal in-
finita. Mas ainda, existem duas possiveis situacoes: a representacao é tnica ou
existem unicamente duas representacoes, uma finalizando em uma sequéncia infi-

nita de zeros e a outra finalizando com uma sequéncia infinita de noves. Exemplo:

0,15000... = 0, 14999...

Numeros como

0,57898989...

tem uma Unica representacao.

4. Também é possivel provar que se 0, x1z9x3... = 0, Y142¥s..., sao duas representacoes

decimais infinitas, tal que 0 < x; < 9e 0 <y; <9, para cada i € N e se
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(a) 0,z12923... = 0, 1142Y3...

(b) 0,2;xi41Ti40... < 1 e 0,y yir1Yir2... < 1 para todo i € N

entao, x, = y, para todo n > 1.

Note que a condigao do item (b) esta garantindo que ambas representagoes decimais

nao finalizam em um sequéncia infinita de noves.
As provas dos itens 3 e 4 serao feitas nos apéncides B e C respectivamente.

Podemos agora retomar a demonstracao. Do cubo C' retiremos o conjunto de to-
das as triplas (z,y,2) para os quais z, y e z admitem mais de uma representacao de-
cimal infinita. Chamemos este conjunto de K. Mais precisamente, K = {(z,y,2) €

C; z ou y ou z possuem duas representagoes decimal infinita}

E possivel provar que o subconjunto dos niimeros reais que possuem duas representa-

¢oes decimais infinitas, € um conjunto enumeravel. Logo, podemos afirmar que
card(C) = card(C — K)

Sendo assim, podemos definir a funcao injetora f : C' — S definida em C'— K como segue:

para cada x, y e z em C — K seja

r=0,r17973...
y = 0,y192y3...
z2=0,212923...

a expansao decimal infinital (tinica) de x, y e z. Defina

f(x,y,z) = 0,71 Y1 21 T2 Y2 22 T3 Y3 23... (53)

note-se que como os nimeros z, y e z estdao em C'— K, o numero f(x,y, z) terd uma tnica

representacao decimal infinita, logo f é de fato um funcao. Por exemplo, para

z = 0,4532222...
y = 0,9272731...

z=0,1333333...



5.5 O cubo e o intervalo de reta tem o “mesmo numero de elementos”’. 54

teremos

£(0,4532222..., 0,9272731..., 0,1333333...) = 0,491523373223273233213...

Para finalizar, bastard mostrar que f é injetora. Mas isto segue do 4° item anterior,
logo
card(C) = card(C — K) < card(S).

Isto junto com a desigualdade (5.2) conclui a prova.
O

Podemos ir além, a reta real tem a mesma cardinalidade do plano (R?), do espago (R?)
e até mesmo de qualquer espago de dimensao n (R™). Isto é, se tragarmos um segmento
de reta qualquer, este segmento "terd o mesmo nimero de pontos" de uma quadrado
qualquer, que por sua vez "terd o mesmo numero de pontos" que um cubo qualquer. Isso
pode ir contra nosso senso comum, mas o infinito nos proporciona situagoes que parecem
ser duvidosas e embaragosas. Como ja vimos, historicamente era embaragoso pensarmos
em colocar todos elementos de um conjunto em correspondéncia de um para um com todos
os elementos de seu proprio subconjunto. E o que acabamos de ver, se considerarmos o
conjunto de todos os pontos do espaco, podemos colocé-los em correspondéncia de um
para um com todos os pontos de uma reta por exemplo, que é um subconjunto préprio
do espaco, ou seja, estd "dentro" do proprio espacgo e possuem a mesma "quantidade" de
elementos. E estranho pensar que mesmo tirando um pedaco de um todo, ainda sim este

pedago terd o mesmo "tamanho" do todo.

Depois de vermos conjuntos infinitos enumeréveis e infinitos nao enumeraveis, a per-
gunta que fica é a seguinte: Se temos conjuntos infinitos de cardinalidades diferentes,
como ordené-los? Seréd que existe uma ordem? Uma hierarquia? Para responder a essas
perguntas precisaremos estabelecer o seguinte: Dados os conjuntos X, Y, diremos que
card(X) < card(Y) quando existir uma fun¢ao injetora f : X — Y mas nao existir uma
funcao sobrejetora f : X — Y. Isso nos quer dizer que, para que possamos afirmar que
card(X) < card(Y'), precisamos encontrar pelo menos uma fun¢ao injetora f : X — Y e

provar que nao existe nenhuma funcao f : X — Y sobrejetora.

Sendo assim, mostramos que o conjunto dos nimeros reais R nao é enumerével usando
o fato de que nao conseguimos colocar todos os nimeros reais em correspondéncia de um
para um com os numeros naturais. Sempre ha um ntmero real sem correspondéncia com

algum nimero natural, ou seja, nao existe uma funcao f : N — R sobrejetora. Por outro
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lado, é facil ver que existem mais de uma funcao f : N — R injetora. Por exemplo, a
funcdo f : N — R dada por f(x) = z, é injetora. Portanto, vimos que existe uma fungao
f : N — R injetora e que nao existe uma funcao f : N — R sobrejetora. Assim, concluimos
que card(N) < card(R). Resumidamente, juntando alguns dos exemplos dados até aqui

sobre a cardinalidade de conjuntos infinitos, temos:

card(N) = card(Z) = card(Q) < card(R) = card(R?*) = card(R?) = card(R")  (5.4)

Temos mostrado até o momento a existéncia de dois conjuntos com infinitos elementos
de "tamanhos" diferentes, os que tem a mesma cardinalidade dos ntimeros naturais e os

que tem a mesma cardinalidade dos ntimeros reais como na desigualdade (5.4).

Afirmamos que o ntumero cardinal de N é o menor dos ntumeros cardinais. De fato,
é possivel provar que todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito enume-
rdvel'. Tsso nos mostra que para todo conjunto infinito X, tem-se card(N) < card(X).
Assim, o niimero cardinal dos nimeros naturais é o menor dos nimeros cardinais, conse-
quentemente, podemos dizer que o "tamanho" dos conjuntos infinitos enumeréveis sao os

menores dos conjuntos infinitos.

Lembrando que ja provamos que card(N) < card(P(N)) e que card(N) < card(R),
fica-nos uma pergunta: Qual é a relagao entre card(R) e card(P(N))? A resposta esta no

seguinte teorema.

Teorema 5.5.1. card(R) = card(P(N)).

Demonstragao: Mostraremos que
card(0,1) = card(P(N))

ja que card(R) = card(0,1). Para isso, vamos definir uma fungao f : (0,1) — P(N)
injetora para concluir que
card(0,1) < card(P(N)) (5.5)

Em seguida, definiremos outra fungao g : P(N) — (0,1) também injetora para concluir
que

card(P(N)) < card(0,1) (5.6)

Com as inequagoes (5.5) e (5.6) teremos mostrado que card(0,1) = card(P(N)), ou seja,

card(R) = card(P(N)).

!Este ¢ um teorema que ndo demonstraremos para nao perdermos o foco do nosso objetivo. Para o
leitor interessado, ler o livro "Curso de Analise - vol.1" de Elon Lages Lima.
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Vamos definir uma fungao injetora f de (0,1) em P(N). Para cada ntmero real

x € (0,1) iremos escrevé-lo como um nimero decimal binario

1 1 1
xr = b1§ + b2§ + b3§ 4+ ... =0, b1babs...

onde by, by, bs, ... € {0,1}.

Por exemplo,

11 1 _
S =1.=40.—=+0.—+..=0,100

1—01+11+01+11+ =0,0101
5 =05+ 15 mtlg =0,

5 1 1 1 1 1 _
=140 41— +0.— + 0.2 + ... = 0,10100
S R PR T T ’

Vamos associar cada decimal & um numero natural da forma

1 2 3 4
R
by by b3 by

Para cada x € (0, 1), seja o subconjunto f(z) = U, C N definido por

n € U, se b,=1
n ¢ U, se b,=0

Por exemplo, % = 0,010101, associando seus decimais com os niimeros naturais temos

_ e

5 6
b
0 1

Um outro exemplo é se z = 0,1010010, entdo, f(z) = U, = {1,3,6}.

Temos que ter o cuidado nos casos onde ha duas ou mais maneiras de escrevermos um

numero real na sua forma decimal binaria. Por exemplo,

1—11+01+01+01+ =0,10
5 =15 +05 5 it =0
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1—01+1144.1+11-+ =0,01
5 =05+ 15 5 it =0

Nestes casos tomaremos a forma que tiver a menor quantidade de 1’s, assim, % =0,10

e f(3) = {1}
Definida a fungao f : (0,1) — P(N) como acima, vamos mostrar que ela ¢ injetora.

Sejam x,y € (0,1),  # y, na forma decimal binéria
Tr = 0, b1b2b3...
Yy = O, C1C2C3...

Como supomos x # y, temos b, # ¢, para algum n € N. Vamos supor sem perda de

generalidade que b, = 1 e ¢,, = 0. Pela defini¢ao de f temos

ne flr)=U

n¢ fly)=V.

Logo, U e V nao possuem os mesmos elementos, entao

f@)=U#V =f(y).

Com isso, concluimos que a fungao f : (0,1) — P(N) assim definida ¢é injetora,

portanto,
card(0,1) < card(P(N))

Agora vamos definir uma funcao injetora g de P(N) em (0,1). Escreveremos cada

subconjunto de N como uma sequéncia binaria. Mais precisamente, para cada U € P(N)

lhe correspondera a sequéncia binaria bybibsbs... como segue

b — 1 se nelU
! 0 se n¢U

Por exemplo, o conjunto U = {0,2,4,6,...} tem como correspondéncia a sequéncia
binaria

101010

pois
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bp = 1 pois 0€U
by = 0 pois 1¢U
by = 1 pois 2€U
b3 = 0 pois 3¢U

O conjunto {3} corresponde a 00010, por outro lado, se U corresponde a 010101,
entdo, U = {1,3,5,...}. Se U corresponde a 0000111, entdao, U contém todos ntimeros

naturais maiores que trés.

Assim, cada conjunto U € P(N) sera identificado com um sequéncia binaria U =

bob1babs.... Com isso, considere a fungao g : P(N) — (0, 1) dada por

g(U) = 0, b0b1b2b3...

Por exemplo,

_ 1
010) = 0,01 = —
9(010) =0, 100
_ 1
g(11T) = 0,117 = 5

¢(1010) = 0, 1010
Vamos mostrar que g é injetora. Sejam U,V € P(N), U # V.
U = byb1bsbs...
V = cpcreacs...
Para algum n € N temos b,, # ¢,, entao,

f(U) = 0, bgblbgbg... 7é CoC1C2C3... = f(V)

Com isso, concluimos que a fungao g : P(N) — (0,1) é injetora, portanto,

card(P(N)) < card(0, 1)

Assim, mostramos o que precisdvamos como dito no comeco dessa demonstracao.

Consequentemente card(R) = card(P(N)). O
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Serd que existe ainda outros conjuntos com cardinalidade diferente dos niimeros na-
turais e reais? A resposta é sim. Vimos que se um conjunto finito A possui n elementos, o
conjunto das partes de A, P(A), terd 2" elementos. E facil ver que n < 2" para qualquer
n € N. Isto nos mostra que card(A) < card(P(A)). Se continuarmos tomando as partes

das partes de A indefinidamente e denotando por

P(P(4) = PX4) = 2V
P(P(P(A) = PY4) = 27
P(P(P(P(A))) = P'(4) = 2%

teremos a seguinte desigualdade

n

n< 2 <2 <9 <9 o
equivalente a uma sequéncia infinita de cardinais finitos
card(A) < card(P(A)) < card(P?*(A)) < card(P3(A)) < card(P*(A)) <. ..

Os préximos dois teoremas sao fundamentais para concluirmos nosso trabalho.

Teorema 5.5.2. card(N) < card(P(N)).

Demonstragao: Vimos na pégina 45 que para qualquer conjunto A temos

card(A) < card(P(A)). Basta tomarmos A = N e teremos card(N) < card(P(N)).

O

Teorema 5.5.3. Hd uma sequéncia infinita ag < a1 < as < ag < ... de cardinais

infinitos.

Demonstragao: Sejam oy = card(N) e a; = card(P(N)), entao, pelo Teorema 5.5.2
temos

oy < 0. (57)

Agora sejam ay = card(P ?(N)), az = card(P 3*(N)), ... .Pelo que vimos na pégina 45,
tomemos A = P(N), logo, P(A) = P%(N), entao

a1 < (a. (58)
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Das desigualdades (5.7) e (5.8) temos
ap < 01 < Qg.

Em geral, colocando A = P "(N) temos P(A) = P "*(N), desse modo, denotando «,, =
card(P™(A)) e a1 = card(P ™ (A)), temos

< Q.
Portanto, conseguimos construir uma sequéncia infinita de cardinais infinitos
ag <oy < g < ... <ap < p <.
equivalente a
card(N) < card(P(N)) < card(P*(N)) < card(P*(N)) < . . . (5.9)

O

A desigualdade (5.9) nos diz que temos infinitos nimeros cardinais. Para isso, to-
mando um conjunto infinito X qualquer, temos um ntmero cardinal. Se tomarmos o
conjuntos das partes de X, teremos um outro nimero cardinal estritamente maior que o
anterior. Continuando com esse procedimento, podemos tomar o conjunto das partes das
partes de X e teremos um novo nimero cardinal estritamente maior que os dois anteriores.
Desse modo, se continuarmos tomando sucessivamente o conjunto das partes do conjunto
tomado anteriormente, conseguimos encontrar sempre um nimero cardinal estritamente
maior que o encontrado anteriormente, e podemos fazer isso infinitas vezes. Portanto,

temos quantos forem necessarios, conjuntos infinitos de tamanhos diferentes.

Sabe-se que no conjunto dos nimeros naturais (N) existe uma rela¢do de ordem muito

bem caracterizada: se m,n € N, entao uma das seguintes condicoes é valida:

m<noun<moun=m.

Sabe-se também que esta relagao de ordem esté definida no conjunto dos nimeros
reais (R), mas existe uma diferenga importantissima entre a relagdo de ordem < em N
e em R. O conjunto N com a relacao de ordem <, é um conjunto bem ordenado, ja
o conjunto R nao. Para entender melhor, vamos lembrar a defini¢ao de conjunto bem

ordenado.

Definigao 5.5.1. Seja A um conjunto onde esté definido uma relagao de ordem <. Diz-se
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que A é bem ordenado em relagao a < se for verdade a seguinte propriedade: Cada sub-
conjunto de A contém um tnico menor elemento. Equivalentemente, para cada elemento

x € A, existe um unico elemento x + 1 € A tal que

seyc€ Aeser<y,entaor+ 1<y

O elemento x + 1 é chamado o sucessor de x.

O conjunto dos ntmeros reais nao é bem ordenado com a relacao usual de ordem <.

De fato, se fosse, qual seria o sucessor de %?

E possivel provar que "o conjunto dos ntmeros cardinais é bem ordenado com a
seguinte relagao de ordem: card(A) < card(B); se existe uma fungao injetora de A em

B." Sendo assim, podemos considerar o sucessor de card(N).

Cantor usou a letra X (lé-se: alefe) do alfabeto hebraico e denotou o card(N), que é o
menor dos nimeros cardinais infinitos, como R, (1é-se: alefe zero). O proximo infinito é

denotado por Ny, o seguinte por Ny e assim por diante.

Vimos no teorema 5.2.1 que se um conjunto possui n elementos, o conjunto das partes
tera 2" elementos. Com isso, como card(N) = Ny, ¢ usual denotar? o card(P(N)) =
card(R) por 2% isto ¢, card(P(N)) = 2% . Entdo, da desigualdade (5.9), temos a

seguinte desigualdade

N
Ny < 2% < 220 <9277 (5.10)
Por outro lado, sabe-se que
Ny = card(N) < card(R)

logo,
N; < card(R).

Lembre que X; denota o seguinte infinito cardinal depois de Xy. Observando a desigualdade

anterior, uma questao bastante natural aparece:
Ny = card(R)?

Ou existe algum conjunto cuja cardinalidade é maior que X; e menor que card(R)? Du-

2Esclarecemos que isto é uma notacio, ndo interpretar como a poténcia de 2 a um cardinal infinito.



5.6 Observacoes Gerais 62

rante muito tempo esta questao intrigou os matematicos, s6 em 1963 o matematico Paul

J. Cohen respondeu esta questao, ele mostrou que nao é possivel provar ou negar que
N; = card(R).

A afirmagao de que Ry = card(R) é conhecida como a hipdtese do continuo. O que os
estudos até entao apontam é que mesmo aceitar ou nao a hipotese do continuo nao torna
a teoria dos conjuntos contraditoria, ela apenas se mantém indiferente. Isso é algo muito
incomodo do ponto de vista l6gico; como pode a indecisao de uma igualdade ser verdadeira
ou falsa nao influenciar em uma teoria? A indecisdo dessa questao nao nos impede de
ir mais longe. Ainda héa estudos para comprovar ou nao a veracidade da hipdtese do

continuo.

5.6 Observacoes Gerais

Para encerrarmos a parte tebrica do nosso trabalho, nao poderiamos deixar de comen-
tar sobre a aritmética dos niimeros cardinais. Podemos falar em "somar" e "multiplicar"
numeros cardinais a outros niimeros cardinais e niimeros reais, porém essa "soma'" e essa
"multiplicacao" nao é a usual conhecida para ntumeros reais, muito menos goza de to-
das as propriedades que conhecemos. Para entendermos um pouco como funciona essa

aritmética para os nimeros cardinais, mostraremos alguns exemplos.

Vimos que card(N) é denotado por Xy. Podemos somar qualquer nimero real k a Xg.
Assim, podemos mostrar que?
Ny + k= Ng.

E facil mostrar também que
k . NO - No.

Além da soma e multiplicacao por um nimero real, podemos somar e multiplicar entre

os numeros cardinais. Desse modo, temos que
Ny + Ng = N

e que
Ny . Ny = Ng.

Vocé pode estar se perguntando: qualquer operagao com XN, resultard em N7 A

3 Aqui deve ser considerado que, se card(A) = « e card(B) = 3 sdo cardinais infinitos, entdo card(AU
B)=a+p.
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resposta é nao. Como vimos, no decorrer desta se¢ao, nao temos apenas o nimero cardinal

No. Assim, podemos escrever que

Ny < oRo — Ny,

Mas cuidado! As operacoes ndo sdo as usuais que estamos acostumados. Acabamos
de ver que
Ny +2 =12,

Ny +4 = N,

entao, das duas equacoes acima temos que
No+2=Ny+4

o que nos daria
2=4

o que é um absurdo. Por isso nao podemos nos esquecer que é preciso ter cuidado ao
falarmos da aritmética dos ntimeros cardinais, senao podemos chegar a contradi¢oes como

visto acima.

O leitor interessado em se aprofundar no assunto e nas demonstracoes dos resultados,
recomendamos a leitura dos livros The Mathematics of infinity de Faticoni e Infinity de
Lieber.

Com isso encerramos a parte tedrica do nosso trabalho. Vimos que é possivel "contar"
a quantidade de elementos de conjuntos infinitos e que eles nao possuem sempre a mesma

"quantidade" de elementos pelo fato de serem infinitos.
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6 O simbolo oo

Neste capitulo tratamos um pouco da curiosidade do simbolo oo usado para nos

referirmos ao infinito.

O surgimento de simbolos e formulas veio para tornar mais clara e precisa a mate-
matica, afim de se evitar contradigoes, interpretacdes ambiguas e tornar a matematica
uma linguagem universal; e com isso abrir novos horizontes, tanto no sentido de comuni-
cacao entre povos diferentes como no sentido de novas descobertas. Por outro lado, hoje
em dia, para a maioria dos leigos e estudantes, essa simbologia moderna e rebuscada da

matemética a torna um pouco dificil de se compreender.

Quando, na virada do século XVIII, Isaac Newton (1643 — 1727) e Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716) desenvolveram o calculo diferencial e integral, houve uma evolu¢do muito
grande na sistematizagao de simbolos e formulas matemaéticas, pois havia a necessidade

de precisar as teorias que iam sendo descobertas.

O inglés John Wallis (1616 — 1703) foi um estudioso que simplificou e modernizou a
escrita da matemética na época. Foi o primeiro a usar o simbolo oo para se tratar do
infinito. O problema era que o infinito empregava diversos significados, tanto filosoficos,
teologicos, como matematicos. Enquanto Bonaventura Cavalieri (1598-1647), aluno de
Galileu Galilei, dividia uma superficie plana por uma quantidade finita de pedagos, Wallis
introduz o uso de um numero infinito de paralelogramos de igual tamanho infinitamente

pequeno em que oo representa o infinito.

) o0
HA4 especulacgoes de que Wallis sabia que além do simbolo romano M ser usado para

representar o nimero 1000, era usado também o simbolo

ClO

Figura 26: Simbolo romano para representar nimeros grandiosos.

para representar um nimero muito grande. A partir dai, talvez Wallis teria usado
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uma versao cursiva do M, com o simbolo acima e o 6mega,

W

Figura 27: Omega, tltima letra do alfabeto grego.

a ultima letra grega, e criado o simbolo co lembrando a curva leminiscata, onde nao se

tem fim ao percorré-la, ou seja, um caminho sem fim.

O simbolo tornou-se parte integrante da linguagem matematica amparada pelo cresci-
mento do célculo diferencial e integral, sempre se referindo a algo infinitamente pequeno,

e nao mais dando espago para outras interpretacoes do tipo filosoficas ou teologicas.

Mais tarde, Georg Cantor (1845 — 1918) com sua teoria dos conjuntos, usaria outro

simbolo, o Ny, para distinguir um segundo tipo de infinito, o infinito actual.
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7 Uma proposta diddtica

Neste capitulo, apresentamos uma abordagem didatica do tema trabalhado na pes-
quisa. Analisaremos de forma suscinta diferentes maneiras de como o infinito pode ser

apresentado e discutido dentro da sala de aula do Ensino Médio.

Partiremos da ideia cultural de que o aluno chega ao ensino médio com uma nog¢ao
bésica sobre o infinito e suas particularidades, limitagao essa propria da idade escolar.
Sendo assim, é imprescindivel que o professor esteja bem preparado e que tenha claro
para si as concepgoes de infinito para que traga atividades pedagbgicas instrutivas e de

simples compreensao sobre o assunto.

Percebemos pelo nosso questionario que os alunos possuem a ideia errada de que o
infinito é um nimero ou de que simplesmente é algo muito grande. Quando questionados
sobre a quantidade de ntmeros entre 0,18 e 0,6, por exemplo, muitos tentam contar,
outros afirmam ser infinito; mas infinito no sentido de um ntimero muito grande, um
lugar muito distante. Com isso, queremos propor exemplos simples para serem dados
em sala de aula a fim de esclarecer esses conceitos equivocados que os alunos possuem.
Feito isso, podemos ir um pouco além, espandindo o conceito de infinito trazendo novas

situacoes que os fagam pensar.

O mais comum ¢ a ideia do infinito potencial que, em poucas palavras, é algo que nao
tem fim, que sempre podemos continuar. E mais facil para o aluno lidar com esse tipo de
infinito, pois ¢ mais intuitivo e presente no cotidiano. Ja o infinito actual é um tipo de
infinito distante para o aluno. E com ele que queremos trabalhar e mostrar aos alunos o

conceito correto de infinito e que é possivel ter diferentes infinitos.

Para comegarmos, vamos falar sobre como contar o ntimero de elementos de conjuntos

finitos e infinitos.
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7.1 Numero de elementos

Nesta secao, buscaremos dar a ideia de contagem, ou seja, como contamos a quanti-
dade de elementos de um conjunto finito? Desde o surgimento da humanidade hé& necessi-
dade de contagem. No comeco o homem ia marcando em um pedaco de osso ou em uma
vara, ou fazendo nés em uma corda ou ainda juntando pedras para contar a quantidade

de ovelhas que possuia, por exemplo.

Entao ele associava aquela quantidade marcada a quantidade de animais, podendo
assim, saber a quantidade de que possuia. Essa ideia primitiva e muito simples é essencial
para entendermos o infinito. Vamos ver alguns exemplos de como podemos ilustrar essa

ideia aos alunos.

Exemplo 7.1.1. Hoje com o nosso sistema de numeragao é facil contarmos quantas letras
possui o alfabeto. O que fazemos instantaneamente é associar o ntmero 26 com a soma

de cada uma das letras.

Até ai tudo bem, mas temos situa¢oes que nao sao tao simples assim contar a quan-

tidade de elementos de um certo conjunto finito. Vamos aos proximos exemplos.

Exemplo 7.1.2. Um fazendeiro possui muitas cabecas de gado a se perder de vista no
horizonte. Possuidor de uma area de 2000m? exclusiva para o gado, precisando saber a
quantidade de gado que possui, resolve conté-las. Contando uma a uma ele até podera
conseguir, mas levara muito tempo e pode correr o risco de se perder no meio da contagem.
Entao, pensando um pouco, e vendo que um gado em média ocupa aproximadamente uma
area de 2m? e que toda a area reservada ao gado estd ocupada, basta ele dividir o valor
total da drea destinada aos animais por esse tltimo valor obtendo 2000m?/2m? = 1000

cabecas de gado.

50 gados||50 gados| |50 gados||50 gados||50 gados

50 gados||50 gados||50 gados|| 50 gados||50 gados

40m

50 gados||50 gados||50 gados|| 50 gados||50 gados

50 gados||50 gados||50 gados | 50 gados||50 gados

50m

O exemplo acima mostra que podemos associar a quantidade de elementos de um

conjunto a outro para descobrirmos o total de elementos de um deles ja conhecendo do
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outro. Essa associacao nao é tnica, mas deve ser de modo que cada elemento de um
conjunto seja associado a um tinico elemento do outro conjunto de modo que nenhum ele-
mento fique sobrando. Entao, podemos dizer que cada metro quadrado da area destinada
ao gado represente os elementos do conjunto que chamaremos A. Sabendo a quantidade
de elementos que o conjunto A possui e que podemos associar cada elemento dele a uma
tnica cabega de gado sem que reste nenhum gado e nenhum metro quadrado, entao sa-
bemos que o conjunto A e o conjunto das cabecas de gado possuem a mesma quantidade

de elementos; podendo assim, concluir a quantidade de gado (aproximada).

Exemplo 7.1.3. O dono de uma granja de ovos precisa saber todo dia a quantidade de
ovos que produz. Porém, ele perderia um bom tempo para contar ovo por ovo todos os
dias. Para resolver esse problema, ele conta apenas a quantidade de caixas de ovos que
ele embala, e sabendo que em cada caixa ha 12 ovos, basta ele multiplicar a quantidade

de caixas do dia por 12 e facilmente ele chega no ntmero de ovos produzidos.

Neste outro exemplo estamos associando cada elemento do conjunto de ovos com um

espaco dentro de uma caixa do conjunto de caixas.

‘ mm

’;'l‘;"
b it
'u'u";c.

Assim, é facil encontrar a quantidade de elementos de qualquer conjunto finito, basta
estabelecer uma relagcao de um para um com outro conjunto finito que ja é conhecido

sua quantidade de elementos.

Como ja falamos, os alunos acabam se equivocando quando se deparam com uma
quantidade muito grande e o infinito. No préximo exemplo podemos perceber essa con-

fusdo.

Exemplo 7.1.4. Peca a alguém para contar a quantidade de graos de areia existente na
praia de Copacabana. Praticamente todas as pessoas responderam que é impossivel ou
que sao infinitos graos. Isso é um grande equivoco, pois a quantidade de graos de areia
por maior que seja, é um numero finito, e entao possivel de se contar. Logicamente que

ninguém conseguird contar grao por grao, mas por estimativa é possivel estabelecer um
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numero muito grande, mas finito, por meio de uma relacao entre cada grao de areia com
um elemento de um outro conjunto finito que se conhecga previamente a sua quantidade

de elementos, representando assim a quantidade de grao de areia.

Usando o exemplo acima, sugerimos que o professor leve uma caixa de sapato (por
exemplo) cheia de areia e desafie os alunos a contarem a quantidade de graos dentro da
caixa. Deixe que os alunos tentem um pouco. Em seguida, mostre que é possivel estimar
a quantidade de graos contida na caixa. Basta espalharmos de forma homogénea uma
quantidade pequena de graos sobre uma mesa lisa, de modo que fique apenas um grao ao
lado do outro, sem que nenhum fique em cima do outro. Delimite um quadrado de lem
de lado e com a ajuda de uma lupa, conte os graos de areia presentes neste quadrado.
Feito isso, calcule quantos quadrados de 1em de lado cabem na area da base da caixa de
sapato e multiplique essa quantidade pelo ntimeros de graos encontrado no quadrado. Em
seguida, multiplique o resultado pela medida da altura da caixa descobrindo o total de
graos dentro da caixa. Mesmo sendo um processo trabalhoso, vé-se que é possivel calcular
a quantidade total de grao de areia, e essa quantidade é representada por um nimero

finito.

Com esses tipos de situagoes podemos desmistificar essa relagao do infinito com um

numero muito grande. Vamos nos aprofundar mais sobre o assunto na proxima secao.

7.2 O infinito como um “niimero” grande?

Podemos pensar em situac¢oes que nossa intui¢ao nos engana a respeito de quantidades
muito grandes que fogem do nosso dominio. Uma delas é a do exemplo 7.1.4 da secao
anterior, outra é sobre distdncias muito grandes que sao dificeis de se imaginar como
na distancia do planeta Terra ao Sol, das distancias entre galéxias, ou contar os ntmeros
naturais pelo resto da vida. Sao situagoes que se pararmos para pensar um pouco podemos
chegar a um namero como resposta, um valor finito. Entao, por maiores que sejam esses

numeros, nao podemos afirmar que é infinito.

Vamos mostrar aos alunos que nao hé algo fisico suficientemente grande que nao possa
ser contado e que nao é necessariamente tao grande como parece, vamos ver o seguinte

exemplo.

Exemplo 7.2.1. Pergunte aos alunos qual é o maior nmero que eles conseguem pensar.

Em seguida, peca que cada um deles tente falar um ntimero maior que o do colega.
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Nao é preciso pensar muito, basta somar 1 ao nimero falado que esse novo nimero sera
maior que o anterior. Assim, ndao ha um ntmero maior que todos ou tao grande que nao
conseguimos um maior. Agora, podemos escolher o maior dos niimeros falados e que seja
considerado por todos da turma como muito grande. Podemos afirmar que esse ntmero
pode nao ser tao grande como parece. Na verdade, pode ser considerado um ntimero bem

pequeno. Mas como isso é possivel? Vamos pensar no niimero um quatrilhao
1.000.000.000.000.000 = 10"

Praticamente para qualquer coisa do nosso dia a dia esse niimero seria absurdamente

muito grande. Mas se tomarmos o nimero
101007

ou seja, o digito 1 seguido de cem zeros. O ntimero 10'® ji ndo parece ser tao grande
assim, conseguimos mostrar um nimero muito maior que ele. O nimero em questao é um

0100

ntmero especial, 1 ¢ chamado de Googol! .

"“'“‘""mlll0i000muummm......................,,,,,,,,

Para termos a nocao do quao grande é esse ntimero, se contarmos a quantidade de

atomos em todo o universo, nao daria um googol, ou entao, se pensarmos no surgimento do
universo ha aproximadamente 14 bilhdes de anos, ou aproximadamente 4, 7.107 segundos,
nao daria nem um googol de milésimos de segundo. Note que mesmo muito grande, um
googol é um numero finito. Temos também o numero chamado de googolplex, que nada

mais é que dez elevado a um googol
oogol
10900908

ou seja, o digito 1 seguido de um googol de zeros.

Esses ntiimeros imensos, ou astrondémicos, como queiram chamar, servem para dife-
renciarmos um numero muito grande do infinito. Queremos concluir que mesmos esses
nimeros gigantescos sao tao pequenos quanto o nimero 1 quando comparados com o
infinito. Assim, nao h& quantidade finita em todo o universo que podemos chamar de

infinito.

Pode-se propor o seguinte exercicio aos alunos.

1O matematico Edward Kasner, da Universidade da Columbia, pediu ao seu sobrinho de oito anos
que inventasse um nome para dar a um nimero muito grande, mas que nao fosse infinito, entao surgiu o
termo googol, que foi apresentado no livro "Matematica e Imaginagao".
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Exemplo 7.2.2. (Contando sempre). Pergunte aos alunos qual é o maior nimero que
uma pessoa consegue contar durante toda a sua vida. Pode ser que muitos repondam
infinitos, ou muitos, ou varios, ou um nimero muito grande, etc. E possivel mostrar que
esse nimero ¢é pequeno. Suponha que uma pessoa a partir dos 10 anos inicie contando os
niameros até sua morte (em média 75 anos), sendo que, suporemos que cada numero leve
1 segundo para ser falado. Obviamente existirao nimeros que levam mais de um segundo
para serem falados, mas suporemos isto por comodidade. Até que ntmero chegaria?
Supondo que uma pessoa conte durante 65 anos, como um ano tem 365 dias, um dia tem
24 horas, uma hora tem 60 minutos e um minuto tem 60 segundos, entao, teremos que
essa pessoa chegard a contar, apenas até o nimero 2.049.840.000 (dois bilhdes, quarenta
e nove milhdes e oitocentos e quarenta mil). Nao é um ntmero tao grande como pode
parecer a principio, ha muitas coisas do cotidiano que sao maiores que esse namero que
podem servir de exemplo para convencer os alunos que o nimero encontrado nao é tao
grande como parece; por exemplo o niimero de estrelas no céu, a quantidade de graos de

areia jé visto, quantidade de atomos, etc.

7.3 “Contando” o infinito

Depois de falarmos de como contar o nimero de elementos de um conjunto finito e
ver que nao ha um ntmero tao grande que possa ser comparado ao infinito, vamos ver

como podemos “contar” o nimero de elementos de um conjunto infinito.

Nao podemos contar todos elementos de um conjunto infinito um a um, mas entao,
seré possivel contar todos os elementos de um conjunto infinito? A ideia é bem simples.
Se conseguirmos colocar cada elemento de um conjunto infinito enfileirados, ou seja, or-
denados como numa fila, um atras do outro, em sequéncia, podemos entao, enumera-los.
Isso significa que podemos associar cada elemento dessa fila com os ntmeros naturais,
por exemplo: o primeiro elemento é associado com o nimero um, o segundo elemento é
associado com o nimero dois, o terceiro elemento é associado com o ntmero trés, e assim

por diante.

1234567 ..
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Desse modo podemos dizer que ha uma associacao de um para um do conjunto infi-
nito em questao com os nimeros naturais, ou ainda, h& uma associagao biunivoca entre
esses conjuntos. Assim como foi feito nos exemplos 7.1.2, 7.1.3 e 7.1.4 para calcular a
quantidade de elementos de conjuntos finitos, podemos fazer algo semelhante para con-
juntos infinitos, associando cada elemento de um conjunto infinito com um elemento do
conjunto dos ntimeros naturais. Portanto, concluimos que se conseguimos essa associagao
de um conjunto infinito com o conjunto dos niimeros naturais, esse conjunto tem a mesma

“quantidade” de elementos dos ntmeros naturais.

Para exemplificar essa ideia aos alunos, ¢ interessante voltarmos na pagina 40 e per-
guntar a eles, qual dos dois conjuntos tem mais elementos? O dos ntmeros naturais ou dos
quadrados perfeitos? Depois de alguns minutos para que eles pensem e respondam, ex-
plicar a ideia de Galileu, de associar os elementos de cada conjunto um a um. Mostrando

assim que ambos os conjuntos possuem a mesma “‘quantidade” de elementos.

Recomendamos também que o leitor use os exemplos 5.3.3, 5.3.4 e 5.3.6 para mostrar
aos alunos como temos que ter cuidado ao falarmos da “quantidade” de elementos de con-
juntos infinitos, pois mesmo parecendo que uns tem mais elementos que outros, podemos

facilmente estar enganados.

Deixamos a critério do professor e de sua criatividade o uso dos exemplos citados
acima para tornar a situagao mais liadica e motivadora para os alunos. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 7.3.1. Podemos pensar no conjunto dos numeros naturais como uma quanti-
dade de pessoas e o conjunto dos ntimeros pares como a numeracao das poltronas de um
teatro. Imagine essas pessoas em fila na porta de fora do teatro esperando para entrar e
se acomodar em cada poltrona. A primeira pessoa ird se sentar na poltrona de ntmero
dois, a segunda pessoa ird se sentar na poltrona de nimero quatro, a terceira pessoa ira
se sentar na poltrona de ntimero seis, ou seja, cada pessoa ira se sentar na poltrona cujo
numero é o dobro de sua posicao na fila. Assim, podemos saber em qual assento qualquer
pessoa esta sentada; por exemplo: a pessoa de posicao 30 na fila esta sentada na poltrona
de namero 60, a pessoa de posigao 47 na fila esté sentada na poltrona de ntimero 94. Tam-
bém podemos saber qual pessoa esta em qualquer poltrona; por exemplo: na poltrona de

numero 12 esta a pessoa da posicao 6 na fila, na poltrona 506 estd a pessoa da posicao

253 na fila.
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Todas as pessoas terao sua poltrona garantida, e toda poltrona terd uma pessoa
ocupando-a, portanto, podemos concluir que os niimeros naturais e os pares possuem a
mesma “quantidade” de elementos. Podemos também usar como motivagao o problema
do Hotel de Hilbert.

Vale lembrar que o professor deve sempre alertar os alunos na hora de comparar,
ou associar os elementos entre dois conjunto infinitos, pois como ja vimos, o infinito nos
engana a todo o momento. Sera que nao ha nenhum conjunto infinito que nao conseguimos
colocé-los em fila de modo a associd-los aos niimeros naturais como fizemos até agora?
E preciso ter certeza que podemos associar um a um os elementos entre dois conjuntos

infinitos.

Neste momento, depois de fazer varios exemplos onde podemos enumerar vérios con-
juntos infinitos e mostrar aos alunos conjuntos diferentes que sao dificeis de imaginar
que possuem a mesma “‘quantidade” de elementos, é precisor frisar que também existem

conjuntos infinitos que nao é possivel enumeréa-los, como foi feito até agora.

Um exemplo disso é o conjunto dos niimeros reais, que nao é possivel de ser enumerado,
ou seja, nao conseguimos colocar todos seus elementos em ordem, numa fila, um depois

do outro. Podemos trabalhar com os alunos da seguinte maneira.

Exemplo 7.3.2. Considere o conjunto dos ntimeros reais e tente coloca-los em ordem,
como numa fila. Para isso, temos que ter um primeiro elemento e o sucessor dele, depois
o sucessor do segundo e assim por diante. Isso quer dizer, por exemplo, que o nimero real
2,7 ocupara alguma posicao nessa fila e terd um sucessor. Podemos dizer que o nimero
2,8 seja o sucessor do 2,7 na fila? Serd que nao ha outro? E quanto ao ntmero 2,797
E 02,717 E 0 2,7000017 Percebe que seria impossivel achar um sucessor para o ntimero

2,7 ou qualquer outro que seja? Temos infinitos nimeros reais entre dois ntimeros reais
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quaisquer, bastar soma-los e dividi-los por dois que encontramos um novo nimero entre
eles. Essa tentativa de ordenar os nimeros reais nos da uma intuigao de que nao é possivel
enumera-los de maneira a termos o primeiro elemento, o segundo, o terceiro, etc... Porém,
h& um método bastante simples que fica mais claro que é impossivel enumerar o conjunto

dos ntmeros reais.

No proximo exemplo utilizamos o famoso método da diagonal desenvolvido por Cantor

para mostrar que o conjunto dos niimeros reais nao pode ser enumerado.

Exemplo 7.3.3. Vamos supor que ha um modo de enumerarmos o conjunto dos niimeros
reais. Assim, vamos colocar todos os nimeros entre 0 e 1 em uma ordem qualquer como

na tabela abaixo.

N

1]0,23647. ..
2 10,09848...
31 0,10082. ..
410,28364. ..
51 0,65915. ..

Estamos supondo que todos os nimeros reais entre 0 e 1 estao listados na tabela acima
e numerados de acordo com os ntmeros naturais. Vamos tomar o nimero 0,29965. ..
obtido pelo primeiro digito decimal do primeiro nimero, pelo segundo digito decimal
do segundo numero, pelo terceiro digito decimal do terceiro ntimero e assim por diante.
Agora, mude cada digito desse nimero obtendo um novo niimero, por exemplo: 0,31728 . ..
Observe que esse segundo ntimero é diferente do primeiro da tabela, pois seu primeiro
digito foi alterado, é diferente do segundo nimero da tabela, pois seu segundo digito foi
alterado, é diferente do terceiro niimero da tabela, pois seu terceiro digito foi alterado, e
assim por diante. Logo, podemos concluir que o ntimero 0,31728... nao esté listado na
tabela, pois acabamos de ver que ele seré diferente de todos, pois seu n-ésimo digito sera
diferente do n-ésimo nimero da tabela para qualquer ntimero natural n. Portanto, nao
conseguimos listar todos os niimeros reais e associa-los aos numeros naturais. Concluimos

entao que nao podemos enumerar o conjunto dos niimeros reais.

Note que na listagem da tabela no exemplo anterior sobram infinitos niimeros reais
sem serem listados, ou seja, conseguimos associar todos os niimeros naturais com alguns
dos niimeros reais e mesmo assim sobram infinitos nimeros. Podemos dizer entao que, o

conjunto infinito dos niimeros reais é maior que o conjunto infinito dos nimeros naturais.
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Assim, abusando um pouco da linguagem, podemos dizer aos alunos que héa infinitos
“maiores” que os outros. Por tal motivo, nao podemos mais falar de “niimero” de elemen-
tos, e sim de cardinalidade. O exemplo 5.4.2 e a proposicao 5.5.1 podem ser propostos
como desafios para os alunos, de maneira informal, para que eles possam enchergar como

dois conjuntos diferentes podem ter a mesma cardinalidade.

7.4 Diferenca entre o infinito potencial e actual

Nesta secao traremos algumas sugestoes de como apresentar aos alunos a diferenca

entre o infinito potencial e o infinito actual.

Um exemplo simples que o professor pode usar para introduzir a diferenca entre os
infinitos é o exemplo 7.2.2. Essa possibilidade de sempre poder dizer um ntimero maior
que o anterior (seu sucessor no caso dos naturais) é o que caracteriza o infinito potencial.
Podemos pensar na totalidade dos ntimeros naturais, dos quais nao conseguimos contar

todos, como vimos no exemplo, é o que chamamos de infinito actual.

Vamos lembrar do Hotel de Hilbert, onde tinhamos um hotel com infinitos quartos
numerados pelos nimeros naturais. Peca para cada aluno pensar em um quarto do hotel
que tenha o maior niimero de todos. Em seguida pega que eles falem os niimeros pensados
e mostre que nao é possivel dizer o maior nimero, pois sempre podemos dizer o nimero
que foi falado somado de 1 que serd maior. Podemos sempre pensar em um numero
maior, pois sao infinitos ntimeros, nao tem fim, esse infinito é caracterizado como infinito

potencial.

Agora, o mais intrigante é tentar falarmos na “quantidade” de quartos desse hotel.
Instigue os alunos a pensarem se nao é possivel pensar nessa questao. Deixe bem claro
que nao podemos dar um valor finito, pois sao infinitos quartos e ja vimos que o infinito
nao é um namero, porém, podemos explicar aos alunos que hé os nimeros cardinais
(nameros transfinitos) que sdo usados para falar da “quantidade” de infinitos elementos.
Desse modo, a “quantidade” de quartos do hotel de Hilbert é um ntmero cardinal que

caracteriza o infinito actual.

Outra situacao interessante para mostrar aos alunos é o exemplo do Aquiles e a tar-
taruga. O professor pode escrever as seis primeiras distancias percorridas pelo Aquiles
no quadro e perguntar se alguém tem alguma ideia se ele conseguird alcancar a tarta-
ruga. Deixe claro que as distancias somadas sao cada vez menores, parecendo que Aquiles

nunca alcancara a tartaruga. Mostre que aqui aparece o infinito potencial. E importante
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também explicar ao aluno que na época do surgimento desse problema, s6 era pensado o
infinito potencial, por isso era considerado um problema sem resolucao. Por outro lado,
com o surgimento da ideia do infinito actual foi possivel dar uma explicagao légica para

o problema.

Além dessas situagoes que podemos ver a diferenca entre o infinito potencial e actual,
temos também a aproximacgao da area da circunferéncia por poligonos e outros exemplos
vistos no capitulo 4. Fica a cargo do professor usar os vastos e ricos conteiidos na ma-
tematica, e até no cotidiano, e encontrar outras situagoes onde podemos diferenciar o

infinito potencial e actual.

Para encerrarmos, traremos um exemplo interessante mostrando uma particularidade
do infinito actual estudado neste capitulo e em toda esta dissertacao e do que somos

capazes de fazer com ele.

Exemplo 7.4.1. Imagine um segmento de 1em de comprimento. Podemos colocar tudo
o que ja foi escrito em livros pela humanidade e mais o que ainda vira a ser escrito dentro
deste segmento, associando cada palavra ou frase a um ntimero entre 0 e 1 deste segmento.

Vamos numerar a letra A por 01, a letra B por 02 e assim por diante como no esquema

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

N T T e e e R SR S
A B CDE F G H I J K L M N

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

N e S
O P Q R S T UV W XY Z -

Note que adicionamos um espago e numeramos por 27. Desse modo, podemos associar

a palavra “infinito” ao nimero
0,0914060914092015

ou seja, sempre comecgando por 0, ... pois os nimeros deste segmento estao entre 0 e 1.

Podemos associar a frase “Infinito na matematica” a um ponto deste segmento da

seguinte maneira

0,09140609140920152814012813012005130120090301.
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Assim, podemos associar qualquer palavra, frase, texto e até mesmo um livro inteiro
a um tunico numero real entre 0 e 1. Como temos infinitos nimeros entre 0 e 1 e a
forma que associamos cada palavra a esses niimeros é Unica, podemos colocar tudo o que
a humanidade ja escreveu dentro deste segmento de comprimento igual a lem e ainda

sobrard muito espago para colocar todo o restante que ainda sera escrito.

Este ¢ um bom exemplo para ilustrar do que somos capazes de fazer com o infinito
actual. H& inimeros outros exemplos e situagoes interessantes envolvendo o infinito, basta
usarmos nossa criatividade para surpreender nossos alunos e mostrar como a matematica
¢é interessante e desafiadora. Mas para isso, é preciso ter o conceito de infinito ou de
qualquer outro assunto muito bem claro, caso contrario estamos fadados a esbarrarmos

em situagoes contraditérias e absurdas.
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8 Conclusao

Vimos neste trabalho um pouco do quao grande e importante ¢ a aplicagao do infinito
na matemética e como ¢é sutil falarmos dele. Sao diversas situagoes que nos deparamos
e nos enganamos a respeito do infinito. Sao diversas situagoes que parecem nao fazer
sentido, nao ter logica, mas que com a compreensao correta sobre o infinito, ha explica¢oes

concretas.

O questionario realizado nos mostra e nos confirma um cenario de que os alunos
nao tem, na maioria das vezes, a ideia e nao fazem o uso correto do infinito. Muitas
vezes encontramos o uso do termo infinito de maneira equivocada e o conceito de infinito
deturpado. Diante disso, fomos inspirados a escrever essa dissertacao a fim de trazer,
de uma maneira menos formal e mais didética, para que o professor interessado possa se

atualizar e passar a seus alunos a maneira correta de falar sobre o infinito.

E importante que se tenha o pleno dominio dos conceitos aqui trabalhados como as
nocoes basicas da teoria dos conjuntos e de funcdes de maneira geral. E extremamente
necessario entender a diferenca entre o infinito potencial e actual, pois como vimos neste
trabalho, ha uma interagao entre eles. Também no seu contexto histoérico, a necessidade

do uso do infinito para o desenvolvimento da matematica.

Entendemos que todos os pontos levantados aqui sdo de suma importancia para a
formacao e desenvolvimento profissional do professor, para que ele posse ao aluno de
forma correta o uso do infinito em suas diversas aplicacoes, bem como o uso correto dos
termos envolvidos. Fazer com que o aluno tenha uma visao clara do que é o infinito na

matematica e como isso pode influenciar no seu dia-a-dia.
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APENDICE A

Neste apéndice lembraremos alguns fatos basicos sobre a convergéncia e divergéncia
de séries e veremos alguns exemplos que foram mencionados ao longo do texto e que sao

importantes.

Se tentarmos adicionar os termos de uma sequéncia infinita {a,}, >, obteremos uma
expressao da forma

a+as+az+ ...+ a,+ ...

que é denominada uma série infinita (ou apenas uma série) e é denotada, por abreviagao,

pelo simbolo
“+o00o
>
i=1

“+o00
Dada uma série E a; = a1 + as + az + ..., denote por s, sua n-ésima soma parcial:
i=1

n
Sp = E a; = a1+ ag + ... + ay,.
i=1

Se a sequéncia {s,} for convergente e lim s, = s existir como um ntimero real, entao a
n—oo
“+oo
série E a; ¢ denominada convergente, e escrevemos
i=1

“+o0
a+as+..+a,+..=8 ou g a; = S.
i=1

O nidmero s é chamado soma da série. Caso contrario, a série ¢ dita divergente.

+oo

Exemplo A.0.2. Mostraremos que a série geométrica E ¥, com |r| < 1, é convergente
k=0

e tem como soma .
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Sabemos que

k

=14 r+r’+ 4" =

k=0
Como |r| < 1, lim "™ = 0. Dai
n—oo
lim g r® = lim
n—o00 — n—soco 1 —1r

1_7.n+1
1—r

B 1

1=

Logo, a série dada é convergente e tem como soma l—ir Em outras palavras,

“+o00
2=
k=0

Lembraremos agora algumas propriedades elementares de séries.

Propriedade A.0.1.

+o00

+o00

(a) Seja k wm nimero real dado. Se Z a; for convergente, entao Z ka; serd convergente

i=1
(&

i=1

“+o0o “+o00
E k:ai =k E a;.
=1 =1

+o0o “+o00o

(b) Se Zal Zb forem convergentes, entao Z a; + b;) serd convergente e

=1 =1 =1

+o00
Zalib Zazj:Zb
i=1

A prova desta propriedade pode ser encontrada em Guidorizzi (2002, p.17).

+oo

“+oo

Critério de Comparagao: Sejam as séries Z ay € Z b,. Suponhamos que exista

n=1

=1

um nimero natural k£ tal que, para todon > k, 0 < a, < b Nestas condigoes, tem-se:

+o0o “+o00

1. Se E b, é convergente, entao, E a, € convergente.

+00 +oo
2. Se Zan é divergente, entao, Z b, ¢ divergente.

A prova deste critério de comparagao pode ser encontrada em Guidorizzi (2002, p.44).

E facil ver também a seguinte propriedade, e deixamos a prova dela como um exercicio

para o leitor.
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+00
Propriedade A.0.2. Se Z a, € uma série convergente de termos nao negativos, tal que,

n=1
a, > 0 para algum valor de n, entdo

Como uma consequéncia direta desta propriedade, temos o seguinte:

+oo +00
Propriedade A.0.3. Se E ay, e E b, sdo séries convergentes de termos ndao negativos,

n=1 n=1
entao, se a, < b, para todo n e se a, < b, para ao menos um valor de n, entao

“+o00 —+00
> 3h
n=1 n=1

Exemplo A.0.3. Vamos mostrar com mais detalhes porque a série harmonica é diver-

gente. Vimos no exemplo 2.3.2 a seguinte desigualdade

+fl—1+1+1+1+1+ S S
Zn 2 3 4 5 7 2 2 2 7

ou seja, cada termo da série harmonica é maior ou igual que a série do segundo termo

da desigualdade, que é uma série divergénte. Deste modo, pelo critério de comparacao, a
“+o00

série harmonica E — é divergente.
n
n=1

O proximo exemplo serda muito importante para o apéndice B.

Exemplo A.0.4. Afirmamos que 0,999... = 1. De fato, como

+o0o
9 9 9
0,999.. = — 4+ —+...= —.
’ 10 * 102 * 10n
n=1
+o00 9
Vamos mostrar que a série Z 1o converge para 1. Note que é uma série geométrica de
razao %. Deste modo, pelo o que foi visto no exemplo A.0.2, temos que
400 9
9 _ 1 _
o T T-T )
n=1
Assim, concluimos que 0,999... = 1.
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APENDICE B

Iremos fazer a prova do item 3 da demonstragao da proposicao 5.5.1 que nos diz o

seguinte:

Todo niumero real admite uma representacao decimal infinita. Mas ainda, existem
duas possiveis situacoes: a representacdo € unica ou existem unicamente duas representa-
coes, uma finalizando em uma sequéncia infinita de zeros e a outra finalizando com uma

sequéncia infinita de noves.
Prova:

Seja x um nitmero real dado. Por comodidade, suporemos que x > 0. O outro caso
é similar. Se x = m,000... é uma expansao decimal de = (com m > 0) , entdo, é facil

verificar que m — 1,999... é outra expansao decimal para .

Por outro lado, se

T =m,miMms...My,_1m,000...

uma expansao decimal para x, é facil verificar que

[©N

m, mimsa...my,_1(m, — 1)999...

[©N

uma outra expansao decimal para x.

Veremos agora a situacao mais interessante. Suponhamos que o ntimero z admite

duas representacoes decimais infinita, digamos

m,mimseoms...

n,ninans...

Vejamos os seguintes casos a considerar.
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Caso 1: m < n.

Neste caso, suponhamos que algum dos my, ms, mg, ... seja estritamente menor que

9. Se isto for verdade, teremos que

my;
0

“+o00
T = m,mimsms... = m -+ E 1
i=1

“+oo
9
<m+zloi:m+1§n§x
i=1

Note que na penultima desigualdade, como m e n sao numeros naturais e m < n,

entao, m + 1 nao pode passar de n, serd no maximo n, e pelo exemplo A.0.4 no apéndice
+o0o
9
A, - = 1.
210

Juntando os extremos da desigualdade acima, vemos que temos um contradicao. Esta

contradicao é originada pela suposi¢ao de que algum dos m; é estritamente menor que 9.

Logo, nosso caso 1 teremos que: se
T =1m,mimeoms... = N, N1NgN3...
com m < n, entao, necessariamente

m, mimeoms... = m, 999...

r=m+1=n
de onde temos entao que
x =m,999... =n =n,000...
Caso 2: m =n.

Neste segundo caso, seja

t = min;{m; # n;}

isto é, t ¢ o menor indice em ¢ no qual m; # n,. Por comodidade consideramos que

m; < n; (a outra situagao sera similar).

Suponhamos que neste segundo caso seja verdade que

m; < 9 para algum j > t.
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Sob esta suposigao neste segundo caso e pela propriedade A.0.3 (vide apéndice A), obtemos

+oo
m;
10Z Z 107 101 10t Z 107

=t+1

T 10@

+o00 t—1

t—1
< N _— _— = —_— —
m Z 10Z 10t Zt 107 -t Zi:l 10¢ + 10t Pt 10t m Z 10¢ + 10t

i=1

t—1 t
n;
<n+ —l——:n—l— - =N, N1No... N3 < T
= ;101 10 ;ml P =

portanto, os extremos e a desigualdade extrita no processo intermediéario chegamos a uma
contradicao. Logo,

m; = 9 para todo i > t.

Assim, temos que

T =m,miMso..my999... =N, N1N9... 0 M411...

com

m =n, m; =n; para todo i = 1,2,...,t — 1 onde t = min;{m; # n;}.

Vejamos agora que

n; = 0 para todo i > t.

De fato, se

n; > 0 para algum i > t,

entao, pela propriedade A.0.3 do apéndice A

T =mnN,NN.. N1 Ny41... = N+ Z 10 10t 101

>”+Zmz 10t’

pois n; > 0 para algum ¢ > t. E pela condigao de t neste segundo caso, teremos

”+Zl_oz+1_ot: +Z1oz 10t

Por outro lado, como estamos supondo que m; < ng, entao, m; + 1 < ny, assim

m; mt+]._ i t 1
m+;1oz +Z101 Tt Tt




Apéndice B 86

m; =9
mii S e

Juntando os extremos e a desigualdade extrita que aparece no meio, teremos uma contra-

digao, logo
n; = 0 para todo ¢ > t,
assim
T =m,miMs...Mi_1mM999... = n,niny...n;_1mn;000...
com

m=mn, m; =n; paratodoi=1,2,...,.t —1lem; + 1 =mn;.

Provando assim a afirmacao também neste segundo caso.
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APENDICE C

Iremos fazer a prova do item 4 da demonstragao da proposi¢ao 5.5.1 que nos diz o

seguinte:

Se 0,x12923... = 0,y1Y2Y3..., SGo duas representacoes decimais infinitas, tal que

0<z;<9e0<y; <9, para cada t € N e se

(a) 0, z12273... = 0, y192Y3...

(b) 0,22 41Ti40... <1 € 0,YYis1Yiro... < 1 para todo i € N

entdo, x,, =y, para todon > 1.
Prova:

A prova seré feita por inducao em n. Por hipdtese
0, z1x923... = 0, Y192Y3... (C.1)

Provaremos que sob as condic¢oes colocadas, x, = ¥, para todo n > 1. Vejamos que

x1 = y1. Multiplicando em ambos os membros de (C.1) por 10 obtemos
L1, T2X3Ty4.- = Y1, Y2Y3Y4...
que pode ser escrito como
1+ 0,2903%4... = y1 + 0, Yoysys...
Por comodidade, denotemos 0, xox3x4... € 0, Y2y3ys... por a e b, respectivamente. Isto é,
a=0,r1314... ¢ b =0, Y2y3y4...

J& que por hipotese

0, z9x324... <1 e 0,y2ys3ys... <1,
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entao,

0<a<leO<b<]1

de onde

—l<a-b<1.

Por outro lado, com estas novas representagoes
r1t+a=y +b

assim

r1—y=b—a.

Como x1—y; é um nimero inteiro, entao b—a é um nimero inteiro que, pelo descrito acima,

é maior que —1 e menor que 1. Deste modo, concluimos que b—a = 0 e, consequentemente,

1 = Y-

Consideremos agora a seguinte hipdtese de indugao: seja n > 1 um niimero natural e

r1r =Y, T2 =Y2, .oy Tp—-1 = Yn—1-

Provaremos que sobre esta hipotese x,, = y,.

De fato, de modo similar a primeira etapa, multiplicando por 10 em ambos os membros

da igualdade (C.1) teremos

L1, T2X3L4... = Y1, Y2Y3Y4...

de onde

21+ 0, 227374... = y1 + 0, Y2y3y4...

ja que x; = y; (hipotese de indugao), entao,
0, xox3... = 0, Y2y3... .
Multiplicando em ambos os membros por 10 obtemos
To+ 0, 2324... = yo + 0, y3y4... .
Como x5 =y (hipotese de indugao), concluimos que

O,x3x4... = 0,y3y4... .
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Repetindo este argumento, pois por hipdtese de inducgao

Ty =Y, T2 =Y2, -y Tp—-1 = Yn—-1,
concluimos que
0,2, Tns1-- = 0, YnYna1..- -

Usando novamente o argumento da primeira etapa podemos concluir que x,, = ¥,.

Assim,

Tn = Yn para todo n > 1.



