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Resumo

Neste trabalho, faz-se um estudo sobre alguns aspectos da geometria fractal, que é uma
nova maneira de ver e conceber o conhecimento geométrico. Especificamente, apresenta-se
uma abordagem sobre os fractais desde o estudo das primeiras figuras fractais, o emprego
da terminologia fractal até a atualidade, exaltando suas propriedades, caracteristicas e
aplicacoes. Mostra-se alguns dos fractais mais conhecidos como o Conjunto de Cantor,
Floco de Neve de Koch e o Triangulo de Sierpinski. Além disso, levando em consideragao
que esta nova geometria auxilia o homem na compreensao do meio em que vive e que a
escola nao estd isolada deste meio, busca-se a aplicacao da geometria fractal nos conceitos
matematicos relacionados com perimetro, areas, conjuntos, exponenciacao, logaritmos,
sequéencias e progressoes geométricas. Com isso, aborda-se o tema nao apenas como uma
curiosidade geométrica, mas visando a elaboragao de um material de apoio aos docentes

do ensino médio. O nosso suporte tedrico foi alicergado em autores como Janos (2008),

Barbosa (2002), Mandelbrot (1998).

Palavras chave: Casos patologicos matematicos, dimensao, fractais, geometria, mons-

tros matemaéaticos.
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Abstract

In this paper it is made a study about some fractal geometry aspects, that is a new way
of seeing and conceive the geometric knowledge. Specifically it is presented an approach
on the fractals since the study of the first fractal shapes, the usage of the fractal termi-
nology till present days, highlighting its properties, technical features and applicability.
It is shown some of the more known fractals as the Cantor Set, Koch Snow Flake and
the Sierpinski Triangle. Furthermore taking in account that this new geometry helps hu-
man being into comprehend the place where he lives and that the school is not isolated
from that, we seek the fractal geometry application in mathematics concepts related to
perimeter, area, sets, exponentiation, logarithms, sequences and arithmetic progressions.
Therewith we discuss the topic not just a geometric curiosity but aiming to formulate a
Medium Degree teacher’s support material. The theoretic support is based on the authors

Janos (2008), Barbosa (2002), Mandelbrot (1998).

Keywords: Mathematics pathologic cases, dimension, fractals, geometry, mathematic

monsters.
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Introducao

E arriscado assegurar sobre as origens da geometria, pois os primoérdios desse
conhecimento sao mais antigos que a propria escrita. Acredita-se que a geometria tenha
surgido no Egito pelas necessidades praticas de medir terras apds enchentes anuais do rio
Nilo. Tais medidas eram determinadas para regular as posses e estabelecer as cobrancas
de impostos (Boyer, 1974), p.4).

A Geometria é um campo importante do conhecimento pela qual o homem foi
capaz de gerar e transmitir conhecimentos. Igualmente, esses conhecimentos foram de
grande relevancia, tanto para a sobrevivéncia fisica como também de suas civilizagoes.

D’Ambrosio (1996), p.27, afirma que:

Individuos e povos tém, ao longo de suas existéncias e ao longo
da historia, criado e desenvolvido instrumentos de reflexao, de
observacao, instrumentos tedricos e, associados a esses, técnicas,
habilidades para explicar, entender, conhecer, aprender, para sa-
ber e fazer como resposta a necessidades de sobrevivéncia e de
transcendéncia, em ambientes naturais, sociais e culturais mais
diversos.

Parece-nos paradoxal que neste inicio do século, momento historico de acesso
rapido a informacao e ao conhecimento, estes conhecimentos referentes a geometria sejam
tao pouco valorizados.

No ensino da geometria atual, o que se percebe, na maioria das vezes, € uma ori-
entagao “tradicional”: o professor passa conceitos ja definidos como ponto, reta, poligonos,
solidos, etc, e exigi-se sua repeticao pelo aluno. Os citados conceitos fazem parte da Ge-
ometria Euclidiana. Durante séculos, os objetos e conceitos da referida geometria foram
considerados como os que melhor descreviam o mundo. Euclides (325-265 a.C) desen-
volveu varios estudos sobre formas de objetos planos, porém os objetos complexos como

arvores, por exemplo, nao tinham definicao de forma e dimensao. Na tentativa de descre-



ver alguns objetos complexos como o exemplificado anteriormente é que desenvolveu-se o
estudo dos fractais, que nada mais sao do que objetos e fendmenos da natureza que pos-
suem formas irregulares, mas se observadas em diferentes escalas nao perdem sua defini¢cao
inicial, como por exemplo: os batimentos do coracao, emaranhado de vasos sanguineos do
pulmao, bacias hidrograficas e formagoes montanhosas.

Os fractais fazem parte da Teoria do Caos que estuda fenomenos complexos que
nao sao possiveis de se prever. Estes objetos e formas muito presentes na natureza nao
tinham valor cientifico até que Benoit Mandelbrolt (1974) com o auxilio de computadores,
desenvolveu e aperfeicoou técnicas para o seu estudo e aplicagoes.

Nos ultimos anos, diferentes definicoes de fractais tém surgidos. No entanto, a
nocao que serviu de fio condutor a todas as defini¢oes foi introduzida por Benoit Mandel-

brot. De acordo com Sallum (2005):

Um fractal é uma figura que pode ser quebrada em pequenos
pedacos, sendo cada um desses pedacos uma representacao do
todo. Nao podemos ver um fractal porque é uma figura limite,
mas as etapas de sua construcao podem dar uma ideia da figura
toda. Seu nome se deve ao fato de que a dimensao de um fractal
nao é um numero inteiro.(Ibidem, p.1)

Entendemos que os alunos do ensino médio precisam compreender que o estudo
da geometria vai além de calculos de areas e volumes. Precisamos valorizar esse aluno
como um organismo que produz conhecimento, fortalecendo os vinculos do mesmo com
o seu grupo social de origem no sentido de tornar significativo o contetido trabalhado no
ensino da geometria. Desta forma, fizemos um estudo sobre alguns aspectos da geometria
fractal visando a elaboracao de um material de apoio aos docentes do ensino médio. Este
estudo foi dividido em capitulos, os quais seguem:

O Capitulo 1 trata do atual contexto do ensino da geometria, sua interdisciplina-
ridade, sua relevancia para formacao do aluno.

No capitulo 2, abordamos a histéria dos fractais desde a antiguidade, os pri-
meiros desenhos e estudos, destacando o trabalho desenvolvido por Benoit Mandelbrot
considerado pai dos fractais.

O capitulo 3, detalha o surgimento da terminologia fractal, seus precursores, suas
caracteristicas e propriedades.

No capitulo 4, falamos sobre alguns fractais classicos como o Conjunto de Can-



tor, o Floco de Neve de Koch e o Triangulo de Sierpinski, enfatizando algumas de suas
caracteristicas, como por exemplo: perimetro, area e dimensao.
O capitulo 5, refere-se a algumas propriedades topoldgicas do Conjunto de Cantor.
Antes de apresenta-las, fizemos uma abordagem sobre sequéncias de niimeros reais, limite
de uma sequeéncia, subsequéncias, espagos topoldgicos, topologia métrica e compacidade.
No capitulo 6 apresentamos algumas propostas de trabalho com fractais em sala
de aula envolvendo conceitos geométricos tradicionais como ponto, reta, plano e area e

também conceitos mais aprofundados, como exponenciacao e progressao geométrica.



Capitulo 1

Geometria na atualidade:
contextualizacao e abordagens sobre
os livros didaticos e as leis de

diretrizes e bases

A Geometria como ramo da matematica tem no seu sentido pratico, uma aplicacao
dominante em todos os ramos da atividade humana. Comecando pelos aspectos pe-
dagdgicos, permite desenvolver o verdadeiro raciocinio logico. Arquitetos, engenheiros,
etc, todos projetam os espacos humanizados, onde sao desenvolvidas as diferentes ativi-
dades.

Sobre a citada Geometria seguem algumas abordagens pautadas nas referéncias,
Eves (1993), Luz (2005), MEC (2002), Brasil (1971), Brasil (1996).

Sobre as as imagens geométricas, Eves (1993), p.28, diz:

. as imagens geométricas sugeridas frequentemente levam a re-
sultados e estudos adicionais, dotando-nos de um instrumento po-
deroso de raciocinio indutivo e criativo.

Acredita-se que o ensino da geometria na educacao matemaética, se bem direcio-
nado, contribuira relevantemente para formacao do aluno do ensino médio. Sobre o ensino

da geometria, Luz (2005), p.24, afirma que:



se comprova como um formador do pensamento, facilitando
sua representacao. Nele, conhecer um objeto ou determinado pro-
blema, é agir sobre ele e transformé-lo, aprendendo os mecanis-
mos dessa transformacao e vinculando-os as ac¢oes transformado-
ras. Podemos assim associd-lo a um método dialético que comega
no abstrato e se transforma em concreto pensado.

O ensino da geometria no Brasil, baseado principalmente na geometria euclidiana,
foi historicamente sub julgada por questoes politicas, economicas e tedrico-metodoldgicas.
A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional, lei 5692/71, por exemplo, colaborou
para que os professores deixassem de ensinar geometria sob qualquer enfoque, passando
a trabalhar quase que unicamente com a algebra, pois a referida lei permitia que cada
professor tivesse seu préprio programa de acordo com as prioridades que o mesmo julgasse
necessario e o desenho geométrico que passou a ser optativo, sendo, assim, excluido do
curriculo de muitas escolas.

Tradicionalmente, os livros diddticos e os curriculos escolares enfatizam inicial-
mente a geometria plana e na sequéncia, a geometria espacial. Isto é razoavel, ja que os
conceitos basicos da geometria plana se fazem necessarios para um estuda aprofundado
de figuras espaciais mais elaboradas. Entretanto por intimeras razoes, os conteudos da
geometria espacial acabam nao sendo desenvolvidos em uma frequéncia significativa. A
precariedade ou inexisténcia de laboratorio é uma dessas razoes. Na atual Lei de Diretri-
zes e Bases da Educagao Nacional, lei 9394 /96, percebe-se uma mudanca quanto ao estudo
da geometria. Nos Parametros Curriculares Nacionais, a geometria vem reconquistando
seu espaco pois nele consta um volume especialmente dedicado ao ensino da geometria
visando as construgoes geométricas. A valorizacao da aprendizagem de geometria é re-
forcada em diversas partes dos Parametros Curriculares Nacionais. Quanto a importancia

da geometria no desenvolvimento cognitivo temos, de acordo com os PCN, MEC (2002):

O importante é que o aluno identifique o nimero irracional como
um numero de infinitas casas decimais nao-periddicas, identifique
esse numero com um ponto na reta, situado entre dois racionais
apropriados, reconheca que esse nimero nao pode ser expresso
por uma razao de inteiros; conheca ntimeros irracionais obtidos
por raizes quadradas e localize alguns na reta numérica, fazendo
uso, inclusive, de construcoes geométricas com régua e compasso.
Esse trabalho inicial com os irracionais tem por finalidade, sobre-
tudo, proporcionar contra-exemplos para ampliar a compreensao
dos nuimeros.



A relagao da geometria com as outras area do conhecimento é claramente per-
ceptivel. Uma evidéncia estd no uso de figuras geométricas ilustrativas que auxiliam

no processo ensino-aprendizagem de conteudos de outras dreas. Abaixo, seguem alguns

exemplos.

(a) Geometria na Quimica (b) Geometria na Fisica

(¢) Geometria na Geografia (d) Geometria na Biologia

Figura 1.1: Geometria e outras Areas



A interdisciplinaridade da geometria garante a ela ser uma ferramenta de leitura
do mundo, sendo um equipamento de investigacao e exploragao de imagens e objetos.
Contudo, um admiravel poder de representar as formas materiais de maneira abstrata e
transformar formas abstratas em objetos manipulaveis. Com isto, ajuda a desenvolver as
capacidades cognitivas dos alunos em diferentes abordagens de ensino.

A seguir, faremos uma abordagem da geometria dos fractais que pode ser traba-

lhada conjuntamente com alguns contetidos do ensino médio.



Capitulo 2

Aspectos historicos da geometria

fractal

Neste capitulo iremos descrever, de maneira sucinta, alguns aspectos historicos
relevantes da geometria fractal, os quais podem ser encontrados em Mandelbrot (1998),
Barbosa (2002), Resende (2004), Francisco (2015).

As rafzes dos fractais', que serdo melhor conceituados e caracterizados no ter-
ceiro capitulo, remontam a tentativa de medir o tamanho de objetos para os quais as
definicoes tradicionais baseadas na geometria euclidiana falham. Existem vestigios de al-
gumas formas que lembram fractais na antiguidade. Os egipcios utilizavam padroes frac-
tais simples?, na India encontram-se arquiteturas antigas com o mesmo padrao mostrando
o uso e estudo inconsciente de estruturas fractais bem antes da teoria ser consolidada e
apresentada formalmente ao mundo.

Segundo Resende (2004) os primeiros estudos dos fractais sao dados como se
seguem:

Helge von Koch que conseguiu descrever matematicamente os flocos de neve,
Giuseppe Peano desenvolveu técnicas de curvas de preenchimento espacial, utilizando
para estudar nuvens, Albert Einstein chegou a conclusao que o movimento browniano é
causado por movimentos térmicos irregulares das moléculas de um liquido e Gaston Julia
estudou funcoes iterativas que estao diretamente relacionadas aos fractais.

Precisamente em 1872 surge o primeiro estudioso a dar um exemplo de uma

Fractal: do latim quebrado, fragmentado. Mandelbrot (1998).
ZProcesso recursivo geométrico fixo. Barbosa (2002).



construcio analitica® de uma funcao que é continua, mas em parte alguma diferencigvel?
que foi Karl Weierstass. O grafico desta funcao é chamada atualmente de fractal. Em 1883,
George Cantor publicou exemplos de subconjuntos da reta real que tinha propriedades
incomuns e hoje sao reconhecidas como fractais. Também no final desse século Felix Klein
e Henri Poincoré desenvolveram alguns fractais.

Em 1904, Helge von Koch, deu uma definicao geométrica de uma curva similar
ao grafico da funcao de Karl Weierstass, atualmente conhecida como Floco de Neve de
Koch, que é o resultado de infinitas adicoes de triangulos ao perimetro de um triangulo
inicial.

Outro marco veio em 1915, quando Waclaw Sierpinski construiu o triangulo de
Sierpinski e um ano mais tarde o tapete de Sierpinski. Em 1918, dois matemaéticos fran-
ceses, Pierre Fatou e Gaston Julia descreveram de forma independente, comportamento
fractal associados aos nimeros complexos e fungoes que se tornaram importante no estudo
dos fractais.

Também e 1918, Felix Hausdorff definiu a medida dimensional que contribuiu de
forma significativa para a evolucao da definicao dos fractais. Outro marco foi dado por
Paul Levy que desenvolveu um dos primeiros fractais em curva, chamada de Curva de
Levy.

Em 1954 Charles Francis Richter, conhecido mundialmente pela elaboracao da
“Escala Richter”®, concluiu que as frequéncias de magnitude estatistica de terremotos é
equivalente a uma relacao fractal entre o nimero de terremotos e o tamanho caracteristico
de ruptura.

Houve muitos outros trabalhos relacionados aos fractais, mas somente a partir de
1960, com auxilio da computacao que esta ciéncia conseguiu se desenvolver plenamente.
Isto devido o poder de calculo e as possibilidades de representacoes graficas que os com-
putadores conseguem executar. Um dos pioneiros a usar a computagao grafica no estudo

dos fractais foi o matematico Benoit Mandelbrot que ja vinha estudando tais figuras.

3Uma abordagem sobre, veja em Guidorizzi (1998).
4Uma abordagem sobre, veja em Guidorizzi (1998).
Escala que mede o nivel de energia liberada por um abalo sismico. Francisco (2015).



Figura 2.1: Benoit Mandelbrot.

Benoit Mandelbrot (Varsévia, 20 de Novembro 1924 - Cambridge, 14 Outubro
de 2010) foi um matemdtico de origem polonesa que contribuiu de maneira notével para
o desenvolvimento da geometria fractal, descobrindo o Conjunto de Mandelbrolt de In-
trincados. Em 1936, sua familia migrou para a Franca e apds a segunda guerra mundial
estudou matematica graduando-se na universidade de Paris e concluiu seu mestrado nos
Estados Unidos onde passou a maior parte de sua carreira.

Mandelbrolt foi um dos primeiros a usar computagao grafica para criar imagens
geométricas fractais e ao fazer isso foi capaz de mostrar como a complexabilidade visual
pode ser criado a partir de regras simples. O mesmo mostrou que fenomenos aparente-
mente desordenados tinham na verdade um certo grau de ordem, isso a partir de 1958,
quando iniciou os seus trabalhos na International Business Machines (IBM), encontrando
14 um ambiente que lhe permitia explorar uma grande variedade de novas ideias. Com
a ajuda dos trabalhos deixados por Lewis Fry Richardson, Mandelbrot avanca para a
caracterizacao das costas marinhas através da dimensao fractal e de outras proprieda-
des com a de autossemelhanca. Desenvolveu ainda temas como o Acaso na aplicacao
a construcao de alguns tipos de fractais, forneceu teorias matematicas para métodos de
autossemelhanca em probabilidade e também estudou a distorgoes das galdxias. Em 1945

foi apresentado ao trabalho de Julia de 1918, trabalho enunciado por Resende (2004),

10



mas resolveu tomar outros caminhos que acabaram levando aos mesmos resultados de
Julia. Com a ajuda dos computadores, conseguiu mostrar que o trabalho de Julia, é a
fonte de alguns dos mais belos Fractais hoje conhecidos e para isso desenvolveu alguns
dos primeiros programas de computador para desenhar graficos. Em 1980 introduziu o
Conjunto de Mandelbrot, figura (2.2) e mostrou que os fenomenos complexos podem ser

descritos por simples iteragoes.

Figura 2.2: Conjunto de Mandelbrot.

Mandelbrot terminou sua carreira como professor de Ciéncias Matematicas na
Universidade de Yale. O seu trabalho foi primeiramente publicado em 1975 no livro
Les objects fractals, forn, hasard et dimension e mais tarde, de maneira mais completa,
em 1982, no livro The fractal geometry of nature. Sua autobiografia, The Fractalist, foi

publicado em 2012.
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Capitulo 3

Introducao aos Fractais

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre os fractais no que diz respeito a sua
definicao e algumas das suas carateristicas. Além disso, faremos uma abordagem sobre
o uso da geometria fractal em outras ciéncias. As abordagens supracitadas podem ser
encontradas em Mandelbrot (1998), Silva (2007), Assis (2008), Silva (2010) e Siqueira
(1995).

A ciéncia dos fractais apresenta estruturas geométricas de grande complexidade e
beleza ligadas as formas da natureza, ao desenvolvimento da vida e a prépria compreensao
do universo. As imagens de objetos fractais possuem a caracteristica de aspectos do todo
poderem ser percebidos em cada parte.

A geometria dos fractais tem raizes remontando ao século XIX e algumas in-
dicagoes neste sentido vém de muito antes na Grécia Homérica, fndia, Chima, entre
outros. Porém, somente ha poucos anos vem se consolidando com o desenvolvimento dos
computadores e o auxilio de novas teorias nas areas da fisica, biologia, astronomia e ma-
tematica. O termo “fractal’foi criado em 1975 pelo pesquisador Benoit Mandelbrot, o
“pai dos fractais”.

No processo de aprimoramento da geometria fractal surgiram diferentes definigoes.
A nogao que serve de fio condutor foi introduzida por Benoit Mandelbrolt através do ne-
ologismo “Fractal”que surgiu do adjetivo latino fractus, que significa “irregular”’ou “que-

brado”.
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3.1 Os fractais e 0 nosso universo

Para quem acha que geometria é apenas aquela parte da matemaética sobre linhas,
retas, curvas, triangulo, retangulos, etc, precisa conhecer os fractais. Na realidade somos
todos fractais, completamente imperfeitos e geometricamente perfeitos. Um exemplo sao

0s nossos pulmoes.

Figura 3.1: Pulmao, fractal humano.

Hoje em dia a Arte Fractal (AF) libertou-se da simples geragao de imagens fractais
em computadores para dividir o espago com pintores e outros artistas plasticos, conforme

figura abaixo:

Figura 3.2: A arte fractal moderna.

Um fractal pode ser apenas uma figura da geometria nao euclidiana, mas nao é

por isso que deixara de ser misterioso, tremendamente belo, hipotético e até hipnético. A
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figura abaixo ilustra esta situagao.

Figura 3.3: A magia dos fractais.

A geometria fractal reflete nosso entendimento da natureza sob uma nova ética.
Muitas formas encontradas nos animais e plantas chamam a atencao por apresentarem

um padrao aparentemente aleatorio que na verdade seguem perfeitos padroes fractais.

Figura 3.4: A natureza fractal.

3.2 O uso de Geometria Fractal em outras ciéncias

Nos ultimos anos, a geometria fractal tem se tornado uma ferramenta importante
em varias ciéncias.

Na computagao grafica, os fractais sao muito utilizados para criacao de efeitos
especiais em filmes tornando formas artificiais mais realistas e também para representar
elementos da natureza como planetas satélites, superficies, plantas e nuvens. Além disso,

percebe-se sua utilizacao na criagao de softwares, criptografia, dudios e videos.
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Nas ciéncias bioldgicas sao utilizados no estudo das superficies de proteinas e
nas iteragoes das moléculas. A ordem nas interfaces entre sistemas biologicos pode ser
explicada por terem padroes fractais vista sua autossemelhanca, caracteristica fractal que
veremos no préximo subcapitulo. A disposicao das copas das arvores apresentam um
padrao fractal, e isto potencializa a exposicao de suas folhas ao sol permitindo maior ca-
pacidade de absorc¢ao da luz solar bem como permite que elas lancem novos ramos durante
seu crescimento sem que aumente o seu perimetro, ou seja, 0 maximo aproveitamento com
o minimo de ocupacao.

Na geografia, os fractais sao utilizados para caracterizar falhas sismicas, estudar a
estrutura fractal de terremotos e maremotos e também modelar crescimento demografico.

Na medicina, principalmente a cardiaca, sabe-se que taquicardia e fibrilagao estao
ligadas a regularidade das batidas do coracao e esta regularidade pode ser representada por
modelos fractais. A observagao da anatomia humana mostra que os pulmoes, mencionado
anteriormente, o sistema circulatorio, a superficie dos tecidos entre outros seguem padroes
fractais e mais microscopicamente, temos a sequéncia do DNA apresenta a propriedade
de autossemelhanca.

Os fractais também sao utilizados para examinar os diferentes padroes de cresci-
mento de células sadias e cancerigenas, visto que a forma como os tumores crescem e se
ramificam seguem tais padroes e experiéncias evidenciam que tumores cancerigenos tém
dimensao maior se comparada ao de células normais.

Além de diagnosticar doencas, cientistas utilizam fractais também no estudo de

novas terapias tanto para o corpo como para a mente.
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Ferrara e Prado, apud Silva (2007) diz:

O corpo humano é um dos exemplos mais surpreendentes da reali-
dade fractal. Na maioria dos tecidos, nenhuma célula estd a uma
distancia de mais de trés ou quatro células de um vaso sanguineo.
Mesmo assim, vasos e sangue ocupam pouco espago, nao indo além
de 5% do corpo. O aparelho digestivo revela ondulagoes de tecidos.
Os alvéolos do pulméao sao admiravelmente fractais: concentram
uma superficie maior do que uma quadra de ténis.

Na engenharia e arquitetura, além da estilizagado com padroes fractais sao utiliza-
das repeticoes de figuras basicas que em conjunto formam grandiosas estruturas urbanas.
Além disso a beleza inspiradora e a capacidade de produzir paisagens belissimas de grande
impacto visual fazem dos fractais ferramenta indispensavel para criacao de obras de artes
arquitetonicas.

A geometria fractal, especificamente os fractais, sao caracterizados por algumas

propriedades, que detalharemos a seguir.

3.3 Caracteristicas basicas dos Fractais

As principais propriedades que caracterizam os fractais sao a autossemelhanca, a

complexidade infinita e a sua dimensao.

3.3.1 Autossemelhanca e Complexidade infinita

A autossemelhanca, também chamada por Mandelbrot de homotetia interna, con-
siste em se poder obter réplicas menores da figura através de sua divisao ou de sua am-
pliacao. Quando as réplicas sao sempre idénticas e obtidas através do mesmo fator de
reducao, diz-se que a figura possui autossemelhanca estrita. Algumas figuras geométricas
tradicionais, como um quadrado, por exemplo, também possuem essa caracteristica. E
possivel dividir um quadrado em certo nimero de réplicas menores dele mesmo.

A complexidade infinita refere-se ao fato de que o processo de geracao de uma
figura, definida como sendo um fractal, é recursivo. Isto significa que, quando se executa
um determinado procedimento, no decorrer do mesmo encontra-se como sub-procedimento

o proprio procedimento anteriormente executado.
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3.3.2 Dimensao fractal

Num primeiro momento, a no¢gao de uma dimensao nao-inteira, como por exemplo
0,63, parece absurda. Isto porque, no senso comum estamos acostumados a considerar
objetos como tendo uma, duas ou trés dimensoes.

A dimensao fractal, juntamente com a autossemelhanca e a complexidade infinita,
sao caracteristicas basicas que um objeto necessita para ser considerado um fractal. Ela
representa o nivel de complexidade e ocupacao espacial que um certo fractal apresenta que
tem a ver com seu grau de irregularidade. Dito de uma outra forma, a dimensao de uma
curva fractal é um nimero que caracteriza a maneira na qual a medida do comprimento
do arco entre os dois pontos aumenta a medida que a escala diminui.

Para definir fractal, Mandelbrolt retomou a ideia de Hausdorff e desenvolvida
por Besicovitch, a qual avancou o conceito de dimensoes fracionarias, tornando possivel
a existéncia de objetos com dimensoes desde zero a infinito. Mandelbrolt, definiu fractal
como sendo um conjunto para o qual a dimensao de Hausdorff-Besicovitch excede estri-
tamente a dimensao topoldgica. Esta definicao é formalmente complicada e transcende
o objetivo desta dissertagao. Maiores detalhes podem ser encontrados em Mandelbrot
(1998).

Na sequéncia apresentaremos um modo de medirmos a dimensao fractal.

O método de calculo da dimensao Hausdorff-Besicovitch permite calcular a di-
mensao de objetos ditos “perfeitos”e dos fractais naturais. De maneira intuitiva, usando
a geometria euclidiana, vamos fazer alguns exemplos até chegar a formula para se calcular
a dimensao fractal, como segue.

Dimensao 1: Considere um segmento de reta. Divida em 3 partes geometrica-
mente iguais, conforme figura 3.5. Cada parte obtida na divisao tem comprimento igual

1
ao do segmento original multiplicado por um fator 3
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Figura 3.5: Segmentos de reta dividido em N partes iguais, com N = 1,2 e 3.

Dimensao 2: Considere um quadrado e divida cada um dos seus lados em 3

partes iguais, conforme figura 3.6. Cada parte obtida na divisao tem comprimento igual
1

ao do segmento original multiplicado por um fator 3 O quadrado ficard assim dividido

em 3% partes iguais.

m

Figura 3.6: Quadrados divididos em N? partes iguais, com N = 1,2 e 3.

Dimensao 3: Procedendo de igual forma para um cubo, obteremos 3° partes

iguais, conforme terceiro cubo da figura 3.7.
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Figura 3.7: Cubos divididos em N?® partes iguais, com N = 1,2 e 3.

Poderiamos ter escolhido qualquer outro coeficiente de reducao, variando o niimero

de partes em que o objeto inicial é dividido. Assim designando por N o nimero de partes

e por r o coeficiente de reducao, obtém-se as seguintes igualdades em que a dimensao

€ o expoente que aparece no denominador da fragdo N = — para o segmento de reta:
r

. . 1 : . ) .
dimensao 1, N = —, para o quadrado: dimensao 2 e N = —, para o cubo: dimensao
r r

3. Assim, sendo D a dimensao do objeto, N o numero de partes iguais obtidas e r o

coeficiente de reducao, tem-se:

Aplicando logaritmo em 3.1, obtemos:

_ logN

D—
log%

(3.1)

(3.2)

Concluimos entao que a dimensao D de objetos autossemelhantes é dada pela

formula 3.2 com N e r definidos como anteriormente. Usaremos a citada férmula para

calculo da dimensao de alguns fractais que serao abordados no proximo capitulo, conhe-

cidos como “Fractais Classicos”.
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Capitulo 4

Alguns fractais, propriedades e

caracteristicas

No final do século XIX e inicio do século XX, matematicos como Cantor, Hilbert,
Kock, Peano e Sierpinski estudaram objetos que nao eram totalmente conceituados pela
geometria daquela época, (Resende, 2004). Tais objetos foram considerados “monstros
matematicos” ou“casos patolégicos” que no final do século XX passaram a ser chamados
de fractais pelo estudioso Benoit B. Mandelbrot.

Os fractais deterministicos, também conhecidos como fractais geométricos, sao
subconjuntos gerados por transformacoes geométricas simples do proprio objeto nele
mesmo, possuindo uma regra fixa de substituicao geométrica aplicada a cada iteracgao,
como por exemplo, o Conjunto de Cantor, o Floco de Neve de Koch e o Triangulo de

Sierpinski, os quais estudaremos suas estruturas a seguir.

4.1 Sobre o Conjunto de Cantor

George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, nasceu em Sao Petersburgo, 1845
graduou-se Doutor em matematica na Universidade de Berlin em 1867. Foi professor
na Universidade de Halle-Wittenberg. E conhecido por ter elaborado a moderna Teoria
dos Conjuntos. Provou que os conjuntos infinitos nao tém todos a mesma poténcia e
provou também que o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel e o conjunto dos reais
é continuo.

Cantor criou o fractal Conjunto de Cantor, cuja construcao descrevemos na
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sequencia.

Descrigao do processo de construgao do Conjunto de Cantor: tal conjunto consiste
que a partir de um segmento de reta compreendido entre os valores 0 e 1, é retirado o
terco médio do segmento, restando dois segmentos de comprimento % cada. Retira-se
novamente o terco médio destes segmentos residuais, restando agora quatro segmentos de
%, cada passo é chamado de iteracao, o processo é repetido indefinidamente. O limite
resultante deste processo ¢ uma sucessao de pontos que é conhecido como a poeira de
Cantor.

Segue abaixo uma ilustragao das 4 primeiras iteragoes do conjunto de iteragoes

que resulta no Conjunto de Cantor.

0 1/3 2/3 1

0 1/ 2/9 3/9 49 5/9 69 7/9 B8O 1

0 13 2/9 3/9 49 5/9 B9 7/9 B8O 1

Figura 4.1: Exemplo de quatro iteragoes do processo que resulta no fractal Conjunto de
Cantor.

4.1.1 Construcao algébrica

Representaremos aqui o Conjunto de Cantor por “K”. Seja Fj o intervalo [0, 1].
Conforme vimos na secgao 4.1, o processo iterativo da construgao do conjunto “K”faz-se
retirando, a cada etapa, o terco médio dos segmentos residuais da etapa anterior, assim:

Na primeira iteracao, retiramos o intervalo aberto (5’ 5) de Fj e ficamos com:

1 2
F 0,=]U|=,1].
Na segunda iteracao, retiramos os intervalos abertos ( g’ 5), (5, §) de F} e ficamos
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1 21 27 8
B =10,=- =, = -, = =
com: F [0,9]U[9,3]U[3,9]U[9>
7 8 19 20, ,25 26

1 2
Na terceira iteracao, retiramos os intervalos abertos (2—7, 2—7), (2—7, 2—7), (2—7, 2—7), (2—7, 2—7)

1].

de F5 e ficamos com:
1 2 1 27 8 1 2 19 20 7 8 25 26
Fg - [0

,—|U[=,2]U[5, =]U[=, ZJU[5, =] U[=, =] U [=, = U [=, 1].
27] [27 9] [ ) [27 3] [3 27] [27 9] [9 27 [27 )
Continuando o processo iterativo obteremos uma sequéncia de conjuntos F}, onde:
F,, é a reuniao dos F},_; conjuntos, retirados seus tercos médios. Assim, o Con-

junto de Cantor K ¢ definido pela intersecgao de seus intervalos:

K= ﬁ F, (4.1)

4.1.2 Numero de intervalos a cada iteracao

Na construgao algébrica mencionada na subseccao 4.1.1, intuitivamente verifica-
mos que a cada iteracao dobramos o ntmero de intervalos obtidos na iteracao anterior.
Considere I,, como o nimero de intervalos a cada iteracao,vn € N. Utilizando o principio
de inducao® simples, mostraremos que I,, tem exatamente 2" intervalos.

Demonstracao: Para n = 1 vimos na seccao 4.1, especificamente na descri¢cao
do processo da construcao do Conjunto de Cantor, que I; possui 2 intervalos, isto é:

L =2

Suponhamos agora que I,, tenha 2" intervalos, Vn € N

Provaremos que I,,;; tem exatamente 2" intervalos.

De fato:

Como a cada iteragao dobramos o niimero de intervalos e ainda considerando que,
por hipétese de inducdo, I, = 2", entdo temos que I,,,; = 21, = 2"}

Portanto,

I, =2" (4.2)

'Uma abordagem sobre inducao, veja em Hefez (2011)
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Como o nimero de iteracoes é ilimitado, entao o nimero de intervalos também
sera, uma vez que, se I,, = 2", entao lim 2" = co.

n—oo

4.1.3 Comprimento de cada intervalo

Na seccao 4.1, na descricao do processo de construcao do Conjunto de Cantor,
vimos que o comprimento dos intervalos obtidos a cada iteragao fica dividido por 3 quando
comparado ao comprimento do intervalo do passo anterior. Considerando G,, o compri-
mento de cada intervalo que constitui o conjunto F},, mostraremos que G,, = —

Novamente faremos a prova por inducao simples.

Demonstracao: Se n = 1, entao, por meio da seccao 4.1 tem-se que F; tem

dois intervalos de comprimentos 3 ou seja;

1 1
G = — = —
P33 X
Suponhamos que G,, = 3n seja valido para algum n.
1
Através de indugao simples, mostraremos que G, 11 = Tl

Vejamos:
Levando em consideracao as consideragoes iniciais desta subseccao e ainda que,

1
por hipétese de inducao, G,, = 3 entao temos que

1 1
Gn+1 = an = gntl

Logo:

1

Gn )
3n

Vn € N. (4.3)

Vimos na seccao 4.1 que o nimero de iteragao é ilimitado, entao o comprimento
de cada F;, tende a ser cada vez menor. Este fato pode ser visto através do célculo do

limite, o qual segue.

1
Como G, = — entdo, lim — = 0.
omo 3n entao nl—>nolo 3n

4.1.4 Dimensao do Conjunto de Cantor

Faremos uma analogia a discussao iniciada na subseccao 3.3.2 sobre dimensao
para deduzirmos a dimensao do Conjunto de Cantor. No processo iterativo de construcao

visto na seccao 4.1, vimos que a cada iteragao, um segmento é trisseccionado, gerando
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n = 2 novos segmentos residuais. Cada uma dessas partes é homotitica? ao segmento

_ . . 1 o .
original a uma razao de semelhanca igual a (g)”, onde n representa a n-ésima iteracao.

. . . : - 1
Assim, comparando com a iteracao anterior, a razao de semelhanca é r = 3 Portanto,

pela equacao (3.2), temos:

log(N)  log(2)

D= 000 T Tog(3)

= 0,63

Em outras palavras, o Conjunto de Cantor tem dimensao 0, 63.

4.2 Sobre o Floco de Neve de Koch

Niels Fabian Helge von Koch nasceu em Estocolmo em 1870, graduou-se doutor
na Universidade de Estocolmo em 1892. Foi professor na Universidades de Estocolmo.
Trabalhou com Teoria dos Numeros e Equagoes Diferenciais.

Criou a Curva de Koch ou Floco de Neve de Koch, um dos primeiros fractais em
curva. A Curva de Koch é um dos primeiros fractais a serem descritos. O Floco de Neve
corresponde a mesma curva mas que se inicia a partir de um triangulo equilatero.

Sua construcao da-se a partir de um segmento de reta da seguinte forma: divide-
se o segmento em trés partes iguais, desenha-se um triangulo equilatero onde a base é
o segmento central resultante da divisao e, logo apds, apaga-se o segmento central. Isto
completa a primeira iteragao. A segunda iteracao consiste em repetir esse procedimento
em cada um dos quatro segmentos resultantes da primeira iteracao. O processo é repetido

indefinidamente.

2Uma abordagem sobre homotitica, veja em Gongalves (2015)
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Figura 4.2: Processo de construgao do Floco de Neve de Koch com cinco iteragoes.

4.2.1 Numero de lados a cada iteracgao

Na figura 4.2 observamos que a cada iteracao, quadruplicamos o niimero de lados
obtidos na iteracao anterior. A seguir mostraremos, por meio do principio de inducgao
simples, que se n é o numero de iteracoes e L,, o nimero de lados para n iteragoes, entao
L, = 3.4".

Demonstragao: Para n = 1, vimos na figura 4.2 que L; possui 12 lados, isto
é, Ly =34 =12

Suponhamos agora que seja valido para n,n € N, isto é, que L, = 3.4".

Mostraremos que L, 1 = 3.4" .

De fato:

Considerando as observacoes dadas no primeiro paragrafo desta subseccao e ainda
que, por hipétese de inducao, L, = 3.4", entao temos que:

Ly = 4F, = 3.4

Desta forma,

L,=34"¥neN (4.4)

Como o numero de iteragao é ilimitado, logo o nimero de lados também sera.

Em outras palavras, sendo L, = 3.4", entao lim 3.4" = cc.
n—oo
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4.2.2 Perimetro do Floco de Neve

O processo iterativo observado na figura 4.2 mostra que o comprimento do lado
4
obtidos a cada iteracao fica multiplicado por 3 assim, sendo, considerando o comprimento

do lado igual a L e 2P, o perimetro, temos entao:

Demonstragao: Novamente usando o principio de indugao simples. Paran = 1,

vimos na secgao 4.2 que o perimetro tem 4L, ou seja: 2P, = 3L(§) =4L

4
Suponhamos agora que 2P, = 3L( g)" verdadeiro para algum n,n € N. Provare-

mos para n + 1, ou seja, que 2P, = 3L(§)”+1.
Pautado nas consideragoes iniciais desta subseccao, segue que: 2P, = §2Pn.
Mas por hipétese de inducao, 2P, = 3L(§)” e portanto 2P, 1 = 31/(%1)’”rl
Assim:
2P, = 3L(§)” (4.5)

Como o numero de iteragao é ilimitado, entao o perimetro tende a ser cada vez
maior e aqui também podemos provar calculando o limite de 2P,.

4 4
Como 2P, = 3L(=)", entao lim 3L(<)" = oo.
3 n—00 3

4.2.3 Numero de novos triangulos a cada iteracao

Na figura 4.2 observamos que na primeira iteracao obtivemos 3 novos triangulos,
na segunda 12 novos triangulos e na terceira 48 novos triangulos. A seguir mostraremos,
por meio do principio de indugao simples, que se n é o nimero de iteragoes e T}, o nimero
de novos triangulos para n iteracoes, entdo T}, = 3.4" L.

Demonstragao: Para n = 1, vimos na figura 4.2 que 7T} possui 3 novos
triangulos, isto é, 77 = 3.4° = 3.
Suponhamos agora que seja valido para n,n € N, isto é, que T,, = 3.4"" %,
Mostraremos que T;,.1 = 3.4".

De fato:
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Considerando as observacoes dadas no primeiro paragrafo desta subseccao e ainda
que, por hipétese de inducao, T}, = 3.4""!, entdo temos que:
T, =4T, =3.4"

Desta forma,

T, =34"1VYneN (4.6)

Como o numero de iteracao ¢ ilimitado, logo o numero de novos triangulos

também serd. Em outras palavras, sendo T, = 3.4""!, entdo lim 3.4"! = oo.
n—oo

4.2.4 Area do Floco de Neve

Uma interessante propriedade do Floco de Neve de Koch que veremos a seguir é
que apesar do perimetro do Floco aumentar a cada iteracao, a area tende a uma constante.
Demonstracao: Considerando A a area inicial, na primeira iteracao, vista na

. . . 1 .
seccao 4.2, acrescenta-se um novo triangulo equilatero de lado = do anterior, logo este

1 A
triangulo terd area 9 do anterior. Assim temos, A, = 3.4”_19—n.

Manipulando a equacao acima, a area acrescida sera a soma de uma progressao

geométrica, cujo termo geral sera dado por:

A gn—1 A 4
_ n—1 _ _ n—1
Ay =3071 5 = 3A S = () (4.7)

o , - 4 )
onde o primeiro termo é 3 e a razao ¢ 9 Portanto, calculando a soma das areas,

temos:

A
3 3A
9

Seo =

Verificamos acima que por mais iteracoes que possamos fazer a area total sofrera
no maximo um acréscimo de 60% da area original, ou seja, a area total do Floco de Neve

¢ igual a 1,6A. |
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4.2.5 Dimensao do Floco de Neve

Notamos que, pela secgao 4.2, a cada nivel de iteragao um segmento forma 4 novos
segmentos que serao novamente seccionados. Logo para N = 4 e a razao de semelhanca

desses segmentos com os segmentos anteriores r = 3 pela equagao 3.2 temos:

_ log(N) _ log(4)
log(y)  log(3)

D >~ 1,26

4.3 Sobre o Tridngulo de Sierpinski

Waclam Sierpinski, nasceu em Varsovia em 1882, iniciou seus estudos na Univer-
sidade de Varsovia em 1899. Foi professor nas Universidades de Lyov e Varsévia. Dentre
seus trabalhos criou o Triangulo de Sierpinski, seu mais famoso fractal.

A construcao do Triangulo de Sierpinski se da por meio de um processo iterativo
sobre um triangulo equilatero cuja primeira iteragao consiste na divisao do triangulo em
quatro outros semelhantes, por meio dos segmentos que unem os pontos médios dos seus
lados e na retirada do triangulo central.

. C3 i

A figura resultante tem, portanto, area correspondente a 1 da area do triangulo

original. A segunda iteragao consiste em repetir o processo para cada 1 dos 3 triangulos

resultantes, o processo é repetido indefinidamente.

Figura 4.3: Processo de construcao do Triangulo de Sierpinski com cinco iteragoes.

4.3.1 Numero de triangulos a cada iteragao

Verificamos acima que a cada iteracao, triplicamos o niimero de triangulos obtidos

na iteracao anterior. Assim, considere T, como o numero de triangulos formados a cada
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iteracao, Vn € N. Utilizando o principio de inducao simples, mostraremos que 7}, tem
exatamente 3" triangulos.
Demonstracao: Para n = 1 vimos na seccao 4.3 que 17 possui 3 triangulos,

isto é, Ty = 3' = 3.

Suponhamos agora que seja vélido para n, Vn € N, isto é, T,, = 3".

Mostraremos que T},41 = 3"

De fato:

Considerando as observacoes dadas no primeiro paragrafo desta subseccao e ainda
que, por hipétese de inducao, T;, = 3", entao temos que:

Ty = 3T,3"

Desta forma,

T, = 3",¥n € N. (4.9)

Como o numero de iteragao € ilimitado, entao o nimero de triangulos também
serd. Com isso podemos calcular o limite de 7, ou seja, sendo 7T, = 3", segue que
lim 3" = o0

n—oo

4.3.2 Perimetro de cada triangulo

O processo iterativo da seccao 4.3 nos mostra que o comprimento do lado obtido
1
a cada novo triangulo obtidos fica multiplicado por 3 assim, considerando o comprimento

do lado igual a L e 2P, o perimetro, temos entao:
1

- . - . 1
Demonstragao: Para n = 1, vimos na seccao 4.3 que o perimetro tem 3L(§),
3L
2 )

1
Suponhamos agora que 2P, = 3L(§)" verdadeiro para algum n, Vn € N. Prova-

ou seja: 2P = (

remos para n + 1.
Pautado nas consideracoes iniciais desta subseccao, tem-se que:

1 1 1
2P, 11 = (5)2]3”. Mas por hipdtese, 2P, = 3L(§)", e portanto 2P, = 3L(§)"+1
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Da subseccao 4.3.1, temos 3" novos triangulos a cada iteracao, logo a soma de
todos os perimetro é igual a:

1 3
2P, = 3".3L(3)" 2P, = 3L(3)". Assim:

2P, — 3L(%)” (4.10)

1
A expressao 2P, = 3L(§)”, ¢ uma progressao geométrica onde o primeiro termo

-1 . . .
¢ 3L e a razao 3 e sendo a razao menor que 1 e como o numero de iteragoes tende ao
infinito, o perimetro de cada novo triangulo formado tende a ser cada vez menor tendendo

a Zero.

4.3.3 Area do Triangulo de Sierpinski

Neste fractal, como veremos a seguir, temos outra interessante propriedade, aqui
apesar do perimetro ser infinito, como vimos anteriormente, a area é 0.

Demonstracao: No processo de construcao do Triangulo de Sierpinski, seja A
a area do triangulo equildtero inicial. Podemos ver na figura 4.3 que na primeira iteragao,
dividimos o triangulo por 4 e retiramos 1 deles, logo ficaremos com uma area igual a 214.
Temos aqui que a cada iteragao ficaremos com uma area 25% menor que a anterior, entao

iterando infinitamente a area do fractal se degenera a 0. |

4.3.4 Dimensao do Tridngulo de Sierpinski

Notamos na secgao 4.3 que a cada nivel de iteracao um segmento forma 3 no-
vos seguimentos e assim sucessivamente. Logo N = 3 e a razao de semelhanca desses

1
segmentos com o anterior é 5 Logo, r = 1/2. Da equacao 3.2, temos:

_ log(N) _ log(3)
log(+)  log(2)

D =~ 1,59
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Capitulo 5

Caracteristicas topoldgicas do

Conjunto de Cantor

Objetivamos neste capitulo mostrar que o Conjunto de Cantor é fechado e também
que 0 mesmo é compacto.

Para cumprir com os objetivos supracitados vamos enunciar e demonstrar alguns
resultados, os quais podem ser encontrados em Seymour (1971), Lima (2004), Lima (2012)

e Avila (2003) que serao importantes no entendimento das referidas demonstragoes.

5.1 Sequéncia de nimeros reais

Definicao 1 : Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcio x : N — R que a cada
nidmero natural n associa um nidmero real x, = xz(n), chamado o n-ésimo termo da

sequeéncia.

Exemplo 1 : A sequéncia (1,2,1,2,1,2,...). Corresponde a funcao x(n) = 1 sen é

impar e x(n) =2 sen € par.

5.1.1 Limite de uma sequéncia

Definicao 2 : Sejam (z,,) uma sequéncia de nimeros reais e L um nimero real. Dizemos
que (x,,) converge para l, ou é convergente, e escreve-se lim x,, = L, quando para qualquer
n—oo

intervalo aberto I contendo L (por menor que ele seja) é possivel encontrar um inteiro

ng > 1, de modo que x, € I para todo n > ny.
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O intervalo I, contendo o nimero real L, pode ser tomado da forma (L —r, L+7),
onde r é um numero real positivo. Portanto, dizer que z, converge para L, isto é, que

lim z,, = L, é o mesmo que dizer que:
n—oo

Para todo ntimero real r > ng tem-se que x,, € (L —r, L+ 7).

—,...) converge para 0. Logo lim z, =
n n—00

1
747 ey

W —

1
Exemplo 2 : A sequéncia: (x,) = (1, 3

0.

5.1.2 Subsequéncia

Definigao 3 Uma subsequéncia de uma sequéncia (T,)nen € uma fungao s : N' — R,

onde N' C N e N’ € infinito.

Exemplo 3 : Na sequéncia dada no exemplo 2, uma subsequéncia é: (xa,) = (

N | =
N
|~
[\
3

Teorema 1 : Se limz, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite de

a.

Demonstracao: Seja (2,1, Zn2, ..., Tni,-..) Uma subsequéncia de (z,). Dado
e > 0, existe ng € N tal que n > ng = |z, — a|] < e. Como os indices da subsequéncia
formam um subconjunto infinito, existe entre eles um n;y > ng. Entao n; > n;,g = n; >

ng = |r, — a| < e. Logo limx,, = a. |

5.2 Topologia

A palavra topologia vem do grego, isto é, “topos” (lugar) + “logos” (estudo).
Uma definicao comum diz que a Topologia é o estudo matematico das proprieda-
des que sao preservadas quando se deforma, torce ou estica um objeto sem romper. Um

dos objetos de estudo da Topologia sao os Espagos Topologicos.

5.3 Espacos Topoldgicos

Um espaco topoldgico consiste de um conjunto A e uma colecao T' de partes de
A, denominados abertos, que satisfaz:

(i) 0 e A pertencem a T';
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(7i) a intersecgdo de quaisquer dois abertos é um aberto pertencente a T e
(7i1) a reunidao de quaisquer abertos, podendo ser infinitos abertos, é um aberto
pertencente a T'.

T é denominada a topologia do espago topoldgico (A, T'), ou simplesmente A.

5.3.1 Topologia Métrica

Definicao 4 : Seja X um conjunto nao-vazio. Uma funcao real d definida em XY, isto
€, pares ordenados de elementos em X, é chamada uma métrica ou funcao distancia em
X se, e somente se, satisfaz, para todo a,b,c € X, aos sequintes axiomas:

(7) d(a,b) > 0 e d(a,b) = 0;

(13) (Simetria) d(a,b) = d(b,a);
(i#i) (Desigualdade triangular) d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c);
(iv) Se a # b, entao d(a,b) > 0.

Exemplo 4 : A funcdo d definida por d(a,b) =| a—0b|, com a e b reais, é uma métrica,

chamada a métrica usual na reta real R. Além disso, a funcao d definida por:

d(p,q) = /(ar — b2)? + (a2 — by)?,

onde p = (ay,as) e q = (b1, by) sdo pontos do plano R?, é uma métrica, chamada

métrica usual no R?.

Definicao 5 : Seja d uma métrica num conjunto X. Para um ponto p € X e um real

0 >0, Sq(p,d) ou, simplesmente, S(p,d), denotard o conjunto de pontos a distancia 0 de
b:
S(p,0) ={x:d(p,x) <d}

S(p,0) € a esfera aberta ou, simplesmente, esfera de centro p e raio 6. Chama-se

também visinhanca esférica ou bola.

Exemplo 5 : Sejam o ponto p = (0,0) do R* e 0 real = 1. Se d é a métrica usual em

R?, entdo Sy(p,d) € o disco unitdrio aberto.

Definigao 6 : Seja d uma métrica num conjunto nao-vazio X. A topologia F' em X,
gerada pelas classes de esferas abertas de X é chamada topologia métrica (ou topologia
induzida pela métrica d). Além disso, o conjunto X, juntamente com a topologia F

induzida pela métrica d, é chamado espago métrico e representa-se por (X, d).
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Portanto um espago métrico é um espaco topoldgico em que a topologia é in-
duzida por uma métrica. Consequentemente, todos os conceitos definidos para espagos
topoldgicos valem também para espacos métricos. Por exemplo, podemos falar de con-

juntos abertos, conjuntos fechados, etc. para espagos métricos.

Exemplo 6 : Se d é a métrica em R, isto é, d(a,b) = |a — b|, entdao as esferas abertas
em R sao precisamente os intervalos abertos finitos. Entao, a métrica usual em R induz

a topologia usual em R.

O conjunto dos nimeros reais € o espago topologico mais frequentemente utilizado.
Nas abordagens que seguem nos restringiremos, em alguns momentos, ao citado
espaco em virtude de estarmos interessados nas demonstracoes de resultados restritos a

Topologia da Reta.

Definicao 7 : Seja A um subconjunto de um espaco métrico M. Diz-se que A € aberto

se todo ponto p € A € o centro de uma bola aberta inteiramente contida em A.

Exemplo 7 : A reta real R é um conjunto aberto, pois qualquer intervalo aberto S, deve

ser subcongunto de R, isto €, p € S, C R.

Definicao 8 : Um ponto aderente de um conjunto X € definido como todo ponto a que

¢ limite de uma sequéncia de pontos x, € X C R.

Exemplo 8 : Todo ponto a € X € aderente a x: basta tomar a sequéncia de pontos

Tn = a. Mas pode-se ter um ponto aderente a X sem que este ponto pertenca ao conjunto

X.

Definicao 9 : Um fecho do conjunto X é o conjunto X formado pelos pontos aderentes

a X.

Definicao 10 : Um conjunto X € dito fechado se, e somente se ele € igual ao seu fecho:

X =X.

Em outras palavras, para que X seja fechado é necessario e suficiente que cumpra

a seguinte condicao: se z,, € X para todon € N e limx, = a, entao a € X.
Exemplo 9 : Como exemplo temos o conjunto dos reais, R.
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Teorema 2 : Seja F' um subconjunto de um espaco métrico M. Diz-se que F' € fechado

se, e somente se seu complementar A € aberto.

Demonstragao: Seja F fechado e a € A = a ¢ F. Assim, existe alguma
vizinhanga V' tal que a € V' e que contém pontos de F, ou seja, V C A. Dai, todo ponto
a € A é interior de A, logo A é aberto. Reciprocamente, se A é aberto e o ponto a é
aderente a F', entao toda vizinhanca de a contém pontos de F', logo a nao é interior a A.
Sendo A aberto, temos a ¢ A = a € F. Entao todo ponto a aderente a F' € F, logo F' é
fechado. |

Teorema 3 : A reunidgo de um numero finito de conjuntos fechados € fechada:

Demonstragao: Sejam F, Fy, ..., F},, conjuntos fechados e F' = F1UF,U...UF,,.
Pela Lei de Morgan', F* = (F{UF,U..UF,)=FfNEF5N..NF"

Mas, pelo teorema (1), cada Ff, i = 1,2,...,n é aberto. Portanto, F é a inter-
seccao de um numero finito de abertos, F}, e assim F* também é aberto e novamente pelo

teorema (1), (F°)° = F é fechado. N
Teorema 4 : A interseccao de um niumero qualquer de conjuntos fechados € fechada:

Demonstragao: Seja [F;] a classe de conjuntos fechados e N;F; = F. Pela Lei
de Morgan F° = (N;F})¢ = U;F¥. Assim, F° é aberto e pelo teorema (1), (F€)¢ = F é
fechado. |

Proposicao 5 : O conjunto de Cantor é fechado:

Demonstracao: Veja que F), é a reuniao de 2" intervalos fechados (conforme
4.1.2). Assim, (pelo teorema 2), F, é fechado. Logo o Conjunto de Cantor, K = NFy;

n € N, também é fechado (pelo teorema 3), o que encerra a demonstragao. |

5.3.2 Compacidade

O resultado a seguir nos fornece uma maneira de averiguarmos se um conjunto é

compacto ou nao.

1O complementar da reunido de n conjuntos é a intersecdo dos complementares desses conjuntos;
VYn € N. Lima (2013)
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Teorema 6 : Um subconjunto C' contido num espaco métrico R é compacto se, e somente

se, for fechado e limitado:

Demonstracgao: Todo compacto é fechado e limitado. Suponha que C' nao seja
um conjunto fechado, entao, por definigao, existe uma sequéncia que converge para um
nimero real x ¢ C. Como é convergente, todas as suas subsequéncias convergem para o
mesmo limite x, portanto, nenhuma subsequéncia converge para um ponto de C, logo C'
nao pode ser compacto?. Todo conjunto fechado e limitado é compacto. Suponha que C é
fechado e limitado e seja uma sequéncia contida em C. A sequéncia é limitada, portanto,
possui uma subsequéncia que converge para um limite x € C', que é um conjunto fechado.

Com isso encerra-se a demonstragao.

Proposicao 7 : O conjunto de Cantor é compacto:

Demonstragao: Pela proposicao 5, temos que K e’ fechado. Além disso, K é

limitado e pelo teorema (6) K é compacto, isto é, o Conjunto de Cantor é compacto.

2Um conjunto K C R é compacto se toda sequéncia de pontos de K possui uma subsequéncia que
converge para um ponto K. Seymour (1971)
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Capitulo 6

Trabalhando com fractais em sala de

aula

H&4 um movimento de alguns educadores para que as aulas e os contetudos aplica-
dos em sala de aula sejam cada vez mais interativos, visando uma aprendizagem do aluno
para a vida e nao apenas por um periodo académico.

Gadotti (1987) diz:

. eu diria que Pedro Demo se aproxima da filosofia educacional
de Rubens Alves que, ao invés de avaliar suas aulas em termos
de rendimento escolar, se pergunta, ao final delas, se seus alunos
conseguiram viver mais felizes, se o conhecimento aprendido lhes
trouxe alguma nova alegria de viver, se eles sentiram sabor em
saber mais.

Nas segoes a seguir, apresentaremos alguns roteiros de atividades que podem ser
desenvolvidas em sala de aula na perspectiva de se produzir uma aprendizagem mais

significativa aos estudantes.

6.1 Construindo o Tridngulo de Sierpinski

Publico

Alunos do ensino médio.

Material

Caneta, lapis, borracha, régua, cartolina e tesoura.
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Tempo previsto

Duas aulas de 50 minutos cada.

Objetivos
e Entender alguns conceitos da geometria plana por meio de materiais concretos.

e Explorar o conceito de sequéncia, especificamente de progressao geométrica, nas

construcoes realizadas.

Roteiro da atividade

O professor deve iniciar a proposta dividindo a sala de aula em grupos onde cada
grupo sera responsavel por uma iteragao na construgao do Triangulo de Sierpinski.

Iniciamos o processo entregando ao Grupo 1 uma folha e solicitando que com ela
facam um triangulo equildtero. Aqui seria interessante recordar sobre algumas proprieda-
des geométricas euclidianas do triangulo equildtero no que se refere aos seus lados, altura
perimetro e area.

Cabe aqui o professor sugerir a construcao com a régua seguindo os seguintes
passo:

Grupo 1 (Etapa 1) - Tragar uma reta dividindo a folha em duas partes iguais.

Figura 6.1: Mediana.

Grupo 1 (Etapa 2) - Transferir a medida do lado maior onde a ponta da régua

esteja num vértice e o outro ponto de igual medida da base esteja sobre a mediana.
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Figura 6.2: Marcagao de um lado.

Grupo 1 (Etapa 3) - Efetuar o mesmo procedimento da etapa 2, sé que agora

com o outro vértice.

Figura 6.3: Marcagao do outro lado.

Grupo 1 (Etapa 4) - Por tltimo recortar o triangulo.

73
ri \
4 \

Figura 6.4: Iteracao 0.

Para o Grupo 2 serd entregue o triangulo feito pelo primeiro grupo, no caso
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iteracao 0. Para este grupo, iteracao 1, cabera dividir o triangulo em 4 novos triangulos
equilateros por meio dos segmentos que unem os pontos médios dos lados do triangulo da
iteragao 0.

Grupo 2 (Etapa 1) - Marcar os pontos médios do triangulo.

Figura 6.5: Marcacao ponto médio.

Grupo 2 (Etapa 2) - Unir os 3 pontos com segmentos de reta.

Figura 6.6: Unindo os pontos médios através de segmentos de reta.
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Grupo 2 (Etapa 3) - Recortar os 4 triangulos equildteros formados.

Figura 6.7: Triangulos recortados.

3
Grupo 2 (Etapa 4) - Separar 1 dos triangulos que serao utilizados nas préximas

etapas.

Figura 6.8: Iteracao 1.

Para o Grupo 3, responsavel pela iteracao 2, sera entregue os triangulos separados
na etapa anterior e solicitado que novamente dividam cada triangulo recebido em 4 novos
triangulos equildteros e apds, retirem 1/4 dos triangulos resultantes.

Grupo 3 (Etapa 1) - Deverao ser seguidos os passos dos grupos anteriores, con-

forme descrito nos itens abaixo:
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(a) Marcagao dos pontos médios. (b) Unindo os pontos médios.

(c) Triangulos recortados. (d) Iteragao 2.

Para o Grupo 4, responsével pela iteracao 3, sera entregue os triangulos remanes-
centes e solicitado que novamente dividam cada triangulo recebido em 4 novos triangulos
equilateros e apos, retirem 1/4 dos triangulos resultantes.

Grupo 4 (Etapa 1) - Deverao seguir os passos dos grupos anteriores, os quais

podem ser observados nos itens a seguir:

(e) Marcagao dos pontos médios. (f) Unindo os pontos médios.
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(g) Tridngulos recortados. (h) Iteracao 3.

Finalizamos com a participacao de todos os grupos onde utilizaremos os triangulos
para a construcao do Triangulo de Sierpinski, sendo que os triangulos retirados nas

iteragoes serao utilizados para nortear a construcao.

(i) Sierpinski com 1 iteragao. (j) Sierpinski com 2 iteragoes.

(k) Sierpinski com 3 iteragoes. (1) Todas iteracoes.
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6.1.1 Explorando alguns elementos da geometria plana no Triangulo

de Sierpinski

Aqui, apds os alunos realizarem a proposta 6.1, o professor podera lancar o se-
guinte desafio: completar a tabela abaixo calculando os valores das 3 iteragao realizadas
pelos grupos 1, 2 e 3.

Concluida a tabela, o professor podera fazer algumas consideracoes e novamente
questionar se os alunos seriam capazes de calcular quais valores encontrariamos na iteragao
4 sem fazer novos recortes e também questionar se é possivel generalizarem uma férmula

para n iteracoes.

Nivel n=>0 n=1 n=2 n=3
Numero de triangulos |1 3 9 27
1 1 1
C i to d da| 1 — — —
omprimento de cada 5 1 3

lado

Area de cada triangulo | — — < ~2
\;l_ 16 64 256
3 3 9 27
/7 d v o 7
S(?IAna das areas dos 1 16\/§ 64\/§ 756 3
triangulos
Perimetro de cada |3 3 3 3
.A 2 4 8
triangulo
2 I
Perimetro total 3 J 27 8l
2 2 2

Tabela 6.1: Resultados do Triangulo de Sierpinski

6.2 Construindo um fractal a partir de um quadrado

Publico

Alunos do ensino médio.

Material

Caneta, lapis, borracha, régua, cartolina e tesoura.
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Tempo previsto

Duas aulas de 50 minutos cada.

Objetivos
e Realizar a interacao dos alunos em grupo.

e Desenvolver com os alunos a construcao de um fractal a partir de um quadrado,
com o intuito de averiguarmos algumas caracteristicas do fractal, evidenciando, por

exemplo, o conteudo de sequéncias no ensino médio, a saber: progressao geométrica.

Roteiro da atividade

Todos os alunos formarao um tnico grupo, e compartilharao os conhecimentos
adquiridos na proposta 6.1. A ideia é partir de um quadrado feito de papel ou cartolina,
marcar seu pontos médios, tracar semirretas unindo tais pontos formando um quadrado
menor, recortar o quadrado menor e repetir sucessivamente este processo por 4 ou 5 vezes
e apdés solicitar aos alunos que tentem construir algum tipo de fractal.

Um fractal que esperamos que surja, segue abaixo.

m uadrado inicial. n) Primeiras marcacoes.
(m) Q G

45



(o) Unindo pontos médios. (p) Recorte do primeiro quadrado.

(q) Recorte do segundo quadrado. (r) Recorte do terceiro quadrado.

(s) Recorte do quarto quadrado (t) Recorte do quinto quadrado.
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(u) Fractal e figuras restantes. (v) Todas figuras.

6.2.1 Explorando alguns elementos da geometria plana no frac-

tal construido

Aqui, apds os alunos realizarem a proposta 6.2, o professor podera lancar o se-
guinte desafio: completar a tabela abaixo calculando os valores das 5 iteragao realizadas
na pratica.

Para isso, os alunos devem perceber que ha dois tipos de quadrados formados,
podendo-se considerar os do tipo 1, aqueles formados pelo préprio material da construcao

e os do tipo 2, aqueles formados pelas bordas dos material utilizado.

Nivel n=1 n =2 n=3 n=4 n=-=>5

Numero de quadrados | 2 3 4 5 6

formados

{ 2,101 2,112 2,13 2,14 2,15

Area de cada quadrado | 217(=)" | 21%(=)” | 21°(2)° | 219(=2)" | 21%(%)
. 2 2 2 2 2

retirado

Tabela 6.2: Resultados do fractal construido

6.3 Construindo um fractal através do trimino

Publico

Alunos do ensino médio.
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Material

Caneta, lapis, borracha, régua e folha milimetrada.

Tempo previsto

Duas aulas de 50 minutos cada.

Objetivos
e Promover a interagao dos alunos em grupo.

e Realizar a construcao de um fractal com os alunos do ensino médio a partir do
triming, evidenciando, apds a construcao, a interpretacao geométrica de uma pro-

gressao geométrica crescente.

Roteiro da atividade

A proposta é dividir os alunos em grupos, aqui dividido em quatro grupos, e a
cada fase da atividades os alunos substituirao cada quadrado da figura formada por um
novo triminé. Para demostrar este processo, usamos um programa' de computador que
imita folhas quadriculadas.

Grupo 1 - Este grupo inicia a constru¢ao com um quadrado, substituindo este,

por trés novos quadrados (trimind), que serd a primeira iteragao.

Figura 6.9: Primeira Iteracao.

"Microsoft Excel
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Grupo 2 - Este grupo continua a construcao substituindo cada quadrado por trés

novos quadrados (trimind), que serd a segunda iteracao.

Figura 6.10: Segunda Iteracao.

Grupo 3 - Este grupo continua a construcao substituindo cada quadrado por trés

novos quadrados (trimind), que serd a terceira iteragao.

Figura 6.11: Terceira Iteracao.

Grupo 4 - Este grupo continua a construcao substituindo cada quadrado por trés

novos quadrados (trimind), que sera a quarta iteragao.
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Figura 6.12: Quarta Iteracao.

Durante a pratica, o professor deve parar na terceira ou quarta iteracao, conforme
o nimero de grupos formado pois, caso substituissemos sucessivamente (e infinitamente)
cada quadrado do triminé por um novo triminé, obteriamos a cada iteracao trés vezes a
figuras anterior, necessitando de um ntimero infinito de pecas.

Apos esta construcao analisaremos as propriedades matematicas envolvidas e po-

demos, por exemplos, completar a tabela abaixo.

Nivel n=1 n=>2 n=3 n=4
Nimero de quadrados | 31 3 33 34
Total 3 9 27 81

Tabela 6.3: Encontrando o ntimero de quadrados

As consideragoes que seguem referem-se as propostas 6.2 e 6.3.

Na maioria dos livros matemaéticos para o ensino médio encontramos a férmula
a, = a1.q" "' para progressoes geométricas, sendo a; o primeiro termo, a,, o n-ésimo termo
e ¢ a razao.

O conhecimento da citada férmula e a manipulacao da mesma por meio de ativi-
dades repetitivas, por exemplo, encontrar a razao ou o n-ésimo termo de um P.G. dada,
nao ¢ suficiente para promover o aprendizado do aluno.

E preciso inovar, planejar situagoes que favorecam a expansao do significado
de P.G. para esse aluno. Neste sentido, a nossa proposta é que o professor faca um

discussao com os alunos a fim de que eles percebam o significado geométrico das sequéncias
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a, = (5)” e b, = 3". Especificamente, de 6.2.1, espera-se que os alunos percebam pelo
menos intuitivamente que a area do quadrado retirado a cada iteracao diminui a metade,
ou seja, seguindo uma P.G. decrescente de razao ¢ = % e também, pela tabela 6.3,
percebam que o nimero de quadrados triplicam a cada iteracao, ou seja, seguindo uma
P.G. crescente de razao ¢ = 3. Estd é uma maneira concreta de apresentarmos um

sequéencia fazendo com que o aluno entenda o porqué de uma P.G. ser crescente quando

temos uma razao ¢ > 1 e ser decrescente quando temos uma razao 0 < ¢ < 1.

6.4 Construindo fractais com espelhos

Publico

Alunos do ensino médio.

Material

Dois espelhos planos e objetos geométricos tridimensionais.

Tempo previsto

Uma aula de 50 minutos.

Objetivos
e Construir fractais exclusivos.
e Contribuir para a interacao dos alunos do ensino médio com os fractais.

Roteiro da atividade

Para esta proposta é importante que os alunos ja tenham feito as propostas
6.1, 6.2 e 6.3, pois elas servirao de base para que os alunos possam trabalhar com mais
autonomia. As propriedades e os conceitos precisam estar bem sedimentados no intuito
do professor intervir o menos possivel.

Assim, o professor de posse de dois espelhos, colocara eles paralelamente um ao
outro mantendo um espaco consideravel entre eles e nesse espaco o professor colocara
objetos geométricos tridimensionais. Um exemplo pode ser visto por meio da figura

abaixo.
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Figura 6.13: Fractais com espelhos.

6.4.1 Brincando também se aprende

Segundo Alves (2001):

os jogos e brincadeiras propiciam condigoes agradaveis e fa-
voraveis para o ensino da matemaética, uma vez que, com esse tipo
de material, o individuo é motivado para trabalhar e pensar tendo
por base o material concreto, descobrindo, reinventando e nao sé
recebendo informagoes.

Neste contexto e buscando manter a matematica dos fractais inserida no cotidiano
dos alunos, podemos sugerir que cada aluno do ensino médio faca seu autorretrato, o
popular “selfie”, possibilitando assim, o aprimoramento tedérico dos fractais aplicado na
pratica, o que permite uma visao lidica dos termos abordados na geometria fractal,

inicialmente complexos, porém importantes a aprendizagem do aluno do ensino médio.
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Figura 6.14: Fractais com espelhos.
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Devemos levar em consideracao que a matematica esta presente praticamente em
todas as dareas do conhecimento bem como na grande maioria das atividades do cotidiano,
sendo fator essencial para a desenvolvimento intelectual e humano.

Um dos ramos da matematica é a geometria fractal que nos permite trabalhar com
atividades lidicas como a utilizagao de materiais concretos, dobraduras e também com
recursos computacionais, cativando, despertando a criatividade e interesse pela disciplina.
Através da citada geometria podemos explorar, principalmente, progressoes aritméticas e
geométricas, transmitir breve conceito de limites e obviamente fractais que é o objeto do
nosso estudo.

Assim, a geometria dos fractais nao é apenas um capitulo da matematica, mas
também uma forma de ajudar os homens a verem o mesmo velho mundo diferentemente.

Entendemos que a geometria fractal, que nao apenas descreve uma figura geométrica
nao euclidiana e que nao esta isolada do cotidiano de nossos alunos, principalmente do
ensino médio, precisa ser apresentada a eles, de forma que contribua para sua formacao

académica.
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