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Abstract

The volume and area calculation were a theme that challenged mathematicians since the first
registers that they found out. From rudimental shapes and practices without theoretical support
of Babylonians and Egyptians until Differential and Integral Calculus development, a vast number
of mathematicians contributed for development and systematization of concepts and forms of areas
and volume calculation.

In this paper has as an objective to show formal concepts and historical aspects about area
and volume calculation through mathematicians’ contributions over the Mathematic history.

Particularly, it will be analyzed Cavalieri’ projects who used the indivisible idea. He extended
concepts that used exhaustion method and Pappus that contributed about formalization of area
and volume calculation of solids of revolution through gravity center. Other aspect pointed in
this paper are the contributions of Newton and Leibniz about Differential and Integral Calculus
development that to make possible a meaningful advance about area and volume calculation.

To finish this paper, some didactic applications it will be presented with the aim to make
students have a clear understanding about the theme.

Keywords: Area, Volume, Integral, Teaching activities.

Resumo

O calculo de éareas e volumes foi um tema que desafiou os matematicos desde os primeiros
registros encontrados. Desde as formas rudimentares e praticas sem embasamento teéricos dos ba-
bilénicos e egipcios até o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral, iniimeros mateméaticos
contribuiram para o desenvolvimento e formalizagdo dos conceitos e maneiras de célculo de areas
e volumes.

Neste trabalho apresentaremos conceitos formais e também aspectos histéricos no desenvol-
vimento do calculo de areas e volumes, através das contribui¢cdoes dos matematicos ao longo da
histéria da Matematica. Em especial, analisaremos os trabalhos de Cavalieri, que utilizou a ideia
dos indivisiveis, ampliando conceitos utilizados pelo método da exaustao e Pappus, que contribuiu
formalizando o cédlculo de areas e volumes dos sélidos de revolucao através do centro de gravidade.
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Também destacamos a contribuicao das ideias de Newton e Leibniz no desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral, que permitiu significativo avanco no célculo de areas e volumes.

Finalizamos este trabalho com algumas aplicacoes didaticas, visando um melhor entendimento
dos alunos sobre este tema.

Palavras-chave: Area, Volume, Integral, Atividades didéticas.
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Introducao

E dificil fazer afirmacoes precisas sobre as origens da Geometria, mas seu inicio se deu em
tempos remotos da antiguidade.

A simples observagao cotidiana levou o homem as descobertas geométricas. A nogao de distan-
cia podia ser observada no seu dia a dia e os padrdes das formas geométricas eram presentes nos
objetos ao seu redor. A circunferéncia podia ser encontrada no contorno do sol e da lua, no corte
de troncos e na agua quando arremessada uma pedra na superficie de um lago. Nas construgoes
utilizavam conceitos de paralelismo e perpendicularismo de modo intuitivo. Nas confecgoes de
utensilios formavam padroes geométricos utilizando nogoes de simetria.[§]

Embora o homem tenha se mostrado capaz de fazer registros de seus pensamentos em forma
escrita nos ultimos seis milénios, ha registros de congruéncia e simetria em trabalhos feitos pelos
homens do periodo neolitico.

Her6doto acreditava que a Geometria tinha surgido no Egito, da necessidade de fazer novas
medidas das terras apds a inundagao anual no vale as margens do rio Nilo, dando a Geometria o
sentido de "medida da terra'. Ja Aristételes achava que havia uma classe sacerdotal que conduziu
o estudo da Geometria por lazer. Ha exemplos nos tabletes encontrados em sitios arqueologicos
na Mesopotamia de problemas de geometria. [0]

A Geometria desenvolvida pelos babilonios e egipcios era essencialmente aplicada em problemas
de calculo de comprimentos, areas e volumes. Para isso, utilizavam maneiras de desenvolver esses
calculos sem se preocuparem com demonstragoes e conceitos teéricos.

As primeiras demonstracoes matematicas sao devidas a Tales, iniciando assim, o desenvolvi-
mento da geometria pelos gregos, que organizaram dedutivamente, com axiomas, teoremas, entre
outros, o modelo matematico cuja estrutura ¢ utilizada até hoje.

Euclides, autor de "Elementos", retiine de modo sistematizado, as principais descobertas geo-
métricas de seus precursores. Em sua obra, comeca pelas nogoes mais elementares e somente a
partir dai insere defini¢cOes gerais, axiomas e postulados. Comeca pela nogao de ponto, "o que nao
tem partes", seguindo-se a caracterizacao da linha como uma longitude, "extensao' sem largura;
a superficie como aquilo que s6 tem largura e extensao, e o corpo o que tem largura, extensao e
profundidade.

O desenvolvimento do conhecimento sobre o calculo de areas e volumes foi feito através dos
trabalhos e contribuicoes de varios matematicos no decorrer da histoéria.

Este texto tem como objetivo apresentar os estudos de alguns desses matematicos, analisar
como suas ideias levaram a evolugao dos conceitos do cédlculo de areas e volumes e a formalizacao
desses conceitos, que serao abordados no capitulo 1. Também nesse capitulo, mostramos aplicagoes



sobre o tema, tanto no seu contexto histérico como em aplica¢oes através de conceitos utilizados
atualmente. Entre os matematicos que contribuiram significadamente com a evolucao das ideias
de dreas e volumes, destacamos o trabalho de Cavalieri e suas ideias sobre os indivisiveis, cujo
principio norteia todo o calculo de volumes desenvolvido no ensino médio, no capitulo 2. Também
destacamos Newton, Leibniz e Riemann cujas ideias levaram ao desenvolvimento do Célculo Dife-
rencial Integral, no capitulo 3. Abordamos também as ideias ndo tao usuais no ensino médio para
o calculo de volumes de sélidos de revolucao utilizados por Pappus através do centro de gravidade
das figuras planas geradoras desses solidos, no capitulo 4.

Finalizamos este texto com sugestoes de atividades onde o aluno se torna protagonista de
seu conhecimento, construindo os sélidos e verificando a validade de conceitos na pratica. Em
oposicao as atividades tedricas, através da manipulacdo de material concreto o aluno demonstra
maior interesse, sentindo-se desafiado e estimulado na aquisi¢do do conhecimento.









Capitulo 1

Areas e Volumes: Aspectos historicos e
conceituais

Na antiguidade, a observagao cotidiana levou o homem as descobertas geométricas. A Geome-
tria desenvolvida pelos babilonios e egipcios era essencialmente aplicada em problemas de célculo
de comprimentos, areas e volumes sendo desenvolvidos sem a preocupagao com demonstragoes e
conceitos tedricos.

Os babilénios do periodo 2000 a.C. a 1600 a.C. conheciam o célculo da area do retangulo, do
triangulo retangulo isésceles e do trapézio retangulo, também o volume de um paralelepipedo,
entre outros calculos. Os egipcios desenvolveram férmulas de mensuragao para calculo de areas de
terras e volume de graos.[§]

As primeiras demonstragoes matematicas sao devidas a Tales, iniciando-se assim, o desenvolvi-
mento da geometria pelos gregos, que organizaram dedutivamente, com axiomas, teoremas, entre
outros, o modelo matematico cuja estrutura é utilizada até hoje.

Euclides destacou-se nessa época como autor de FElementos, obra composta por treze livros
contemplando conceitos de geometria, aritmética e algebra.

Para desenvolvermos um contetido em Geometria devemos comecar com a apresentacao de
conceitos primitivos e uma lista de proposi¢oes primitivas que enunciem, sem demonstracao, fatos
relacionados a esses conceitos. A partir dai, introduzir os teoremas que sdo demonstrados, e que
fazem afirmagoes referentes as proposigoes e aos conceitos definidos.

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de area e volume. Apresentaremos formas de se
obter a drea para algumas regides planas conhecidas. Também analisaremos as contribuigoes dos
matematicos na evolugao das ideias sobre o infinito e o método da exaustao que levaram ao estudo
de areas e volumes através do calculo diferencial e integral.

Estao incluidas neste capitulo algumas aplicagoes onde o conceito de areas sera utilizado como
facilitador na demostragao de alguns resultados importantes.



Areas

A area de uma regiao plana é um numero positivo associado a essa regiao que quantifica o
espaco ocupado por ela. Para medir a por¢do do plano ocupada por uma figura F', devemos
estabelecer uma unidade de medida de area e comparar I’ com essa unidade. O resultado é um
nimero que expressa quantas vezes a figura contém a unidade de area.[12]

1.1 Area de poligonos

Para cada poligono P associamos um nuimero real nao negativo, chamado area de P, que possui
as propriedades:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.
2. Se P é um quadrado com lado unitario, entdo area de P = 1.

3. Se P pode ser decomposto como reuniao de n poligonos P, ..., P, tais que dois quaisquer
tém em comum no maximo alguns lados, a area de P é a soma das areas dos poligonos P,
com?=1,2,..,n.

4. Se o poligono P esta contido no poligono () entao a area de P é menor ou igual a area de Q).

No que segue, vamos adotar como unidade de medida de area o quadrado unitéario, isto ¢, um
quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento. Apresentaremos algumas areas de figuras
planas conhecidas, iniciando com os calculos das areas de alguns poligonos.

Denotaremos a area do poligono P por A(P).

Comecaremos pelo quadrado, onde a ideia de compararmos sua area com a unidade de medida
para verificar quantas vezes o quadrado a contém é mais intuitiva, passando para area do retangulo
e do paralelogramo, e finalmente, as areas do triangulo e do trapézio.

1.2 Area do quadrado

Consideremos o quadrado @), de lado n, com n inteiro positivo, como mostra a figura 1.1.

Q

[

1

n

Figura 1.1: Area do quadrado



Esse quadrado pode ser decomposto por meio de retas paralelas aos seus lados, em um niimero
inteiro n? de quadrados unitdrios conforme a figura. Sua 4rea serd entdo igual a n?.

Se o lado do quadrado () tem por medida %, com n inteiro positivo, entao podemos decompor

o quadrado unitério em n? quadrados congruentes a . Todos esses n? quadrados juntos compoem
o quadrado unitario. Logo, pela propriedade 3, temos:

n?. AQ) =1

Assim,

Generalizando, se o lado de um quadrado Q tem por medida o nimero racional %, podemos de-
compor cada lado desse quadrado em m segmentos de comprimento % Assim, o quadrado Q sera

decomposto em m? quadrados de lado % cuja area é —.
n

Entao, temos:

Ou seja

Assim, podemos concluir que se um quadrado cuja medida do lado é um nimero racional
a= %, entao sua area é dada pela expressao:

Area do quadrado = a2

Quando a medida a do lado do quadrado Q for um ntmero irracional, ainda assim podemos
mostrar que a area continua sendo a?.[15]
Para isso, consideramos dois ntimeros racionais b, e ¢, tais que
bk<a<ckeck—bk<%
Consideramos os quadrados de lados by e ¢, tais que, o quadrado de lado b, estda contido no
quadrado Q e o quadrado de lado ¢; contém o quadrado Q.

Sendo by e ¢, nimeros racionais, sabemos calcular as areas desses dois quadrados e temos a
seguinte desigualdade:

(be)* < A(Q) < (cx)?
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Mas sabemos que
b, <a<ce (bk>2 <a® < (Ck)2.

Concluimos entao que A e a® devem pertencer ao intervalo (b2, c?), de maneira que temos:
kr%“k/»

A(Q) = a?| < & — b} = (ck — be) (e + br)
AQ) — a?| < -(cx + br)

A(Q) — a?|< F.1(cx — bi) + (b + by)]
AQ) — a?|< f.(F +20)

Essa desigualdade vale para todo k& € N, logo, como podemos aumentar o valor de k sucessiva-
mente, teremos |A(Q) — a?| = 0, ou seja,

AQ) = a’
Assim, podemos concluir que para qualquer medida a do lado do quadrado, a sua area sera:
AQ) = a®

1.3 Area do retangulo

O retangulo é um quadrilatero que possui os quatro angulos retos.

Com um raciocinio analogo ao utilizado anteriormente, podemos mostrar que um retangulo de
lados m e n tem area igual a m.n, para quaisquer nimeros reais m e n. Porém, aqui vamos chegar
a area do retdngulo utilizando a area do quadrado. Assim, para calcular a area de um retangulo
R de lados m e n, reais, construimos o quadrado @ de lado m + n, formado por dois retangulos R
e mais dois quadrados, um de lado m e outro de lado n, como mostra a figura.

n R n R

m n

Figura 1.2: Area do retangulo
Temos drea de @ = (m + n)* = m? + 2mn + n?.

Mas temos também, drea de Q = m? + n? + 2.A(R), o que nos leva a concluir que:

A(R) =mn



1.4 Area do paralelogramo

Da area do retangulo, passamos para a area do paralelogramo mais geral, definido como um
quadrilatero cujos lados opostos sao paralelos.

Considerando o paralelogramo P, com base de comprimento b e altura a, podemos inscrevé-lo
em um retangulo de base b+ ¢ e altura a, onde ¢ é o segmento obtido pelo prolongamento da base
b até a perpendicular que passa pelo vértice superior do paralelogramo.

A area desse retdngulo é (b + ¢)a = ba + ca. Por outro lado, o retdngulo é formado pelo
paralelogramo unido com dois tridngulos que, juntos formam um retangulo de area ca. Notamos
que os triangulos sao congruentes.

b b c
Figura 1.3: Area do paralelogramo

Assim, b.a + c.a = A(P) + c.a.
Entao,

A(P) =b.a

1.5 Area do triangulo

Para calcular a area de um triangulo 7" notamos que a partir dele podemos construir um
paralelogramo de mesma base e mesma altura que ele. Esse paralelogramo pode ser dividido por
uma de suas diagonais, em dois triangulos congruentes. Entao, pela propriedade 1, eles tém a
mesma area.

Figura 1.4: Area do tridngulo

Entao, pela propriedade 3, podemos concluir que:



1.6 Area do trapézio

Trapézio é um quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos.
A area do trapézio Z, pode ser obtida através da decomposi¢do em dois tridngulo, como mostra
a figura 1.5, onde a é a altura do trapézio.

Figura 1.5: Area do trapézio

(ab1 + Cbbg)

AZ) = %% + Q% — 5 _ (by —i—2b2).a

Estas figuras estudadas apresentam caracteristicas que as definem e que possibilitam o calculo
de suas areas através dos conceitos vistos. Agora, como encontrar a area de uma figura plana
qualquer?

1.7 Uma definicao mais geral para area

Para uma figura plana F arbitraria, a area, indicada por A(F'), ficard determinada & medida
em que aproximamos o seu valor, por falta ou por excesso. Escolhemos como valores aproximados
por falta, as areas dos poligonos P contidos em F' e como valores aproximados por excesso, as
areas dos poligonos P’ que contém F'.

—

P IE
'
F P

Figura 1.6: Area de figura plana qualquer

A medida em que o contorno do poligono se aproxima do contorno da figura F, a sua drea se
aproxima de A(F).

Considerando os valores aproximados por falta, se A(P) é a area de um dos poligonos P contido
em F', temos:
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A(P) < A(F)
E, para qualquer nimero k < A(F'), podemos encontrar um poligono P, contido em F', onde
k < A(P) < A(F)

De maneira analoga, com as aproximagoes por excesso, se P’ é um poligono que contém F,
temos A(F) < A(P’). E para qualquer nimero d > A(F') existe uma regido retangular P’ que
contém F', tal que:

A(F) < AP < d

Assim, podemos escolher poligonos cujas areas se aproximem cada vez mais da area da figura,
tanto por falta como por excesso, tornando a diferenca entre as areas tao pequena quanto se deseje,
determinando finalmente, a area da figura F'.

As ideias aqui apresentadas, refletem o pensamento elaborado por varios matematicos envol-
vendo a ideia de infinito e o método da exaustao, e que culminaram no desenvolvimento de um
novo ramo da matematica: o Calculo Diferencial e Integral.

Embora a formalizacido do calculo tenha se dado no século XVII, questoes relacionadas ao seu
dominio ja eram possiveis de serem encontradas em varias situacoes anteriores.

Os babilonios ja sabiam como calcular a raiz quadrada de um ntmero por aproximacao e
aplicando o método varias vezes conseguiam valores aproximados tao préximos quanto desejassem.

Os matematicos gregos sabiam demonstrar que a diagonal de um quadrado de lado 1 nao podia
ser escrita de forma finita, ou em nossa linguagem atual, que /2 nio era um niimero racional. [5]

A descoberta da impossibilidade de representar a razao entre a diagonal do quadrado e o seu
lado em termos de um ntimero racional, levou os matematicos gregos a ideia da incomensurabilidade
e do infinito. Para os gregos foi dificil aceitar o fato de usar um niimero com infinitos algarismos
para representar um segmento de reta tdo bem determinado como a diagonal de um quadrado.

A dificuldade em tratar dessa questao gerou uma crise entre os matematicos gregos, levando-os
a concluir que seria melhor evitar os processos infinitos.

Embora nao considerassem os incomensuraveis como nimeros, a teoria das proporg¢oes de Eu-
doxo permitiu definir os irracionais, recorrendo ao finito. Esse processo é a base do método da
exaustao.

Em relagao a esse processo, segundo Isabel Serra "...a ideia basica pode ser facilmente compre-
endida com auxilio do sistema decimal atualmente usado para escrever um nimero'. [23]

Por exemplo, para definir o nimero 7, que é o perimetro da circunferéncia de diametro 1,
podemos dizer que o valor esta entre 3,14 e 3, 15, representado por:

3, 14<m<3,15
Se essa aproximagcao ainda nao for suficiente podemos melhorar sua representacao fazendo:

3,141 < 7 < 3,142
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Assim, aproximavam o valor de m, que ¢ um nimero irracional, representando por um nimero
finito de algarismos através desse procedimento.

Embora tenham negado o infinito, os gregos deixaram sementes para as préximas geragoes de
matematicos.

Apresentaremos a seguir, as ideias de Eudoxo e Arquimedes para o cédlculo da area do circulo
e do valor de 7.

1.8 O método de exaustao de Eudoxo

Eudoxo viveu aproximadamente em 400 a.C., fundou uma escola em Cizico, ao norte da Asia
Menor. Apresentou sua teoria de propor¢ao como uma maneira de contornar a crise surgida pela
descoberta dos incomensuraveis.

O método admite que uma grandeza possa ser subdividida indefinidamente:

'Se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte nao menor que a sua metade, do restante
subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim por diante, se chegara por fim
a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma espécie'. [7]

Este é um dos mais antigos teoremas sobre limites.

Sejam a e b, com a > b as grandezas dadas.
Construiremos a sequéncia:

= b
elim, ,u,=0<b

O método de exaustao nao ¢ um método de descoberta de um resultado, que na maoria dos
casos era descoberto empiricamente. Mas conhecida uma férmula, tornava-se um elegante instru-
mento para prova-la.

1.8.1 Exemplo - Método da exaustao

Usaremos esse método para mostrar que:
"Um circulo tem a mesma area de um triangulo retangulo no qual um dos lados do dngulo reto
é igual ao raio do circulo e o outro igual ao comprimento da sua circunferéncia."
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Apresentaremos a demonstragao utilizando a linguagem moderna. [4]

Representaremos com A, a area do circulo, e com T, a area do tridngulo. Existem apenas trés
possibilidades: A>T, A<T, A=T.

1) Vamos supor inicialmente que A > T.

Notamos que A —T corresponde a uma area e aplicaremos o principio da exaustao as grandezas
Ae A —T.

Retiraremos da area A do circulo, a area de um quadrado inscrito que representaremos por Ly,
que é maior que a metade da area do circulo. Sobrara A — L.

L4 a L4 a

Figura 1.7: Método de exaustao

Tomando como base cada lado do quadrado, tracamos os triangulos isésceles com vértices na
circunferéncia, cujas adreas representaremos por ap, as, a3, dy.
Retiramos essas areas da parte A — Ly.

Sobrara
(A—Ly) —(ag +as+az+ag) = A—(ay +ay+az+ay+ Ly) = A— Lg, onde Lg é a area do
poligono regular inscrito de 8 lados.

Tracando novamente triangulos isésceles tendo como base os lados do octégono e retirando as
areas desses tridngulos da parte que havia sobrado anteriormente, sobrara A — Lqg, onde L1 é 0
poligono regular de 16 lados, inscrito na circunferéncia.

Ap6s um nimero finito de etapas obteremos um poligono regular de area L,, tal que A — L,, é
menor que as grandezas A e A — T, consideradas inicialmente.

Ou seja,

A—L,<A-T, o que nos leva a concluir que T" < L,,.

Por outro lado, consideremos um poligono regular de n lados, de area L,,, inscrito no circulo
de area A.
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Nele, o apétema OP é menor que o raio R e o perimetro 2p é menor que o comprimento C' da
circunferéncia.

/\

S
_

Figura 1.8: Poligono inscrito

Entao,
OP.2p < R.C = OPQ'QP < RQC

Mas

TOP'QP ¢ a area L, do poligono e RTC ¢ a area T' do triangulo.

Logo, L, < T, o que leva a uma contradicao.
2) Vamos supor agora que A < T.

Consideremos o quadrado circunscrito ao circulo cuja area representamos por L.

Notamos que T'— A corresponde a uma area e aplicaremos o principio da exaustao as grandezas
L4 el — A.

Vamos retirar do quadrado de drea L4, uma parte maior que a metade, que ¢é o circulo de area
A. Sobra Ly — A.

Em cada canto do quadrado, tracamos os tridngulos isésceles cujas bases sdo tangentes ao
circulo. Representaremos suas areas por aq, aq, as, .

Retiramos essas areas da parte Ly — A.

Sobrard

(Ly—A) — (a1 +as+ag+ay) = (Lyg— A) — (Ly — Lg) = Lg — A, onde Lg é a area do poligono
regular circunscrito, de 8 lados.

De maneira analoga, retirando da parte que sobra, Lg — A, uma parte maior que sua metade,

sobrard Lig — A.
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Apdés um nimero finito de etapas obteremos um poligono regular de area L,, tal que L, — A é
menor que T'— A, considerada inicialmente.

Ou seja

L,—A<T—-A

o que leva a concluir que L,, < T.
Por outro lado, vamos considerar um poligono regular de area L, circunscrito no circulo de
area A.

Na figura a seguir, o apétema OP ¢ igual ao raio R e o perimetro 2p é maior que o comprimento
C' da circunferéncia.

AT N\

)
A/

Figura 1.9: Poligono circunscrito

Entao,
OP.2p > R.C

OP2p _ RC
2 2
Mas
@;2—19 ¢ a area L, do poligono e @g ¢ a area T' do triangulo.
Logo, L, > T, o que leva a uma contradicao.
Como A > T levou a um absurdo e A < T levou a outro absurdo, podemos concluir que A =T

Ou seja, a area do circulo é igual a area do tridangulo retangulo cujos catetos sao respectivamente,
o raio e o comprimento desse circulo.

1.9 O método de Arquimedes

Arquimedes viveu em Siracusa por volta de 287 a.C. e figura entre os maiores matematicos de
todos os tempos. E notavel a construgao de criativos engenhos de defesa que ajudaram Siracusa a
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resistir ao sitio de Roma. Arquimedes explorava a Geometria em figuras desenhadas em cinzas de
lareiras ou em diagramas tracados na areia.

1.9.1 Exemplo - O calculo do valor do 7 por Arquimedes

Através da ideia de uma grandeza "ser suficientemente pequena quanto se queira', Arquimedes
calculou a razao entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro do circulo e também a
quadratura da parabola. Para o calculo da razao entre o comprimento da circunferéncia e o
didmetro do circulo, Arquimedes inscreveu e circunscreveu, inicialmente, hexadgonos regulares em
uma circunferéncia de raio 1.

Figura 1.10: Hex4gonos inscrito e circunscrito

Em seguida, foi duplicando sucessivamente o nimero de lados. Assim, inscreveu e circunscreveu
poligonos de 3.2" lados.

Conhecendo o perimetro de um determinado poligono, podemos calcular o perimetro do poli-
gono com o dobro do nimero de lados.

Consideremos o poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de raio R. Represen-
tamos o lado do poligono por [,,. Desse poligono vamos destacar o triangulo retangulo formado
pela hipotenusa R e os catetos %” e A,, sendo A, o apotema do poligono de n lados.

B _— D ~C ln/2

Figura 1.11: Poligono de n lados
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Mostraremos uma maneira de se chegar aos resultados propostos por Arquimedes.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
A

A2:R2_l721
n 4
AR -2
n — 4

AR? — I2

A=V

Agora, consideramos o poligono regular de 2n lados inscrito na circunferéncia, como mostra a
figura que segue. Nela destacamos os seguintes elementos:

CFE = Iy, , lado do poligono de 2n lados.

AD = A,, ap6tema do poligono de n lados.

DE = R — A,, diferenga entre o raio da circunferéncia e o apotema.
EF = 2R, diametro da circunferéncia.

E
o
B D\AC R-An: y
An |
A A
2R
F

Figura 1.12: Poligonos de 2n lados

Do tridngulo retangulo EC'F' da figura temos, pelas relagbes métricas do triangulo retangulo
que o quadrado do cateto é igual ao produto da hipotenusa pela sua projecao, ou seja:
(EC)?* = (EF).(DE)

Assim,

(In)? = 2R.(R — A,)

4R? — 2

n

(lon)* = 2R. (R — Y )
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, ) AR? — [2
(ln)* = 2R? — 2RY——F—"

(lsn)* = R(2R — \JAR? — I2)

Iy — \/R (2R — \JAR® — 12)

Sendo a circunferéncia de raio R = 1 e lg = 1, temos:
o = /121 — VA2 — 1?)
s = \2— V3

Aplicando sucessivamente esse calculo, Arquimedes calculou o perimetro de poligonos com 12,
24, 48 e 96 lados, inscritos e circunscritos ao circulo, obtendo valores cada vez mais proximos da
razao, que conhecemos por 7.

Efetuando os célculos, Arquimedes chegou a conclusao que esse valor esta entre 3, 1408 e 3, 1428,
e como citado anteriormente, é uma aproximacao bem satisfatoria do valor de m, que embora seja
um numero infinito, pode ser representado por valores finitos aproximados.

1.10 Equivaléncias de areas e quadraturas

Os séculos V e IV a.C. constituiram um periodo extremamente ativo e rico da matematica no
mundo grego. Neste periodo, conhecido por Epoca Herdica da Matemética, tém infcio os trés pro-
blemas classicos da matematica grega que estimularam o pensamento e descobertas matematicas
ao longo de dois milénios, até se concluir que nao podiam ser resolvidos utilizando apenas um
compasso e uma régua nao graduada. Sao eles, a duplicacdo do cubo, a trisseccao do angulo e a
quadratura do circulo.

Em particular, o problema da quadratura do circulo, desafiou mateméaticos durante muitas
décadas, até que em 1882, Lindemann mostrou a impossibilidade da solucao desse problema uti-
lizando apenas régua e compasso. Mas a beleza desse problema reside no fato de ter constituido
ao longo dos tempos uma fonte muito rica de ideias e processos matematicos, que foram sendo
inventados nas sucessivas tentativas de resolucao.

Hipécrates de Quios, matematico que viveu em aproximadamente 430 a.C., deduziu a primeira
quadratura rigorosa de uma &area curvilinea, mostrando métodos para a quadratura das linulas.

Euclides viveu em torno de 300 a.C. e apresentou em sua obra, "Elementos", importantes
resultados sobre equivaléncias de areas E] e quadraturas de figuras.

Mostraremos a forma utilizada por Euclides para efetuar a quadratura de qualquer regiao poli-
gonal, iniciando com algumas proposicoes utilizadas por ele na quadratura, observando que, para

'Duas figuras sdo equivalentes quando tiverem a mesma &rea.
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Euclides, a igualdade entre figuras significa figuras de mesma area. [22]

Notemos que a proposicao P1 corresponde ao conhecido caso lado angulo lado de congruéncia
de tridngulos e afirma que dois tridngulos congruentes, por este caso, possuem a mesma area.

P1

P2

P3

P4

P5

P6
P7
P8

Se dois triangulos tiverem dois lados iguais a dois lados, e os angulos, compreendidos por
estes lados, forem também iguais, as bases e os tridngulos, e os demais angulos, que sao
opostos a lados iguais, serao também iguais.

Se dois tridngulos tiverem dois lados iguais a dois lados, e as bases também iguais e os
angulos, compreendidos pelos lados iguais, serao também iguais.

Se em dois triangulos dois dangulos de um forem iguais a dois angulos do outro, e um lado do
primeiro igual a um lado do outro, e forem estes lados ou adjacentes, ou opostos a angulos
iguais, os outros lados dos dois tridngulos serao iguais aos outros lados, e também o terceiro
angulo sera igual ao terceiro.

Os lados e os angulos opostos dos paralelogramos sao iguais. O paralelogramo fica dividido
pela diagonal em duas partes iguais.

Os paralelogramos que estao postos sobre a mesma base e entre as mesmas paralelas sao
iguais.

Os paralelogramos que estao postos sobre bases iguais e entre as mesmas paralelas sdo iguais.
Os triangulos que estao postos sobre a mesma base e entre as mesmas paralelas sao iguais.

Os triangulos que estao sobre bases iguais e entre as mesmas paralelas sdao iguais.

1.10.1 Exemplo - Quadratura de poligono por Euclides

Reunindo esses resultados, podemos construir um retangulo com a mesma area de um tridngulo

dado.

A cC A c A G ¢

Figura 1.13: Construcao de retadngulo equivalente ao triangulo

Seguimos 0s seguintes passos:

1.

Dado o triangulo ABC', tracamos segmentos paralelos aos lados AB e AC, obtendo o para-
lelogramo ABC D, cuja area é o dobro da area do tridngulo dado.
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2. Construimos o retangulo ACFE, equivalente ao paralelogramo ABCD.

3. Dividimos o segmento AC' em duas partes iguais, pelo ponto G, obtendo o retdngulo AGHE,
equivalente ao triangulo ABC dado.

A C A G
Figura 1.14: Triangulo e retangulo equivalentes

Devemos agora, construir um quadrado cuja area ¢é igual a area do retangulo obtido.

Para isso, utilizaremos as seguintes proposicoes:

P9 Em um tridngulo retangulo, o quadrado sobre o lado oposto ao angulo reto ¢é igual a soma
dos quadrados sobre os lados que formam o mesmo angulo reto.

P10 Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais e em outras duas partes desiguais, o
retangulo compreendido pelas partes desiguais, juntamente com o quadrado da parte entre
as duas secgoes, sera igual ao quadrado da metade da linha proposta.

Esta proposicao corresponde a afirmacao de que a diferenca entre os quadrados de dois ntimeros
é igual ao produto da soma pela diferenca desse ntimeros.

Para construir o quadrado consideremos o retangulo ACHG:

F

-«

Figura 1.15: Quadratura do retangulo

Se AC = AG, estara feito o que se pede. Mas se nao forem iguais os lados AC' e AG, marcamos
o ponto B, sobre o prolongamento de AG, de maneira que seja GH = GB, e cortamos o segmento
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AB em duas partes iguais no ponto F. Fazendo centro em FE, descrevemos a semicircunferéncia
AF B, onde F é o prolongamento do segmento HG na semicircunferéncia, obtendo o segmento EF'.

O segmento AB esta dividido em duas partes iguais no ponto F, e em duas desiguais no ponto
GG. Entao, pela proposicao P10, o retangulo de lados AG e AC' juntamente com o quadrado de
lado EG é igual ao quadrado de lado EB. Mas EB é igual a FF. Logo, o retangulo de lados AG

e AC juntamente com o quadrado de lado FG, ¢ igual ao quadrado de lado E'F'.

Pela proposicao P9, os quadrados de lados EG e GF sao iguais ao quadrado de lado E'F'. Logo,
o retangulo de lados AG e AC' juntamente com o quadrado de lado GFE, serd igual aos quadrados
de EG e GF.

Logo, tirando o quadrado comum de lado GF, ficara o retangulo de lados AG e AC igual ao
quadrado de lado GF'.

Para a quadratura de qualquer regiao poligonal, a ideia é inicialmente dividir a regido em tri-
angulos e cada triangulo em um retangulo de mesma area. Depois, encontrar um quadrado com a
mesma area que o retangulo.

Entao, aplicando o Teorema de Pitagoras, transformar cada par de quadrados em um so qua-
drado cuja area serd a soma dos outros dois.

Aplicando sucessivamente esse método, conseguiremos chegar a um quadrado de area equiva-
lente a regiao poligonal dada.

1.10.2 Exemplo - Outra forma de quadratura de poligono

Outra forma de fazer a quadratura de um poligono seria transformar um poligono qualquer em
tridngulo, para depois encontrar um quadrado equivalente a esse triangulo.[18]
Para isso, consideramos o seguinte fato:

"Dois triangulos de mesma base e mesma altura relativa a ela sdo sempre equivalentes".

Este resultado é equivalente a proposicao P7.
Com isso, podemos transformar qualquer regiao poligonal convexa de n lados, com n > 4, em
outra equivalente a ela, mas com n — 1 lados.

Para ilustrar esse fato, consideramos n = 5. Para o pentdgono ABCDE da figura, vamos
construir um quadrado equivalente.

Para isso, inicialmente, encontramos um quadrilatero equivalente a ele, tragamos uma diagonal,
por exemplo EC, e pelo vértice D, tragamos a reta r paralela a essa diagonal.

Seja I’ o ponto de interseccao da reta r com a reta s, obtida pelo prolongamento do lado BC.
Os triangulos CDFE e C'F'E sao equivalentes, pois possuem a mesma base e a mesma altura.
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Logo o pentagono ABCDE e o quadrilatero ABF E sao equivalentes.

Figura 1.16: Quadratura de poligono - 1° passo

Analogamente, podemos transformar o quadrilatero ABF E em um triangulo equivalente.

Figura 1.17: Quadratura de poligono - 2° passo

A seguir, faremos a quadratura de um triangulo.
Assim, devemos encontrar um quadrado de area igual a area de um tridngulo com base b e

altura h dadas.

Construiremos um quadrado cujo lado mede [ = Qg, ou seja, devemos encontrar a média

geométrica entre os segmentos de medida % e h.

Para isso, transportamos os segmentos % e h sobre uma mesma reta, formando o segmento
NK, como mostra a figura 1.18.

Construiremos o tridngulo I N K, retangulo em I, cujo vértice I esta na perpendicular a hipo-
tenusa N K, pelo ponto J. O segmento JI é a média geométrica entre os segmentos 5 € h, pois em
todo triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica entre os segmentos
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que determina sobre a hipotenusa.

O I__
4 AN
VZ

// \\
; % \\ s
: s

NP L|J MK

-~ - —— —

b/2 h

Figura 1.18: Quadratura de poligono - 3° passo

Na figura temos NJ = % e JK =h
Assim, o quadrado PJIO é equivalente ao triangulo EGF'.

Finalmente obtemos:
Area do quadrado PJIO = &rea do pentagono ABCDE.

1.11 Quadratura do circulo

Embora seja impossivel obter a quadratura do circulo usando apenas régua e compasso com
operacoes usuais, a tentativa de resolver esse problema, talvez tenha sido um dos desafios mais
fascinantes para muitos matematicos, que acabaram por criar outras formas de solucioné-lo.

Hipias, matematico nascido em Elis, no século V a.C., inventou uma curva que se tornou conhe-
cida como quadratriz. Através dessa curva podemos resolver o problema de trissec¢ao de angulos
e também o da quadratura do circulo. E possivel que Hipias a tivesse usado para trisseccionar an-
gulos e posteriormente, Dindstrato, matematico que viveu por volta de 350 a.C. a tivesse aplicado
no problema da quadratura do circulo. [6]

A curva é tragada da seguinte maneira:

D

A

Figura 1.19: Quadratriz de Hipias
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Considere o quadrado ABCD da figura 1.19. Seja o lado DC' transladado verticalmente com
movimento uniforme a partir de sua posicao até coincidir com AB. No mesmo tempo que C'D
inicia o seu movimento, a reta AD gira uniformemente e em sentido horario em torno do ponto A
até coincidir também com a reta AB chegando ao mesmo tempo que a reta C'D no seu movimento
vertical.

Em um instante qualquer, seja FF a posi¢cao do segmento C'D e Al a posi¢do do segmento
AD. O lugar descrito pelo ponto GG considerando todas as intersecc¢oes possiveis das retas durante
seus movimentos é a curva de Hipias.

A mais importante propriedade dessa curva é a proporcionalidade direta do segmento DFE com
o angulo DAL

Para demonstrar essa propriedade, consideramos o fato de que o movimento do segmento DC'
e do segmento AD sao uniformes. Sendo v; a velocidade linear de DC' e vy a velocidade angular
de AD, considerando o segmento DE e o angulo DAI , podemos escrever DE = vt e DAI = uot.
Assim:

DE _ nit _ v _
DAl U — W = k(constante)

Consequentemente, o segmento AE e o angulo [ AB = % — DAI estdo na mesma razao k.

Entao, para fazer a trisseccao do angulo I AB, por exemplo, basta trissectar o segmento FA
nos pontos N e O e o segmento F'B nos pontos P e (). Os segmentos NP e O(), cortam a curva
nos pontos G e Gy, respectivamente. Os segmentos Al; e Al,, dividirdo o dngulo TAB em trés
partes iguais.

Para fazer a quadratura do circulo, Dindstrato observou uma notével propriedade da extremi-
dade H da curva de Hipias.

A equagao polar da curva é dada por mrsenf = 2af, onde a é o lado do quadrado ABC' D.[6]
senf

Utilizando o fato de que limg_.q g = 1, temos:

O teorema de Dinéstrato diz que o lado a é a média proporcional entre os segmentos AH e o
comprimento DB do arco do quarto de circulo, isto é:

DB _ AB
AB — AH

A demonstracao é dada por Pappus e provavelmente devida a Dindstrato, que utiliza uma prova
indireta, estabelecendo o teorema por destruicao das alternativas.

Dado o ponto H de intersec¢ao da curva com o lado AB, temos uma propor¢ao envolvendo
trés segmentos retilineos e o arco circular DB. Mas podemos obter, pela construcao geométrica da
terceira proporcional, um segmento de reta medindo b, de comprimento igual a DB. O retangulo
que tem lados 20 e a tem &area igual a area de circulo de raio a. Entao, a partir do retangulo,
podemos construir um quadrado de area igual, encontrando uma forma de se fazer a quadratura
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do circulo, mas utilizando outros meios que nao sejam apenas o uso da régua nao graduada e o
compasso.

Assim, destacamos que este procedimento nao faz parte das construgoes permissiveis, como os
gregos chamavam as construgoes feitas utilizando apenas esses dois instrumentos.

1.12 Algumas aplicagoes de equivaléncia de areas

Utilizando o conceito de equivaléncia de areas, faremos as demonstragoes de alguns teoremas
e resultados importantes.

1.12.1 Teorema de Tales

'Se duas retas sao transversais a um conjunto de trés ou mais retas paralelas, entao a razao
entre os comprimentos de dois segmentos quaisquer determinados sobre uma delas é igual a razao
entre os comprimentos dos segmentos correspondentes determinados sobre a outra'.

Demonstracao: Considerando as paralelas que cortam as transversais r e s e determinam sobre
elas os pontos A, A, B, B’, C' e C’, queremos mostrar que:

AiB B A'B’
BC — B
Y s

A Al

Figura 1.20: Teorema de Tales

Considerando que as dreas de triangulos quaisquer de mesma altura sdo proporcionais as suas
respectivas bases, tomamos os tridngulos ABB’ e BC'B’, tendo como base os segmentos AB e BC,
respectivamente. Tomando a altura relativa ao vértice B’, os dois tridngulos possuem a mesma
altura. Representaremos a drea de um tridngulo M N P qualquer por A(MN P). Assim, teremos:

A(ABB') _ AB
A(BCB)) ~— BC

De mesma forma, considerando os tridngulos A’B’'B e B'C’'B, tendo como base os segmentos
A'B" e B'C' e a altura relativa ao vértice B, comum, teremos:

AA'B'B) AR
A(B'CB) — BC

25



Os tridngulos ABB’ e A’B’B possuem a mesma base BB’, e alturas congruentes, pois as retas
AA’ e BB’ sado paralelas. Logo:

A(ABB') = A(A'B'B)

Também os tridngulos BC'B' e B'C’' B possuem a mesma base BB’, e alturas congruentes, pois
as retas C'C’ e BB’ sao paralelas. Entao:

A(BCB') = A(B'C'B)

/ !/
Assim, podemos concluir que: é—g = %, como queriamos.

Em relacao ao Teorema de Tales, a demonstracao feita usualmente no ensino fundamental
e médio supde todos os segmentos Comensuréveiﬂ desconsiderando o caso dos segmentos serem
incomensuraveis , visto que nesse caso haveria necessidade de conceitos que nao sao explorados nesse
nivel de ensino. Assim, a demonstragao sugerida neste trabalho utiliza meios que nao dependem
da comensurabilidade dos segmentos, demonstragao esta que é recomendada pelas orientagoes da
Proposta Curricular do Estado de Sdo Paulo. [14]

1.12.2 Teorema de Ceva

Seja ABC' um triangulo qualquer e D, FE e F pontos sobre os lados BC, CA e AB, respecti-

vamente. Os segmentos AD, BE e C'F sdo concorrentes em um mesmo ponto se, e somente se,
BD CE AF _ 4
CD FA FB —

D Cc

Figura 1.21: Teorema de Ceva

Demonstracao: Lembrando, as areas de tridngulos quaisquer de mesma altura sao proporcio-
nais as suas respectivas bases.

Vamos mostrar inicialmente que se os segmentos AD, BE e C'F' sdo concorrentes em um mesmo
onto entao BD CE AF _ 1
p CD EA FB

20 que equivale a dizer que a razdo entre os comprimentos dos segmentos ¢ um niimero racional
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Considerando os triangulos AFP e FBP com bases AF e F B, eles tém a mesma altura, logo
suas areas sdo proporcionais as suas bases. O mesmo acontece com os triangulos AFC e FBC.
Entao, podemos escrever:

AF _ A(AFP)  A(AFC)
FB ~— A(FBP) ~ A(FBO)
AF  A(AFC)— A(AFP) _ A(APC)
FB =~ A(FBC)— A(FBP) ~ A(BPC)

De modo analogo, temos as seguintes propor¢oes:

BD _ A(BPA)
DC = A(CPA)
CE _ A(CPB)
EA =~ A(APB)
Assim

BD CE AF _ A(BPA) A(CPB) A(APC)
CD EA FB ~ A(CPA) A(APB) A(BPC)

Agora mostraremos que se lg,g . %ﬁ : ég = 1, entdo os segmentos AD, BE e C'F sdo con-

correntes em um mesmo ponto.

Sejam D, E e F pontos sobre os lados BC, C'A e AB, respectivamente, tais que
BD CE AF _ 4

=1

CD FA FB

Seja o ponto F’ sobre AB, tal que AD, BE e CF' sao concorrentes. Pela primeira parte, ja
provada:

BD CE AF' _ 4

CD FA F'B —

Figura 1.22: Unicidade do ponto de concorréncia

Dessa maneira, temos:
AR _ Al
FB — F'B

Isso equivale a dizer que:
AF _ AF’
rptl=ppt!
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AF + £B _ AF’ + F'B

FB ' F'B — F'B ' F'B

AF + FB _ AF' + I'B
B N F'B

% = ]él,% Entao, FB = F'B, ouseja F' = F'

Vamos apresentar uma demonstracao do Teorema de Pitagoras devida a Euclides, lembrando
que esse resultado estda apresentado na propriedade Py da secao 1.9.

1.12.3 Teorema de Pitagoras

Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma
dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

C

A B

Figura 1.23: Triangulo retangulo

Ou em outras palavras, em qualquer tridngulo retangulo, a area do quadrado cujo lado é a
hipotenusa ¢é igual a soma das areas dos quadrados cujos lados sao os catetos.

H

Figura 1.24: Teorema de Pitagoras - Euclides
Demonstracao:

Existem inimeras demosntragoes do Teorema de Pitagoras. Mostraremos a demonstracao feita
por Euclides.
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Queremos mostrar que dado o tridngulo ABC da figura 1.24, retangulo em A, a area do qua-
drado construido sobre o lado BC' ¢ igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os
lados BA e AC, que formam o angulo reto BAC'.

Construimos sobre o lado BC' o quadrado BDEC, e sobre os lados BA e AC, os quadrados
ABFG e ACJH respectivamente. Pelo ponto A tragamos o segmento AK, paralelo ao lado BD
ou C'F do quadrado BCDE.

Consideramos os triangulos ABD e FBC'. FEles sao congruentes pois,
AB = F'B, pois sao lados do quadrado ABFG;

ABD = FE’C; pois ABF e DJE?C sao angulos dos quadrados ABFG e BDEC, logo sao retos;
juntando com o angulo comum ABC), eles sdo congruentes;
BD = BC(, pois sao lados do quadrado BDEC.

Logo, pela proposicao P1 os triangulos ABD e FBC possuem a mesma area.

Mas a area do retdngulo BDK M é o dobro da area do triangulo ABD, porque tem a mesma
base BD e estao entre as mesmas paralelas BD e AK.

Do mesmo modo a area do quadrado ABFG é o dobro da area do tridngulo F'BC, porque tem
a base comum F'B e estao entre as mesmas paralelas F'B e GC.

Assim, sendo a area do retangulo BDK M o dobro da area do tridngulo ABD, a area do qua-
drado ABF'G o dobro da area do tridangulo F'BC' e as areas dos tridngulos ABD e FBC iguais,
podemos concluir que:

A(BDKM) = A(ABFG)

Analogamente, tracando os segmentos AE e BJ, mostramos que a area do retdngulo M K EC
é igual a area do quadrado ACJH.

Logo, a area do quadrado inteiro BDEC' é igual a soma das areas dos quadrados ABFG e
ACJH.

Volumes

Intuitivamente, calcular o volume de um objeto significa quantificar o espago ocupado por ele.

Através dessa ideia, como comparar o volume de dois objetos. Entre duas caixas, qual a que
possui maior volume? Qual o volume de concreto de um muro?

Para responder essas questoes, necessitamos de um método que permita o calculo desses volu-
mes, que consiste em adotar uma unidade de medida, e verificar quantas vezes essa unidade "cabe"

no objeto.
Utilizaremos o fato que se dois sélidos possuem em comum, no maximo pontos de suas super-
ficies, entao o volume da unidao dos dois sélidos é a soma dos volumes de cada um.
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Para algumas figuras esse processo é suficiente, mas é necessario desenvolver métodos que
possam ser aplicados no célculo de volume de qualquer tipo de sélidos, inclusive para figuras mais
complexas.

Entao, iniciaremos pela figura onde essa ideia é cabivel: o bloco retangular. Ele é formado por
seis faces retangulares. Um bloco retangular fica bem determinado ao conhecermos trés de suas
arestas que concorrem em um ponto.

Quando todas as arestas do bloco retangular tém a mesma medida, temos o cubo, cujas faces
sao quadrados iguais.

Tradicionalmente adotamos o cubo de lado unitario como unidade de medida de volume. Re-
presentaremos o volume do cubo unitério por V(1,1,1) =1

et

e Unidade

Figura 1.25: Unidade de medida de volume

1.13 Calculo do volume do cubo

Com um raciocinio analogo aquele utilizado para encontrar a drea de um quadrado, um cubo

C' cuja aresta mede n, com n inteiro, pode ser decomposto, por planos paralelos as suas faces, em

n? cubos unitdrios, logo o seu volume é dado por V. = n3.

Também podemos decompor o cubo unitario em ¢ cubos de aresta % Ou seja, um cubo de
aresta %, tem volume dado por V = (%)3

Generalizando, um cubo de aresta % terd volume V' = (g)3 Ou seja, sendo a aresta a do cubo

um ndmero inteiro ou racional teremos V = a>.

Quando a aresta do cubo C' for um nimero irracional a, assim como no caso do calculo da area

do quadrado, fazendo uso da ideia do método da exaustao, é possivel concluir que V(C) = a®.

Ou seja, para qualquer valor a da aresta do cubo temos:
V(C) = a®

No bloco retangular de arestas a, b, ¢, também chamado de paralelepipedo retangulo, represen-
taremos seu volume por V(a, b, c).

Para valores de a, b, ¢ naturais, o calculo do volume consiste em expressar quantos cubos uni-
tarios "cabem" no bloco retangular. Note que o volume do mesmo é proporcional a cada uma de
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suas dimensoes, ou seja, se multiplicarmos uma de suas dimensoes por um nimero natural n, o
volume também ficara multiplicado por n.

V(na,b,c) =nV(a,b,c)

O Teorema da Fundamental da Proporcionalidade[I3], afirma que, se = e y sao duas grandezas
positivas, relacionadas por um funcao crescente f, tal que para todo natural n tem-se que f(nz) =
nf(x), entdo, para todo real m vale f(max) = mf(x). Aplicando este teorema no calculo de volume
do bloco retangular, podemos manter constantes duas dimensoes e seu volume seré proporcional
a terceira dimensao, ou seja:

V(a,b,c) =aV(1,b,¢) = abV (1,1,¢) = abcV (1,1,1) = abe

c = altura

Ab =ab

|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

Figura 1.26: Volume do bloco retangular

Supondo a e b dimensdes da base e ¢ como sendo a altura o volume do bloco retangular fica:

V(a,b,c) = (ab)c = Ap.h

1.14 Uma definicao mais geral de volume

Definimos incialmente como poliedro retangular P todo sélido formado por uma uniao finita
de blocos retangulares justapostos. O volume de P é obtido pela soma dos volumes dos blocos.

Dado um solido S, definimos seu volume como o nimero de vezes que o cubo unitario cabe
nesse sélido. Esse valor ficarda bem determinado se conhecermos seu valor aproximado por falta e
por excesso. Para isso, devemos aproximar essa medida através de poliedros retangulares contidos
ou que contenham o sélido S.

A medida em que a superficie do poliedro se aproxima da superficie do sélido, o seu volume
se aproxima de V(5). Considerando os valores aproximados por falta, se P é qualquer poliedro
retangular contido no sélido, entdao temos V(P) < V(S). E para qualquer nimero k < V/(95),
podemos encontrar um poliedro retangular P, contido em S, onde

k< V(P) <V(9)
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De maneira andloga, com as aproximacoes por excesso, se P’ é um poliedro retangular que
contém F, temos V(S) < V(P').
E para qualquer ntimero d > V'(S) existe um poliedro retangular P’ que contém S, tal que:

V(S) < V(P) <d

Assim, podemos escolher poliedros retangulares cujos volumes se aproximem cada vez mais do
volume do sélido, tanto por falta como por excesso, tornando a diferenca entre os volumes tao
pequena quanto se deseje, determinando o volume de S.

Encontrar esse nimero que representa o seu volume pode ser simples para algumas figuras,
como vimos para o cubo e bloco retangular. Mas para podermos estabelecer férmulas para outros
solidos conhecidos precisamos de outros artificios.

Destacamos aqui, o método desenvolvido por Arquimedes para o cdlculo do volume da esfera.
Nos préximos capitulos analisaremos o método dos indivisiveis de Cavalieri e também o conceito
de volumes e areas de superficie de sélidos de revolucao, estudados por Pappus.

1.14.1 Exemplo - Calculo do volume da esfera (Arquimedes)

Em seu livro "O Método", Arquimedes explica varias de suas descobertas, das quais destacamos
o calculo do volume da esfera.

Utilizando uma engenhosa condicao de equilibrio entre as secgoes circulares de uma esfera e de
um cone de um lado, e os elementos circulares correspondentes de um cilindro de outro, mostrou
que o volume da esfera ¢é igual a quatro vezes o volume de um cone com base igual ao circulo maior
da esfera e altura igual ao raio.[2]

Para entender o raciocinio de Arquimedes, consideramos o circulo que passa pelos pontos
C, E, A, D, com didmetros perpendiculares CA e ED, o triangulo retdngulo isosceles CF'G de
base F'G e altura AC' e o retangulo I FGH, como mostra a figura.

H P G

D

A1l 9] S B\A
E/

Figura 1.27: Cilindro, esfera e cone

Prolongando o segmento AC', tomamos o ponto Ay, tal que A;C e AC sejam iguais.
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Girando esta figura em torno do eixo AA; obtemos uma esfera, um cone e um cilindro, obtidos
a partir do circulo, do triangulo e do retangulo definidos, respectivamente.

Sendo S um ponto qualquer do eixo AC, tragcamos por ele um segmento perpendicular a esse
eixo. Esse segmento intersecta o triangulo no ponto 7', o circulo no ponto O e o retangulo no ponto
P na parte superior.

Note que o tridngulo C'SO é retangulo em S. Também o tridngulo C'ST formado é retangulo
e isosceles, com C'S = ST. A partir dessas informacoes podemos escrever:

CS? + S0% = CO?
ST? + SO? = CO? (1)

Também o triangulo OC'A é retangulo em O e os segmentos OS e C'A sao perpendiculares,
portanto temos que:

CO* = CS.CA (2)
Entao, de (1) e (2)
ST? + SO? = CS.CA
Notando que SP = CA e CA; = CA, podemos escrever

ST* + SO* _ CS.CA _ CS.CA _ CS _ CS

SPp? - Spz T CcAr T CA T CA
Multiplicando os elementos do primeiro termo da igualdade por %, temos:
r ST? + SO* _ nST?* + nS0O* _ (CS
T SP? TS P? CA

ou
(rST? + ©S0?).CA, = nSP?.CS

Interpretando esse resultado como o equilibrio de pesos numa alavanca SA; com fulcro em C,
a relacao acima nos afirma que os circulos de raios ST e SO, do cone e da esfera, respectivamente
quando transferidos para A; equilibram o circulo de raio SP, do cilindro localizado em S.

Essa relacao de equilibrio vale para todos os pontos S do diametro C'A cortados pela reta SP
e que formam os circulos de raios ST, SO e SP.

Arquimedes considerava o cilindro como a uniao dos circulos de raio SP, com S variando de C
a A, assim como o cone, de raio ST e a esfera, de raio SO.

Assim, colocando o cone e a esfera no ponto A; da alavanca, Arquimedes concluiu que esses
sOlidos equilibram o cilindro pelo centro no ponto B da alavanca, onde CB = %CA.

Sendo o volume dos sélidos proporcionais aos seus pesos, temos a seguinte razao.

33



volume do cone (C,) + volumedaesfera(Es) OB

_ 1
volume do cilindro (C;) -~ CA 2

ou seja

CZ' = 2.(00 —|— Es)

A ~“t= B

>

£

Figura 1.28: Equilibrio

Arquimedes ja sabia que C; = 3C,. Entao, C, = 2 E,.
Como podemos ver na figura, AG = 2BD e CA = 2CB. Segue que o C, é 8 vezes maior que
o cone obtido pela rotacao do tridngulo C'ED, ou seja:

_ o TR?
Co - 8 . T
sendo R o raio da esfera.
Deste fato e como C, = 2 E, temos:
_ 4AnR3
E, = =3

que ¢é a expressao que da o volume da esfera.

Neste capitulo, mostramos aplicacoes de equivaléncia de areas e como essas aplicagoes ajudam
na demonstracgao de alguns resultados. No proximo capitulo, onde falaremos sobre as contribuigoes
de Cavalieri no calculo de areas e volumes, trabalharemos com o conceito de equivaléncia de volumes
e também retomaremos a equivaléncia de areas.
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Capitulo 2

O Principio de Cavalieri

A retomada das descobertas matemaéticas e dos conceitos de infinito e dos incomensuraveis,
assim como das ideias que levaram ao estudo do calculo, se deu no século XVII. O interesse pelas
obras de Arquimedes levou a busca de caminhos que culminaram no calculo diferencial e integral
como conhecemos atualmente. [6]

Entre outros matematicos que se dedicaram a esse estudo podemos destacar Bonaventura Cava-
lieri, que nasceu em Milao, em 1598, deixou vasta obra abrangendo matematica, otica e astronomia.
Mas sua grande contribuicao é o tratado "Geometria indivisibilibus', onde mostra seu método dos
indivisiveis, que aplicou em problemas de calculos de areas e volumes.

O indivisivel de uma figura plana pode ser entendido como um segmento dessa figura e o
indivisivel de um sé6lido como uma seccao plana desse solido. Cavalieri considerava que a figura
plana fosse formada por uma infinidade de segmentos de reta paralelos e que o sélido fosse formado
por uma infinidade de secg¢oes planas paralelas.

Fazendo deslizar cada um dos segmentos de sua figura plana de modo a formar outra figura
plana, a area dessa nova figura é igual a area da figura original. Analogamente, procedendo de
mesma forma com as secgoes planas do sélido, pode-se obter um novo solido com volume igual ao
primeiro. [7]

Cavalieri utilizava expressoes como "todas as linhas da superficie" ou "todos os planos de um
solido", correspondendo-os com os indivisiveis. Porém, nao estava efetuando as somas infinitas
dessas linhas ou planos, pois declarava que "o conjunto de um ntmero indefinido (infinito) de
elementos é indefinido por si proprio e nao pode relacionar-se entre si"[17]

Evitando os raciocinios infinitesimais, seu método consiste em estabelecer uma correspondéncia
univoca e reciproca entre os elementos homoélogos dos objetos estudados.

Seu método sobre os indivisiveis foi muito criticado na época, pois nao apresentava o rigor
matematico desejado. Cavalieri entao, em 1647, publicou a obra "Exercitationes geometricae
sex'(Seis Exercicios Geométricos), na qual apresentou de maneira mais clara sua teoria. Tal livro
transformou-se em fonte importante para os matematicos do século XVII.

Apesar das criticas, seu postulado permanece praticamente intacto até os dias de hoje.
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Mostraremos algumas aplicagoes do Principio de Cavalieri, inicialmente considerando como
postulado, no calculo de areas de figuras planas e de volumes.

Posteriormente, poderemos considera-lo como um teorema e vamos apresentar uma demons-
tracao desse principio, através dos conceitos desenvolvidos no calculo diferencial e integral.

2.1 Principio de Cavalieri para areas

Sejam R e S regides limitadas de um plano, e seja r uma reta desse plano. Suponhamos que,
para toda reta s paralela a r, as intersecoes de R e S com s sejam vazias, pontos de suas fronteiras
ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos é constante. Entao a razao entre as areas
de R e S é essa constante.

s/lr
t/r

Figura 2.1: Principio de Cavalieri para areas

Cavalieri aplicou engenhosamente a ideia de indivisiveis em varios problemas. Um resultado
importante proposto por Cavalieri foi o equivalente a

a a(n+1)
/ 2"dr = ——, comn € N
0 1)

cujo enunciado e demonstracao descritos em [6] eram muito diferentes da linguagem atual do cél-
culo diferencial e integral.

Apresentaremos a seguir um exemplo de aplicagao deste Principio para as areas.

2.1.1 Exemplo - Area da elipse

Escolhendo convenientemente um sistema de coordenadas Oxy, consideramos a elipse de equa-

2 2
~ x y :1
gaoaj—i-gg .

38



Vamos comparar a elipse com a circunferéncia de equacao 2% + y> = a?.

e o ¢ Ja«x
'_"""—'E2
_—"C,
Figura 2.2: Area de elipse
Considerando a figura 2.2, tomamos retas paralelas ao eixo Oy, de equacdo r = ¢, com

—a < ¢ < a. Essas retas intersectam a elipse nos pontos E; e Fy e a circunferéncia nos pontos
Cl e 02.

Como FE; pertence a elipse, a sua ordenada yg satisfaz a equacao:

2 2
c_ yj:l
0L2+b2
2 ?
Z/E:b(l_az)
2 2
ygE:bz(a azc)

Como (] pertence a circunferéncia, a coordenada yo satisfaz a equacao:
A+ vyl = ad?

= a
Yo = (a2 i 02)%

Como os pontos F; e Es sao simétricos em relagao ao eixo Ox, o segmento FjFEs mede 2yg.
Analogamente CCy mede 2yc.
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Assim a razao entre os comprimentos dos segmentos da elipse e da circunferéncia fica:

E1E2 _ 2yE o g(az — C2

N = ~—
[SIE

1Cy 7 2yc T (a® — &)
Ou seja,
Evby b

CiCy, — a

Essa relagao vale para qualquer ponto ¢, com —a < ¢ < a. Entao, pelo Principio de Cavalieri,

podemos concluir que:

AE) _ b

A(C) - @

onde A(E) e A(C) sao as areas da elipse e do circulo, respectivamente. Assim,
AE) _ b

ra® 0

A(E) = g.ﬂaz

A(E) = mab

2.2 Principio de Cavalieri para volumes

"Consideremos os sélidos P e (), e seja a um plano. Suponhamos que, para todo plano
paralelo a «, as intersecoes de P e () com [ sejam vazias, pontos da fronteira ou regioes planas tais
que a razao entre suas areas ¢ constante. Entdo a razao entre os volumes de P e () é essa constante'.

Em particular, podemos dizer que dois sélidos com a mesma altura tém o mesmo volume se,
quando seccionados por um plano paralelo ao plano onde estao suas bases, geram areas iguais.

Figura 2.3: Principio de Cavalieri para volumes
Aplicaremos o Principio de Cavalieri no calculo de volumes de alguns sélidos.
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2.2.1 Volume do prisma

Consideremos o prisma de altura h com base poligonal de area A e o paralelepipedo de altura
h de forma que sua base seja um retangulo de area A, apoiados em um mesmo plano horizontal.
Esses s6lidos quando cortados por planos paralelos as bases, produzem secgoes de areas A, e As,
no prisma e no paralelepipedo, respectivamente. Mas toda sec¢ao paralela a base é congruente a
ela. Logo, obteremos A; = A; = A.

Figura 2.4: Volume do prisma

Pelo Principio de Cavalieri, concluimos que os dois sélidos possuem o mesmo volume. Ou seja,
como o paralelepipedo, o volume do prisma é dado por:

V = Ay.h

2.2.2 Volume de pirdmides de mesma base e mesma altura

Consideremos a piramide a seguir. Seccionando essa piramide por um plano paralelo a base, a
interseccao do plano com a piramide serda uma figura semelhante a base.

Figura 2.5: Razao entre seccoes paralelas a base da piramide

Pela semelhanca dos triangulos V PQ e VM N temos:
PQ _vp _VQ _h

MN VM VN — H

- , A h \2
LO 0, a razao entre suas areas sera 1L — (&~ .
g I 212 ( H)



Agora vamos considerar duas pirdmides cujas areas das bases sejam iguais e ambas tenham a
mesma altura. Tracando um plano paralelo as bases dessas piramides obtemos seccoes situadas a
uma mesma distancia do vértice das piramides, respectivamente.

Figura 2.6: Razao entre areas de secgoes paralelas a base da piramide

Como vimos, a razao entre as areas das sec¢oes A; e By das piramides com as correspondentes
bases Ay e By é dada por (%)2
Logo podemos escrever
A by B
A, H B,

Como consideramos inicialmente que as areas das bases das piramides eram iguais, podemos
concluir que A; = By, para qualquer plano paralelo a base.

Pelo Principio de Cavalieri, os volumes das piramides sao iguais, ou seja, piramides de bases
equivalentes e mesma altura tém volumes iguais.

2.2.3 Volume da piramide de base triangular

Consideremos uma pirdmide DABC' de base triangular ABC'. A partir dela, consideramos o
prisma de mesma base e mesma altura da piramide.

A B A
Figura 2.7: Piramide e prisma de mesma base e mesma altura

Tomando o prisma de base triangular podemos decompo-lo em trés piramides ABC'D, CEF D
e BCDE tais que as duas primeiras tém mesma altura e bases ABC e DEF, congruentes; e as
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duas tltimas também possuem base congruentes CFE e EBC' e a mesma altura, conforme a figura
2.8.

Figura 2.8: Volume da piramide

Sabemos que:
Volume do prisma = A,.h

Entao podemos concluir que:

Volume da piramide triangular = @Th

Mas o Principio de Cavalieri nos garante que piramides com areas das bases iguais e com alturas
iguais possuem volumes iguais. Assim, podemos dizer que o volume de uma pirdmide qualquer é
igual ao volume de uma pirdmide de base triangular que possua a mesma area da base e mesma
altura. Entao podemos generalizar esse resultado.

Ou seja, para qualquer piramide:

Volume da piramide = &k’)rh

2.2.4 Volume de cilindro

No cilindro toda segcao paralela a base é congruente a ela.

Dado um cilindro de altura h e considerando um prisma qualquer de mesma altura cuja area
da base seja igual a area da base do cilindro, qualquer plano paralelo a base corta o cilindro e o
prisma formando figuras de mesma area.

Podemos concluir pelo Principio de Cavalieri, que os volumes do prisma e do cilindro sao iguais.
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Assim,

Figura 2.9: Volume do cilindro

Volume do cilindro = Ay.h
No caso particular do cilindro circular, o volume do cilindro é dado por:

V = mr?h

2.2.5 Volume de cone

Para o calculo do volume do cone, seguimos o mesmo caminho que tracamos para o calculo do
volume do cilindro, mas agora comparando o cone com uma piramide. Dado o cone, tomamos uma
piramide de mesma altura que ele, e com base equivalente em area, ao circulo da base do cone.

Figura 2.10: Volume do cone

Notemos que

A1_<hj)2_&
Ay - B

H

Ou seja, as duas secgOes possuem a mesma area qualquer que seja o plano paralelo a base que
as seccione. Assim, podemos concluir que:

_Avh
Volume do cone = ﬁgﬁ
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2.2.6 Volume de esfera

Consideremos uma esfera de raio R e um cilindro equildtero de altura 2R mostrados na figura. E
possivel construir dois cones de raio R e altura R contidos no cilindro, com as bases coincidindo com
as bases do cilindro. Assim, do cilindro retiramos esses cones, obtendo o sélido que denotaremos
por S.

Estando a esfera e o cilindro apoiados em um mesmo plano, mostraremos que as sec¢oes dos
dois solidos, S e a esfera, produzidas por um plano paralelo a base do cilindro, distante h do centro
da esfera, possuem a mesma area.

Figura 2.11: Volume da esfera

Na esfera, o plano determina um circulo cujo raio r’ é dado, pelo Teorema de Pitagoras, por:
7“,2 — R2 _ h,2

A 4rea do circulo sera:
A. = m(R? — h?)

No sélido S, o plano determina uma coroa circular, onde o raio maior é R, e o raio menor é h
pois a geratriz do cone forma um angulo de 45° com o plano que contém a base.
A area da coroa sera:
_ 2 2
A, = TR* — wh
2 2
A, = m(R* — k%)

Entao, como a sec¢ao de qualquer plano fornece figuras de mesma area e como os dois solidos
possuem a mesma altura, pelo Principio de Cavalieri, eles possuem o mesmo volume, ou seja

‘/esfera - ‘/cilindro - ‘/cone
‘/esfera = 7TR2(2R) - 221;7TR2(R)
E finalmente,

‘/esfera = %WR?)
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2.2.7 Volume do toro

O toro ¢ o sélido gerado pela rotacao de um circulo de raio a, em torno de um eixo situado no
plano do circulo, a uma distancia b > a do seu centro.

=

A

Figura 2.12: Rotagao do circulo

Vamos comparar as secgoes horizontais do toro com as secgdes também horizontais de um
cilindro de raio a e altura 27b.

Toro T

Cilindro C

B O

Figura 2.13: Toro e cilindro

Considerando um plano horizontal a uma distancia z do centro dos circulos que geram o toro
e o cilindro, esse plano seccionara o toro 71" formando um anel circular de raio interno r e raio
externo R. Para calcular o valor desses raios, temos o tridngulo retangulo formado pelos catetos z
e p e a hipotenusa a.

Pelo Teorema de Pitagoras,
p=+a2— 22
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Entao, a area A; do anel é:

Ay =7(R? =) =7[(b+ Va2 — 22)? — (b — Va2 — 22)?]

Ay =nb+vVa® =22 —b+Va® = 2)(b+Va®—224+b— a2 — 2?)

Ay = 2mva? — 222b = dnb/a? — 22

O mesmo plano horizontal secciona o cilindro C' formando o retdngulo de base 2p e altura 27b,
cuja area A, é:

Ay = 2v/a? — 22.27b = 4wbva? — Z2

Ou seja, as duas segOes horizontais tém as mesmas areas para qualquer valor de z. Pelo Prin-
cipio de Cavalieri, os volumes também serao iguais.

O volume do cilindro é dado por
V = Ap.h = 7ma’2m.b = 27%a?b

Assim, também o volume do toro é
V = 2n%a%b

2.2.8 Volume da esfera com furo cilindrico

Consideremos uma esfera de raio R. Nessa esfera, faremos um buraco cilindrico cuja base é um
circulo de raio r < R. Denotaremos por .S, o sélido formado .

Figura 2.14: Esfera com furo cilindrico

A altura h do cilindro, como mostra a figura 2.14, é calculada pelo tridngulo retangulo de

h

catetos r e 5 e hipotenusa R. Assim, temos:

h=2/RE
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Para calcular o volume do sélido .S, consideremos uma esfera E cujo raio mede a metade da
altura do cilindro, ou seja ' = v/ R? — r2.

Consideremos o sélido S e a esfera E apoiados em um plano horizontal, seccionados por um
plano paralelo também horizontal a uma distancia z dos centros dos dois sélidos. Esse plano
determinara no solido S, um anel circular de raio interno r e raio externo p. Para calcular p,
utilizamos o triangulo retangulo da figura 2.15, e assim obtemos:

Figura 2.15: Célculo do volume
p=+VR?>—2?
A 4rea A; desse anel é:
Ay =7(p? —1r?)

A =7(R?— 22 —r?)

Por outro lado, o plano secciona a esfera E determinando um circulo de raio p/, onde temos:

Entao, a area A, do circulo é:
Ay = mp'?

Ay =m(R? —r? — 2?)
Ou seja, para qualquer valor de z, 0 < z < %, as areas do anel e do circulo sdo iguais. Assim,

pelo principio de Cavalieri, os volumes também sao iguais.
O volume da esfera é:

V= %m”g
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V= dn(VRE— 2
Assim, também o volume do sélido S é:
V = dn(VRZ = 12)3

3

Nesse capitulo, vimos como a ideia de Cavalieri contribuiu significativamente para o calculo
de volumes e areas. Vimos também sugestoes de caminhos que levaram ao desenvolvimento do

Célculo Diferencial e Integral.
No proximo capitulo, analisaremos a evolu¢ao do Calculo Diferencial e Integral, principalmente

quando aplicado em problemas de areas e volumes.

49



20



o1



52



Capitulo 3

A contribuicao do Calculo Diferencial e
Integral para o Calculo de Areas e
Volumes

No século XVII, na Europa acontecia um amadurecimento das ideias analiticas. Descartes
(1596 - 1650) foi um importante filésofo, matemaético e fisico, nascido na cidade de La Haye, na
Franca. "Descartes viu como objetivo de seu trabalho a cooperacao entre algebra e geometria,
visando fazer com que a matemadtica viesse a ter os melhores aspectos de cada uma'.[5]

Contudo, com isso, a geometria pura foi deixada de lado e o céalculo infinitesimal tomou um
aspecto mais aritmético.

Também dessa época, podemos destacar o trabalho de Fermat (1601 - 1665) que viveu na
Franca. Foi advogado e oficial do governo em Toulouse pela maior parte de sua vida e matematica
era o seu passatempo.

Seu método de integrar x" era préximo da integral de Riemann, que formando retangulos e
diminuindo as larguras desses retangulos, aproximava a area sob a curva.[]

Seguindo esse raciocinio Fermat mostrou para todo valor racional de n, sendo n > 1, o mesmo
resultado proposto por Cavalieri, ou seja:

T T (n+1)
/ x"dr =
0 (n+1)

Mas sua grande contribuicao foi a descoberta de um método de achar maximos e minimos de
funcoes polinomiais, método que é, em esséncia, o que se utiliza até hoje.

Na Inglaterra, podemos destacar os trabalhos de John Wallis (1616 - 1703) e Isaac Barrow
(1630 - 1677).

Wallis foi professor em Oxford e fez uso de séries em andlise, contribuindo para a origem do
calculo desenvolvido por Newton. Em seu livro "Arithmetica Infinitorum'", sistematizou e estendeu
os métodos de Descartes e Cavalieri. Deve-se a ele a introdugao do simbolo co.
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Barrow foi professor de Isaac Newton (1642 - 1727) e publicou uma regra para se calcular
a inclinacao da reta tangente a uma curva. Considera-se que foi o primeiro a perceber que a
diferenciagdo e a integragao sdo operagoes inversas uma da outra, de acordo com [6].

Além deles, outros matematicos também ajudaram a desenvolver as ideias que levariam ao
estudo do Calculo Diferencial e Integral através da analise infinitesimal até os conceitos utilizados
atualmente.

O cenario estava pronto e o que faltava era um senso de universalidade das regras e um rigor
nos fundamentos.

Surgem entao, os trabalhos de Newton e Leibniz, considerados os criadores do Célculo Diferen-
cial e Integral.

3.1 Newton e Leibniz

Newton e Leibniz tinham uma visao diferenciada sobre os infinitesimais. Newton os relacionava
com o estudo de quantidades variaveis com o tempo, enquanto Leibniz considerava quantidades
que variavam em uma sequéncia de valores infinitamente préximos um do outro.[22]

Isaac Newton foi um cientista inglés, mais reconhecido como fisico e matematico, embora tenha
sido também astronomo, alquimista, filésofo natural e tedlogo.

Para Newton, uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. A abscissa e a
ordenada de um ponto eram quantidades varidveis e eram chamadas fluentes e a taxa de variagao
era denominada fluro do fluente. E o momento do fluente era o incremento infinitamente pe-
queno sofrido pelo fluente, num intervalo de tempo também infinitamente pequeno. Estabelecendo
relacoes envolvendo fluentes e fluxos estudou problemas relacionados ao processo de diferenciacao.

Newton fez numerosas aplicagoes de seu método, utilizando na determinagdo de maximos e
minimos, tangentes a curvas, pontos de inflexdo e concavidade de curvas. Também quadraturas e
retificagdo de curvas.[7]

Leibniz (1646 - 1716), nasceu em Leipzig, Alemanha. Ingressou na Universidade aos quinze
anos de idade e, aos dezessete, ja havia adquirido o seu diploma de bacharel. Estudou Teologia,
Direito, Filosofia e Matematica na Universidade. Utilizou os infinitésimos como "instrumentos
uteis", embora ficticios, introduzindo, através da notacao dx, a nocao de diferencial para designar
uma "quantidade infinitamente pequena', associada a uma variavel x. Essas diferenciais sdo, na
verdade, tratadas como segmentos, dos quais sdo obtidos os quocientes diferenciais dy/dx. A
"diferencial" e o "quociente diferencial" de Leibniz correspondem, respectivamente, ao "momento’
e a "fluxdao" de Newton.

Leibniz deduziu muitas das regras de diferenciacao utilizadas atualmente e foi o primeiro ma-
tematico a utilizar o simbolo [ para integrais.

Depois de Newton e Leibniz, outros matematicos dedicaram-se ao estudo do Calculo Diferencial
e Integral.

Bernoulli (1700 - 1782), matemdtico holandés, criou processos para determinar integrais de
funcao racional e o nome de Célculo Diferencial e Integral.
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Euler (1707 - 1783), foi um grande matemaético e fisico sui¢o de lingua alema que passou a maior
parte de sua vida na Russia e na Alemanha, publicou os contetidos sobre calculo desenvolvidos até
aquela época.

Deve-se a Cauchy (1789 - 1857), matemdtico francés, a definigdo moderna de limites, bem
como o da integral como sendo o limite da soma das areas dos retangulos sob o grafico de uma
fungdo. Porém, Cauchy nao conseguiu demonstrar corretamente o resultado para todas as fungoes
continuas.

Riemann (1826 - 1866) generalizou a definicdo da Integral de Cauchy para fungoes arbitrarias
em um intervalo fechado [a, b] como o limite das somas de Riemann.

3.2 A integral de Riemann

Como calcular a area de uma regiao no plano, quando limitada superiormente pelo grafico de
uma funcao continua y = f(x)?

Consideramos uma regiao R do plano, limitada pelo eixo x, as retas © = a e x = b e a curva
cuja equagao é dada por y = f(x), sendo f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b].
Consideraremos f(z) > 0. Queremos encontrar um nimero A que represente a area da regiao R.

A ideia é utilizar o método da exaustao e dividir a regiao R por retas paralelas ao eixo y e
tomar retdngulos de altura f(x) em algum ponto z de cada subintervalo de [a, b] determinados por
essa particio. A medida que aumentamos o nimero de retadngulos e fazendo a largura do maior
retangulo tender a zero, tomando o limite das somas das areas desses retangulos, essa soma se
aproximara da area da regiao R.

3.2.1 Exemplo - Calculo de area pela soma de Riemann

Para ilustrar essa situacao tomaremos a area da regiao R limitada inferiormente pelo eixo x, a
reta x = 2 e superiormente pelo grafico da fungio f(z) = 2.
Dividimos o intervalo [0,2] em quatro partes iguais e aproximamos a area sob a curva por

retangulos cuja base mede % e a altura é igual ao maior valor de f em cada subintervalo.

yA
4< —

oS

0 1 2 X

Figura 3.1: Area sob a curva cuja altura é o maior valor de f

Temos entao como soma das areas desses retangulos:
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11, 1 ., 13, 1
Si= 5GP+ 5 P+ 5.0 + 5.2 =375

Também podemos considerar a altura do retangulo como sendo o menor valor de f em cada
intervalo, como mostra a figura .

Figura 3.2: Area sob a curva cuja altura é o menor valor de f

Temos entao

1 2 1 2 2 1 32
— 0P+ (1)2 4222 =1
Sy =50+ 5. P+ 5 (1P + 5.5 = 1,75

Assim, podemos escrever

ST < A<S,
Ouseja 1,75 < A< 3,75

Dividindo sucessivamente o intervalo [0, 2] em quantidades maiores de partes iguais, aproxima-
mos cada vez mais a soma das areas dos retangulos no valor da drea A da regiao R. A tabela que
segue retrata o caso de divisdes em 10 partes iguais e depois em 20 partes iguais.

n Sl SQ
10 | 2,28 | 3,08
20 | 2,47 | 2,87

Aumentando sucessivamente o nimero de retangulos de mesma base, ou seja, quando n tende

ao infinito, chegamos ao valor de A = 3

De um modo geral, podemos mostrar que no intervalo [0, b] a drea sob o grafico de f(r) = z?

3
¢ dad —.
é aapor3

Inicialmente, mostraremos por indugao que, para qualquer nimero natural n:
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1)(2 1
P+22+3F+..+n° = n(n + )6< ntl)

(a) Passo base: é verdadeiro pois para n = 1,

2 =10 nn+1)2n+1)  1L(1+1)21+1) 123
B 6 B 6 6

1

(b) Passo indutivo: se a férmula é verdadeira para n = k entdo devemos provar que é valida
paran =k + 1.
Isto é:

kE(k+1)2k+1
Hipétese indutiva: 12 + 22 + ... + k? = (k+ 1)@k +1)

6

(k+1)(k+2)(2k + 3)
6

+ (k+1)?

Devemos mostrar que: 12 +2* + .. + k> + (k+1)* =

k(k+1)(2k+1)
6

Sabemos que: 12 +2* + ...+ k* + (k+1)* =

k(k+1)(2k+1)+6(k+ 1)
(k+ 1)[k(2k f 1)+ 6(k+1)]
(k + 1)[2k? +Z+ 6k + 6]
(k4 1)(2k2 i 7k +6)

(k +1)(k i 2)(2k + 3)
6

Entao,

n(n+1)(2n+ 1)

12422+, 4+n% = c

, para todo n > 1.

Passaremos a calcular a drea da regiao abaixo do gréfico da funcao f(z) = 2?2

Para isso, consideremos o intervalo [0, b] dividido em n subintervalos iguais de comprimento —.
n

Utilizando somas superiores, as alturas dos retangulos serao dadas por:

Fon) = s S = (0 o flaa) = (2
A soma serda dada por
5= (PO + )+t (2
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b3
Sp = — (17422 4+ ... +n?)

n3

b nin+1)(2n+1)
Sn:73

n 6

B> nn+12n+1
S, = —.— )

6n n n

b3 1 1
= (14 )24+ =
Sp= (14 )2+ )

Quando n for suficientemente grande, ou seja quando n — 0o, temos:

3
Area = lim S, = —
n—oo

Dado esse exemplo, passaremos a generalizar os resultados obtidos.

3.2.2 Definicao de area

Consideraremos uma regiao R sob uma curva dada pelo grafico de uma fungao continua y = f(z)
qualquer, as retas * = a e x = b e 0 eixo x. Para simplificar, tomaremos f(x) > 0 no intervalo
[a, b].

Queremos encontrar um nimero A que represente a area da regiao R.

Inicialmente, dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos, que inicialmente consideraremos
b—a

—

que tenham o mesmo comprimento Az. Assim, cada intervalo terd comprimento Ax =

a X1 X2 Xi-1 X. X

Figura 3.3: Particao da func¢ao no intervalo [a, b]

Denotamos as extremidades dos subintervalos por xg, 1, ..., Z;, ..., Tp_1, T,
onde rog = a,x1 =a+ Ax,...,z; =a+ 1. Ax,...,z, = b.

Como y = f(z) é continua no intervalo fechado [a,b], ela é continua em cada subintervalo
fechado, entao existe em cada subintervalo um valor ¢; para o qual a funcao tem valor minimo e
um valor d; para o qual a fungao tem valor maximo.
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Considerando o valor minimo, seja ¢; o nimero do i-ésimo intervalo [z;_1, x;] para o qual f(¢;)
é o valor minimo absoluto de f nesse intervalo.

Assim, a soma das dreas dos n retangulos de largura Az e altura f(c;) é um valor aproximado
por falta para a area da regiao.

Quando n cresce, os valores sucessivos do acréscimo tornam-se cada vez menores e a soma se
torna cada vez mais proxima da area da regiao.

a Xp o Xp e Xigo X Xpq b X
Figura 3.4: Retangulos com valor minimo como altura em cada subintervalo

Assim, podemos definir:

A= lim [f(c1).Ax + f(e2). Az + ... + f(c,).Ax]

A= T}L%OZf(cl)Ax
i=1

Essa soma é chamada soma inferior, porque ela usa retangulos inscritos, e aproxima a area da
regiao por falta.

Também podemos considerar o valor maximo da fun¢dao em cada subintervalo. Seja d; o nu-
mero do i-ésimo intervalo [z;_1, ;] para o qual f(d;) é o valor maximo absoluto da func¢ao nesse
subintervalo.

—1 | N

Figura 3.5: Retangulos com valor médximo como altura em cada subintervalo

Definimos entéo

A= lim [f(d).Az + f(dy).A + ... + f(dy).Aa]
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A= lim > fldi).Ax
=1

Essa é chamada soma superior, porque usa retangulos circunscritos e aproxima a area da regiao
por excesso.

Na realidade, nao é necessario que os subintervalos sejam de comprimentos iguais e assim
todos os incrementos podem ser diferentes entre si. Assim, além do fato de que n tende a infinito,
devemos ter que o comprimento do maior intervalo tenda a zero.

Além disso, nao é necessario tomar x para o qual a fun¢do é o minimo ou o maximo. Podemos
escolher qualquer valor Z;, no intervalo [z;_1,x;]. Assim teremos:

n

A= lim Y f(z).Ax

mazxAx;—0 i1

Esse limite é representado pela notagao padrao de Leibniz

b
[ fw)da
que se 1é a integral definida de f(x) no intervalo [a, b].

Entao, temos:

n

b
A= lim > f(z).Az :/a f(x)dx

maxAx;—0 =1

Como a funcao f é continua, esse limite existe e dizemos que a fungao f é integravel no intervalo

[a, b].

3.3 Teorema Fundamental do Calculo

Calcular integrais utilizando as somas de Riemann pode tormar-se uma tarefa muito trabalhosa
e muitas vezes muito dificil. O préximo teorema mostra uma maneira eficiente e pratica para se
calcular integrais de maneira mais simples. Ele estabelece uma conexao entre derivadas e integrais,
mostrando que sao processos inversos.

Teorema: Seja f uma fungdo integravel no intervalo fechado [a, b] e seja F'(z) uma primitiva de
f em [a,b], ou seja, F'(x) = f(x) em [a, b]. Temos:

Aplicando este Teorema Fundamental, calcularemos algumas areas.
Para demonstracao desse teorema, pode se consultar [11].
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3.3.1 Exemplo - Calculo de area pelo Teorema Fundamental do Calculo

Retomando o exemplo apresentado anteriormente, vamos calcular a area limitada pelo eixo z,

areta z =2 e a fungao f(zr) = 22

1‘3

Uma primitiva da funcio f(z) = 2% ¢é F(z) = R

Entao temos, pelo Teorema Fundamental do Calculo:

2 3 23 8

/ wide = ﬂ]g =3~ 0= 3’ confirmando o resultado apresentado no exemplo 3.2.1, sendo
0

nesse caso a =0 e b= 2.

3.3.2 Exemplo - Area limitada pelos grafico de duas funcées

Seja A o conjunto dos pontos (z,y) € R? limitado pelas retas z = a, © = b e pelos graficos das
fungoes f(x) e g(z), onde f(x) > g(z), para todo = € [a,b]. Segue que

b b

Area (A) = [ fwdr — [ g(w)ar = [ [7() — ()l

a a

Como um exemplo, vamos calcular a area limitada pelos graficos das fungoes f(z) = x e

g(z) = @*.

0 05 1 y

Figura 3.6: Area entre graficos de funcdo

As curvas dadas se interseccionamem zy = O eemz; = 1. Para0 < z <1, temos f(z) < g(x).
Temos entao:

. 1 o
Area A = [ (Vo—at)de = [ (oF - a*)da
0 0

A 2 s 3\11
Area A = (ggm — === —
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3.4 Calculo de volumes

Dado um sélido qualquer, como calcular o seu volume?
A figura que segue mostra um sélido e para cada x, com a < x < b, um plano perpendicular
ao eixo horizontal corta o sélido em uma seccao transversal cuja area representaremos por A(x).
Tomando todos os valores de = no intervalo [a, b], teremos todas as secgoes transversais do sélido
cujo comprimento é b — a.
b—a
m—

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de mesmo comprimento Az =

a | X b

Figura 3.7: Volume de sélido

Determinamos entao, para um valor de z., em cada um dos subintervalos, o volume AV, de
uma fatia cilindrica cuja base tem area A(x) e a altura é Ax. Assim:

AV, = A(z.).Az
Somando os volumes de todas as fatias desse sélido teremos uma aproximagao do seu volume.
Vo 2 YAV =Y A(z,). Az

Quanto maior for o niimero de subintervalos e mais finas forem as fatias consideradas, mais
proximo o somatorio estara do volume do sélido. Assim,

V = lim ZAVC = lim ZA(ZL‘C).AZL‘ = /bA(x)dx

1
Az—0 Az—0

Podemos considerar os conceitos acima no calculo do volume de um sélido de revolugao.

iR [ .

Figura 3.8: Volume de sélido de revolugao
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Sendo a curva o grafico da fungdo continua f(z), girando em torno do eixo z, temos o sélido
onde cada fatia é um cilindro circular reto.

Lembrando que o volume do cilindro é dado por V' = Ay.h, temos:

Ay =m.R*=7.[f(2)]?

h=Ax

Portanto:
AV =7.[f(x)]>.Ax
b 2
V:/a m.[f(x)]".dx
b

v / [f(2))2.dx

3.4.1 Exemplo - Volume de esfera

Vamos calcular o volume da esfera obtida pela rotacao da regiao plana limitada pelo eixo x e
pelo gréfico da fungao f(x) = v/r? — 22 em torno do eixo x, como mostra a figura.

y

-r r X

Figura 3.9: Volume da esfera

V=l = D) - 2 - )
V=rl(? - 5) — (=" + )
(3r3 — 13 —3r3 4+ 3
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3.5 Comprimento de arco de uma curva plana

Consideremos uma fungdo continua f, definida em um intervalo fechado [a,b] com derivada
continua, cujo grafico esta na figura que segue.

Yi

S

[+)]

Figura 3.10: Arco de extremidades A e B

A porgao da curva compreendida entre dois de seus pontos serd chamada de arco.

Consideremos uma parti¢do no intervalo [a, b], em subintervalos [x;_1,x;] de comprimento Az.
A cada ponto x; dessa parti¢ao corresponde um ponto P; = (x;, f(x;)), na curva que ficard subdivi-
dida em n partes, pelos pontos Py = (a, f(a)), P, = (x1, f(x1)),..., P, = (x4, f(24)),....,P0 = (b, f()),
determinando os segmentos Py Py,..., P 1 P;,...P,_1P,.

YA

[V} [

Xq %57 b

Figura 3.11: Particao do arco
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O comprimento do i-ésimo segmento P;_; P; serd dado por

P; = (zi, ys)

Ay =1y —Yi—1

Py = (Ti—1,¥i-1) Ax =x; — ®i1

Figura 3.12: Comprimento do segmento

Temos:

PP = \/(ﬂﬁz —xi1)2 4 (f(z5) = f(2i-1))?
(f(zi) = f(zi1))?

(xi - 95i-1)2

(.7)2 — (L’i_l)

P¢_1P¢=J1+

Ou seja,
P,_1P, = /14 f'(¢;)?Az, onde ;1 < ¢; < x;, pelo Teorema do Valor Médio.

A soma dos comprimentos dos n segmentos P;_; P;, determinados por estes n pontos da curva
de equagdo y = f(z) serd dada por

POP1 + P1P2 —I— —|— Pn—lpn = i \/(JZZ — Ii_l)Q —f- (f(ZEZ) — f(xi_l))Q = Zn: \/ 1 —I— f’(Ci)zAZE
=1

i=1

Considerando Az cada vez menor e passando ao limite obtemos o comprimento do arco:

S = /ab\/lJrf’(x)?dx

3.5.1 Exemplo - Comprimento de curva

Vamos calcular o comprimento da curva dada pela fungao y = :z:%, no intervalo [1, 3].

3
Temos que f'(z) = 2 x?
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3 9
S:/ 1+ -xdx
1 4

Para calcular essa integral , faremos a seguinte substituicao:

9
u:1+1x

4
E du = de, ou seja dr = §du

Entao, a integral fica

f i
-4 i

_ 12 5

93

Substituindo, teremos:
8 9 3

— — )3
§ = ooy 0+ 52k

s= S foe 2o Uy

8 , [29791 2197
5_27(\/ 64 _\/64)

8 1
= — .=(v/29791 — V21
S =5 8(\/ 9791 — v/2197)
(v/29791 — /2197)
S:
27
S ~ 4,66

Observemos que se a curva for dada por equagoes paramétricas x = x(t) e y = y(t), definida
e continua, com derivadas continuas em algum intervalo [a,b], o comprimento do arco serd dado
por:

s=| S + ()2 B

Faremos no proximo capitulo o calculo de comprimento de arco onde utilizaremos este resultado
acima.
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3.6 Demonstracoes dos Principios de Cavalieri com auxilio
do Calculo Diferencial e Integral

Vamos retomar os Principios de Cavalieri para demonstra-los através dos conceitos desenvol-
vidos no céalculo diferencial e integral. A demonstracao se torna possivel desde que as regioes
consideradas nao sejam muito complicadas e sejam delimitadas por graficos de fungoes ou retas,
ou planos adequadamente escolhidos.

3.6.1 Principio de Cavalieri para areas

Relembrando

"Sejam R e S regides limitadas de um plano, e seja r uma reta desse plano. Suponha que,
para toda reta s paralela a r, as intersegoes de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a
razao entre seus comprimentos é constante. Entao a razao entre as dreas de R e S € essa constante'.

A ideia da demostragdo ¢ dividir as regioes em fatias. Se cada fatia de uma regiao tiver
comprimento sempre na mesma razao que a fatia correspondente da outra regiao, entao as areas
das duas regides estdao na mesma razao. A dificuldade surge quando Cavalieri considera essas
fatias como segmentos, que nao possuem area. Portanto, para obter a soma desses segmentos foi
necessario uma técnica que nao existia em sua época. Sao as teorias de integracao que permitem
a demonstragao desse teorema.|[16]

Para tanto, devemos enunciar o principio na forma que segue, definindo condigoes sobre as
fronteiras das regioes.

Teorema 1 - Teorema de Cavalieri para areas - Consideramos no plano cartesiano Oxy, a
regiao R delimitada pelas retas © = a, x = b, com b > a e pelos graficos das fungoes continuas
fi(z) e fo(z), no intervalo fechado [a,b], com fi(z) < fo(x) para todo x nesse intervalo. Seja
S a regiao delimitada por z = a, * = b e pelos gréaficos das fungoes continuas g;(z) e ga2(x),
a<x<b com gi(xr) < go(x) para todo x nesse intervalo. Suponhamos que exista k£ > 0 tal que
fo(z) — fi(x) = k[ga(z) — g1(2)] para todo = em [a,b]. Entdao A(R) = kA(S).

00

f1 x)

a X b x a X b x

Figura 3.13: Teorema de Cavalieri para areas
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Demonstracao: Pela teoria de integracao de fungoes, temos que
b

AR) = [ 1h(@) - fi@)de
b

AR) = [ Klga(a) = g1 (@)da

AR) =k [ (o) = 1)l = RA(S)

Ou seja,
A(R) = kA(S), como queriamos.

3.6.2 Principio de Cavalieri para volumes

Relembrando

"Consideremos os sélidos P e @), e seja « um plano. Suponhamos que, para todo plano [
paralelo a «, as intersecoes de P e () com [ sejam vazias, pontos da fronteira ou regides tais que
a razao entre suas areas é constante. Entao a razao entre os volumes de P e () é essa constante'.

Enunciando como teorema:

Teorema 2 - Teorema de Cavalieri para volumes - Consideramos um sistema de coordenadas
cartesianas Oxyz. Seja P um sélido delimitado por z = a, z = b, com b > a e por uma quantidade
finita de graficos de fungoes continuas do tipo y = f(x,2) e x = g(y,z). Para cada ¢ tal que
a <t < b, seja P a interseccdo de P com o plano z = t. Seja @) outro sélido delimitado por
z = a, z = b, e por uma quantidade finita de graficos de fung¢oes continuas do tipo y = f(z, 2)
e x = g(y,z). Para cada t tal que a < t < b, seja QQ; a interseccao de ) com o plano z = ¢.
Suponhamos que exista k > 0 tal que A(FP;) = kA(Q;) para todo t. Entao V(P) = kV(Q).

Demonstracao: Da teoria de integracao de fungao, temos:

A(P) = //P dzdy

Destacando que utilizaremos esse resultado, sem aprofundar o conceito de integral dupla, pois
nao é pertinente a esse trabalho. Caso seja de interesse, pode-se consultar [25] e [24]. Entao,
podemos escrever:

V(P) = / " A(P)dt

V(P) = / " RAQ))dt
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b
V(P) =k [ AQ)dt = kV(Q)

Ou seja,
V(P) = kV(Q), como querfamos.

No capitulo anterior, foi calculado o volume da esfera com furo cilindrico utilizando o principio
de Cavalieri. Para comparar faremos o mesmo céalculo utilizando a integral.

3.6.3 Exemplo - Volume da esfera com furo cilindrico usando integral

A esfera de raio R é obtida pela rotacao da funcao y = v R? — 22 e o cilindro é obtido pela

rotacao do segmento de reta y = r no intervalo [—5, 5]7 como mostra a figura.
Yi
1]
R IR
£ r Y # r \»\
|
R _h 0 h R X R Th 0 R~
2 : 2|
R

Figura 3.14: Esfera com furo cilindrico

Obtemos o volume do soélido calculando primeiramente o volume da parte da esfera limitada

pelo gréfico no intervalo fechado [—%, 2]:
5
Ve= [ mlVR* - 722 dw
v, = 7r/ (R? — a?)du
3
3. n
V, = m(R% — L[,
3772
ho h
= 20 N2y (g2 (= 2
h 2 h
_ 2 & Mg
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Calculando o volume do cilindro:

5
VC:/ mride

chw/ r2dz
-5
VCZWTQQU[%E
h h
_ 20 20
V. 7r[7’.2 . 2)]
h
= 7[2.r%. =
Ve =m[2r 2]

Sendo R? = (£)? + 2, temos que:

— VRZ — 2

(S

Assim, podemos escrever:

V. = nlRARE 7 — S (VR )]

V, = nl20° VR = 17)

Entao o volume do sélido é dado pela diferenca:
V=V.—V, ,

V = rlQR VI~ (VR )] — a2 V7
V=B RVE - (V) 32

3
V= SRR - (VR
V= 2;2( RZ — 2y
v:?(Rme

Obtendo assim, resultado andlogo ao calculado anteriormente.

No proximo capitulo, veremos outras formas de calcular areas e volumes, em especial para os
solidos de revolucao.
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Capitulo 4

O Teorema de Pappus para o Calculo de
Volumes e Areas de Superficies

Pappus foi um matematico que viveu em Alexandria por volta de 300 d.C.. Compds uma
obra com o titulo de "Cole¢do Matematica". Essa obra é uma combinagdo de guia da geometria
da época, acompanhado de comentarios, com proposi¢oes originais, aprimoramentos, extensoes
e notas histéricas. Era composta por oito livros, sendo que o primeiro e parte do segundo se
perderam.

Entre varios temas tratados nos livros, podemos encontrar o método desenvolvido por Apolonio
para a escrita de nimeros grandes, que expressava nimeros como poténcias de uma miriade, isto é,
como poténcias de 10 000 e operar com eles, teoria das médias, extensao ao Teorema de Pitagoras,
comparacgao de areas de figuras com perimetros iguais e o problema de méaximos e minimos e dos
alvéolos dos favos de mel. Também abordou tépicos de geometria e mecanica, onde foi o primeiro
a definir o conceito de centro de gravidade. No final do Livro 7 descreveu sem verificar, duas
formulas que relacionam os centros de gravidade a volumes de solidos de revolucgao e suas areas de
superficie, que sdo os teoremas que apresentaremos adiante.[7]

Enfim, a Colecao Matematica é um importante acervo do conhecimento matematico da Anti-
guidade, onde ha citagoes de mais de 30 matematicos dessa época.

Para desenvolver os Teoremas de Pappus, inicialmente apresentaremos os conceitos de centro
de massa e centro de gravidade.

4.1 Centro de gravidade e centro de massa

"Déem-me um ponto de apoio e eu levantarei o mundo".
Com essa frase, Arquimedes enalteceu o principio da alavanca. [I]
Com uma forga P; aplicada no brago maior (d;) é possivel equilibrar uma forga maior, Ps, que

esteja na ponta do brago menor (dy), tal que o produto P;.d; é igual ao produto Ps.dsy, conforme
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a figura a seguir.

-

Figura 4.1: Equilibrio de forcas

Estabelecendo um eixo horizontal com centro em um ponto de apoio e sentido para a direita,
podemos escrever:

P2 P1
Figura 4.2: Sentido da alavanca
Pr.xy + Po.xo =0, com 21 = dy e x9 = —ds

2
ou seja, ZBSL] =0

=1

Podemos estender essa ideia para varias forgas aplicadas em uma barra horizontal apoiada em
um ponto T.

Sendo x1, x2, ..., T,, as coordenadas das forcas P, ..., P,, calculamos a soma:

=1

Figura 4.3: Somatéria de forgas

De um modo geral, a soma S d4a uma medida da tendéncia de aquele sistema de forcas provo-
car rotagao em torno do ponto 7. Essa medida recebe o nome de torque ou momento. Quando
o sistema se encontra em equilibrio o momento é igual a zero. Assim, podemos encontrar uma

posicao x. para o ponto T onde o sistema esta em equilibrio e o momento é nulo. Esse ponto é o
centro de gravidade desse sistema.

Encontramos a coordenada x. do ponto 7', onde o momento é nulo, como:
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Z‘Pi'$i — sz‘-% =0
i=1 i=1

n n
> Piwi=) Px.
i=1 i=1

n
P.x;

__1=1
Te = n

P,

i=1

Uma vez que a forca gravitacional é dada por P; = m;g, onde m; é a massa correspondente a
P;, podemos substituir na expressao anterior e obter:

n n
T, = i=1 _ =1

- n - n
D omig Y m
i=1 i=1

Escrita dessa forma, . passa a ser designada como centro de massa do sistema.
Podemos estender essas ideias para a determinacao do centro de massa de um sistema cons-

tituido por particulas contidas num plano cartesiano. E suficiente sabermos a massa de cada
particula, m;, e as suas coordenadas, z; e y;.

Figura 4.4: Particulas no plano cartesiano
Nesse caso, o momento desse sistema sera:
Em relagao ao eixo y:
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n
My = Z m;.x;

=1

Em relagao ao eixo x:

n
i=1
As coordenadas do centro de massa do sistema estdo, entao, localizadas num ponto cujas co-
ordenadas cartesianas sao obtidas pelas expressoes:

n

; my;. T M Z m;.Yi

n
() xe=S—=F¢ e yC:L:%, onde m=> m.

n
> >
i=1 i=1

4.1.1 Exemplo. Centro de gravidade de particulas

Aplicando esses conceitos, vamos encontrar o centro de massa de um conjunto formado por qua-
tro particulas localizadas no plano cartesiano, sendo A(4,4), B(1,0), C(—3,2)e D(—2,—2), com
massas my = 7, mgp = b, mg = 2 e mp = 6, dadas em kg.

Temos .
My => muz; =74+ 51+ 2(=3) + 6.(=2) = 15

=1

M, = muy = T4 + 50 + 2.2 + 6.(—2) = 20

M=>m=74+5+2+6=20

Portanto,
M, 15 3

l’c = —= — = -
m 20 4
M, 20

yC = — = — = ]_
m 20

Assim, o centro de massa esta em (Z’ 1).

Essas equagoes (*) indicam as coordenadas do ponto em que podemos apoiar o sistema para
que ele fique em equilibrio, como também podemos imaginar toda massa concentrada nesse ponto
para se obter o mesmo valor para o calculo do momento do sistema.
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Analisadas as distribui¢oes discretas de particulas podemos estender esses conceitos para uma
distribuicao continua. Faremos inicialmente algumas consideracoes sobre centro de massa e centro
de gravidade de um corpo.

Podemos resumir os conceitos de centro de massa e centro de gravidade da maneira que segue.

O centro de massa de um corpo é um ponto no qual se poderia concentrar toda a massa desse
corpo. Centro de gravidade é o ponto onde aplicando uma forga, o corpo permanece em equilibrio.
3]

Quando o corpo for homogéneo, o centro de massa e o centro de gravidade sdo os mesmos.

4.2 Centro de gravidade determinado experimentalmente

Um processo experimental para se determinar o centro de gravidade de uma figura bidimensi-
onal consiste em pendurar o objeto por um fio em um ponto A e determinar a reta que prolonga
o fio sobre o objeto. A seguir, penduramos por outro ponto B e tragcamos a reta que também
prolonga o fio sobre o objeto. A interseccao das retas é o centro de gravidade GG desse objeto.

Figura 4.5: Centro de gravidade

Ao determinar o centro de gravidade, temos os seguintes fatos:
1. O centro de gravidade de um segmento é o seu ponto médio;
2. Se a figura possui um eixo de simetria entdo o seu centro de gravidade pertence a esse eixo.

Devemos notar que o centro de gravidade de uma figura formada apenas pelas linhas de contorno
e outra em que se considera o seu interior podem possuir centros de gravidades diferentes, como
exemplificaremos mais adiante.

Vamos agora exemplificar algumas situagoes de calculo de centro de gravidade.

4.3 Centro de gravidade de uma linha poligonal

Consideramos os pontos Ay, As, ..., A,, Ani1 € 08 n segmentos Ay A, AsAs, A, A, de com-
primentos aq, as, a,, respectivamente, determinados por estes pontos, e que formam uma linha
poligonal.

O centro de gravidade de cada um desses segmentos é o seu ponto médio (z;,y;), parai = 1, ..., n.
Entao, o ponto G = (z,y) que é o centro de gravidade da linha poligonal é dado por:
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1Ty F Q%2+ . ApTy oy — ar1yr + agyz + ... + anyn
ay + as + ... + ap J a1+ as + ... + ap

Aplicaremos essas ideias na seguinte situacao:

4.3.1 Exemplo. Centro de gravidade de triangulo isésceles

Consideremos o triangulo isésceles ABC' de lados AB = 10c¢m, AC' = 10cm e BC = 16¢m.
Sejam I, M e H, respectivamente, os pontos médios desses segmentos, como mostra a figura.

Figura 4.6: Centro de gravidade do contorno triangular

Como o triangulo ABC' é isosceles, ele possui um eixo de simetria, que é a reta AM, que
contém a altura relativa ao lado BC'. O centro de gravidade pertence a AM, logo basta calcular
a coordenada y desse ponto.

Observando que a altura divide o triangulo ABC em dois triangulos retangulos cuja hipotenusa
mede 10cm e um cateto mede 8cm, aplicando o Teorema de Pitagoras podemos calcular a medida
do outro cateto, que é a altura relativa ao lado BC' do triangulo ABC.

- 10 cm

---------------

M 8cm

Figura 4.7: Céalculo da altura do tridngulo

Temos:
8 + 2?2 = 102

r=26
AM = 6em
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Consequentemente, as distancias dos pontos médios dos segmentos AB e AC ao eixo x, valem
3em.
Assim, podemos calcular a coordenada y do centro de gravidade que é dada por:
~ 10.3+10.3+16.0 60 5 5

0110516~ 36 =3 e o centro de gravidade do tridngulo estd no ponto G = (8, §)

Observamos que esse cédlculo é valido quando consideramos o triangulo formado apenas pelos
segmentos que formam a linha poligonal. Pois sabemos que se considerarmos a superficie de um
triangulo, o seu centro de gravidade, ou seja, o seu baricentro, se localiza no encontro de suas
medianas, que nesse caso, estaria a uma distancia de 1/3 da mediana relativa ao lado BC, onde
obteriamos y = 2, resultado que mostraremos nos exemplos dados posteriormente.

Y

4.3.2 Exemplo. Centro de gravidade de semicircunferéncia

Vamos calcular as coordenadas do centro de gravidade de uma semicircunferéncia.
Consideremos inicialmente o seguinte resultado, onde E é uma reta e AB é um segmento no
mesmo plano, como mostra a figura a seguir.[13]

E B C
=
a
X
D M h
z
F
A

Figura 4.8: Apétema do segmento AB

Sejam a o comprimento do segmento AB, x a distancia do ponto médio de AB a reta E, h
o comprimento da projecao de AB sobre E e z o comprimento do segmento da mediatriz de AB
compreendido entre AB e E/, que chamaremos de apétema de AB. Pela semelhanca dos triangulos
retangulos ABC' e M F D, podemos concluir a relagao:
h =z .
— = — ou seja, axr = zh
a z
Utilizando esse resultado, calcularemos o centro de gravidade de uma semicircunferéncia. Con-
sideremos entao a semicircunferéncia de raio R, e um eixo E que contém o seu diametro. Dividire-
mos a semicircunferéncia em N partes iguais formando uma linha poligonal regular inscrita nessa
semicircunferéncia, como mostra a figura 4.9.

Consideramos os lados l1, [s, ..., [, de mesmo comprimento a e denotamos por hy 0 comprimento
da projecao ortogonal do lado [, sobre E. Como todos os lados tém a mesma medida, todos os
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lados tem o mesmo apdtema cuja medida denotaremos por z.

Figura 4.9: Centro de gravidade da semicircunferéncia

Entao, calcularemos a distancia  do centro de gravidade da poligonal ao eixo. Considerando
Tk, com k = 1,2,...,n, como a distancia do ponto médio do lado [} ao eixo e a relagdo ax = zh,
temos:

_arytary+..+ar,  zhy+zhy+ ..+ zh,
v ata+..+a z_ na
r=—2R

na

Quando o nimero de lados da poligonal aumenta, na tende ao comprimento da semicircunfe-
réncia, que é dada por 7R e o apotema z, tende para R. Entao, temos:
R 2R
r=—2R = —

7R T

4.4 Centro de gravidade de poligonos

Considerando a superficie formada de um poligono, vamos calcular o seu centro de gravidade.

Sabemos que o centro de gravidade de um tridngulo é o encontro de suas medianas. Assim,
podemos dividir o poligono em triangulos e, considerando um sistema de coordenadas conveniente,
considerar as coordenadas do baricentro de cada triangulo.

Entao, o poligono P pode ser dividido nos tridngulos 17, Ts, ..., T,,, com &areas Ay, As, ...,
A, respectivamente. Consideremos que para o triangulo 7;, o seu baricentro seja dado pelas
coordenadas G; = (z,y;).

As coordenadas do centro de gravidade G = (z,y) do poligono serao dadas por:
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. Alxl + AQZL’Q + ...+ An:cn
Ai+ A+ ...+ A,

_ A + Ay + .+ Anyn
A+ A+ ...+ A,

Além do triangulo, também podemos usar figuras que tenham o centro de gravidade em pontos
determinados facilmente, como o quadrado e o retangulo.

Aplicaremos essa defini¢ao no seguinte exemplo:

4.4.1 Exemplo. Centro de gravidade de trapézio

Vamos calcular o centro de gravidade da superficie de um trapézio. Consideremos o trapézio
desenhado no plano cartesiano onde os vértices sao dados pelas coordenadas A = (0,0), B = (12,0),

C = (6,6) e D = (0,6).

Yoo

PEL oo oos

Figura 4.10: Centro de gravidade do trapézio

Dividimos o trapézio em duas figuras: um quadrado AEC'D e um tridngulo EBC.
Temos:

Area do quadrado AECD: A, = 36

Area do tridngulo EBC: A, = 18

O baricentro do quadrado é o ponto H = (3, 3), que é o encontro de suas diagonais e o baricentro
do tridngulo é o ponto I = (8,2).
Considerando o ponto G = (x,y) como centro de gravidade do trapézio ABCD, temos:

363+188 252 14

36418 54 3
_363+182 144 8
- 36+18 54 3

14 8
33"

Podemos afirmar que o ponto G pertence ao segmento HI. Essa afirmacao segue do resultado
da Geometria Analitica, que segue:

"Dado dois pontos P e (), um ponto X esta no segmento PQ se, e somente se, X = aP + bQ),
coma>0,b>0ea+b=1.

Assim, o centro de gravidade da superficie do trapézio é o ponto G = (
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4.5 Centro de gravidade de um corpo qualquer

Um corpo qualquer, limitado numa regiao plana R, pode ser considerado como um conjunto
de particulas infinitesimais localizado num plano.

Vamos considerar uma placa plana homogénea, delgada, com densidade superficial constante
a, a qual estd representada na figura 4.11, como uma regiao plana abaixo do grafico da funcao
f(z), positiva no intervalo [a, b] e limitada pelas retas z = a e z = b e o eixo das abscissas.

Queremos definir o momento dessa placa em relacao ao eixo x. Para isso, consideramos uma
partigdo do intervalo [a,b], em n subintervalos [z;_i,z;], com i = 1,...,n de comprimento Ax.
Consideremos o i-ésimo intervalo [z;_1,x;]. Seja ¢; o ponto médio desse subintervalo. Vamos
considerar a faixa retangular vertical de comprimento Ax = z; — x;_; e altura f(¢;). O centro de

1
gravidade desse retangulo esta no ponto cuja ordenada vale 5 fle).

YA

A

f(x) N

;

lic1 G x; b X
Figura 4.11: Momento da placa homogénea

O momento de massa em relagao ao eixo x dessa i-ésima faixa retangular é entao,
1
AM, = - f(er).0f(e) A

A soma das medidas dos momentos em relagdo a x, nas n faixas sera dada pela soma de
Rien}lann

Z ;f(ci)-a-f(ci)A.CE

Considerando Ax cada vez menor e considerando o limite da soma dos momentos nessas pe-
quenas faixas, temos:

1 b 9
M, = o [ [f@)de

Procedendo de maneira similar, obtemos o momento da placa, em relacao ao eixo y, como
sendo:

M, = a/b:p.f(x)dx
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O centro de massa (x.,y.) é entao definido como:

Considerando que a densidade é constante, podemos escrever as expressoes para as coordenadas
Z. € Y. do centro de massa como sendo:

[ gy 5 )P

Te= gy = G —

b
[ #(wyar [ F(wyar

4.6 Centro de gravidade de arco

Considerando uma funcao continua f, com derivada continua, definida em um intervalo fechado
[a, b] como mostra a figura 4.12, a porgao compreendida entre dois de seus pontos forma um arco.

a b X

y

Figura 4.12: Centro de gravidade de arco
O centro de gravidade do arco de extremidades A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) é dado por:

[ o UH [P @

C [ e

[ P @R
[V

Observamos que a integral / b J1+ [f/(2)]2dz é o comprimento do arco AB.

Aplicaremos agora os conceitos obtidos no calculo do centro de gravidade de algumas figuras.

[10]

Ye =
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4.7 Exemplos

4.7.1 Ca&lculo do centro de gravidade de uma regiao retangular

Consideremos a regiao retangular de base b e altura h e a fungao f(z) = h, em um sistema de
coordenadas conveniente, como mostra a figura 4.13.

h fx)=h

Figura 4.13: Centro de gravidade de retangulo

Aplicando os conceitos de integral, calculamos:

b
A:/ hde = hall= h(b—0) = hb
0

b2h

b 1
/0 hxdr = h(§x2)[8: 5

Entao temos:

b 2
/hazd:c M b
.= 2 2 _

A ~ hb

X

Para o calculo de y., temos:

1 1 h2b
= | hde = hPafj= —
2/0 = gheh=
b 2
L[ R mo
0 2
e = =2 =z
A bh 2

b h
Ou seja, o centro de gravidade do retdngulo é o ponto: G = (= 5)

)

Concluimos que o centro de gravidade do retangulo esta na intersecgdo dos eixos de simetria.
Em particular, ela estd no encontro de suas diagonais. Resultado que usamos no exemplo 4.4.1.
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4.7.2 Calculo do centro de gravidade do tridngulo retangulo

Consideremos o triangulo retangulo de base b e altura h. Considerando um sistema de coor-
denadas conveniente, a reta que passa pelos pontos (0,h) e (b,0), no intervalo [0, b] representa a

—h
L

funcao f(z) = 2

b | b X

Figura 4.14: Centro de gravidade de triangulo retangulo

Entao b _— ,
A:/(_ x—i—h)dx:—— xdx+h/ ldx
0 b b Jo 0
h:z:2b b bh bh

A = _g'?[0+h'x[0_ —3 + bh = o

b B b
/x( hx%—h)dxz—— xzd:)s+h/ xdr =
0 b b Jo 0
B _ﬁ 3373[b+x:[b_ _hb2 n h b? B h b?
o p 3 20 3 2 6

Assim, temos:

b —hx h b2
o /0 x( 2 + h)dx 5 b
¢ 3

A b
2

Para calcular y. fazemos:

1 b b h2 2 h2

*/( $+h)2dx:/( ’ —2—$+h2)dx:
2Jo " b 0

b2 b

1 h2x3  h22? h?b
(g~ =g
Entao

h?b

= h

_ 6 _ "

Ye = @ 3

2

b h
O centro de gravidade do triangulo é dado por: G = (5’ g), que é o encontro de suas medianas.
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4.7.3 Calculo do centro de gravidade de um triangulo qualquer

Consideremos o triangulo ABC', colocado convenientemente no plano cartesiano de modo que
o vértice B esteja na origem do sistema e o lado BC' sobre o eixo das abscissas. Vamos mostrar
que nesse caso, também o centro de gravidade é o encontro de suas medianas.

y4

B (0.0) a Cc0) x
Figura 4.15: Centro de gravidade de um triangulo qualquer

Consideremos as fungdes f, que representa o segmento AB no intervalo [0, a] e g, que representa
o segmento AC', no intervalo [a, ¢|]. Representando por h a func¢ao que representa os segmentos AB
e AC, temos:

e, sex € [0,a]
hiz) =¢ 224+ -L sex € [a,c]

c—a c—a’

c
Note que a area do tridngulo é A = Ep

/:ch( )d:c—/ zf(z dx—i—/xg

_/ r— xdx—i—/ P Ydx =

c—a
p 2 ¢ 2
= 7/ dr + (—2° 4 cx)dx =
a Jo C—aJa
3 3 2 2 3 3 3 2
P, P T e PO p —¢ @ ¢
st gl g gyt )
2 3 3 2
pa p c a ca
e )
3 c—a 6 3 2
2 3 3 2
pa P C a ca
Ty
3 c—a 6 3 2
Te = P =
2
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=ttty ol

2a? n c? n 2a® a?
Te=— —

3¢ 3(c—a) 3clc—a) c—a

2a%(c —a) + A +2a® — 3ca®  2a*c — 2a® + A + 2a® — 3ca?
IC - frd

3c(c —a) 3c(c —a)

A — ca? c(c* — a?)
:L‘C = —=

3c(c—a) 3c(c—a)

c+a
T, =

3

Para calcular o valor de y. fazemos:

L rep o L e, —p cp o
= [Py f/ dr =
2/0(a$) ij2 a(c—a$+c—a) v

1 fa 1. P c
5/0 (gx)2d:t—|—§(c_a)2/a(—x+c)2dx:
2.3 2 3
DT g p x 2 2 \fe_
6a? [0+2(c— a)2(§ —ertt )=
2 3 2 3 3
pa p ¢ 2 | 2 a 2, 2.\
6a> +2(6—61)2(5_66 roeem gt +oa) =
2 2 3_ .3
p’a p A —a
?+2(c—a)2[ 3 —cale—a)l =
2 2 2 2
+ac+
ra. _p (c ac+a ~ca) =
6  2(c—a) 3
2 2
]%Cb—i—G(f_a)(CQ—irac—l—az—Bca):

2 2 2 2 2
pa. P o gyep_Pe P N_PC
6 Toe—acTY TG tglema=T

cp?
oo 6 _ @2 _p
¢ L 6 cp 3

Entao, o centro de gravidade de uma regiao triangular ABC, com A = (a,p) e B = (0,0) e

C:(a,O)éG:(C—;a,g

), que é o encontro de suas medianas, o que pode ser facilmente obtido.
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4.7.4 Calculo do centro de gravidade do semicirculo

Consideremos o semicirculo de raio r, em um conveniente sistema de coordenadas para este
semicirculo, temos:

r X
Figura 4.16: Centro de gravidade do semicirculo

Temos:
A= V2 — 22dx

Para calcular essa integral, faremos a substituicao
x = rcosf

dx = r(—senf)dd
Entao a integral fica

0

A= / V12 —r2cos? 0.r.(—send)dl
0

A = / \/12.(1 — cos?0).r.(—send)dl

A = /7r r.senf.r.senddf
0
A= 7"2./7T sen’6db
0

Lembrando que
cos20 = cos?0 — sen?d = 1 — 2sen’6

1 — cos 26
2

sen?l =

A integral fica:

. TQ/“l—COSQHde
0 2

T2 T ™
a="5 /0 16 — /0 cos20d0)
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r? sen26

A= 50— ——)
A=Sllr=0)-0 = —

O centro de gravidade encontra-se na reta de simetria do semicirculo que ¢é o eixo y, ou seja a
coordenada z é igual a 0. Portanto, calcularemos somente ..

Calculando a integral:

[ S@par =22 [ (7 - s = (% - D=

3 3
3 T 2r

=r - — = —

3 3
Entao temos:

3

2r
_ 3 _ &
Ye er 3
2
. . 4r
Assim, o centro de gravidade fica: G = (0, 3—)
T

4.7.5 Calculo do centro de gravidade da regiao plana R

Consideremos a regiao R limitada pelo eixo x, pela reta x = a, com a > 0 e pela curva y = /.

Y,

0 a X
Figura 4.17: Fungdao y = \/x

Sendo f(x) = /x , a drea de R é:

njw

2 2
=3 var = 20

a a 2
A:/\/de:/x%dx:fx
0 0 3

E temos:
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a a a 2 2a?
/ x f(z)dx :/ zridy = / zidy = —xg[g: a”Va
0 0 0 5 5
Logo,
2a*\/a
5 3a
Tp = —2— = —
2a+/a 5
3

Para calcular y. fazemos:

a2

1 e 1 o 1
5/0 [f(@)Pdz = 5/0 rdr = 1172[8: 1

3a %)

Entao, o centro de gravidade da regiao é: G = (E’ g

4.7.6 Calculo do centro de gravidade da semicircunferéncia

Consideremos a semicircunferéncia dada por C' = {(x,y) € R?/2* + y* = r? y > 0}.

Y

r

-r r X

Figura 4.18: Centro de gravidade da semicircunferéncia

Derivando implicitamente, temos:

20+ 2y.y =0
y/:;x
Y
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Calculando o comprimento da semicircunferéncia:

| o

— % 4+ g2
+ dx—r/

r2 — 2

—.732

s = raresin( [_T rlarcsin(1) — arcsin(—1)] = [5 —(—=)] =nr
r

Calculando o centro de gravidade temos:

/_Tx\/l—i— de—r/ —xQ

Substituindo

U:TZ—ZL‘Q

du = —2x dx

A integral fica:

1 1
r/:r“dac:—r/\/>:—r2\/_:—r\/r2—x2
r? — a2 2 u 2

/r /1 + (y)%de = —rvr? — 22" =
Também temos:
/ y\/ 1+ (y de—/ v —x%/

= \/_ T—T:L‘[ = 2r?

-

As coordenadas do centro de gravidade serdo entao:
0 22 2r

xczizoeycziz—
wr wr ™

2
Entao o centro de gravidade é: C' = (0, —T)
7T

4.8 Teoremas de Pappus

Vamos apresentar os Teoremas de Pappus utilizados para calcular volumes e areas de superficies
de sélidos de revolucao. Comecgaremos pela definicao desses sélidos.
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4.8.1 Sodlidos de revolucao

Consideremos em um plano, uma reta r, que sera considerado o eixo e uma curva L, que nao
corta a reta r. Cada ponto dessa curva L, ird descrever uma circunferéncia perpendicular ao eixo r,
e com centro sobre ele. A reunido de todas essas circunferéncias é chamada superficie de revolucao.

=T

1 1

Figura 4.19: Sélido de revolugao

Se a curva for fechada ou se seus dois extremos pertencerem ao eixo, a superficie delimita um
solido chamado sé6lido de revolugao.

Solidos de revolucao bastante conhecidos sao o cilindro circular reto, obtido pela rotacao de
uma retangulo; o cone circular reto, obtido pela rotacao de um triangulo retdngulo ou redor de
um de seus catetos e a esfera, obtida pela rotagdo de um semicirculo ao redor de seu diametro:

b P
A C

Esfera

Cilindro Cone

Figura 4.20: Cilindro, cone e esfera

4.8.2 Primeiro Teorema de Pappus

Consideremos uma regiao plana que esta inteiramente de um lado de uma reta do plano. Se
essa regiao é girada ao redor da reta que desempenha a funcao de eixo, entdo o volume do sélido
gerado dessa maneira ¢ igual ao produto da area da regiao pela distancia percorrida pelo centro
de gravidade ao redor do eixo.
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Demonstracao: Vamos demonstrar considerando uma regiao plana como em 4.5. Considerere-
mos o eixo x como o eixo de revolugao. Como vimos anteriormente, a distancia y. do centro de

gravidade ao eixo x é dada por:
1 b 9
5 [ @)

/ab f(z)dz

que equivale a

v [ f@ae = [P

ou ainda
b b
27T.yc/a f(x)dx = ;/a 21 f (x)]*dx
b
QW.yC.A:/a 7 f(2))*dx

Observemos que 27yc ¢ a distancia percorrida pelo centro de gravidade e a integral é o volume
do sélido calculado pelo método do disco. [25]

Entao, V = 2m.y..A.

4.8.3 Segundo Teorema de Pappus

Consideremos um arco de uma curva plana que esta inteiramente num dos lados de uma reta
desse plano. Se esse arco ¢ girado ao redor dessa reta, que desempenha a fungao de eixo, entao a
area da superficie gerada dessa maneira é igual ao produto do comprimento do arco pela distancia
percorrida pelo centro de gravidade ao redor do eixo.

Demonstracao: Vamos demonstrar para um arco definido como em 4.6. Consideremos o eixo x

como o eixo de revolugao.
Temos:

/f V1+1F(@)Pda

/ V14 [f/(2)]2da

Ye =

que equivale a:

/\/ [f(z 2d;c—/ 1+ [f(2)2de
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b
sendo o comprimento do arco dado por s = / 1+ [f'(z)]?dx ou ainda

$.2m.Yy. = 2 /ab flo)/ 14 [f'(z)]2dx

Notamos que novamente 27y, é a distancia percorrida pelo centro de gravidade e o segundo mem-
bro é a area da superficie de revolugao.[9]

Assim, a area da superficie é A = 27y,.s.

Utilizando os resultados obtidos nos exemplos de calculo do centro de gravidade, calcularemos
o volume e a area de superficie de alguns solidos de revolucao.

4.9 Exemplos

4.9.1 Calculo do volume do cilindro

Consideremos o cilindro obtido pela rotacao do retangulo de lados b e r, ao redor do eixo =,
que contém o lado b, conforme a figura 4.20.

r 1
—

Figura 4.21: Volume do cilindro

Como vimos anteriormente, o centro de gravidade do retangulo é dado por:

b r

G= (==

(27 2)

Entao, aplicando o teorema de Pappus temos:

V = A2y,
r
V = br2r.—-
r2m.g

V = m.r2.b, que é o produto da 4rea da base pela altura do cilindro.
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4.9.2 Calculo do volume do cone

Consideremos o cone obtido pela rotacao do triangulo retangulo de catetos b e r, ao redor do
eixo x, que contém o cateto b, conforme a figura 4.21.

Y y
;

Figura 4.22: Volume do cone

O centro de gravidade do triangulo é dado por:

b
G = (g, g) Entao, pelo Teorema de Pappus, temos:
V = A2n.y,

b.r r
V =—2m-

2 "3

w.rb , ,
V = 5 que é a terca parte do produto da area da base pela altura do cone.

4.9.3 Calculo do volume da esfera por Pappus

Rotacionando o semicirculo em torno do eixo x, obtemos a esfera.

y

A e 1
ol e Sk

Figura 4.23: Volume da esfera

O centro de gravidade do semicirculo, conforme calculado no exemplo 4.6.4, é dado por:

4r

Entao, pelo Teorema de Pappus, temos:
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wr? 4r
=T o
Vo= i
4.3
V =
3

4.9.4 Calculo do volume do sdélido formado pela rotacao da regiao
plana R

Consideremos o sdlido formado pela rotacao da regiao plana R limitada superiormente pela
curva y = 4/, inferiormente pelo eixo x e pela reta x = a, com a > 0.

Figura 4.24: Volume do sélido gerado pela regiao R

3a 3
Sendo o centro de gravidade da regiao dado por: G = (ga, \8/5), conforme calculado no

2a+/a
exemplo 4.6.5, e a area dessa figura ¢é igual a 3\/_, entao temos, pelos Teorema de Pappus,

V = A2n.y.
V = 26L\/a.27r.3\/a
3 8
2
Ta
V =
2

4.9.5 Calculo da area da superficie da esfera

Conforme calculado exemplo 4.7.6, o centro de gravidade da semicircunferéncia, é:
2

C =0,
T

Entao, pelo segundo Teorema de Pappus, temos:

2
A=s52ry. = mrom 2
T
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A = 47r?

4.9.6 Calculo do volume do sélido obtido pela rotacao do trapézio ao
redor de sua base maior

Finalizando, vamos calcular o volume do sélido obtido pela rotagao do trapézio utilizado no

exemplo 4.4.1, tendo como eixo de rotagao a sua base maior, cujo centro de gravidade é dado por
14 8
G=(=,2)

A area do trapézio é A = bH4.

Entao, pelo Teorema de Pappus

V = A2y,
8
V = 54.2m.—
™3

V = 288w

No préximo capitulo apresentaremos uma sequéncia didatica na qual faremos aplicagoes das
ideias de Pappus no calculo de volume de sélidos de revolugao.

97



98



99



100



Capitulo 5

Atividades para sala de aula

Nesse capitulo apresentaremos atividades desenvolvidas em sala de aula, com alunos do 2°
ano do ensino médio, analisando experimentalmente os resultados da aplicagdo do Principio de
Cavalieri e o Teorema de Pappus e uma sugestao sobre formas de determinar o centro de gravidade
de figuras planas.

Segundo orientagoes dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, "é proposta
uma formagao geral, em oposicao a formagao especifica, desenvolvendo a capacidade de pesquisar,
buscar informagoes, analisid-las e seleciona-las; a capacidade de aprender, criar, formular, ao invés
do simples exercicio de memorizagao."

Ainda considerando as orientagdes presentes nesse documento, devemos considerar as premis-
sas apontadas pela UNESCO como eixos estruturais da educacdo na sociedade contemporanea:
aprender a conhecer, aprender a fazer, aprender a viver e aprender a ser.

Especificamente na area de Matematica, ao elaborar uma atividade devemos desenvolver as
competéncias e habilidades de:

o Identificar o problema.

o Formular hipéteses e prever resultados.

o Selecionar estratégias de resolucao de problemas.

o Interpretar e criticar resultados numa situacao concreta.

o Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos, fatos conhecidos,
relagoes e propriedades.

o Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Considerando essas competéncias, as sequéncias didaticas foram desenvolvidas com o objetivo
de incentivar os alunos a investigar e concluir por si préprios as afirmacoes do Principio de Cavali-
eri para volumes e a determinacao experimental do centro de gravidade de algumas figuras planas,
com vistas a utilizagdo do teorema de Pappus para obtencao de maneiras diversificadas de calcular
volumes e areas de superficie de solidos de revolucao.
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5.1 Relacao entre volumes e o Principio de Cavalieri

Na ocasiao da realizagao da atividade, os alunos ja haviam discutido sobre a ideia do conceito
de volumes de um sélido como sendo a medida que expressa o espaco ocupado por ele. Também
jé havia sido desenvolvido o calculo do volume do cubo e do bloco retangular como o produto de
suas dimensoes: comprimento, largura e altura.

Para as aplicagoes do Principio de Cavalieri, foram analisadas algumas atividades sugeridas
pelo portal da colecao M3 Matematica Multimidia, que contém recursos educacionais multimidia
em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp.

A sequéncia didatica que apresentaremos foi desenvolvida tendo como base a atividade "O Ex-
perimento - Volume das piramides', desenvolvida pelas professoras Claudina Izepe Rodrigues e
Sueli Irene Rodrigues Costa[21]. A atividade proposta apresenta o calculo de volume de pirdmi-
des, sendo que na sequéncia que trabalhamos com os alunos, foi feita uma adaptagao utilizando os
mesmos poligonos para a confeccao dos prismas e comparagao de seus volumes, analisando o seu
valor quando os prismas possuem a mesma area de base.

Inicialmente apresentaremos como proposta de atividade e apds a aplicacao da mesma com os
alunos faremos a analise dos resultados obtidos.

5.1.1 Introducao

O plano de aula propos estimular os alunos a planejar a construgao de sélidos geométricos e
estabelecer relagoes entre os volumes de prismas retos de bases de diferentes formatos e também
relacionar o volume de uma pirdmide com o volume de um prisma. As atividades propostas visa-
vam promover a investigacao de hipoteses e sua validacao através de verificagao pratica, analisando
os resultados.

5.1.2 Objetivos

A abordagem utilizada nessa sequéncia didatica visou proporcionar ao aluno a construcao de
solidos geométricos, analisando as medidas e formas de modo a utilizar o material disponivel com o
minimo de desperdicio e melhor aproveitamento. Nesse sentido, foram utilizadas caixas de papelao
para a confeccao dos prismas e piramides, visando a reutilizacdo de material.

As atividades planejadas tiveram como objetivo incentivar os alunos a se tornarem auténomos
em relagao ao seu aprendizado, investigando e relacionando os volumes de diferentes prismas para
a compreensao do Principio de Cavalieri para volumes. No caso dessa atividade, destacamos que,
como os solidos sao prismas, qualquer seccao parelela a base produzird uma figura congruente a ela.
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5.1.3 Metodologia

Na atividade com os prismas, inicialmente foi proposta uma investigagdo sobre volumes de
prismas de diferentes bases poligonais, mas com a mesma medida de area. Os alunos foram questi-
onados quanto ao resultado esperado para o volumes dos diferentes prismas. Apéds esta analise, foi
determinado um valor fixo para a altura e confeccionados prismas e em seguida, feita a verificagao
de seus volumes, comparando-os através da quantidade de areia que cada prisma comporta. Em
seguida, os alunos preencheram uma ficha com os dados de cada prisma e posteriormente fizeram
um relatério com as conclusoes do experimento.

Na atividade com as piramides, foram construidos piramides com a mesma altura e bases poli-
gonais diferentes, aproveitando as mesmas bases dos prismas anteriores. E a seguir, comparados os
volumes das piramides entre si. Em outro momento, foi também construido um prisma de mesma
altura e, comparando os volumes, determinada a relagdo existente entre o volume do prisma e o
volume da piramide.

5.1.4 Material

Para a atividade, foram utilizados:
Folha de sulfite, papelao, régua, tesoura, fita adesiva, canudo, copo de medidas, areia.

5.1.5 Duracao da atividade

4 aulas

5.1.6 Roteiro da atividade

A atividade foi desenvolvida em grupos de trés ou quatro alunos. Cada grupo recebeu uma folha
com as figuras dos poligonos que serviram de base para os prismas e piramides. Esses diferentes
poligonos possuiam areas iguais.

6cm 5cm

Figura 5.1: Poligonos bases dos prismas

Para os prismas, os alunos escolheram trés ou quatro poligonos como base, recortando-os no
papelao. Definindo a altura que desejassem, fizeram o modelo planificado na folha de sulfite,
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construindo o modelo do prisma em seguida. Para tornar o prisma mais firme, cortaram retangulos
no papelao e colaram nas faces laterais.

Finalizando a construcao dos prismas, cada grupo fez a medida de sua capacidade enchendo o
prisma com areia e verificando o volume marcado no copo de medidas.

Os alunos anotaram os resultados na tabela anexa, fazendo um relatério dos resultados obtidos
e embora houvessem algumas diferengas nos valores encontrados, puderam concluir que todos os
prismas possuiam o mesmo volume se a area da base e a altura fossem as mesmas, embora pos-
suissem bases de diferentes formas. Também observaram que como as areas laterais sao diferentes,
a area total dos prismas nao eram iguais.

figura

Solido

Area da base
fcm*)

Altura do
sdlido (cm)

Area lateral
(cm=}

Volume
medido (m}

Volume
medido (cm®)

w (i

N

Figura 5.2: Tabela de resultados

Para a confeccao do modelo das piramides, os alunos escolheram também trés ou quatro po-
ligonos para usarem como base, deixando um deles para a construcao do prisma. Lembrando,
as bases eram equivalentes em area e consequentemente qualquer seccao por plano horizontal nas
piramides também determinavam poligonos de mesma area.

Os alunos definiram a altura da pirdmide, cortando os canudinhos de mesmo tamanho para
todas as piramides que iriam construir. Tomando o poligono como base, recortaram no papelao e
fixando o canudinho com fita adesiva em qualquer lugar da base de modo que ficasse ortogonal a
ela.

Figura 5.3: Confeccao da piramide

Para a planificacdo da pirdmide, marcaram os pontos correspondentes aos vértices da base,
mantendo o vértice da piramide fixo e girando o poligono da base na folha de sulfite; montando a
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partir da planificagdo, recortaram e colaram papeldo nas faces para que a piramide tenha maior
rigidez.
Utilizando a mesma altura das piramide, construiram um prisma com uma das bases escolhidas.
Novamente, enchendo as piramides de areia, compararam o volume de cada uma delas entre si,
anotando os resultados. Finalmente, mediram o volume do prisma de mesma altura, e relacionaram
o volume do prisma com o volume encontrado para as piramides.

5.1.7 Avaliacao

A avaliacao foi feita através do envolvimento dos alunos nas atividades, observando-se o pla-
nejamento em relagao a construgao dos prismas e piramides e andlise das conclusoes obtidas na
afericao da capacidade de cada modelo de prisma e piramide, considerando a capacidade dos alunos
em levantar hipoteses, tracar estratégias validando as conjecturas feitas inicialmente em relagao
aos volumes dos prismas.

Na atividade proposta, esperava se que o aluno encontrasse valores proximos para os volumes
tanto dos prismas como das pirdmides comparadas entre si, o que ocorreu de forma satisfatoria,
embora as medidas tivessem uma pequema margem de erro. Uma vez conhecido o volume do
paralelepipedo, constatou-se que o volume do prisma é dado pelo produto da area da base pela
altura. E na comparacao do volume das piramides com o prisma de mesma altura, chegaram a
conclusao de que o volume do prisma é o triplo do volume da piramide.

5.1.8 Analise dos resultados

Apos a realizacao das atividades propostas, podemos destacar algumas observagoes feitas.

Os alunos se interessam mais sobre um contetido quando podemos desenvolvé-lo através de
situagoes praticas, com a manipulagdo de materiais concretos e nao somente através de céalculos e
formulas, fixando melhor os conceitos envolvidos.

Na confeccao dos modelos de prismas e piramides, embora as medidas fossem pensadas de
modo que os volumes fossem iguais, nas afericbes praticas foram encontradas valores diferentes,
devido aos erros que sempre podem ocorrer quando transpomos dados tedricos para as construgoes
praticas, sem que esses erros sejam um fator que impegam os alunos de concluir os resultados
esperados, servindo para uma discussao quando a validade dos resultados obtidos e qual a melhor
maneira de determinar a medida mais apropriada a ser considerada. Uma sugestao seria considerar
a média aritmética das medidas obtidas.

Em geral, apds a construcao e manipulagao de modelos concretos, os alunos fixaram melhor os
conceitos envolvidos e apresentaram maior facilidade de compreensao nas aplicagoes de volumes
de prismas e piramides em situacoes teodricas, pois quando apenas apresentamos as féormulas de
calculo, eles apresentam dificuldades de visualizacao e compreensao do problema.

Destacamos também a utilizacao dos videos do portal da colecao M3 Mateméatica Multimidia
da série "Matematica na escola" : "3,2,1 - Mistério", cujo contetdo foi desenvolvido pela professora
Sueli Irene Rodrigues Costa, onde ¢ abordado o Principio de Cavalieri para areas e volumes e a
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relagao entre o volume do prisma, cone e esfera[l9], e "Um poema e trés quebra cabecas', desen-
volvido pelas professoras Claudina Izepe Rodrigues e Sueli I. R. Costa, que aborda a relagao entre
os volumes das piramides e do prisma, para que os alunos aprofundem nas aplicacoes das ideias
de Cavalieri[20]. Ap6s o video, sugerir ser apresentado aos alunos, a demonstragao do resultado
obtido na sequéncia didatica, utilizando o Principio de Cavalieri.

Apresentaremos a seguir uma sequéncia ditdtica para a determinacao do centro de gravidade
para algumas figuras planas e posterior aplicacdo do Teorema de Pappus.

Destacamos que foi feita com os alunos a calculo de volume do toro através de modelo cons-
truido pelos alunos do 2° ano do ensino médio. Devido ao tempo disponivel, a atividade para a
determinacao de centro de gravidade nao foi desenvolvida com estes alunos, sendo apenas feita
uma exposicao sobre este conceito, focando apenas nas ideias centrais que seriam utilizadas na
aplicacao dos Teoremas de Pappus. Assim, a atividade sobre o centro de gravidade serd proposta
como uma sugestao a ser desenvolvida.

5.2 Centro de gravidade e o Teorema de Pappus

5.2.1 Introducao

As atividades para a determinagdo de centro de gravidade serdo desenvolvidas com o intuito
de utilizar esses dados no céalculo de volume e areas de superficies de sélidos geométricos através
do Teorema de Pappus. Para a determinagao de centro de gravidade serao sugeridos experimentos
utilizando materiais simples e de facil manuseio, de modo que mesmo sendo desenvolvidos em
grupos, cada aluno devera construir e manipular os materiais individualmente.[I] Para a aplicagao
do Primeiro Teorema de Pappus, construiremos um modelo para o toro e mediremos seu volume.
Também aplicaremos o Segundo Teorema de Pappus para calcular a area de superficie do cilindro,
cone e esfera.

5.2.2 Objetivos

O objetivo dessa atividade é apresentar maneiras basicas de se determinar condig¢oes de equili-
brio de algumas figuras planas, determinando seu centro de gravidade experimentalmente, auxili-
ando na compreensao de seu significado.

Através de atividades experimentais realizadas com materias simples e de baixo custo, o aluno
analisara situagoes envolvendo quedas de corpos, equilibrio estatico e oscilagoes ao redor de posigoes
de equilibrio. Com as analises dos resultados dos experimentos devem formular defini¢bes sobre
centro de gravidade, principios e leis que descrevem esse fenomeno.

Através da construcao com material pratico comparar o volume do toro calculado através do
Teorema de Pappus e a capacidade medida pela quantidade de dgua contida em seu interior.
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5.2.3 Metodologia

As atividades experimentais serao desenvolvidas propondo maneiras diversificadas para se en-
contrar o centro de gravidade de figuras planas como paralelogramo, circulo, tridngulo e outros
poligonos em particular.

Inicialmente, analisaremos o centro de gravidade da figura através do ponto de equilibrio em um
ponto apoiando em um suporte vertical, e a seguir analisaremos através das verticais que podemos
tracar na figura quando pendurada por algum ponto.

Para o toro, utilizando conduite ou mangueira, construiremos um toro, determinando o seu
centro de gravidade para a aplicacdo do Teorema de Pappus e através de um orificio encher de
agua para comparacao de seu volume.

5.2.4 Material

Para a atividade serao utilizados:
Folha de sulfite, papelao, régua, tesoura, compasso, transferidor, palitos de churrasco, massa
de modelar, conduite ou pedaco de mangueira, copo de medidas, dgua, fita adesiva.

5.2.5 Duracao da atividade

Centro de gravidade - 3 aulas
Teorema de Pappus - 4 aulas

5.2.6 Roteiro da atividade

Centro de gravidade

Inicialmente, vamos procurar o centro de gravidade de figuras planas como o circulo e o para-
lelogramo. Usaremos o retangulo e outro tipo de paralelogramo nesse experimento. Para isso, o
aluno devera desenhar na folha de sulfite essas figuras e para ter maior firmeza nos experimentos,
recortar as mesmas figuras no papelao.

Figura 5.4: Figuras planas - determinacao de centro de gravidade

Inicialmente serd feito um questionamento sobre a ideia que o aluno tem sobre o assunto,
perguntando o que ele acha que é o centro de gravidade, e apds a defini¢cdo, se ha varias maneiras
de se equilibrar as figuras.

Para procurar o centro de gravidade, serd preciso construir um suporte para apoiar as figuras
planas recortadas no papelao. Esse suporte sera construido usando massa de modelar como base
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e fixando um palito de churrasco na vertical, ressaltando que a ponta deve ficar para baixo, para
facilitar o equilibrio das figuras.[1]

Permitir que o aluno faga tentativas procurando encontrar o ponto de cada figura na qual ela
fica em equilibrio no suporte, que no caso dessas figuras sera o seu centro.

<> LSS T T

Figura 5.5: Equilibrio de figuras planas

A seguir fazer o mesmo procedimento para encontrar o centro de gravidade do triangulo. Para
facilitar a visualizagao, construiremos um triangulo isosceles, enfatizando que todas as propriedades
verificadas serao validas para quaisquer tipo de triangulos.

Inicialmente, os alunos deverao identificar os quatro pontos notaveis do triangulo: circuncentro,
baricentro, ortocentro e incentro. A seguir, encontrar experimentalmente o ponto de equilibrio.
No caso do triangulo, identificar esse ponto como sendo o baricentro.

Figura 5.6: Centro de gravidade do triangulo

Uma outra forma de analisarmos o ponto de equilibrio de uma figura plana sera desenvolvida
utilizando um fio de prumo que podera ser pendurado no suporte com o palito de churrasco
utilizado na atividade anterior, onde serd preso um alfinete.

Figura 5.7: Fio de prumo
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Utilizando figuras como as do experimento anterior, fazer em cada uma delas, dois ou trés furos
para pendurar as figuras no alfinete que estd preso no palito de churrasco. Os furos devem ser
pequenos comparados com as dimensoes das figuras, para que nao hajam alteracoes significativas
em relagdo ao peso, mas que sejam suficientes para poder pendurar sem atrito no alfinete. A
seguir, colocando junto ao fio de prumo esperar que a figura atinja o equilibrio, observar a direcao
em que se encontra o fio de prumo, tracando o segmento de reta vertical com um lapis, conforme
apresentado na secao 4.2, do capitulo 4.

Repetindo esse procedimento utilizando outro furo que nao deve estar na vertical tracada
anteriormente, observar o ponto em que os dois segmentos se cruzam. Repetir o procedimento mais
uma vez, para verificar que o terceiro segmento passa pelo mesmo ponto encontrado anteriormente.

O centro de gravidade é ponto de intersecgao dos segmentos determinados pelo fio de prumo.
Pode se confirmar esse fato, utilizando esse ponto para se equilibrar as figuras no suporte, como
feito na atividade anterior.

Teoremas de Pappus
Utilizando o circulo, os alunos aplicaram o conceito de centro de gravidade no calculo do vo-
lume do toro através do Teorema de Pappus.[13]

Como vimos no capitulo anterior, o volume de um sélido de revolugao é dado pelo produto da
area da regiao geradora do sélido pela distancia percorrida pelo centro de gravidade ao redor do
eixo.

Assim foi construido um modelo de um toro e comparado o seu volume medido através da
capacidade do interior com os calculos feitos através do Teorema de Pappus.

Para isso foi utilizado pedacos de mangueira ou conduite. Inicialmente, os alunos mediram o
seu didmetro interno, cujo raio correspondente representado por r. Depois o conduite ou mangueira
foram moldados e unidos com fita crepe, formando o modelo do toro. Desenhando seu contorno
externo e interno em folha de papel, recortaram o molde do contorno do toro para medir a distancia
do centro do toro até o centro de gravidade do circulo representado por d.

Figura 5.8: Confeccao do modelo de toro

Para medir o volume, enchemos o toro com agua através de um pequeno orificio na parte de
fora do toro e colocando a agua em um copo de medidas, verificamos a sua capacidade. Também
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foi feito o calculo do volume do toro pelo Teorema de Pappus, verificando se os valores obtidos nos
dois métodos sao correspondentes.

S
o
i — <
/'fﬂ__—__x' ~ P .
( —) ( T ) < i)
S~ _:—>'/ — 2nd \‘\'/
V=Axh = nr’x2nd=2n’r’d A=mr’

Figura 5.9: Modelo de toro
Apo6s a verificagao através do modelo do toro, os alunos aplicarm o Segundo Teorema de Pappus

no calculo de area de superficie do cilindro, cone e esfera.
Lembrando, a area de superficie é dado por A = 27.y..s.

Cilindro

No caso do cilindro do exemplo 4.9.1 do capitulo 4, temos s =be y. =r.

Entao A = 2m.b.r, que é a area lateral do cilindro.

Cone

No cone estudado no exemplo 4.9.2 do capitulo 4, temos s = Vb? +r2 ey, = g
Entao A = 27r.g.\/b2 +r2=7m.h Vb +1?

Notando que vb? 4+ 12 é a geratriz do cone, representada usualmente por g, a expressao fica
m.r.g, que ¢ a conhecida expressao que da a area lateral do cone.

Esfera
2r
Do exemplo 4.9.5 do capitulo 4, temos que s = 7.r e y. = —.
s
2r
Entdao A = 27.——.1.r = 4n.r?, que é a area da superficie da esfera.
0
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Lembramos que o calculo do volume do toro aqui feito utilizando o Teorema de Pappus também
pode ser feito utilizando o Principio de Cavalieri, conforme em 2.2.7.

5.2.7 Avaliacao

A avaliacao foi feita através da participacao dos alunos nas atividades propostas e também na
conducgao dos experimentos.

Espera-se que com as atividades de centro de gravidade, os alunos concluam que ele é tinico
para cada corpo, independente da maneira como é determinado. No cédlculo do volume do toro,
foi analisado um modo alternativo de se calcular o volume de sélidos de revolugao, sem ficar
dependente das tradicionais férmulas de calculo.

5.2.8 Analise dos resultados

Assim como dito na atividade anterior, o envolvimento dos alunos em atividades praticas sempre
¢ maior que nas atividades tedricas.

Foram encontradas diferencas entre o volume calculado e a capacidade do toro, provavelmente
pelo material do conduite, mas que como na atividade anterior ndao comprometeu as conclusoes
esperadas.

Também aqui, sugerimos o video "Em equilibrio", do portal da colecao M3 Matematica Mul-
timidia da série "Matematica na escola", desenvolvido pelo professor Leonardo Barichello, que
mostra formas de encontrar centros de gravidade[3].
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Consideracoes finais

O célculo de areas e volumes é um tépico da Matematica que apresenta grandes possibilidades
de aplicagoes em sala de aula, mas que muitas vezes se tornam apenas a utilizacao de férmulas
de calculo, ensinado de forma mecanica, levando os alunos a apenas memorizar os procedimentos
utilizados na resolucao de exercicios, sem assimilar os conceitos envolvidos, tornando-se um assunto
de dificil compreensao. A utilizagdo de material concreto e atividades que permitam o aluno
formular hipoteses e estrégias na resolucao de problemas propostos tem sido uma opcao de trabalho
que apresenta maior aproveitamento.

Este trabalho contém ideias e sugestoes para se trabalhar com areas e volumes. Um aspecto
considerado nesse trabalho foi explorar aspectos histéricos que contextualizem os temas a serem
desenvolvidos, justificando os caminhos trilhados pelos matematicos ao longo da histéria, com suas
contribui¢oes que levaram ao estudo da Matematica como conhecemos atualmente, e as formas
como superaram as dificuldades encontradas.

Nos aspectos historicos, destacamos as ideias pioneiras de matematicos da Antiguidade, como
Eudoxo, com sua teoria da Exaustao, e maneira utilizada em suas demonstragoes; Euclides, pri-
meiro matematico a utilizar método axiomatico e autor da memoravel obra "Elementos', que
segundo consta, é o livro mais reproduzido depois da Biblia, e que contém toda a geometria co-
nhecida na sua época; Arquimedes, com suas ideias criativas e que apresentou muitos resultados
importantes no desenvolvimento da Matematica e Pappus, com seu método para o calculo de areas
e volumes de sélidos de revolucao.

Depois, ja no século XV I, analisamos a enorme contribuicao de Bonaventura Cavalieri que,
com suas ideias sobre os indivisiveis, abriu caminhos para o desenvolvimento do Célculo Diferencial
e Integral, posteriormente desenvolvido por matematicos como Newton, Leibniz e formalizado
tempo depois por Riemann.

Através da analise dos trabalhos desses matematicos, pretendemos dimensionar as dificuldades
enfrentadas por esses precursores da teoria matematica e as exaustivas discussdes na busca de
resultados e demonstragoes que tornaram possiveis as descobertas que desfrutamos hoje.

Mostramos também aplicagoes de calculo de areas e volumes em diferentes contextos, utilizando
os recursos disponiveis em cada época.

A intencao desse trabalho é auxiliar o professor do ensino basico no desenvolvimento deste
conteido, mostrando caminhos alternativos no desenvolvimento do calculo de areas e volumes.
Acreditando que o conhecimento deste tema nao deva restringir apenas aos conteidos trabalhados
com os alunos, apresentamos também uma parte com calculo de areas e volumes utilizando os
conceitos do Calculo Diferencial e Integral, para um maior entendimento e aprofundamento por
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parte do professor.

Em seguida, mostramos algumas sequéncias didaticas, aplicadas aos alunos do 2° ano do en-
sino médio, onde o aluno pode constatar experimentalmente alguns resultados relacionados com
o volume de so6lidos. No caso do Principio de Cavalieri, puderam notar que o volume de prismas
permanece o mesmo em diferentes modelos, bastando que as areas das bases sejam iguais, assim
como suas alturas, o mesmo acontecendo com as piramides. Estas atividades visaram despertar
o interesse no aprendizado da geometria espacial, através de situacoes onde o aluno pudesse ma-
nipular material concreto e construindo os prismas e as piramides, perceber as relagoes existentes
entre os solidos. Houve a dificuldade na manipulacao do papelao e nem sempre os sélidos ficam
bem feitos, e ha algumas divergéncias entre os valores encontrados, mas a analise e a discussao
sobre os erros encontrados e a maneira como devem lidar com esses erros, torna o aprendizado
mais produtivo e envolvente.

Na atividade do centro de gravidade os alunos poderao verificar diversas maneiras de encontrar
o centro de gravidade de algumas figuras, desenvolvendo um assunto que nao é comum de ser
trabalhado, mas que ¢é envolvente para o aluno.

Na aplicagdo do Teorema de Pappus, puderam conhecer uma nova forma de calcular areas de
superficie e volumes de sélidos de revolugao.

Com as sugestoes de atividades didaticas aqui apresentadas pretendemos incentivar os profes-
sores a criar situacoes de aprendizagem que tornem as aulas mais interessantes e envolventes, mas
que sejam atividades que possam ser exploradas mesmo com poucos recursos e materias de facil
aquisicao.

Ainda enfatizamos o fato de que o contexto histérico e as atividades praticas sao fatores im-
portantes para que o aluno saiba as origens dos temas estudados e se envolvam nas discussoes
em relacao aos resultados obtidos. Com isso, ele conseguira aprender e fixar melhor os conceitos
envolvidos, tornando protagonista de seu aprendizado.

Finalizando, fazendo uma andlise pessoal, gostaria de compartilhar a compensadora experi-
éncia em participar deste programa e destacar a importancia de sempre atualizar-se em nosso
conhecimento, procurando novos caminhos para melhorar nossa atuagao em sala de aula. No de-
senvolvimento desse trabalho, foram necessdrias muitas pesquisas, muito estudo e muita dedicacao.

Através das pesquisas, fui aprendendo e aprofundando sobre os trabalhos de grandes matema-
ticos e dimensionando as dificuldades e os obstaculos enfrentados por eles no desenvolvimento das
teorias matematicas, descobrindo fatos até entao desconhecidos para mim.

Enfim, apesar de todas as dificuldades encontradas, principalmente pela falta de tempo quando
se tem de conciliar trabalho e estudo, a satisfacao do trabalho concluido é muito compensadora e
a certeza do crescimento profissional e as novas opgoes profissionais que ele representa faz valer a
pena.
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