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Abstract

This work was based on an axiomatic study of some tessellation in the plane with both congruent

regular polygons and non-congruent ones providing it for the teachers that are interested in deve-

loping it during their classroom. Some activities were suggested to be inicially carried out as an

entertaining way and afterwards having as priority the formalization of some theoretical concepts.
key words: Tesselation, regular polygons.

Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo sistematico de algumas pavimentagoes no plano com
poligonos regulares congruentes e nao congruentes, propiciando subsidios para o professor que
tenha interesse em desenvolvé-lo em sala de aula. Algumas atividades foram sugeridas para serem
realizadas inicialmente de forma ludica e posteriormente objetivando a formalizacao de alguns
conceitos tedricos.

Palavras chave: poligonos regulares, pavimentagao do plano.

vii



viil



Sumario

[Dedicatérial

[Agradecimentos|

T B ] historica

5 . Bisicos

[2.1 Axiomas e definicoes| . . . . . . . ..
2.1.1 Linha Poligonal| . . . . . . . . . . . ... ...
2.2 Poligonos| . . . . . . . e e
[2.2.1 Poligonos convexos e nao-convexos| . . . . . . . .. . ... ... ...
2.3 Medicao de Segmentos de Retas| . . . . . . . . ... 0oL
2.4 Angulo|. . . ..,
2.4.1 Angulos Suplementares| . . . . . ... .. ...
2.4.2  Angulos opostos pelo vértice| . . . ...
2.5 Congruencial . . . . . . . . . .
[2.6 Poligonos Regulares|. . . . . . . . .. .. ... .
[2.6.1 Isometrias no planol . . . . . . . . . . .. ..
[2.6.2  Figuras Congruentes| . . . . . . . . . . . . ... ...
2.6.3  Axioma de Paralelasl . . . . . . . ... oo oo
D64 Aveal . ... ...
[3  Pavimentacao
[3.1 Introducao|. . . . . . . . . .
[3.2  Pavimentacoes do plano euclidiano| . . . . . . . . ...
[3.2.1 Pavimentacao do plano| . . . . . . . ... .o o
[3.2.2  Pavimentacoes do plano com poligonos regulares congruentes|. . . . . . . . .
[3.2.3  Pavimentacoes com poligonos regulares nao congruentes| . . . . . . ... ..
[3.2.4 Outras pavimentacoes com poligonos regulares| . . . . . . . . . .. ... ...
[4  Outros tipos de pavimentacoes.|

[4.1  Pavimentacoes com poligonos nao regulares.| . . . . . . . .. ... ... ... ....
[4.1.1 Pavimentacoes com quadrilateros nao regulares.| . . . . . . . . .. ... ...
[4.1.2  Pavimentacoes com pentagonos.| . . . . . . . . . .. ... ... ..

X

xi

xiii

2

4

4

8
10
10
11
13
14
14
15
16
16
18
18
23

27
27
28
28
29
30
42

44

44
49



[4.1.3  Pavimentacoes de Penrose.|. . . . . . . . . ... ... 0oL 53

[4.1.4  Uma pavimentacao famosa|. . . . . . . . .. . .. ... 54

[ Experimentos em sala de aulal 57
[>.1 1*Atividade - Pavimentando o plano com poligonos regulares congruentes| . . . . . . 58
[5.2 2% Atividade - Pavimentando o plano com poligonos regulares nao congruentes| . . . 59
[5.3 3% Atividade - Construindo colmeéias de abelhas com palitos de fosforol . . . . . . . . 59
[Referéncias] 62



Ao meu pai Francisco (in memorian), a minha mde Shirley e a minha filha Lais.

X1



Xii



Agradecimentos

Agradeco a Deus por estar sempre ao meu lado, guiando me e fortalecendo em todos os mo-
mentos da minha vida.

A minha familia, em especial & minha mae e minha filha, cuja presenca é luz e paz em minha
vida todos os dias, sempre orando e me dando forcas para vencer

A minha companheira Isabel com quem compartilho sentimentos e sonhos.

Agradeco ao meus amigos de trabalho das escolas : EE sao Judas Tadeu, EE Ernani Calbucci,
Colégio ANGLO de Mogi e de Itapira.

Quero agradecer especialmente as minhas orientadoras Anamaria e Célia, pela incansavel pres-
teza e colaboracao nos trabalhos, norteando essa dissertacao de forma tao profissional.

Aos professores do Profmat, a coordenagao, meus amigos do curso: Renata, Ana Paula, Adilson,
Carla, Miriam, Audino, Cecilia, Ariadne, Vicente, Josimilson, Delmo, Janaina, André(s), enfim
todos.

Agradeco a Universidade Estadual de Campinas e ao CAPES, pela bolsa de estudo concedida,
tornando possivel a realizacdo desse mestrado.

xiii



Xiv



Lista de Ilustracoes

2.1 Ponto 5, retaseplanoa. . . . . . . . 4
2.2 Segmento de reta AB.l .................................. 5

irreta ABJ. . . . . e 5
2.4  Semirretas) . . . ... 6
[2.5 Ordenacao de pontos.|. . . . . . . . . . . .. 6
[2.6  Semiplano.|. . . . ..o 7
2.7 Semiplanos.| . . . ... 7
[2.8  Linhas poligonais| . . . . . . . . ... 8
[2.9 Linha poligonal techada com trés regioes internas.| . . . . . . . . . ... . ... ... 9
[2.10 Linha poligonal techada simples.|. . . . . . .. ... ... ... ... ... . ... 9
[2.11 Quadrilateros convexo(a) e nao convexo(b).|. . . . . . .. ... L. 10
[2.12 Alguns poligonos.| . . . . . . . . . 11
2.13 Reégua graduada.] . . . . . . . . . L 12
2.14 Angulo.| . . . . L 13
2.15 Angulo Taso. . . . . . .., 13
2.16 Transferidor). . . . . . . . . . . 13
217 Angulo o . . . 14
2.18 Angulos suplementares|. . . . . . ... 14
2.19 Angulos opostos pelo vértice.| . . . .. ... 15
2.20 Segmentos congruentes.|. . . . . ... L L. 15
2.21 Angulos cOngruentes. . . . . . . ..o, 16
[2.22 Poligonos regulares.|. . . . . . . . . L e 16
223 Reflexaol. . . . . . . 17
[2.24 Rotacao de 90° em tornode P.|. . . . . . . ... 0oL 17
[2.25 Translacao.| . . . . . . . . 18
2.26 As figuras ABC'D e EFHG sao congruentes.|. . . . . . . . . ... ... ... .... 18
2.27 Angulo externo BAD.| . . . . .. 19
[2.28 Retas paralelas.| . . . . . . . . 20
[2.29 Demonstracao de retas paralelas.| . . . . . . .. ... o000 20
[2.30 Retas paralelas.| . . . . . . . . . 21
[2.31 Soma dos angulos internos de um triangulo.f . . . . . . ... ... 00000 21
2.32 Soma dos angulos internos de um poligono.|. . . . . . ... ..o 0000 22
9.33 Area de um paralelogramo.. . . . . . . ... ... 24

XV



[2.34 Triangulo equilatero ABC. . . . . . . . . . ..o 24
[2.35 Triangulo ACD. . . . . . . . . . 24
[2.36 Hexagono regular AGCDEF.| . . . . . . . . . 25

[3.1 Exemplos de pavimentacoes na natureza: a esquerda epiderme de um réptil e a |

direita, uma colmeia de abelhas [1].| . . . . . . ... ... .00 27
(3.2 Pavimentacao [1].| . . . . . ... 28
[3.3 A da esquerda nao satisfaz a primeira condicao e a da direita nao satisfaz a segunda] 29
[3.4 Configuracao.| . . . . . . . ... 29
3.5 Pavimentacoes com poligonos regulares congruentes 2 . . . . . .. ... ... .. 30
3.6 Configuracao impossivel para (3,7,42)] . . . . . . . . ... 33
3.7 Configuracao impossivel para (4,5,20)] . . . . . . . ... Lo 34
3.8 A configuracao (5, 5, 10) ndao pavimenta o plano.| . . . . . ... ... ... ... 35
3.9 Configuragoes que nao formam pavimentagao [2[.| . . . . . ... ... ... .. ... 38
3.10 Configuragoes que pavimentam o plano [2[.|. . . . . .. ... ..o 41
BT . . 42
[3.12 Pavimentacoes do mesmo tipo.. . . . . . . . .. ..o 42
[3.13 Pavimentacoes do mesmo tipo.. . . . . . . . . ... 43
[3.14 Pavimentacoes do mesmo tipo.. . . . . . . . ... 43
4.1 Pavimentacao com quadrilatero qualquer.. . . . . . . .. ... ..o 44
[4.2  Pavimentacao com quadrilatero qualquer.. . . . . . . ... ..o 45
[4.3  Pavimentacao com quadrilatero qualquer.. . . . . . . ... ..o 45
[4.4  Pavimentacao com retangulos e paralelogramos.| . . . . . .. ... ... ... ... 46
[4.5  Construcao do quadrilatero A;B,C1D; a partir do quadrilatero ABC'D|. . . . . .. 46
4.6  Construcao do quadrilatero As 55C5 D5 a partir do quadrilatero A 5:C1D¢.| . . . . . 47
[4.7  Construcao do quadrilatero A3 53C30D3 a partir do quadrilatero A, 55C5Ds. . . . . . 47
[4.8  Pavimentacao do plano com um quadrilatero convexo qualquer.| . . . . . . . .. .. 48
[4.9  Pavimentacao com quadrilatero nao convexo.. . . . . . . . ... ... 48
[4.10 Tesselacao T"esua dual 7™ . . . . . . . ... oo o 49
[4.11 A Pavimentacao T ea dual ™| . . . . . . . ... ... 50
[4.12 A Pavimentacao T eadual T™.| . . . . . . . .. ... 50
[4.13 A pavimentacao T eadual T™.| . . . . . . . .. ... 51
4.14 Pavimentagao obtida da (4,4,4.4).0 . . . . . . .. oL 51
4.15 Pavimentagao obtida da configuracao (6,6, 6).[. . . . . .. ... ... ... ... 52
4.16 Pavimentacao obtida da configuracao (3,3,3,3,3,3).. . . . .. .. ... ... ... 53
4.17 kite e dart gerados a partir do pentagono regular 3] . . . .. ... ..o 53
4.18 Pavimentacao aperiodica [3[. . . . . . ..o oo oo 54
4.19 Exemplos de base nas figuras de Escher 1].]. . . .. ... ... 55
4.20 Xilogravura de Escher: Birds - 1949 [1].|. . . . . .. .. .. ... ... 56
[>.1 Kit poligonos. [4| . . . . . .. 57
(5.2  Atividades com poligonos regulares congruentes.| . . . . . . ... ... 58
(5.3 Contrucao de colméias com palitos de fosforo. [5]| . . . . . ... .. ... ... ... 60

XVi



Lista de Tabelas

2.1 Nomenclatura de alguns poligonos.| . . . . . . . ... . ... ... ... ....... 11
[3.1 Configuracoes param=3en; =3.|. . . . . . . . . . ... 32
[3.2  Configuracoes param =3eny =4[ . . . . . . . ... Lo 34
[3.3  Configuracoes param =3 eny =0o.f . . . . . . . . .. L 35
P4 m=4en; =9 . . . . e e e 37
8.0 m=0en; =3 . . . . e e e 39
B.6 m=06en; =3 . .. . . e 40
[>.1 Poligonos regulares.|. . . . . . . . . .. 58

xvii



xviil



Introducao

Uma das deficiéncias no ensino da rede publica é geometria, pois quando nao é negligenciada
é abordada de forma superficial.

O objetivo desse trabalho é abordar pavimentacdes do plano com poligonos regulares con-
gruentes e poligonos regulares nao congruentes, explorando assim conceitos importantes como
congruéncias, angulos em poligonos e regularidades.

A motivacao para a realizacao desse trabalho se baseia em dois pontos: primeiro a aprendizagem
de novos conceitos sobre pavimentacoes e segundo com o propoésito de servir como suporte para
professores que queiram desenvolvé-lo em sala de aula.

Evidentemente que esse estudo é apenas um ponto dentro de uma vasta gama de conceitos que
sao explorados em geometria.

Temos como proposta realizarmos incialmente um estudo axiomatico, que servira de base para
o restante do trabalho. Esse estudo sera feito no capitulo 2l No capitulo[I] descreveremos um breve
relato historico da geometria euclidiana.

No capitulo 3| desenvolveremos o tema principal desse trabalho que é a pavimentacao do plano
com poligonos regulares congruentes e poligonos regulares nao congruentes. Nesse capitulo serd
feita a definicdo formal de pavimentacao e quais condi¢oes devem ser obedecidas para a realizacao
da mesma.

No capitulo [4] sera feita uma abordagem sobre pavimentacoes com poligonos nao regulares, em
especial os quadrilateros e os pentagonos. Mostraremos também as pavimentagoes de Penrose e
algumas das existentes nas obras de Escher.

No capitulo [5| apresentaremos algumas sugestoes de atividades que deverao ser aplicadas em
sala de aula, com o objetivo de explorar alguns conceitos em geometria béasica.



Capitulo 1

Breve relato historico

Os precursores dos recursos e ferramentas que temos hoje, em todos os campos e areas do
conhecimento, surgiram da necessidade do homem em suprir suas ambigoes em conhecer o meio
em que vive, seus recursos, bem como domina-lo.

Fazendo uma breve descrigao historica da geometria, em ordem cronologica temos que os egip-
cios se interessaram pelas questoes de medidas sem preocupacao de demonstrar as formulas que
utilizavam. Para os antigos egipcios, por exemplo, as féormulas eram destinadas a dar aos agri-
mensores e aos fiscais de obras modos apropriados de calculos. Como a Matematica dessa época
nao dispunha de notacoes algébricas, ¢ possivel ver em papiros do periodo de egipcios e babilonios
exemplos de calculos referentes a estas situacoes particulares. Herddoto, gedgrafo e historiador
grego que nasceu no século V a.C., admitia que os egipcios teriam “inventado” a Geometria e que
tinham ensinado aos gedmetras gregos [6]. Na Babilonia, a geometria era essencialmente métrica,
isto é, preocupada em calcular areas, comprimentos e volumes. Para isso eram utilizadas algumas
propriedades geométricas de figuras planas e de solidos geométricos, sem que saibamos como chega-
ram a estes resultados. Para os babilonios as situagoes de medida abordadas referiam-se as relagoes
de semelhancga. Os babilonios perceberam que as relacoes de semelhanca possibilitavam resolver
numerosos problemas e entregaram-se a toda espécie de combinacgbes que permitia a aritmética
das proporgoes.

Assim iniciou-se a Geometria, cuja origem vem do grego Geometrien (geo = terra e metrien
= medir). As primeiras ideias geométricas surgiram da necessidade do homem efetuar medidas,
dentre elas, a dos comprimentos, angulo e area.

Na Grécia, a geometria adquiriu seu carater de ciéncia. Os gregos emprestaram das civilizagoes
anteriores seus conhecimentos matematicos, astronémicos e transformaram essa heranca cultural
em uma ciéncia dedutiva, na qual as nogoes de demonstracao, teorema, definicao, axioma, subs-
tituiram a caracteristica empirica da matematica utilizada por seus antecessores. Assim, ao lado
da matematica ligada as necessidades da sociedade, nasce uma Matematica com caracteristicas
filos6ficas que se inscreve em uma pesquisa mais geral, de explicagdo do mundo [7]. Os primeiros
matematicos gregos foram Tales de Mileto e Pitagoras, personagens de destaque no desenvolvi-
mento da Geometria dedutiva, sendo a matematica pitagorica o elo de transi¢do entre as épocas
de Tales e Euclides [6] e [§].

Neste momento destacamos o trabalho do matematico grego Fuclides que viveu em torno de



300 a.E.C. e compilou a obra Os elementos composta de 13 livros |9]. Esta obra expoe resultados
de diversos tipos, organizados sistematicamente. Alguns destes resultados sao atribuidos a outros
geometras anteriores a Euclides. Este texto teve na historia da humanidade o maior niimero de
tradugoes depois da Biblia Sagrada. A Geometria como apresentada por Euclides foi o primeiro
sistema de ideias desenvolvido pelo homem, em que umas poucas afirmagoes sao admitidas sem
demonstracao e utilizadas para provar outras mais complexas. Tal sistema é chamado dedutivo.
A beleza da geometria, como um sistema dedutivo inspirou homens das mais diversas areas a
organizarem suas ideias da mesma forma [10]. Podemos citar por exemplo o Principia de Isaac
Newton e a Etica do filésofo Spinoza [11].

Os Elementos de Euclides influenciaram durante muitos séculos a matematica. Eles se dividem
em 3 grandes partes:

o Geometria plana - Livros I-VI;
o Aritmética - Livros VII-IX;
o Geometria espacial - Livros XI- XII.

As defini¢oes de Euclides nao eram verdadeiras defini¢coes, mas sobretudo descri¢oes de in-
tuigoes. Somente gracas a David Hilbert (1862-1943) e mais recentemente, a Gustave Choquet
(1915-2006) é que a Geometria euclidiana tomou uma forma rigorosa.

A geometria ensinada na escola secundaria (Ensino Médio) é baseada em 8 ou 9 dos 13 volumes
que constituem os Elementos.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Axiomas e definicoes

Precedem as defini¢bes de poligonos conceitos primitivos, postulados e os elementos que os
formam. Em geometria euclidiana plana esses conceitos, chamados primitivos, sdo ponto, reta e
plano. Denotamos um ponto por letras maitsculas do nosso alfabeto A, B, C, ..., Z, uma reta por
letras mindsculas a, b, ¢, d, . . ., z e um plano por letras do albabeto grego «, 3,7, ..., w. A figural2.]|
ilustra esses conceitos.

Figura 2.1: Ponto B, reta s e plano «.

Os conceitos primitivos, postulados ou axiomas sao aceitos como verdadeiros sem demonstracao
e servem de base para o desenvolvimento de uma teoria. A seguir descreveremos os conceitos
fundamentais que iremos utilizar neste trabalho.

Axioma 2.1.1. Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem e pontos que nao per-
tencem a reta.

Axioma 2.1.2. Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os contém.
Dizemos que duas retas se intersectam se elas tém um ponto em comum.

Proposicao 2.1.3. Duas retas distintas ou nao se intersectam ou se intersectam em um tnico
ponto.



Prova. Sejam r e s duas retas distintas. A intersecao destas duas retas nao pode conter dois
(ou mais) pontos, do contrario, pelo axioma 1.1.2 elas coincidiriam. Logo, a intersegao de r e s é
vazia ou contém apenas um ponto. O

Os axiomas anteriores sao conhecidos como axiomas de incidéncia e os a seguir sao chamados
axiomas de ordem pois estabelecem uma relacao de ordem entre os pontos de uma mesma reta.

Axioma 2.1.4. Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se entre
os outros dois.

Definicao 2.1.5. O conjunto constituido por dois pontos distintos A e B de uma reta e por todos
os pontos que se encontram entre A e B é chamado segmento de reta e denotado por AB. Os
pontos A e B sdo os extremos ou as extremidades de AB. A figura mostra um segmento de
reta com extremos A e B.

Figura 2.2: Segmento de reta AB.

Definicao 2.1.6. Se A e B sao pontos distintos de uma reta, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C tais que B encontra-se entre A e C, é chamado de semirreta
de origem A contendo o ponto B, e é representado por f@ . O ponto A é entao denominado origem
da semirreta. A figura [2.3| exibe uma semirreta.

Figura 2.3: Semirreta zﬁ .



Observe que dois pontos A e B determinam duas semirretas, as quais contém o segmento AB.
Veja a figura [2.4] exibe as semirretas.

Figura 2.4: Semirretas.

Axioma 2.1.7. Dados dois pontos distintos A e B de uma reta, sempre existe um ponto C' entre
A e B e um ponto D tal que B estd entre A e D. A figura exibe este axioma.

Figura 2.5: Ordenacgao de pontos.

Uma consequéncia imediata deste axioma é que entre quaisquer dois pontos de uma reta, existe
uma infinidade de pontos. Também é uma consequéncia dele que uma semirreta 1@ contém uma
infinidade de pontos além daqueles contidos no segmento AB.

Considere uma reta r e dois pontos A e B que nao pertencem a esta reta. Diremos que A e B
estdo em um mesmo lado da reta r se o segmento AB nao a intersecta.






2.1.1 Linha Poligonal

Linha poligonal é um conceito importante estudado na geometria. Sao estas linhas que formam
os tao conhecidos poligonos que estudamos no ensino fundamental e médio, tais como triangulos,
quadrados, pentagonos.

Uma linha poligonal (ou poligonal) é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
Ag, Ay, Ag, Az, ooy A1, Ay m > 1 e pelos segmentos AgAy, A1 As, AsAs, ... A,_1A,. Os pontos
sao os vértices da linha poligonal e os segmentos sao os seus lados. Observe que uma linha poligonal
é formada por um conjunto de segmentos de retas sucessivos. Se Ag = A,, dizemos que a linha
poligonal ¢é fechada.

Ap

Ag 2 An A’l

Ag

(d) (e)
Figura 2.8: Linhas poligonais

Uma linha poligonal é chamada simples, se para todo i, j tal que 0 < i < j < n a intersecao
dos segmentos A;A; 11 e AjAj11 € Ajse j =1+ 1 e ¢ caso contrério.

As figuras [2.8a] [2.8D] [2.8(] exibem linhas poligonais simples abertas, [2.8¢] linhas poligonais
nao simples e [2.8d] linha poligonal simples fechada.

Observe que os lados de uma linha poligonal simples fechada se intersectam somente em suas
extremidades e cada vértice é extremidade de dois lados.

Uma linha poligonal fechada divide o plano em regides: interna e externa. Se a linha poligonal
fechada é simples, a regiao interna é tnica. A figura[2.9|exibe uma linha poligonal fechada nao sim-
ples com trés regices internas e a figura [2.10] uma linha poligonal fechada simples com exatamente
uma regiao interna.




Figura 2.9: Linha poligonal fechada com trés regides internas.

Figura 2.10: Linha poligonal fechada simples.



2.2 Poligonos

A palavra poligono vem do grego onde “poli” significa muitos e “gono” significa angulo. Os

poligonos sao muito estudados nos ensinos fundamental e médio e neste trabalho esses conceitos
serao essenciais para o estudo das pavimentacoes.
Um poligono é uma linha poligonal em que as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

1. o primeiro ponto ¢ igual ao ultimo ponto;
2. os lados da linha poligonal se intersectam somente em suas extremidades;
3. cada vértice é extremidade de dois lados;

4. dois lados com mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

Em outras palavras, um poligono é uma linha poligonal simples fechada tal que dois lados
consecutivos nao pertencem a uma mesma reta. Portanto o mesmo divide o plano em exatamente
duas regioes, uma interna e outra externa. O poligono é o contorno e a regiao interna limitada
pela linha poligonal é chamada regiao poligonal. Quando nos referirmos a poligonos, no capitulo
de pavimentacao, faremos abuso de linguagem pois estaremos falando do contorno e da regiao
poligonal.

2.2.1 Poligonos convexos e nao-convexos

Dizemos que um poligono é convezo se para quaisquer dois vértices consecutivos, A e B, um
dos dois semiplanos definidos pela reta AB contém todos os outros vértices do poligono. Caso
contrario serd chamado nao convexo (concavo). A figura exibe um poligono convexo e um
poligono nao convexo.

(a) (h)

Figura 2.11: Quadrilateros convexo(a) e ndo convexo(b).
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Na tabela mostramos a nomenclatura, em relacado ao nimero de lados, de alguns poligonos
usualmente explorados no ensino fundamental e médio.

Nome Numero de Lados | Nome Numero de Lados
tridangulo 3 quadrilatero 4

pentagono 5 hexagono 6

heptagono 7 octégono 8

eneagono 9 decagono 10

undecagono 11 dodecagono 12

tridecdgono 13 tetradecagono | 14
pentadecagono | 15 hexadecagono | 16
heptadecagono | 17 octodecagono | 18

eneadecagono | 19 icosdgono 20

Tabela 2.1: Nomenclatura de alguns poligonos.

Alguns poligonos como triangulo, quadrilatero e pentdgono sao exibidos na figura

Tridngulo Quadrilatero Pentagono

Figura 2.12: Alguns poligonos.

2.3 Medicao de Segmentos de Retas

Observando o tamanho de um lapis, a largura de uma folha, ou um determinado objeto, o
instrumento que usamos para efetuar a medi¢do dos comprimentos dos segmentos de retas que
representam esses objetos é a régua graduada. Na figura o segmento AB mede 3 cm, o
segmento AC mede 8 cm, e o segmento BC mede 5 cm.
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A B cC

|IIII‘IIII‘IIII‘||||‘II|I‘I|||‘IIII‘I|||‘II|I‘I||I‘|I|I|IIII‘|I|I|II|I‘|||I‘IIII‘||||‘IIII‘I|II‘|III‘IIII‘IIII‘IIII‘IIII‘
4 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 2.13: Régua graduada.

A cada ponto do segmento AC corresponde um nimero na régua, assim ao ponto A corresponde
o ntimero 0, a0 B o 3 e ao C 0 8. A medida do segmento BC é obtida pela diferenca 8 —3 = 5. A
régua poderia ter sido colocada em muitas outras posi¢coes e nimeros diferentes corresponderiam
aos pontos B e (', no entanto, a diferenga entre B e C seria sempre 5, que é a medida do segmento
BC. Em geometria essas idéias de posicdo de um ponto em relacdo & uma régua graduada e
comprimento de segmentos sao embasadas através de axiomas.

Axioma 2.3.1. A todo par de pontos do plano corresponde um nimero maior do que ou igual a
zero. Este nimero é zero se e s6 se os pontos sao coincidentes.

O numero a que se refere este axioma ¢ chamado de distancia entre dois pontos ou é referido
como o comprimento do segmento determinado pelos dois pontos. Esta implicito no enunciado do
axioma a escolha de uma unidade de medida que sera fixada de agora em diante ao longo destas
notas.

Axioma 2.3.2. Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia biunivoca
com os numeros reais, de modo que a diferenca entre esses niimeros meca a distancia entre os pontos
correspondentes.

Ao aplicarmos este axioma, o niimero que corresponde a cada ponto é denominado coordenada
desse ponto. Pelo axioma 1.3.1, representando as coordenadas dos pontos A e B por a e b res-
pectivamente, denotaremos por |AB| comprimento do segmento AB cujo valor é dado pelo valor
absoluto da diferenca entre a e b. Portanto

[AB|=|b— al.

Axioma 2.3.3. Se o ponto C' encontra-se entre A e B entao

|AC|+|CB|= [AD).

Com a introducao dos axiomas [2.3.1] [2.3.2] e [2.3.3| podemos relacionar a ordenagao de pontos
de uma reta, introduzida através dos axiomas e com a ordem dos numeros reais.
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2.4 Angulo

Chamamos de angulo a figura formada por duas semirretas de mesma origem. As semirretas
sao chamadas de lados e a origem comum de vértice do angulo. Podemos representar um angulo
de varias maneiras distintas. O angulo da figura por exemplo pode ser designado por BAC
ou CAB. Ao utilizarmos esta notacdo a letra indicativa do vértice deve sempre aparecer entre as
outras duas, as quais representam pontos das semirretas que formam o angulo.

Figura 2.14: Angulo.

Um angulo formado por duas semirretas distintas de uma mesma reta ¢ chamado de angulo
raso, conforme mostra a figura [2.15]

B A c

Figura 2.15: Angulo raso.

Quando nenhum outro angulo exibido tem o mesmo vértice, podemos usar apenas a letra
designativa do vértice para representar o angulo. Na figura o angulo pode ser representado
por A. Em qualquer dos dois casos considerados a letra designativa do vértice sempre levard um
acento circunflexo.

Os angulos sdo medidos em graus com o auxilio de um transferidor. Na figura [2.16], o angulo
ABC mede 40°, isto é | ABC|= 40°.

180 170 45/
oV

B

Figura 2.16: Transferidor.
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Também é comum a utilizacdo de letras gregas para representacao de angulos. Neste caso é
conveniente escrever a letra designativa do angulo préxima do seu vértice como indicado na figura

217

Figura 2.17: Angulo a.

2.4.1 Angulos Suplementares

Dois angulos sao chamados de suplementares se a soma das suas medidas é 180°. O suplemento
de um angulo ¢ o angulo adjacente ao angulo dado obtido pelo prolongamento de um de seus lados.
A figura mostra dois angulos suplementares AOB e AOC, isto ¢ |AOB|+|AOC|= 180°.

A

Figura 2.18: Angulos suplementares.

2.4.2 Angulos opostos pelo vértice

Quando duas retas distintas se intersectam, formam-se quatro angulos, como indicado na fi-
gura 2.19, Os angulos AOB ¢ DOC sio opostos pelo vértice, da mesma forma os angulos AOD e
BOC.

Proposicao 2.4.1. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.

Prova. De fan, se AQB e DOC séo opostos pelo vértice, entao eles tém o mesmo suplemento
AOD. Logo |[AOB|+|AOD|= 180° e |DOC|+|AOD|= 180°. Portanto

|AOB|= 180° — |[AOD|= |DOC!|.
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Figura 2.19: Angulos opostos pelo vértice.

Os angulos também podem ser expressos nas unidades radianos e grados, porém para o desen-
volvimento deste trabalho nos limitaremos ao uso do grau. Segundo [11], o grau ¢ uma invengao
dos babilonios. Para este povo que utilizava um sistema de numeracao de base 60, foi muito natural
dividir o circulo em 360 partes (grau), e cada uma destas 60 partes (minuto) e repetir o processo
para essas subpartes. Para Euclides “um angulo plano é a inclinacao reciproca de duas retas que
num plano tem um extremo comum e nao estao em prolongamento”. FEuclides admitia um angulo
raso, definido como retilineo, como sendo o angulo cujos lados estdo na mesma linha reta. Filo-
sofos gregos discutiam se o conceito de angulo seria considerado uma quantidade, uma qualidade
ou uma relagdo, categorias criadas por Aristoteles. Proclus, citando seu mestre Sirianus, diz que
¢ uma combinagao dos trés pois “ necessita da quantidade envolvida na magnitude, necessita da
qualidade que lhe é dada por sua forma, e da relacao que subsiste entre as retas e os planos que
os limitam” [12].

2.5 Congruéncia
_ Dois segmentos AB e CD sdo congruentes se |AB|= |C'D|. Analogamente dois angulos Ae
B sao congruentes se |A|= |B|. O simbolo de congruente é dado por 7 = 7 porém para facilitar

nossa notagao usaremos ” = ” para congruente. Na figura temos que AB = CD, pois ambos
medem 5 cm e na figura A = FE pois ambos medem 40°.

5cm B

C 5cm

Figura 2.20: Segmentos congruentes.
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A T40° E 40°
c F

Figura 2.21: Angulos congruentes.

2.6 Poligonos Regulares

Um poligono é regular se seus angulos internos sao congruentes e se seus lados sao congruentes.
Para n > 5 acrescentamos a palavra regular ao nome do poligono, por exemplo um pentagono sera
chamado de pentdgono regular, um hexagono de hexdgono regular. O triangulo e o quadrilatero
recebem os nomes especiais de tridngulo equilatero e quadrado, respectivamente. A figura
exibe alguns poligonos regulares.

Tridngulo Quadrado Pentagono
Equilatero Regular

Figura 2.22: Poligonos regulares.

2.6.1 Isometrias no plano

[sometria é uma palavra de origem grega, onde “iso” significa igual e “metria” medida. Iso-
metria é uma transformacio geométrical| de uma figura em outra, em que sio conservadas as
distancias entre pontos. No caso em que as figuras sao poligonos, as medidas dos angulos e os
comprimentos dos lados sao conservados. Essas transformagdes no plano sdo reflexdes, transla-
¢oOes, rotacoes e composicao de uma reflexao e uma translagao com deslocamento paralelo a reta
da reflexao, ou sejam, reflexdes deslizantes.

Dada uma reta r, uma reflexao é uma transformacdo geométrica que a cada ponto C' nao
pertencente a r corresponde um ponto C’, tal que CC” é perpendicular a r e a distancia de C' a r,
é igual a distancia de C" a r, e se C pertence a rr, C=C" conforme exibido na figura m

Rotacao é o movimento de uma figura por um angulo dado, em torno de um ponto central,
chamado de centro de rotagao. A figura final é obtida através de uma figura inicial onde é mantido

'Uma tranformacio geométrica de uma figura em outra é uma correspondéncia 1-1 entre seus pontos.
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Figura 2.23: Reflexao.

fixo um ponto ( o centro de rotagao ) e todos os outros sofrem deslocagoes ao longo do dngulo de
uma certa amplitude, veja figura [2.24]

Figura 2.24: Rotacao de 90° em torno de P.

Translagao é uma transfomacgao geométrica que desloca a figura , segundo uma dire¢ao, um
sentido e um comprimento. A translagao leva uma figura em outra, congruente a ela. Tal isometria
é exibida pela figura [2.25] onde P e P’ sdo pontos simétricos por isometria translacional na direcao
de r e comprimento wu.
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Figura 2.25: Translagao.

2.6.2 Figuras Congruentes

Como ja foi definido anteriormente temos que dois segmentos sdo congruentes se possuem
a mesma medida ou comprimento e dois angulos sao congruentes se possuem a mesma me-
dida. reflexdo deslizante Duas figuras planas sdo congruentes se uma delas pode ser obtida da
outra por movimentos que preservam a forma e as medidas da figura. Esses movimentos sao
rotagao, translacao, reflexao e reflexao deslizante. Considerando os poligonos da figura po-
demos deslocar o quadrilaitero FFHG fazendo-o coincidir com o quadrilatero ABCD, através
de reflexdes e translacoes exibidos também na figura [2.26] Portanto ABC'D é congruente a
EFHG, e sera denotado por ABCD = EFHG. Observe que os angulos correspondentes sao
congruentes (A —E, B=F, C=H,D = C:’) e os lados correspondentes sdo congruentes
(AB=FF, BC=FH, CD=HG, AD = EG).

A B G H A= B=F

Figura 2.26: As figuras ABC'D e EF HG sao congruentes.

2.6.3 Axioma de Paralelas

Com a inclusao do axioma de paralelas, provaremos que a soma dos angulos internos de um
triangulo é 180°.
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Axioma 2.6.1. Por um ponto fora de uma reta r pode-se tragar uma tnica reta paralela a r.
Como consequéncia imediata desse axioma tem-se:

Proposicao 2.6.2. Se a reta r é paralela as retas s e t entdo s e t sdo paralelas ou coincidentes.

Prova. Suponhamos que s e t nao sao paralelas. Logo existe um ponto P, pertencente as retas
s e t, que nao pertence a r, pois s e t sao paralelas a r. Entao s = t, pois pelo axioma existe
uma Unica reta passando por P e paralela a r. Portanto r e s sdo paralelas ou coincidentes. [

Corolario 2.6.3. Se uma reta corta uma de duas paralelas, entao corta também a outra.

Prova. Sejam s et retas paralelas. Se uma reta r cortasse s e nao cortasse ¢, entao r e ¢ seriam
paralelas. Assim t seria paralela a r e s. Como r e s ndo sao paralelas entre si e nem coincidentes,
temos uma contradi¢ao com a proposicao anterior. Logo r corta também t. O

Para a demonstragao da proposicao a seguir necessitamos definir angulo interno, &ngulo externo
e enunciar o teorema do angulo externo.

Defini¢do 2.6.4. Se ABC é um tridngulo, os seus angulos ABC, BCA e CAB sio chamados
de angulos internos ou simplesmente de angulos do triangulo. Os suplementos destes angulos sao
chamados de angulos externos do triangulo.

Na figura o angulo BAD ¢é um angulo externo do triangulo ABC' adjacente ao angulo
interno CAB.

B

C A D

Figura 2.27: Angulo externo BAD.

Todo angulo externo de um triangulo mede mais do que qualquer um dos dngulos internos nao
adjacentes a ele.

Proposicao 2.6.5. Sejam r, s, a e  como na figura [2.28, Se o = (3, entdo as retas r e s sdo
paralelas.
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o,
/ B :
Figura 2.28: Retas paralelas.

Prova. De fato, se r intersectasse s em algum ponto P, como representado na figura [2.29
formar-se-ia um triangulo ABP. Neste triangulo o é um angulo externo e $ é um angulo interno
nao adjacente a «, ou vice-versa. Assim pelo teorema do angulo externo teriamos o # 3 o que
contradiz nossa hipotese. Portanto r e s nao se intersectam. O

Figura 2.29: Demonstracao de retas paralelas.

A partir desse resultado observamos que quando duas retas paralelas sdo cortadas por uma
transversal formam-se angulos chamados correspondentes. Na figura [2.30] os angulos correspon-
dentes sio a e e, de h, be f eceg. Observe quea =c¢, b =d, e =ge f = h por serem
angulos opostos pelo vértice. Como consequéncia se a = e entao todos os outros pares de angulos
correspondentes sao congruentes. Além disso, temos que |d| + |e| = 180°. Inversamente se |d| +
le] = 180°, entao a = e.

Pelo axioma podemos também mostrar que a inversa dessa proposicao é verdadeira. Isto
¢, se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, entao os angulos correspondentes sao
iguais.

Estamos agora em condigoes de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.6.6. A soma das medidas do angulos internos de um triangulo é igual a 180°.

Prova. Seja ABC um tridngulo. Pelo vértice C' tracamos uma reta r paralela ao lado AB.
Nomeamos os angulos formados no vértice C', como indicado na figura :
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"
d/ c
e /f
hﬁg

Figura 2.30: Retas paralelas.

A B

Figura 2.31: Soma dos angulos internos de um triangulo.
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Temos que |a| + |B] + |y| = 180°. Como AC é transversal as duas paralelas, temos que a =
A pois é uma consequéncia da proposi¢ao anterior. Da mesma forma como BC' é transversal as
paralelas temos B = ~. Portanto

|A|+|B|+|8]= 180°.

[
A seguir discutiremos a soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo qual-
quer.

Proposicao 2.6.7. A soma das medidas dos dngulos internos de um poligono convexo de n lados
é dada por
S = (n—2)180°

onde S é a soma dos angulos internos e n representa o nimero de lados do poligono.

Prova. Considere o poligono AgA;, A1As, AsAs, ... A,_1A, na figura .

Figura 2.32: Soma dos angulos internos de um poligono.

Vamos escolher um ponto P no interior do poligono. Ligando P a todos os vértices do poligono
obtemos n triangulos, conforme exibido na figura A soma das medidas dos angulos internos
dos triangulos, menos os do vértice P nos dd a soma das medidas dos angulos internos deste
poligono de n lados. Temos entao

S =n.180° — 360°
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ou seja
S =(n-—2).180°.

O
Os angulos internos de um poligono regular sao congruentes. Como consequéncia da proposi-
¢ao temos que a medida de um angulo interno de um poligono regular é dada por:

(n —2).180°

n (2.6.1)

n

2.6.4 Area

Introduzimos e definimos o conceito de area de regides poligonais, através dos seguintes axiomas:
Axioma 2.6.8. A toda regiao poligonal corresponde um niimero maior do que zero.
Este nimero é chamado drea da regiao poligonal.

Axioma 2.6.9. Se uma regiao poligonal é a unidao de duas ou mais regides poligonais que duas a
duas nao tenham pontos interiores em comum, entao sua area é a soma das areas daquelas regioes.

Axioma 2.6.10. Regioes triangulares limitadas por triangulos congruentes tem areas iguais.
Axioma 2.6.11. Se ABCD é um retangulo, entdo sua area ¢ dada pelo produto AB.BC

Vamos determinar agora as areas de algumas regioes poligonais simples, a partir destes axiomas.
Considere o paralelogramo ABCD. O comprimento de AB ser4 denotado por b, e o comprimento de
um segmento ligando as retas que contém AB e CD e que é perpendicular a ambas sera denotado
por h. Esse segmento é chamado altura do paralelogramo relativo ao lado AB. Veja a figura .

Proposicao 2.6.12. A area de um paralelogramo é o produto do comprimento de um de seus
lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Prova. Provaremos que a area de um paralelogramo é b - h. Na figura trace, a partir dos

pontos A e B, dois segmentos AE e BF, perpendiculares a reta que contém C'D. O quadrildtero

ABFE é um retangulo cuja area é |AB|-|BF|, a qual pode ser denotada por b - h. Como os

tridngulos ADE e C'BF sao congruentes, suas areas sao iguais pelo axioma [2.6.10] O
Pelo axioma [2.6.9] temos

Area(ABCD) = Area(ABCE) + Area(ADE)
— Area(ABCE) + Area(CBF)
= Area(ABFE)
=b.h

m

A seguir demonstraremos a féormula da area do tridngulo equilatero e do hexagono regular.

Apesar de nao deduzirmos axiomaticamente estas férmulas, precisamos destes resultados para as
atividades que descreveremos no capitulo o]
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Figura 2.33: Area de um paralelogramo.

12V3

Proposigao 2.6.13. A érea de um tridngulo equildtero é dada por ==, sendo I a medida do

comprimento do seu lado.

Prova. Seja um tridngulo equildtero ABC de lado [ conforme a figura 2.34 Pelo vértice A
tracamos uma reta r paralela ao lado BC e sobre o lado BC tracamos a reta s paralela a reta r.
A partir dos pontos A e C' tracamos segmentos perpendiculares as retas r e s, obtendo os pontos
M e D respectivamente. Os segmentos AM e CD sdo as alturas dos tridngulos ABC e ADC
respectivamente. Observe que esses tridngulos sdo congruentes, conforme mostra a figura [2.35]

B £ &

Figura 2.34: Triangulo equilatero ABC.

B 42 M 42 C
Figura 2.35: Triangulo ACD.
Pelo Teorema de pitagoras temos
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(AN *+[FIC*= [ACP.
Como |MC|= 1 e |AC|= [ segue

Portanto a area do tridngulo equilatero ABC' é

Area(ABC) = Area(AMCD)
Area(ABC) = [MC||AM|

%

2" 2

12\/3
4

Area(ABC) =

Area(ABC) =

]

3123
2

Proposicao 2.6.14. A area de um hexagono regular é dada por , sendo [ a medida do

comprimento do seu lado.

Prova. Seja ABCDEF um hexdgono regular de [ lados, exibido na figura [2.36]

E

Figura 2.36: Hexagono regular ABCDEF'.
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Tracando as diagonais que passam pelo centro do poligono, elas se encontram num ponto P,
dividindo o hexdgono em seis triangulos equilateros congruentes. Desta forma a area do hexdgono
pode ser escrita como

Area(ABCDEF) = 6.Area(ABP)

*V3
4

12\/3
2

Area(ABCDEF) = 6.

Area(ABCDEF) = 3.
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Capitulo 3

Pavimentacao

3.1 Introducao

Pavimentar é uma técnica para cobrir superficies planas com figuras, sejam elas regulares ou
nao, colocando-as lado a lado sem deixar regioes descobertas. No século VI a.C. os pitagdricos
conheciam o valor da soma dos angulos internos de um poligono regular e a partir dai conclui-
ram que so era possivel pavimentar o plano com trés poligonos regulares, o tridngulo equilatero,
o quadrado e o hexdgono regular. Embora essa técnica ja exista hé séculos é associada a Johan-
nes Kepler, matematico e fisico alemao por volta de 1600, os primeiros registros sobre a teoria
das pavimentagoes. No século XX, matematicos, ndo matematicos, cristaldografos publicaram um
grande nuimero de trabalhos cientificos, havendo um maior interesse e desta forma ampliando a
investigacao e divulgacao da importancia da pavimentacao no ensino. Dentre os principais divul-
gadores do assunto destaca-se o matematico Martin Gardner em sua coluna “ Jogos Matematicos”,
na “Scientific American”. Observando elementos na natureza podemos associar uma colmeia de
abelhas, uma epiderme de réptil como alguns exemplos de pavimentagoes, conforme exibido na
figura|3.1

Figura 3.1: Exemplos de pavimentagoes na natureza: a esquerda epiderme de um réptil e a direita,
uma colmeia de abelhas [1].

A beleza desses padroes existentes pela regularidade, simetria e harmonia, ja encantava e
despertava o homem desde os tempos mais remotos, seja na decoracao de objetos como ceramica,
tecidos, em vitrais e paredes de templos. Diversas civilizagdes, como a inca, a egipcia e islamica,
e povos indigenas ja empregavam essa técnica em artesanato, utensilios domésticos e até pinturas
no proprio corpo. Nos dias atuais observamos exemplos de pavimentagdo em pisos, azulejos nas
paredes, determinados forros no teto, fachadas de prédio, etc.
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Alguns conceitos basicos sao importantes no desenvolvimento de pavimentacao, como linha
poligonal, interior e exterior de uma linha poligonal fechada, poligonos convexo e nao convexo,
isometrias. Tais conceitos ja foram abordados e definidos no capitulo 2, desta forma, podemos
prosseguir para definir algumas tesselagoes no plano euclidiano.

3.2 Pavimentacoes do plano euclidiano

3.2.1 Pavimentacao do plano

E chamada pavimentacio do plano euclidiano, a divisdo do plano em uma quantidade enu-
meravel de poligonos de modo que a uniao de todos esses poligonos constitui todo o plano, e
a intersecao de dois desses poligonos ou é vazia ou é um vértice ou esta contida em uma linha
poligonal. Verificamos tal pavimentacao na figura [3.2]

Figura 3.2: Pavimentagao [1].

O objetivo deste trabalho é abordar e desenvolver as pavimentac¢oes do plano com poligonos
regulares. Se a pavimentacao utiliza poligonos regulares congruentes temos uma pavimentacao
reqular e se os poligonos regulares sao nao congruentes temos uma pavimentacao quase reqular ou
arquimediana. Ambas as pavimentagoes devem obedecer as seguintes condigoes: a) a interse¢ao
entre dois desses poligonos é sempre um lado ou um vértice, ou é vazia; b) a distribuigdo de
poligonos ao redor de um vértice é sempre a mesma. Essas restricoes eliminam pavimentagoes
exibidas pela figura |3.3|

Definimos uma configura¢io como uma sequéncia do tipo (ly,ls, ..., () para indicar uma pavi-
mentacao onde cada vértice tem m poligonos e cada um com [; lados, sendo [; > 3e 1 <7 < m. Por
exemplo uma sequéncia do tipo (6,6,6) indica 3 poligonos em torno de um vértice, cada um com
6 lados. Podemos também ter uma configuracao com poligonos regulares, nao necessariamente
congruentes, como (3,6,3,6) que indica dois poligonos de 3 lados e dois poligonos de 6 lados em
torno de um vértice. A figura exibe essas duas configuragdes. Observe que (3,6,3,6)=(6,3,6,3)
(permutagoes ciclicas nao alteram), mas (4, 4, 3, 6) # (4, 4, 6, 3).
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Figura 3.3: A da esquerda nao satisfaz a primeira condi¢ao e a da direita nao satisfaz a segunda

/N
Jj ) N
/’; \ /K N
\ % /

(6.6.6) (3.6.3.6)

Figura 3.4: Configuracao.

3.2.2 Pavimentacoes do plano com poligonos regulares congruentes

Uma questao que surge naturalmente é: sera que, para todo n > 3, é possivel pavimentar o plano
utilizando apenas poligonos regulares congruentes de n lados? Observamos que no revestimento
de pisos é mais comum a utilizagdo de pisos quadrados, que sao poligonos regulares. Sera que
é possivel a utilizagao de outros poligonos regulares congruentes para cobrir todo o plano, e se
existem quais sao?

Em torno de um vértice a soma dos angulos dos poligonos posicionados lado a lado devem
perfazer 360°. Como vimos no capitulo 2] a medida de um angulo interno de um poligono regular
de n lados é:

180°(n — 2)

n

Suponha que sejam posicionados m, m > 3, poligonos regulares congruentes de n lados, n > 3,
ao redor de um vértice. Logo,

[180°(n —2)]

= 360°. 3.2.1
. (3:2.1)

Simplificando a equagao, temos:

(3.2.2)



Desde que m > 3, temos a desigualdade:

2
" >3 (3.2.3)

n—27"
que resulta em n < 6. Como n > 3, temos 3 < n < 6. Com isso concluimos que os possiveis
poligonos regulares sao: triangulo equilatero, quadrado, pentagono regular, hexagono regular.

Observe que substituindo n por 3, 4, 5 e 6 na equacao obtemos respectivamente m = 6, 4,
13—0 e 3 poligonos em cada vértice. Observe que nao é possivel pavimentar utilizando o pentagono
regular, pois ele é o tnico poligono regular, dentre os citados, que nao utiliza uma quantidade
inteira ao redor de um vértice. A figura [3.5|exibe as configuracdes possiveis.

Figura 3.5: Pavimentagoes com poligonos regulares congruentes [2]

3.2.3 Pavimentacoes com poligonos regulares nao congruentes

Vamos analisar agora a pavimentacao em torno de um vértice com poligonos regulares nao
congruentes. Denotaremos por «; o angulo interno de um poligono regular de 7 lados, i > 3.
Consideraremos aleatoreamente a pavimentacao do plano com trés poligonos regulares quaisquer,
por exemplo um pentagono, um hexagono e um eneagono.

5 — 2).180°
&5:7( ) 80 :1080.
)
— 2).180°
g = 821807 o
6
— 2).180°
a9:(99>80:140o,

Fazendo a soma dos angulos internos desses poligonos obtemos 368°, que nao satisfaz a con-
dicdo para uma pavimentacao que é 360°. Se continuassemos tentando com outros valores talvez
encontrassemos uma pavimentagao. Porém vamos lancar mao de alguns célculos para solucio-
nar sistematicamente o problema da pavimentagao. Vamos estudar separadamente cada uma das
quatro possibilidades: trés, quatro, cinco ou seis poligonos regulares em torno de cada vértice.
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A anélise que faremos a seguir determina quais e quantos poligonos sao necessarios ao redor de
cada vértice. Entretanto para cada configuragdo sera verificada dentre as suas permutacgoes quais
representam pavimentacao.

e 12 Caso: m = 3, isto é, trés poligonos regulares em cada vértice. Seja n; o nimero de lados
de cada um dos poligonos em cada vértice, para i = 1,2,3. A soma das medidas dos angulos
internos desses poligonos em torno de um vértice satisfaz a equagao

180°(m —2) | 180°(n2 —2) | 180°(n; —2)

n n2 ns3

= 360°.

Simplificando temos:

(n1—2)+(n2—2)+(n3—2)

n n2 ns3

=2 e

1 1 1 1
—t 4+ — = 3.2.4
sl + Mo * ns 2 ( )

Sem perda de generalidade seja n; < ny < ng, o que equivale a n% > % > 711—3 Logo

1 3
- < —=mn <6
2 ny
Entao 3 < n; < 6. Portanto iremos analisar separadamente todas as possibilidades, isto é,

se ao redor de um vértice tivermos pelo menos um triangulo equilatero, ou um quadrado, ou
um pentagono ou um hexagono.

e Tridngulo equildtero, ny = 3. Substituindo-se n; = 3 em [3.2.4] temos

LA S SR B SRS B
3 Mo n3_2 Mo 7’L3_6'

Como + > L temos que
ng ns

Portanto

ny < 12. (3.2.5)

Por outro lado,
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Como - > 0 temos que ny — 6 > 0, ou seja,
n3

ny > 7. (3.2.6)

Como consequéncia de [3.2.5 e [3.2.6] segue-se que 7 < ny < 12.

Substituindo-se ny por 7,8,9,10,11 e 12, na equacgao tem-se Ny = 7 = n3 = 42,
ne=8=mn3 =24 n,=9=mn3 =18, n, =10 = ng =15, ny =11 = ng = &
ny =12 = ng = 12.

Porém para ny = 11 tem-se nz = %, que nao satisfaz, pois ndo representa um nimero
inteiro de poligonos. Na tabela temos os possiveis valores para n; = 3.

m=3|ny | ng | ng
3 |7 |42
3 |8 |24
3 19 |18
3 10|15
* 3 |12 |12

Tabela 3.1: Configuragoes para m = 3 e ny = 3.

Apenas a configuracao indicada com * define tesselacao para n; = 3. Vamos mostrar
porque as demais configuracoes, da tabela [3.1] nao representam pavimentagdes. Con-
sidere a configuracao (3,7,42). Na figura essa configuragao esta representada ao
redor dos vértices P, e P5. Logo a regiao A é um poligono de 7 lados e a regiao B é
um poligono de 42 lados. Se (3,7,42) origina uma pavimentagao, entao no vértice Ps a
regiao C' deve ser um poligono de 42 lados e no vértice Py a regiao C' deve ter 7 lados, o
que é uma contradi¢do. Portanto, essa pavimentacao é impossivel. De maneira andloga
observa-se que as configuragoes (3,8,24), (3,9,18) e (3,10,15) também nao sao possiveis.
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P —&—— (3,7,42)

A o B

(42)
P2

Pz P

(42) # (7)
C

Figura 3.6: Configuracao impossivel para (3,7,42)

e Quadrado, n; =4

Como -+ > L temos que
n2 n3

Portanto

Por outro lado

1 1 1 np—4
ns 4 %) 4712‘

Como -+ > 0, temos que ny — 4 > 0, ou seja ny > 5. Como consequéncia segue-se que
n3

Substituindo-se no, por 5,6,7 e 8, na equagao tem-se ng =5 = n3 =20, ny =6 =

nsy = 12, n2:7:>n3:%,n2:8:>n3:8.

Porém para ny = 7 tem-se nz = 23—8, que nao satisfaz pois nao representa um nimero

inteiro de poligonos. Na tabela temos os possiveis valores para n; = 4.

Apenas a configuracao (4,5,20) nao define tesselacdo conforme exibido pela figura .
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m=3|ny | ns | ng
4 |5 |20

* 4 |16 |12

* 4 |8 |8

Tabela 3.2: Configuracoes para m = 3 e ny = 4.

(4)

néo representa
(4,5,20)
Figura 3.7: Configuragdo impossivel para (4,5,20)

e Pentigono regular, ny =5

Como + > L temos que
nag ns

3
=<
10 —

3

2 N9 ) 10 — TlQ.
Portanto

Por outro lado

1 3 1 3np—10

ns T 10 ne 10m

Como n% > 0, temos que 3ny — 10 > 0, ou seja ny > 4 e pelo fato de ny < ny, concluimos
que ny > 5. Como consequéncia segue-se que 5 < ny < 6. Substituindo-se ny por 5 e 6

na equacao |3.2.4{ tem-se no =5 = ng = 10, ng =6 = ng = 15
7
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Porém para ny = 6 tem-se n3 = 1—75, nao satisfaz pois nao representa um nimero in-

teiro de poligonos. Desta forma, a tnica configuragdo possivel é (5,5,10), mostrada na
tabela [3.3] mas ela ndo representa uma pavimentagao conforme exibida pela figura [3.8]

m=3 ny | Ng | N3
5 |5 |10

Tabela 3.3: Configuragoes para m = 3 e n; = 5.

néo representa
(5,5,20)

Figura 3.8: A configuracao (5, 5, 10) ndo pavimenta o plano.

e n; = 6 Substituindo

1 1 1 1 1 1 1 2

-+ —Ft —===—4+ —=-<—=mn9 <6.

6 mny nz 2  ng ng 37 ng
Como n; < ny e ny = 6, temos ny = ny = 6. Como consequéncia, e pelo fato de que
%—l— % + n% = %, segue-se que n; = ng = ng = 6, que € uma pavimentacao com hexagonos
regulares conforme ja comentado no segao Veja figura [3.5]

e 22 Caso: m = 4, isto é, quatro poligonos regulares em cada vértice. Seja n; o nimero de
lados de cada um dos poligonos em cada vértice, para i = 1,2,3,4. Vamos determinar a
soma das medidas dos angulos internos desses poligonos na equagao

180°(m —2) | 180°(np —2) | 180°(n5 —2) | 180°(ns —2)

ny %) ns Ty

= 360°.

1 1 1 1
nq N9 ng Ty
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Sem perda de generalidade seja n1 < ny < nz < ny, 0 que equivale a a Zng 2
Logo

4
ny

Entao 3 < n; <4.

Iremos analisar separadamente todas as possibilidades, isto é, se ao redor dos vértices pelo
menos um poligono for um tridngulo equilatero, ou um quadrado.

e ny =3

Logo 3 < ny < 4.

A seguir analisaremos os casos ny = 3 e ny = 4.

on2:3

Como + > L temos
ns ng

Portanto,

Por outro lado,

Ty 3 ns 3713
Como n% > 0, temos n3z — 3 > 0, ou seja ng > 4. Como consequéncia segue-se que
Substituindo-se n3 por 4, 5 ou 6 na equacao tem-se n3 = 4 = ny = 12;
ng =95 = ny = %; ng = 6 = ng = 6, porém n3 = 5, nao satisfaz pois nao
representa um nimero inteiro de poligonos.

o ny=4

Como X > L temos que
n3 N4

36



Logo ng < 4.
Por outro lado

I 5 1 5nz—12
ng 12 ns 12

Como consequéncia segue-se que 3 < ng < 4. Substituindo-se n3 por 3 na equa-

¢ao tem-se n3 = 3 = ny = 12. Substituindo-se n3 por 4 na equagao [3.2.7]

tem-se ng =4 = ny = 6.
e n; =4
e ny, =4
1 1

1
—+—=-=
ns Ty 2

2
ng

< = ng =ny = 4.

N —

Resumindo, na tabela temos as possiveis combinagoes para 4 poligonos num vértice. Po-
rém apenas os indicados com * definem tesselacao com poligonos regulares nao congruentes.

m=4 Ny | No | N3 | Ny
3 13 |4 |12
3 |3 |6 |6
* 3 |16 |3 |6
3[4 |3 |12
* 3 14 |6 |4
3 |4 |4 |6
* 4 14 |4 |4

Tabela 3.4: m=4en; =3

Na tabela [3.4] as configuragoes (3,3,4,12), (3,4,3,12), (3,3,6,6) e (3,4,4,6) ndo podem for-
mar uma pavimentagao, pois em (3,3,4,12)e (3,3,6,6) é necessario ter outro vértice contendo
(.,3,3,3,.); em (3,4,3,12) é necessério ter outro vértice contendo (3,4,12,4) e em (3,4,4,6) pre-
cisa de um vértice contendo (3,4,6,4), desta forma nao obedecem & condi¢ao de ao redor de
um vértice se ter sempre a mesma configuracao. A figura exibe tais configuragoes.
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(3.4.4.6)

SN (343 )
150°
fil 60"

(3.4.12.4) (3:4.6.4)

{333 ] (3,3,6,6)

Figura 3.9: Configuracoes que nao formam pavimentacao .

e 32 Caso: m = b, isto é, cinco poligonos regulares em cada vértice. Sendo n; o nimero de

lados de cada um dos poligonos em cada vértice, para ¢ = 1,2,3,4,5. Vamos determinar a
soma das medidas dos angulos internos desses poligonos na equagao

180° —2 180° -2 180° —2 180° -2 180° -2
(n1 ) i (n2 ) i (”3 ) i (n4 ) i (”5 )
n1 L) ns Ny N5

= 360°

1 1 1 1 1 3
ni No ns U2 Ny 2
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Sem perda de generalidade seja n; < ny < n3z < ng < ns, 0 que equivale a n% >L > 1>
L > 1 TLogo

ng — N5

Para n, = 3, temos

1+1 1+1 3 1 7<4:> 3
- _ _ _ = = — = = — e No =
nge N3 ng nyg 2 3 67 n 2
Para ny, = 3, temos
1 1 1 7T 1 5<3:> 3
N - _ = - — - = — —_— n:
ns Ny Ns 6 3 6_n3 ’
Para ns = 3, temos
1 1 5 1 1 2
i 7:7—7:7<7:>3< <4
mi ms 63 2°m °0SMS

A seguir analisaremos os casos ny = 3 e ny = 4. Substituindo-se na equacao |3.2.8 ny = 3
tem-se ny; = 6 e substituindo-se ny = 4 tem-se ns; = 4.

A tabela [3.5] exibe esses casos, onde todos os indicados com *, definem tesselacdo com poli-
gonos regulares nao congruentes.

m=2>5|ny|ne | n3g| nsal| ns
* 3 13 |3 |3 |6
* 3 |13 |3 |4 |4
* 3 |3 |4 |3 |4

Tabela 3.5: m=5en; =3

A configuragao (3,3,4,3,4) nao foi encontrada nos célculos realizados, porém ao se fazer a per-
mutagao da configuracao (3,3,3,4,4) encontramos outra configuracdo que também representa
pavimentagao.

4° Caso: m = 6, isto é, seis poligonos regulares em cada vértice. Seja n; o nimero de lados
de cada um dos poligonos em cada vértice, para i = 1,2,3,4,5,6. Vamos determinar a soma
das medidas dos angulos internos desses poligonos na equacao

180° -2 180° -2 180° -2 180° -2 180° -2
(n )+ (12 )+ (n3 )+ (14 )+ (15 )

ny N2 ns Ty ns

= 360°
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1 1 1 1
—+ =+ —+—+—+— =2
ny N9y R} Ty Ny
Como consequéncia tem-se n; = 3, para todo¢ = 1,2,3,...,6, portanto o tinico tipo possivel é

(3,3,3,3,3,3) que é uma pavimentagao com tridngulos equildteros ja comentado no segao (3.2.2

Esta configuragao ¢ exibida na tabela [3.6

m=06

ny

n2

n3

Ty

ns

g

*

3

3

3

3

3

Tabela 3.6: m=6¢en; =3

A figura [3.10] exibe as onze configuragoes que realmente pavimentam o plano dentre as vinte e
uma configuragdes encontradas com poligonos regulares congruentes e ndo congruentes.

A primeira pessoa a exibir as pavimentagoes com poligonos regulares nao congruentes, que
também sdao chamadas de semi-regulares foi Joahannes Kepler, em um trabalho publicado em
1619, denominado Harmonice Mundi no qual esta o seguinte resultado, que resume esse capitulo:

Teorema de Kepler - Existem exatamente onze maneiras de se cobrir o plano utilizando-se
exclusivamente poligonos regulares sujeitos as condiges: a) a intersecao entre dois desses poligonos
é sempre um lado ou um vértice, ou é vazia; b) a distribui¢ao de poligonos ao redor de um vértice

¢é sempre a mesma [13].
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31212 46.12

SeSRses

4444

g 1

3464

333333

[\

VAVAVAN
AVAVA. A VA
AY VAVAVA AV
VA AV VAVAV
34334 v""v#

Figura 3.10: Configuragoes que pavimentam o plano .
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3.2.4 Outras pavimentacoes com poligonos regulares

Dizemos que duas pavimentacoes sao do mesmo tipo se elas coincidem por um movimento
rigido do plano composto com mudanca de escala. Desta forma, chamaremos de iguais duas
pavimentagoes do mesmo tipo.

A seguir relaxaremos a condicdo de que ao redor de cada vértice tenha sempre os mesmos
poligonos, mas nao necessariamente na mesma ordem. Nestas condi¢oes algumas pavimentagoes
podem se alterar, por exemplo:

¢(3,4,3,3,4) cortando ao longo de um zig-zag e juntando as duas metades, conforme exibe a
figura [3.11

wh

34334

Figura 3.11

¢(3,6,3,6) fazendo uma translacdo em uma faixa horizontal independente das outras, conforme
exibido na figura (3.12

beelsssisssl

3636

Figura 3.12: Pavimentac¢oes do mesmo tipo.

¢(3,4,6,4) realizando uma rotacao de 30° em um disco formado por um hexdgono e os poligonos
adjacentes a ele, observando que os discos podem girar independentemente, veja na figura [3.13]
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Jd64

Figura 3.13: Pavimentac¢des do mesmo tipo.

Portando observa-se que o relaxamento dessa condi¢do nos permite obter uma infinidade de pa-
vimentagoes. Se considerarmos duas imagens por reflexao (enantiomoérficas), apenas a configuragao
(3,3,3,3,6) é chamada de igual. Tal pavimentacao é exibida na figura m

TALR)
AY VA _AVAVA
VA AVAVAY VA
\WVAVAY VA AV

VA  AVAVAVY,

AY  VAVAVA
AVAVA A VA&
NEER/\/\/ W \/
VW \A\/\/
YAVAVAv¢Y

Figura 3.14: Pavimentac¢oes do mesmo tipo.
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Capitulo 4

Outros tipos de pavimentacoes.

Neste capitulo reservamos um espago para comentar outras pavimentagdes no plano euclidiano
e alguns de seus elementos que nao foram alvo de estudo no capitulo [3

4.1 Pavimentacoes com poligonos nao regulares.

Nesta secao discutiremos algumas pavimentagoes com poligonos nao regulares. Comecgaremos
esta discussao com os quadriladteros nao regulares.

4.1.1 Pavimentacoes com quadrilateros nao regulares.

Considere o quadrilatero ABCD indicado pela figura [4.1] A pavimentagio serd feita seguindo o
seguinte procedimento: inicialmente aplicamos uma reflexao em torno do lado BC', em seguida uma
reflexdo em torno da mediatriz m desse lado. Continuando esse processo obtemos a pavimentagao

exibida nas figuras 4.1 e [4.2]

A B A B=B' A

Refiexéo em tormo
do lado BC

mediatriz relativa
ao lado BC

>

——

D

c=C'

Figura 4.1: Pavimentacao com quadrilatero qualquer.
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Figura 4.2: Pavimentacao com quadrilatero qualquer.

Na Revista do Professor de Mateméatica (RPM) ntimero 51 [13], consta em uma BIENAL da
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), o seguinte relato de um leitor que era professor de
uma turma de 7% série: “realizando trabalho com mosaicos do plano sua aluna pavimentou uma
superficie usando cépias congruentes de um mesmo quadrildtero como o da figura [4.3]

B

A D

Figura 4.3: Pavimentacao com quadrilatero qualquer.

Ela juntou diversas cépias do quadrilatero e reuniu-as como pecas de um quebra-cabeca, de
modo a preencher uma determinada superficie sem que houvesse lacunas, nem superposicoes e
os lados dos quadrilateros ficassem justapostos. Tal fato impressionou muito o professor que
perguntou a SBM: “qualquer quadrilatero, convexo ou ndo, pavimenta o plano?”

Pavimentagoes feitas com retangulos ou paralelogramos sao bem conhecidas conforme exibe a

figura [4.4]
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Figura 4.4: Pavimentacao com retangulos e paralelogramos.

Para quadrilateros quaisquer iremos resumir a solucao apresentada na oficina O leitor pergunta,
realizada durante o 1° Encontro da RPM. A solugdo é simples, e nos mostra como construir na
pratica uma pavimentacgao a partir de um dado quadrilatero.

Seja ABCD um quadrilatero A um vértice fixo desse quadrilatero. A pavimentacao sera feita
através do seguinte procedimento. Seja M; o ponto médio do lado AB (figura . Refletimos
em torno de M; o quadrilatero ABC' D, obtendo uma copia congruente A;B;C1D; com A; = B,
By = A. Essa construcao faz com que tenhamos em volta do vértice A os angulos do quadrilatero
indicados por 1 e 2, conforme exibe a figura

Figura 4.5: Construcao do quadrilatero A;B;C7D; a partir do quadrilatero ABCD.

Repetimos a operacao determinando o simétrico de A;B,C1D; em relagao a My, onde M, é o
ponto médio do lado B,C} (figura . O resultado obtido é outra cépia congruente As BoCo Do
com By = (1, e Cy = B;.Temos agora em torno de A os angulos indicados por 1,2, e 3 conforme
figura [4.6|
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Figura 4.6: Construcao do quadrilatero As BoCsD4 & partir do quadrilatero A;B;CiD;.

Finalmente, sendo M3 o ponto médio de Cs D, refletimos em torno de M3, obtendo uma copia
congruente A3B3C3D3 com C3 = Cy, D3 = (', conforme exibe a figura [4.7]

B=As

A=B;=Cz2=Ds

Figura 4.7: Construcao do quadrilatero A3BsC3D3 a partir do quadrilatero Ao BsChDs.

Como a soma das medidas dos angulos do quadrilatero é 360°, temos que a medida de DyAD
é igual a do angulo indicado por 4. Além disso, temos AD = A1 Dy = Ay Dy = A3D3 e entao segue
que A; = D, veja na figura [4.7]

Assim, conseguimos dessa maneira colocar em torno de A os quatro angulos do quadrilatero
e, repetindo-se o argumento para qualquer vértice A, obtemos uma pavimentacdo como a da

figura [4.8
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Figura 4.8: Pavimentacao do plano com um quadrildtero convexo qualquer.

O argumento mencionado anteriormente vale também para um quadrildtero ndo convexo. Tal
pavimentagao é exibida na figura [1.9

Figura 4.9: Pavimentacao com quadriladtero nao convexo.

Podemos estender a pergunta feita sobre pavimentag¢oes com quadrilatero nao regulares conve-
x0s para outros poligonos, como por exemplo pentagonos nao regulares convexos.
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4.1.2 Pavimentacoes com pentagonos.
Pavimentagoes duais.

Seja T uma pavimentagoes. A tesselacao dual T de T é obtida da seguinte forma: o centro de
cada poligono em T corresponde a um vértice de um poligono em 7™; cada lado de um poligono
de T' corresponde a um lado de um poligono de T, e dois vértices sao unidos em 7™ se, somente
se, sao centros de dois poligonos em 7' que tem um lado em comum.

A figura exibe uma tesselagdo T' e dual T*. Observe que a configuragao (3,3,3,3,3,3) é a

tesselagdo T e a sua dual T é a configuracao (6,6,6).

Figura 4.10: Tesselagao T e sua dual 7.

Convencionaremos que a pavimentacao original 7" serd representada por linhas pontilhadas e a
pavimentagao dual T™ por linhas cheias.

Construindo pavimentagées com pentagonos nao regulares através do dual.

Conforme ja vimos nao é possivel pavimentacoes com pentadgonos quase-regulares ou regula-
res, porém com pentagonos nao regulares é possivel. Mostraremos algumas pavimentagoes com
pentagonos nao regulares obtidas a partir de duais de pavimentagoes discutidas no capitulo [3]

Dual da configuracao (3,3,3,3,6). A figura exibe uma pavimentagdo com pentagonos nao
regulares, que é a dual da configuracao (3,3,3,3,6), cujos angulos internos sao (60°, 120°, 120°, 120°, 120°).

Dual da configuracao (3,3,3,4,4). Nesta outra configuracao, encontramos uma pavimentagao
com pentdgonos nao regulares, cujos angulos internos sao (90°,90°,120°,120°, 120°). Tal pavimen-
tacdo ¢é exibida na figura [£.12]
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Figura 4.11: A Pavimentacao T e a dual T™.
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Figura 4.12: A Pavimentacao T e a dual T™.

20



Dual para a configuragao (3,3,4,3,4). A partir da configuragao (3,3,4,3,4), encontramos a
pavimentacao dual cujos dngulos internos sao (90°,120°,90°,120°,120°). A figura exibe essa
pavimentacao.

Figura 4.13: A pavimentacao T" e a dual T™.

Outras pavimentagdoes com pentagonos nao regulares.

Algumas pavimentagoes com poligonos regulares congruentes podem ser modificadas por trans-
formagoes geométricas para obter pavimentac¢oes com pentagonos nao regulares.

Transformando a configuracao (4,4,4,4). Escolhemos os quadrados mantendo uma distancia
entre eles de quatro quadrados, tanto na linha como na coluna. Além disso, entre uma linha e
outra e entre uma coluna e outra, a escolha do quadrado obedece ao movimento do cavalo no
jogo de xadrez. Nestes quadrados escolhidos tragamos as diagonais. Dessa forma encontramos um
padrao com pentdgonos irregulares, cujos dngulos internos sao (90°, 135°,90°,90°, 135°), conforme

exibido pela figura

Figura 4.14: Pavimentagao obtida da (4,4,4,4).
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Transformando a configuragao (6, 6, 6). Tracamos um reta mediatriz de dois lados opostos,
desta forma encontramos um padrao com pentagonos irregulares, cuja forma angular é

(90°,90°,120°,120°, 120°). A figura exibe essa construgao.

Figura 4.15: Pavimentagao obtida da configuracao (6, 6, 6).
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Transformando a configuracao (3, 3, 3, 3, 3, 3). Tracando segmentos conforme exibe a
figura obtemos um padrao com pentdgono nao regular, cujos angulos internos sao
(90°,90°,120°,120°, 120°) [14].

Figura 4.16: Pavimentagao obtida da configuragao (3, 3, 3, 3, 3, 3).

4.1.3 Pavimentacoes de Penrose.

Em 1974, o fisico e matemaético inglés Roger Penrose que era aficcionado por jogos e recreagoes
matematicas, descobriu que era possivel pavimentar o plano de forma nao periédica, utilizando
apenas dois quadrilateros irregulares denominados kite e dart(papagaio e flecha) respectivamente.
Observe na figura |4.17 que esses quadrilateros podem ser construidos a partir de um pentagono
regular.

Figura 4.17: kite e dart gerados a partir do pentagono regular ||

As pavimentacoes de Penrose sao aperiddicas, ou seja, nao podem ser obtidas pela translagao
de um padrao da pavimentacao. Isto quer dizer que se tivéssemos uma transparéncia de uma
pavimentacgao de Penrose seria impossivel mové-la em uma determinada direcao e fazé-la coincidir
com a pavimentacao original. A figura exibe uma pavimentacao aperiodica .

23



Figura 4.18: Pavimentagao aperiddica .

4.1.4 Uma pavimentacao famosa

As obras do artista holandés “ Mauritis Cornelis Escher ”(1898-1972), com suas composigoes
geométricas continuam a atrair um grande interesse de cientistas das mais diversas areas. Em
suas obras percebemos que as pavimentagoes sao feitas por peixes, passaros, répteis e outros.
Inicialmente ele fazia pavimentagoes com poligonos (veja figura e depois preenchia esses
poligonos com linhas formando as figuras citadas. Até hoje estas despertam atencao de quem as
observa e de quem as estuda. Observando a figura podemos questionar, qual pavimentagao
por poligonos foi usada como base nesta xilogravura?
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Figura 4.19: Exemplos de base nas figuras de Escher ||

25



Figura 4.20: Xilogravura de Escher: Birds - 1949 .
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Capitulo 5

Experimentos em sala de aula

Neste capitulo apresentaremos algumas atividades que poderao ser desenvolvidas em sala de
aula e ressaltam a importancia do ensino de geometria, proporcionando a exploragao do espaco
fisico e desenvolvendo a observacao e a percepgao de congruéncias, semelhancas, diferencas e re-
gularidades. Também faz conexdo com outras areas da matematica, desenvolvendo, por exemplo,
nogoes de algebra e aritmética. Dessa forma, compete ao professor oferecer aos alunos o ensino de
pavimentagoes de forma lidica através de jogos com manipulacao de poligonos, propiciando assim
a oportunidade de medir, classificar, comparar, transformar e criar suas conjecturas, tendo o pro-
fessor a possibilidade de associd-la a conteidos conceituais desenvolvidos ou a serem desenvolvidos
a partir destas atividades.

Desenvolveremos a seguir algumas atividades a serem desenvolvidas em sala de aula com o
proposito de explorar o desenvolvimento geométrico em situagdes que envolvem pavimentacgoes e
mosaicos. Para a realizacao destas atividades utilizaremos um conjunto de poligonos regulares,
denominado Kit Poligonos , sendo formado por poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 e
12 lados. Neste kit quaisquer dois poligonos tem os lados com a mesma medida. Tal kit pode
ser confeccionado em papel cartdo, cartolina ou emborrachado e colorido em ambos os lados. A
figura [5.1] exibe este Kit Poligonos.

Figura 5.1: Kit poligonos. ||
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As atividades a seguir devem ser realizadas na sequéncia.

5.1 12Atividade - Pavimentando o plano com poligonos
regulares congruentes

A atividade a seguir foi retirada de [4].

Sugerimos que o professor divida a classe em grupos que deverao primeiramente pavimentar
parcialmente o plano, somente com poligonos regulares congruentes, devendo ser obedecidas as
seguintes condigoes:

e 0s vértices devem coincidir num mesmo ponto, e
e nao devem haver sobreposi¢oes e nem espaco entre os poligonos.

Ao realizarem os experimentos, devera surgir de forma natural alguns questionamentos, por
exemplo, que a soma dos angulos internos de cada poligono no vértice onde coincidirao deve ser
360°. A medida que forem formando as pavimentacoes deverdao preeencher uma tabela, que cons-
tard o poligono regular, a medida do angulo interno de cada poligono no vértice onde coincidirao e
a soma dos angulos internos ao redor do vértice onde coincidirdo. A anotagao dos dados sera feita
na tabelap.I} A formacao das pavimentagdes encontradas com poligonos regulares é exibida pela
figura [5.2l Esta atividade deve ser aplicada no 82 ano do ensino fundamental II.

Triangulos equilateros | 60° | 60° | 60° | 60° | 60° | 60°
Quadrados 90° | 90° | 90° | 90°
Hexagonos 120° | 120° | 120°

Tabela 5.1: Poligonos regulares.

Figura 5.2: Atividades com poligonos regulares congruentes.

Apos realizarem esta pavimentacgao incial, sugerimos aos alunos que verifiquem se ela se estende
para todo o plano.
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Temos como objetivo nesta atividade fazer com que os alunos explorem de forma lidica a
pavimentagao com poligonos regulares congruentes, asociando o experimento a conceitos teori-
cos desenvolvidos na aula sobre angulos internos de poligonos regulares e quais formagoes com
poligonos regulares congruentes realizam pavimentagao ao redor de um vértice.

5.2 22 Atividade - Pavimentando o plano com poligonos
regulares nao congruentes

A atividade foi retirada de [4].

Nesta 2% atividade propomos aos alunos que obedecendo as mesmas condi¢oes da atividade 1,
utilizem poligonos regulares de tipos diferentes. A medida que forem descobrindo as formagoes,
anotem numa tabela os valores dos angulos internos dos poligonos coincidentes num mesmo vértice,
bem como a soma desses angulos nesse vértice. A seguir devem verificar se esta formacgao se estende
para todo o plano.

Nesta atividade iremos explorar:

e a soma dos angulos internos ao redor de um vértice, com poligonos regulares nao congruentes;
e as configuragoes de poligonos regulares nao congruentes ao redor de um vértice;
e quais das configuragoes obtidas pavimentam todo o plano;

e quando é possivel perceber que apds posicionarem uma determinada quantidade de poligonos,
aquela formacao pavimentara todo o plano.

Esta atividade deve ser aplicada no 8° ano do ensino fundamental II.

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos explorem também de forma ludica a
pavimentacao com poligonos regulares nao congruentes, associando o experimento a conceitos
tedricos desenvolvidos na aula sobre angulos internos de poligonos regulares. Devem também
perceber quais formagoes com poligonos regulares nao congruentes realizam pavimentacao ao redor
de um vértice e pavimentam todo o plano.

5.3 32 Atividade - Construindo colméias de abelhas com
palitos de fésforo

A atividade foi retirada de [5].

Esta atividade deve ser aplicada no 92 ano do ensino fundamental I1. Os favos de mel de algumas
abelhas tem formato hexagonal. Porque eles nao tem a forma de tridngulos, quadrados ou outro
tipo de poligono?

Ja sabemos apos realizar a atividade 1 que os unicos poligonos regulares congruentes que
pavimentam o plano sao o tridangulo equilatero, o quadrado e o hexdgono. Por que entao as
abelhas utilizam o formato hexagonal? Sera que elas levam vantagem com esse formato?
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Vamos simular a construgao de favos de mel com formato de tridangulo equilatero, quadrado e
hexagono. Tal atividade sera realizada com o uso de palitos de fésforo, que representarao as paredes
do favo de mel. Os alunos devem construir formagoes triangulares, quadradas e hexagonais com
os palitos de fosforo que representarao as colmeias. Apds encontrarem uma quantidade de palitos
comum as trés formacoes, devem anotar na tabela o nimero de poligonos utilizados, bem como
a quantidade deles, de modo que representem as paredes dos poligonos.

Mumero 112 |3 |4 |52 |6 |7 |8 |3 (1011 (1213 (14|15 16|17 (18| 19
De favos
De mel
Mamero | trigngulos (3|5 |7 |9 |11 |12 |14 |16 |18 | 19|21 |23 | 24 | 26| 28| 29|31 | 33| 34
de QOuadrados |4 |7 (10 (12 |15 (17 | 20 (22 |24 | 27 |29 | 31 | 34
palitos | hexdgonos [ 6| 11|15 | 19|23 | 27| 30 | 34

Figura 5.3: Contrucao de colméias com palitos de fésforo. [5]

Observando-se a tabela percebe-se que 34 é a menor quantidade comum aos trés poligonos.
Ou seja, desta forma poderiamos construir 19 favos de mel em forma de tridngulos equilateros,
13 em forma de quadrados e 8 em forma de hexdgonos. Vamos calcular a 4rea de cada figura
geométrica obtida com os 34 palitos, denotaremos por [ a medida do comprimento de cada palito.

e 19 Triangulos equilateros Az = LT‘/?:.19 = A3~ 8,22L7
e 13 Quadrados A, = 13L?
e 8 Hexdgonos Ag = %4*/5.8 = Ag ~ 20, 7SL?

Analisando os resultados obtidos verificamos que com 34 palitos na construcao dos favos em
forma de hexagonos a area é maior do que os construidos em forma de triangulos equilateros
ou quadrados. Consequentemente as abelhas ao formarem as paredes com a cera, obtém assim
um recipiente, que é o favo, conseguindo entao otimizar o armazenamento de mel em cada um
desses favos hexagonais em relacdo a outros formatos. Embora tenhamos realizado os calculos
apenas para uma superficie que esta no plano, se considerarmos uma altura h qualquer, obtemos
proporcionalmente um volume maior para os favos hexagonais.

Temos como objetivo nesta atividade, primeiramente fazer com que os alunos realizem uma
pavimentac¢ao com poligonos regulares congruentes utilizando palitos e a seguir realizando calculos
de area desses poligonos regulares, concluam que a pavimentacao feita com formato hexagonal é
mais vantajosa por apresentar uma area maior que as outras.
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Conclusao

Neste trabalho abordamos principalmente as pavimentacoes do plano com poligonos regulares
congruentes e nao congruentes. Foram realizados calculos para definirmos quais configuragées com
poligonos regulares congruentes e nao congruentes pavimentam o plano chegando a conclusao que
sao 11 casos. O estudo sobre pavimentagoes do plano propiciou também a formalizacao de alguns
conceitos em geometria, ampliando desta forma a ideia de congruéncia, angulos em poligonos,
isometrias, regularidades.

Este trabalho representa uma parte das possiveis formas de se pavimentar o plano, porém
outras possibilidades de pavimentagoes poderao ser alvo de um préximo estudo.

Esperamos que o contetido desenvolvido neste trabalho, tenha contribuido para um entendi-
mento geral sobre pavimentagoes no plano.

Finalmente desejamos que este trabalho possa contribuir como material de apoio aos professores
que pretendam explorar esse contetido e desenvolvé-lo em suas aulas. A aprendizagem desses
conceitos nas séries finais do ensino fundamental poderao ajuda-los a compreender melhor os
conceitos abordados no ensino médio.

Acredito que o caminho para o aprendizado passa obrigatoriamente pela vivéncia e exploragao
de conceitos, primeiramente de forma concreta (lidica), posteriormente de forma abstrata. Esse é
o objetivo desse trabalho, a possibilidade de desenvolver no aluno o espirito investigativo e critico,
fomentando e perpetuando a busca por novos conhecimentos.
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