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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo oferecer uma sequéncia didatica que permita a
contextualizagdo do ensino de sistemas de numeracdo, vetores, matrizes e
sistemas lineares por meio dos codigos corretores de erros. Na da mencionada
sequéncia de atividades é realizada a contextualizacdo historica do surgimento
dos cddigos corretores, com o uso de situagdes-problemas para motivar 0s
educandos. Além disso, o computador € utilizado como um colaborador no
processo de ensino-aprendizagem. Os problemas sdo apresentados de forma que
os alunos possam perceber 0 que motivou Hamming a se dedicar a pesquisa
sobre os codigos corretores, pois sdo apresentadas situacdes em que: ndo serd
possivel a deteccdo de erros; serd possivel a detecgdo, mas ndo a correcdo; serad
possivel a deteccdo, mas ndo a correcdo com confianca; e sera possivel a
deteccdo e a corregdo com certo grau de certeza. Assim, por meio da
mencionada sequéncia didatica, a qual possui um enfoque construtivista de
construcdo do conhecimento, espera-se que o0s estudantes, ao final das
atividades, compreendam que a Matematica € util para resolver diversos
problemas do dia-a-dia e sejam capazes de verificar que 0s contedos estudados
no Ensino Médio possuem mais aplica¢Bes no cotidiano do que eles imaginam.

Palavras-chave: Cddigos Lineares Corretores de Erros. Ensino de Matematica.
Contextualizacdo. Matrizes e Sistemas Lineares.
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ABSTRACT

This paper aims to offer a didactic sequence to enable the contextualization of
teaching the numbering systems, vectors, matrices and linear systems using error
correcting codes. Through the mentioned sequence of activities is carried out at
historical background of the emergence of error correcting codes, with the use of
application problems that depict real situations of day-to-day to motivate
students. In addition, the computer is used as a collaborator in the teaching and
learning process. The problems are presented in a way that students can
understand what motivated Hamming to research on error correcting codes,
because situations are presented in which: no error detection is possible;
detection is possible, but not correction; detection is possible, but not the
correction with confidence; and it is possible the detection and correction with
some degree of certainty. Thus, through the mentioned didactic sequence,
which has a constructivist approach to knowledge construction, it is expected
that students at the end of the activities, understand how mathematics is useful to
solve problems and be able to verify that the contents studied in high school
have more applications in everyday life than they realize.

Keywords: Error Correcting Linear Codes. Mathematics Teaching.
Contextualization. Matrices and Linear Systems.
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INTRODUCAO

Cadigos capazes de detectar e corrigir erros estdo presentes, sem que percebamos, em
diversas situagdes no cotidiano: quando ouvimos um CD, assistimos DVD ou televiséo,
utilizamos telefones celulares ou radio, bem como quando ha transferéncia e recebimento de
informagdes via satélite ou por meio de computadores e internet.

Os codigos corretores de erros tem a funcéo de detectar e corrigir erros que surjam na
transmisséo ou armazenamento de dados. Como as informagdes, ao serem transmitidas, estéo
sujeitas a “ruidos” — erros de digitacdo, interferéncias eletromagnéticas, dentre outros —,
devem ser acrescentados dados adicionais ao codificar a informacdo que sera transmitida ou
armazenada — chamadas de redundéncias — e, por meio dessa informacdo extra, os dados
podem ser recuperados.

Embora estejam tdo presentes no dia-a-dia, a grande maioria dos alunos termina o
Ensino Médio sem ao menos ter ouvido falar do assunto. Entretanto, os educandos estudam
conteldos que sdo ferramentas para construgdo de codigos como, por exemplo, a
representagdo numérica em outras bases (mudancas de base), os vetores, as matrizes e 0s
sistemas lineares. Contelldos esses que, muitas vezes, sdo apresentados na forma de
procedimentos mecénicos para resolugdo problemas sem qualquer contexto prético. Portanto,
considerando a possibilidade de contextualizar os assuntos citados por meio do estudo dos
codigos lineares corretores de erros e, ainda, de despertar nos alunos o interesse ao
aprofundamento dos estudos no campo cientifico e tecnoldgico, é que sera apresentada a
sequéncia didatica de atividades desta dissertag&o.

A referida sequéncia é composta de situacbes que envolvem a codificacdo, a
transmissdo, o recebimento e decodificagdo de mensagens, analisando-se em que situacoes é
possivel a correcdo delas, bem como o uso de planilhas eletrdnicas como auxilio a resolucéo
dos problemas. Ela deve ser aplicada, preferencialmente, a alunos que estejam cursando o
segundo ou o terceiro ano do Ensino Médio, haja vista a necessidade de conhecimento dos
conceitos relativos a matrizes e a sistemas lineares.

Para que haja uma boa compreenséo do que é e de como pode ser aplicado um cédigo
corretor de erros, a dissertacdo sera estruturada em seis capitulos, da seguinte forma.

No primeiro capitulo é apresentado o contexto histdrico que motivou o inicio da

pesquisa sobre 0s cAdigos corretores.



No segundo capitulo é exposta a fundamentagéo tedrica sobre a teoria dos cddigos,
com o0s principais conceitos necessarios a construcdo de um cddigo corretor. S&o
apresentados, ainda, diversos exemplos que possibilitam uma verificagdo numérica dos
teoremas e dos mencionados conceitos.

No terceiro capitulo sdo definidos os codigos corretores lineares, bem como sdo
apresentados teoremas importantes para a construgdo dos referidos cddigos. Ressalta-se que,
por meio dos mecanismos apresentados nesse capitulo, sera possivel a elaboragdo de codigos
corretores mais eficazes.

No quarto capitulo é apresentada a fundamentacdo pedagdgica, por meio da qual €
ressaltado que o uso da contextualizag&o historica, de situacGes-problema e de computadores
em sala de aula sdo métodos eficazes para a constru¢do do conhecimento. A perspectiva
adotada é a abordagem construtivista de ensino-aprendizagem.

No quinto capitulo sdo apresentadas as propostas de atividades. Inicialmente, €
construido um cddigo no qual ndo ha qualquer preocupagdo com a possibilidade de corregéo
de erros, caso eles ocorram (atividade 1). Em seguida, s@o analisados alguns codigos que séo
capazes de indicar — ndo em todas as situagbes — que ocorreram erros, mas que ndo sao
capazes de corrigi-los (atividade 2). Apos, € construido um codigo capaz de corrigir erros.
Todavia, ndo se sabe a quantidade de erros que ocorrem na transmissdo ou armazenamento
das informacdes e, por isso, a correcdo fica prejudicada. Por Gltimo, é construido um cddigo
em que é considerado que quantidade de erros que ocorrem na transmisséo ou armazenamento
é conhecida e, portanto, é possivel estabelecer uma situacdo ideal, em que qualquer palavra
pode ser corrigida, o que acontece quando o cddigo linear é perfeito.

No sexto e ultimo capitulo sdo apresentadas as consideragdes finais.



1 BREVE HISTORICO SOBRE O SURGIMENTO DOS CODIGOS CORRETORES
DE ERROS

Na década de 1940', quando os computadores ndo eram tdo populares e apenas
grandes institui¢des tinham condi¢des de possui-los e manté-los, Richard W. Hamming, que
trabalhava para o laboratdrio Bell de Tecnologia, decidiu realizar pesquisas com o intuito de
que as maquinas, que na epoca apenas detectavam erros, também fossem capazes de corrigi-
los. A motivacdo para o estudo foi o fato de ele ter perdido varias semanas sem que seus
arquivos fossem descarregados, pois, ao detectar um erro, os computadores interrompiam a
leitura dos cartbes perfurados e faziam a leitura dos dados do préximo usuério. Assim, como o
acesso as maquinas era apenas nos fins de semana, quando chegava ao trabalho, no inicio da
semana seguinte, Hamming verificava que os dados ndo haviam sido descarregados. Entéo,
apds esse problema ter ocorrido alguma vezes, ele decidiu que deveria encontrar uma solugéo.

Hamming comegou sua pesquisa e a cada avango publicava memorandos internos no
Laboratdrio Bell. Em 1950 ele publicou seu trabalho no “The Bell System Thechnical
Journal”, no qual ele exp6s um cddigo capaz de detectar até dois erros e corrigir apenas um
erro, se ele fosse unico.

Mas ndo foi apenas Hamming que se interessou pelos cddigos corretores de erros.
Claude E. Shannon? e Marcel J. E. Golay também se debrucaram sobre a pesquisa dos
codigos. Este dltimo, inclusive, desenvolveu um cddigo que foi utilizado para transmitir
fotografias coloridas de Jupiter e Saturno pela espagonave Voyager®.

As ideias desenvolvidas por Hamming, Shannon e Golay séo utilizadas ainda hoje nos
celulares, gravadores de CD e DVD, comunicacdes via satélite, processamento de imagens
digitais, internet e radio, entre outras. Por isso, 0s cédigos corretores de erros sdo objeto de
estudo de varias areas como matematica, computacdo, engenharia elétrica, estatistica etc.

Atualmente os codigos corretores também sdo muito utilizados pela National

Aeronautics and Space Administration (NASA) e pelo Jet Propulsion Laboratory (JPL). Por

L As informacdes descritas neste capitulo referentes ao inicio do estudo dos codigos corretores de erros foram
obtidas, principalmente, por meio da referéncia bibliogréafica [16].

2 Shannon publicou um artigo intitulado “A Mathematical Theory of Communication” em outubro de 1948. Sua

publicagdo é anterior ao artigo de Hamming, pois houve um pedido de patente dos codigos pelo laboratério Bell,
0 que ocasionou um atraso na publicagdo de Hamming.

3 As sondas espaciais VVoyager 1 e VVoyager 2 enviam dados via radio para a Terra a fim de que os cientistas
possam analisa-los. Uma reportagem interessante sobre isso estd disponivel em http://ultimo
segundo.ig.com.br/ciencia/2013-09-12/nasa-afirma-que-sonda-voyager-1-finalmente-saiu-do-sistema-solar.html

3



exemplo, nas missdes Galileo*, Cassini® e Marte foram utilizados codigos corretores que

combinam técnicas dos cddigos de Reed-Solomon com cédigos convolucionais.

4 Sonda enviada a Jupiter. Para mais informacdes sobre o assunto, pode ser verificado o registro
http://noticias.terra.com.br/ciencia/interna/0,,01145598-E1301,00.html.

5 Sonda enviada a Saturno. Mais informacfes podem ser encontradas em http://www.ccvalg.pt/astronomia/
noticias/2014/07/1_cassini_saturno.htm.



2 CONCEITOS IMPORTANTES

2.1 Definicao de Codigo Corretor de Erros

Um bom modelo de um cddigo corretor de erros presente no cotidiano € um idioma.
Procederemos a uma caracterizacdo do mencionado cddigo. Inicialmente, vamos tomar um
“alfabeto” IF formado pelas 26 letras do nosso alfabeto, pelo espaco em branco (considerado
como uma letra), pelo ¢ cedilha e pelas vogais acentuadas. A seguir, procedemos &
identificacdo da maior palavra do “alfabeto”. Na lingua portuguesa ela é, supostamente,

inconstitucionalissimamente, que possui 27 letras. A partir dai, afirmaremos que cada palavra

da lingua portuguesa pode ser escrita como um elemento de F?7,0 espaco das 27-uplas com

entradas em [F, bastando colocar espagos em branco a direita de cada palavra, até atingir 27

“letras”, e omitindo esses caracteres em branco na escrita. A partir dessa construgdo, podemos
tomar alguns exemplos de como ocorre a detecgdo e a correcdo de erros neste codigo.

Tomemos uma exemplificagdo. Ao ser visualizada a palavra “cathorro” é possivel
perceber que houve um erro, pois a referida palavra ndo pertence ao conjunto das palavras da
lingua portuguesa. Além disso, € admissivel a corre¢do por “cachorro”, haja vista que esta é a
palavra da lingua portuguesa que mais se assemelha a “cathorro”.

Podemos imaginar, em vista do exemplo analisado, que a lingua portuguesa é um
excelente cdédigo corretor de erros. Entretanto, vamos verificar, a seguir, que isso ndo é
verdade. Para tanto, imaginemos que uma palavra foi grafada como “aato”. Neste caso, ndo
seria possivel identificar a palavra correta, pois “bato”, “tato”, “gato”, “mato” e “rato”
também sdo palavras proximas aquela que foi erroneamente grafada. Devido a isso, podemos
dizer que o cddigo ndo é muito eficiente, pois existem diversas palavras muito proximas umas
das outras.

Apesar de a lingua portuguesa ndo ser um bom codigo corretor de erros, conforme
ilustrado, esse modelo de codificagdo é muito Util, pois mostra, simplificadamente, como
funciona um codigo. A partir dele podemos refletir sobre que caracteristicas um bom codigo
deve possuir para ser capaz de detectar e corrigir erros.

A reflexdo elencada é justamente o objeto de estudo da chamada de Teoria dos
Cadigos. Por meio dela sdo pesquisadas as formas de obtengdo de bons cddigos corretores de

erros, que sdo aqueles capazes de detectar e corrigir erros com certa precisdo. Segundo Villela



e Hefez (2008, p. i), “um cddigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de
acrescentar algum dado adicional a cada informagdo que se queira transmitir ou armazenar,
que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros”.

Um exemplo interessante e que ilustra como funciona um codigo que consegue
corrigir erros é o do codigo robd (Villela e Hefez, 2008, p. 2). Supde-se que um robd esteja
sobre um tabuleiro quadriculado e que seja capaz de se movimentar segundo quatro comandos
apenas: Leste, Oeste, Norte, Sul. Assim, ao receber o comando, o robd se desloca do centro da
casa que ocupa no tabuleiro para o centro da casa contigua indicada.

Para transmitir a informacdo ao robd, utiliza-se o sistema binario, criando-se um

codigo de fonte segundo especificado a seguir:

Tabela 1 ]
FONTE CODIGO DA FONTE
Leste 00
Oeste 01
Norte 10
Sul 11

Fonte: Adaptacdo do exemplo apresentado por Villela e Hefez (2008, p.2).

Porém, ao efetuar a transmissdo dos dados ao robd, pode ocorrer do cddigo 00 ser
recebido como 10, por exemplo, 0 que acarretaria na impossibilidade de identificacdo do erro
cometido. E nesse momento que se verifica a existéncia da necessidade de acrescentar mais
informacgbes — chamadas de redundancias. Assim, ao serem adicionadas as mencionadas
redundéancias, é criado um codigo de canal, o qual permitird a identificacdo e correcdo de

erros.

] Tabela 2 ]
CODIGO DA FONTE CODIGO DE CANAL
00 00000
01 01011
10 10110
11 11101

Fonte: Adaptacdo do exemplo apresentado por Villela e Hefez (2008, p.2)



Dessa maneira, apds a nova codificacdo, se houver um erro de transmisséo de alguma
palavra, por exemplo, se 10110 for recebido como 11110, além de ser possivel a verificacdo
de que houve um erro na transmisséo, pois essa palavra ndo esta nas relacionadas pelo cddigo
de canal, também ser& possivel a busca pela palavra correta. Para tanto, serd procedida a
verificacdo de qual palavra estd mais proxima a que fora transmitida, ou seja, a palavra
recebida é comparada com todas as palavras do codigo e é verificada qual delas possui a
menor de quantidade de digitos diferentes. No caso do exemplo anterior, obter-se-4 a palavra
10110 - a quantidade de caracteres diferentes entre a palavra 11110 e as palavras 00000,
01011, 10110, 11101 é, respectivamente, quatro, trés, um e dois.

Um esquema do que é efetuado para transmissdo da mensagem esta na figura a seguir:

Codificador da “ Codificador
Fonte Z:> fonte de Canal

canal

: Decodificador Decadificador
oLl <:j da fonte <:j de Canal

Figura 1l
Fonte: Um Primeiro Curso sobre Codigos Corretores de Erros.
Disponivel em http://www.ufsj.edu.br/portal2-repositorio/File/i-ermac/anais/minicursos/mc8.pdf.

Por meio do desenho, podemos observar que antes da transmisséo da informagéo cada
elemento do codigo de fonte é transformado em elemento do cddigo de canal. A informagéo,
entdo, é transmitida — podem ocorrer erros — e, ao ser recebida, o decodificador de canal
identifica e corrige erros — quando é possivel a identificagdo e corre¢do. Em seguida, a palavra
é transformada na linguagem inicial para que o usuério possa entendé-la.

E importante ressaltar que no exemplo apresentado anteriormente nada foi elencado
sobre o aspecto probabilistico presente na teoria dos codigos. Da mesma forma procederemos
em todos os demais exemplos que serdo apresentados. Ou seja, estaremos considerando que,

para ocorrer a transmissdo e a recep¢do de mensagens com certo grau de certeza, devem ser



consideradas conhecidas a quantidade de erros e também ndo deve haver diferenca
probabilistica de erro entre os simbolos transmitidos. Isto significa que todos os caracteres
tém a mesma probabilidade de serem recebidos errados (por exemplo, a probabilidade de o
elemento “0” ser recebido com erro é a mesma de o elemento “1” ser recebido com erro) e
que a probabilidade de um simbolo transmitido com erro ser qualquer um dos demais
caracteres do cddigo é a mesma (por exemplo, se na palavra o caractere “0” foi transmitido
com erro, a probabilidade de ele ser 1, 2, 3, ou qualquer outro é a mesma).

Procedendo-se em conformidade com os parametros acima, podemos citar outra
situacdo em que € apresentado um bom cddigo. Suponhamos que um individuo deseja enviar
uma mensagem da forma (x,y,z), em que X, y, z € {0, 1}, e que de alguma forma foi
identificado que o canal causa um erro em cada seis digitos consecutivos. Dessa maneira,
havera erro em uma mensagem a cada duas enviadas. Sabendo disso, para tentar corrigir o
erro, o emissor faz algumas tentativas. Na primeira hipotese, ele envia a mesma mensagem
duas vezes. Por exemplo, ele envia (X, y, z) (X, v, z) e recebe (X, y, z) (Y, ¥, z). Nesse caso,
ndo ha como o receptor saber se a mensagem correta é (X, y, z) ou (Y, v, z) e ele apenas tem
certeza de que dois dos digitos estdo corretos — o segundo e o terceiro, pois se repetiram.
Como o envio de duas mensagens ndo permitiu a identificagdo da mensagem correta, 0
emissor decide, entdo, fazer outra tentativa. Desta vez ele faz o envio da mesma mensagem
trés vezes. Nessa situacdo, o receptor conseguira identificar o erro e obtera a mensagem
correta. Porém, essa Ultima tentativa gerou um custo computacional muito grande — envio de
nove caracteres para receber uma mensagem de trés. Uma alternativa para enviar a mensagem
com custo computacional menor € acrescentar trés redundancias da seguinte maneira: (X, y, z,
X+Yy, Xx+2zy+2z).Comox, Y,z € {0, 1} devemos observar que a soma realizada é a soma
maédulo 2, ou seja, no sistema binario,onde0+0=0,0+1=1,1+0=1el1+1=0.

Vamos entender porque essa Ultima configuracdo funciona. Suponhamos que foi
recebida a mensagem (a, b, ¢, d, e, f) na qual ja se sabe que ha apenas umerro —a, b, c, d, e, f
pertencem ao sistema binario. Diante disso, o receptor calculaa + b. Sea + b = d, tem-se que
a, b, d estdo corretos e o erro esta em c, e ou f. Como o ¢ aparece trés vezes (em c, em e, pois
e=a+c, emf, pois f = b + c), comparando-se esses itens é possivel verificar que c serd o
valor que ocorrer duas vezes, sendo possivel, portanto, obter a mensagem correta. Por outro
lado, se a + b # d, um dos trés (a, b ou d) esta errado. Dai, c esta correto, e = a + ¢ esta
correto, e f = b + c esta correto. Portanto, como 0s caracteres c e e estdo corretos, obtém-se a.
De modo semelhante, como f e c estdo corretos, obtém-se b. Assim, o receptor consegue

corrigir o erro da mensagem.



Agora que ja determinamos o que é e entendemos como funciona um cédigo corretor

de erro, vamos definir os elementos de um cddigo.

2.2 Principais Conceitos Relacionados aos Codigos

Nesta secdo serdo apresentados os conceitos basicos sobre os cddigos corretores de
erros.

Comecaremos pelo alfabeto. Ele é o primeiro conjunto necessario para construir um
codigo corretor de erros. No exemplo do cddigo robd, o alfabeto escolhido foi o conjunto
F, = {0, 1}.%

VVamos definir este importante conjunto.

Definicéo 2.1. O alfabeto € um conjunto finito com g elementos (F,).

Passemos, entdo, a proxima etapa. Escolhido o alfabeto, vamos formar sequéncias de
caracteres com os simbolos do mencionado conjunto, a fim de codificarmos os elementos da
fonte. Em seguida, acrescentaremos as redundéncias. Ao final desse processo, obteremos as
denominadas palavras. O nimero de letras das palavras é chamado de comprimento. Para
facilitar na codificagéo e decodificacdo sdo convencionadas palavras de mesmo comprimento
n. Por isso, esses codigos também sdo chamados de cddigos em blocos. No exemplo do
codigo robd, as palavras tinham comprimento n = 5.

Por meio do exemplificado, verificamos a importancia da existéncia de um conjunto
F,, a fim de que um elemento da fonte possa ser codificado em elemento de canal e, além
disso, a necessidade de que seja estabelecido um comprimento n para as palavras de um

codigo. 1sso nos leva a proxima definigéo.

Definicao 2.2. (Codigo) Um cddigo C é um subconjunto de F?, em que

Fg={(a1, a, ..,an)/a € F,,1<i=<n}

O cddigo criado é chamado de codigo g-ario de comprimento n.

6 O conjunto {0, 1} é chamado de Z.. Ele é utilizado para representar os cédigos criados no sistema binario de
numeracao.



No caso do cddigo robd, o cddigo escolhido foi o conjunto C = {00000, 01011, 10110,
11101} < F3 = Z3 - o conjunto Z3 possui 32 elementos obtidos pela permutacéo simples dos
elementos 0 e 1 em cinco posicdes diferentes.

VVamos prosseguir com mais defini¢oes.

Definigdo 2.3. (Distancia de Hamming) Dados dois elementos x, y € Fg, a distancia de
Hamming entre x e y é definida como o computo da quantidade de vezes em que os caracteres
de mesma ordem diferem nas palavras. Ou seja, se X = (x1,%3, ..., %) € Y = (¥1, V2, ., V),
entéo

dx,y)=Ki;x; # y;, 1<i<n}|.

Por exemplo, em {0, 1}*, verificamos que:
d (0001, 1111) = 3;
d (0000, 1111) = 4;
d (1001, 1101) = 1.

Definicao 2.4. (Métrica) Uma funcdo d: A x A — R é uma métrica se satisfaz as seguintes
condigdes:

i) d(x,y)>0, V x,yE€ A, sendo vélida a igualdade se, e somente se, X = y;

i) d(x,y)=d(y,x), V x,y € A (propriedade simétrica);

i) dXx,y)<dX, p)+d(p,y), V X,VY, p € A (desigualdade triangular).

Teorema 2.1. A distancia de Hamming € uma métrica.

E imediata a constatagio de que a distancia de Hamming satisfaz as propriedades (i) e

(if). Vamos demonstrar que ela também satisfaz o item (iii).

Demonstracdo: A contribuigéo das i-ésimas coordenadas de x e y parad (x, y) é igual a zero
se x; = y;, eigual a1l se x; # y;. Assim, temos duas situacOes para verificar.

A primeira € aquela em que a contribuicdo é zero. Nesse caso, é certo que a
contribuicdo das i-ésimas coordenadas a d (X, y) € menor ou igual a das i-ésimas coordenadas

ad(x,p)+d(p,y),que podemser0,10u2(0<0,0<10ul<2).
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A segunda hipotese é aquela em que a contribuicéo € 1. Nessa situacéo, temos x; # y;
e, entdo, ndo podemos ter x; = p; € p;=y;. Se esse Ultimo resultado acontecesse, teriamos
x; = y; e a contribuicéo seria zero, o que contraria nossa hipotese. A consequéncia do exposto
é que a contribuicdo das i-ésimas coordenadas de d (x, p) + d (p, y) é maior ou igual a 1, que

é o valor da contribuigdo das i-ésimas coordenadas de d (X, y). [

Definigdo 2.5. (Disco e esfera de centro em v e raio t) Seja v um elemento de F} e t>0 um
namero inteiro.

Define-se o disco de centro v e raio t como sendo 0 conjunto
D (v, t) = {u € Fg/d (u, v) < t}, ou seja, 0 conjunto dos elementos u de F} cuja distancia ate v
seja menor do que ou igual ao nimero inteiro t.

Define-se a esfera de centro v e raio t como sendo O conjunto
S (v, t) ={u e F7 /d (u, v) = t}, ou seja, 0 conjunto dos elementos u de Fy cuja distancia até v

é exatamente igual ao numero inteiro t.

Lema 2.1. O nimero de elementos do conjunto D (v, t) = {ueFg /d (u, v) <t} é

t

ID@ol= > (7)@-v"

=0

O namero de elementos do conjunto S (v, t) = {u e Fy /d (u, V) =t} €

Is@ol=(7)@-nt

Demonstracdo: Sabemos que ao escolhermos dois pontos x e y podemos afirmar que y esta a
distancia t de x se, e somente se, x for diferente de y em exatamente t posi¢Oes (defini¢do
2.3). Entdo, ao analisarmos a quantidade de elementos do conjunto S (v, t), podemos dizer que
para efetuar a contagem devemos selecionar t posigdes fixas para serem alteradas — entre as
que compdem Vv —, a fim de que sejam obtidas as palavras cuja distancia até v seja t. Como em

cada uma das posi¢Oes podemos ter q — 1 caracteres do alfabeto diferentes, existem (q — 1)*
palavras de [y que sdo diferentes de v nas t posices fixadas. Alem disso, temos (7;)
maneiras distintas para escolher t posicOes dentre n posi¢des possiveis no elemento v.
Portanto, existem exatamente (7;) (q —1)* pontos na esfera S (v, t) (este resultado nos

permite afirmar que todas as esferas de raio t possuem o mesmo nimero de pontos).

11



Como as distancias sdo sempre nimeros naturais, dentro de um mesmo disco’ de
centro v e raio t estdo contidas todas as esferas do mesmo centro e de raios que sdo naturais
menores ou iguais a t.

Logo:

D(v,t) = US(v,t)

Ante ao exposto, podemos dizer que o nimero de pontos no disco de centro veraio t é

dado pela seguinte expresséo:

IDwal= ) (H@-

Tomemos um exemplo. Suponhamos que um conjunto F, = {0, 1} foi utilizado como
alfabeto para obtencdo de um conjunto F3 = {(0,0,0), (0,0,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1),
(0,1,1), (0,1,0)}. Em seguida, escolhemos a palavra v = (0,0,0) e 0 nimero inteiro t = 1. Como
g = 2 (numero de letras do alfabeto) e n = 3 (comprimento das palavras), o nimero de

elementos de | D (v, t) | é:

|D(v,1)|=Z(?)(2—l)"=(§)(2—1)°+(i)(2—1)1=1+3=4,

resultado que pode ser verificado por meio do conjunto D ((0,0,0), 1) = {(0,0,0), (0,0,1),
(1,0,0), (0,1,0)}, que possui quatro elementos.

Tomando-se a palavra v = (0,0,0), novamente, e modificando-se 0 nimero inteiro para
t = 2, obtém-se o conjunto D ((0, 0, 0), 2) = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (1,1,0),
(0,1,1)}, que possui sete elementos. O referido valor também é confirmado por meio do

célculo:
p@2I=) ) e-u=(5)e-10+(3)e-1+(3)@-17

=1+3+3=7.

7 Milies chama os discos de “bolas” em [15] e [16].

12



Definicdo 2.6 (Distancia minima) A distdncia minima de um cdédigo C é o nimero

d=min{d(x,y); x,y € Cex #Vy}.

Por exemplo, no cddigo robd temos que d = 3, pois:
d(00000, 01011) = 3;
d(00000, 10110) = 3;
d(00000, 11101) = 4;
d(01011, 10110) = 4;
d(01011, 11101) = 3;
d(11101, 10110) = 3.

Para calcular d deve ser avaliada a distancia entre as palavras uma quantidade de vezes
. M . , . L
igual a ( 5 ) onde M é o nimero de palavras do codigo (combinagéo entre todas as palavras,

duas a duas). Todavia, existe uma forma mais prética, com custo computacional melhor, que
sera apresentada posteriormente®,

Definicao 2.7. (Parametro k) Em um cddigo C com distancia minima d define-se k = [%]

onde [ x ] representa a parte inteira do nimero Xx.

Teorema 2.2. Utilizando-se o pardmetro k, é possivel constatar que se x e y sdo palavras

distintas de um codigo C, entdo D(x, k) N D(y, k) = @.

Demonstracdo: De fato, se uma palavra p pertencesse a D (x, k) N D (y, k), entdo teriamos
d(,xX)<ked(p,y)<xke portanto,d (X, y) <d (X, p) +d (p,y) < 2k <d-1,0queéum
absurdo ja que d (x, y) > d, haja vista que x e y sdo palavras do cddigo e d é a distancia

minima . [

Diante do que foi exposto nas definigbes e consideragcdes anteriores, podemos
apresentar, agora, o resultado principal da secdo, que é o teorema que trata da quantidade de

erros que podem ser detectados e corrigidos em um cddigo.

8 Voltaremos a esse assunto no capitulo 3, quando sera definido o peso de um cédigo.
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Teorema 2.3 Seja C um codigo com distancia minima d. Entdo C pode corrigir até k = [%]

erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracdo: Se na transmissdo de uma palavra x do cddigo ocorrem t erros, com t < k,
serd recebida uma palavray com d (X, y) = t < k. Dai, y € D(X, k) e, pelo exposto no teorema
2.2,y &€ D(x’, k) para x #Xx’, podendo-se concluir que d (x, y) € menor do que a distancia de y
a qualquer outra palavra do cddigo e, dessa forma, obtém-se x a partir de y. Quanto a
quantidade de erros, como a distancia minima entre duas palavras do cddigo C é d, tem-se que
se a palavra x é recebida como y, com até d — 1 erros, pode-se verificar que y & C, pois d (X,

y)<d. [

Por exemplo, no cédigo rob6 verificamos que d = 3 (exemplo apresentado na

definicdo 2.6). Dessa forma, pelo teorema acima, podemos dizer que o mencionado cddigo

corrige k = [3;—1] =1 erro e detecta até 3 — 1 = 2 erros.

2.3 O Problema Principal da Teoria dos Codigos

O principal problema da teoria dos cddigos é estudar a relagdo entre os parametros n
(comprimento das palavras do c6digo), M (quantidade de palavras) e d (distancia minima). Os
codigos que mais interessam sdo aqueles em que M e d sejam grandes relativamente a n, ou
seja, codigos capazes de transmitir bastante informagdo (M ¢é relativamente grande) e boa
capacidade de corregdo (d é relativamente grande). Infelizmente, achar uma boa correlagéo
entre n, M e d é algo complicado, pois quando se aumenta o ndmero de palavras de um
codigo, naturalmente a distancia minima entre elas diminui. Assim, é em busca da melhor
forma de correlacionar os trés pardmetros que faremos as consideragdes a seguir.

Inicialmente, fixemos n e analisemos a relagéo que deve existir entre M e d. Conforme

demonstramos por meio do lema 2.1, se x € FZ, entdo

RICHIED YU ICEE

Além disso, de acordo com o teorema 2.2, todos os discos com centro em pontos

diferentes do codigo C e raio k tem intersecdo vazia. Assim, verificamos que
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e, entdo,

Portanto, se considerarmos que o codigo possui M palavras, podemos dizer que
K
n t n
MY (D a-DT<qn
t=0

Ante ao apresentado, obtermos uma limitacdo para o nimero de palavras de um
codigo, considerando conhecidos o seu comprimento e a distancia minima.
O resultado acima é conhecido como Cota de Hamming:
q
£o() (g = 1)

n

M <

Definicéo 2.8. (Codigo Perfeito) Um codigo C < Fy com distancia minima d é dito um

| oo =r,

onde k = [%] Ou seja, se o cddigo C tem M palavras, comprimento n, e distancia minima d,

codigo perfeito se

entdo ele € um cddigo perfeito se, e somente se
k
n t] = 4m
MDY (Da-D=g
t=0

A condicio citada é chamada de condigdo de empacotamento®.

A importancia de o codigo ser perfeito é manifesta na seguinte situacdo. Suponhamos
gque uma mensagem seja recebida e que seja constatada a ocorréncia de erro na transmissao.
Procede-se, entdo, a verificacdo de qual disco contém a mensagem e, dessa forma, é possivel

efetuar a correcdo do erro, assumindo que a mensagem correta é aquela mais proxima da

9 Vide referéncia bibliografica [16].
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recebida, ou seja, o centro do disco. O problema é que algumas vezes ocorre de a mensagem
ndo pertencer a nenhum dos discos, 0 que impossibilita a sua corre¢cdo. Todavia, em se
tratando de cddigos perfeitos, isso ndo acontece.

Por exemplo, o cddigo robd ndo é um cddigo perfeito. Vejamos porqué. O cédigo robd
foi definido como o conjunto C = {00000, 01011, 10110, 11101} c F5 = Z3. Vamos escrever
o0s conjuntos D (00000, 1), D (01011, 1), D (10110, 1) e D (11101, 1). Temos que:

D (00000, 1) = {00000, 10000, 01000, 00100, 00010, 00001}
D (01011, 1) = {01011, 11011, 00011, 01111, 01001, 01010}
D (10110, 1) = {10110, 00110, 11110, 10010, 10100, 10111}
D (11101, 1) = {11101, 01101, 10101, 11001, 11111, 11100}

Fazendo a unido dos conjuntos D (00000, 1), D (01011, 1), D (10110, 1) e
D (11101, 1) ndo obtemos o conjunto Z5. Ou seja, esse codigo ndo satisfaz a condicdo que

caracteriza os codigos perfeitos.
2.4 Uma Estratégia para Detectar e Corrigir Erros

O teorema 2.3 permite tragar uma estratégia para deteccéo e correcdo de erros. Seja C
um codigo com distancia minima d, que corrige até k = [%] erros. Quando o receptor recebe
uma palavra r, uma das seguintes situacdes é verificada:

a) a palavra r estd em algum disco de raio k em torno de uma palavra ¢ do codigo

(essa palavra é Unica, pela prova do teorema 2.2). Nesse caso, substitui-se r por c;

b) a palavra r ndo se encontra em nenhum disco de raio k em torno de uma palavra c

do codigo. Entdo, ndo é possivel decodificar r com boa margem de seguranca'®.

Observemos que em (a) ndo se pode ter certeza absoluta de que c tenha sido a palavra
transmitida, pois poderiamos ter cometido mais do que k erros, afastando assim r da palavra
transmitida e aproximando-a de outra palavra do cddigo. Observemos, também, que a

hipétese (b) ndo ocorre em codigos perfeitos.

10 A estratégia de correcdo transcrita foi proposta por Hefez e Villela (2008, p. 7). Devemos ressaltar que o item
(b) somente é verdadeiro quando o codigo for linear.
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Exemplificando a estratégia acima por meio do cddigo robd, vamos realizar a
verificacdo da possibilidade de decodificagéo das palavras 01011, 01101, 11011 e 10001.

Inicialmente, calcula-se o disco de raio 1 em torno de cada palavra do cédigo:

D (00000, 1) = {(00000, 00001, 00010, 00100, 01000, 10000)}
D (01011, 1) = {(01011, 11011, 00011, 01111, 01001, 01010)}
D (10110, 1) = {(10110, 00110, 11110, 10010, 10100, 10111)}
D (11101, 1) = {(11101, 01101, 10101, 11001, 11111, 11100)}

Conforme ja foi afirmado, o cddigo robd néo € perfeito, pois a unido dos conjuntos

anteriores ndo é o conjunto [F5. Agora, procede-se a analise de cada palavra.

a) apalavra 01011 € D(01011, 1) e, portanto, a palavra foi enviada sem erros;

b) apalavra 01101 € D(11101, 1) e, portanto, a palavra correta é 11101,

c) apalavra 11011 € D(01011, 1) e, portanto, a palavra correta é 01011;

d) a palavra 10001 ndo pertence aos conjuntos dos discos de raio 1 em torno de cada
palavra do codigo e, entdo, ndo é possivel decodificar essa palavra com seguranca.
Além disso, d(00000, 10001) = 2 e d(11101, 10001) = 2, o que confirma ndo ser

possivel estimar qual a palavra cddigo foi transmitida.
E importante destacar que ndo ha como ter certeza absoluta de que a decodificagio

acima esta correta, pois podem ter sido cometidos mais de k erros — no caso da questdo, foi

utilizado k =1 nas primeiras trés mensagens.
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3 CODIGOS LINEARES

A classe de codigos mais utilizada é a dos lineares. Para entendé-la serd necesséria a

observacio prévia de alguns conceitos da Algebra Linear, o que sera feito a seguir.

3.1 Conceitos Auxiliares

Definicdo 3.1. (Corpo) Um conjunto K é chamado de corpo se ele for munido de duas

operagOes e satisfizer as seguintes condigdes:

1) A adicéo é associativa: (a+b)+c=a+(b+c), V a,b,ceK;

2) A adicdo é comutativa:a+b=b+a, ¥V a,b eK;

3) A adicéo possui elemento neutro: 30 € K, talquea+0=1a, V a€K;

4) A adigdo possui simétrico: V a€e K,3 —a€ Ktalquea+ (-a) =0;

5) A multiplicacdo é associativa: (axb)xc=ax (b xc), V a,b,c€K;

6) A multiplicacdo é comutativa:axb=bxa, V a, b € K;

7) A multiplicacéo possui elemento neutro: 3 1 € K\{0}, talqueax1=a, V a€K;,
8) A multiplicacdo possui inversos: vV a € K\{0},3 ate Ktalqueaxa!=1;

9) A multiplicacdo é distributiva com relacdo a adicdo:ax (b +c)=axb+axc, V a,

b, c e K.

Os conjuntos numéricos Q,Re C satisfazem as condi¢cBes acima e por isso séo

classificados como corpos.

Definicao 3.2. (Espaco Vetorial) Um conjunto V é dito um espaco vetorial sobre um corpo

K, se possui uma adi¢éo (+) com as seguintes propriedades:

1) A adicéo é associativa: (u+Vv)+w=u+(v+w), VU, vweV;
2) A adicdo é comutativa:u+v=v+u, YV U, VeV,

3) A adicéo possui elemento neutro (elemento zero): 30 € V ,talquev+0=v, YV E

4) A adigdo possui simétricos: VveV,3-veVtalquev+ (-v)=0;
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e existe, ainda, uma operacdo chamada de multiplicagdo por escalar, que associa a um

elemento a € K e aum elemento v € V, um elemento av € V, tal que

5)a(u+v)=au+av, VaeKeuveyV;
6)(at+ta)v=avtayv, Va,a2aeKeveyV;
N(aa)v=a(av), Va,a2e Kevey,
8)lv=v, VVEV.

Os elementos do conjunto V sdo chamados de vetores e os elementos do corpo K de

escalares.

Definigédo 3.3. (Subespaco Vetorial) Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto ndo
vazio de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V, ou simplesmente um subespaco de
V, se W, com as operacdes de adi¢do em V e de multiplicagdo por escalares, € um espaco
vetorial.

Simplificando a verificagdo, W € um subespago de V se, e somente se, as seguintes
condigdes séo satisfeitas:

Hoew

(ii)seu,ve W,entdiou + v e W;

(ilf)seae Keu e W, entdo au e W.

Por exemplo, o conjunto W = {(x, y); X + y = 0} é um subespaco vetorial de R?, pois:

(i) (0,0) € W, se fizermos x=y =0, temos0 + 0 = 0;

(if) se (a, b) e (c,d) € W, entdo a + b =0 e ¢ + d = 0. Dai, ao efetuar a soma
(a, b) +(c,d),obtemosopar (a+c,b+d)noqualatc+b+d=a+b+c+d=0+0=0e¢e,
portanto, (a, b) + (c, d) € W;

(i) se k € R e (a b) € W, entdo k (a, b) = (ka, kb) € W, pois
ka+kb=k(a+b)=k0=0 (jaquea+b=0,pois (a, b) e W).

Ja o conjunto W = {(x, y); X + y = 1} ndo é um subespaco vetorial de R?, pois
0=(0,0) & W.
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Verifiguemos, agora, uma maneira de descobrir o subespaco vetorial gerado por um
conjunto de vetores.

Para isso, vamos apresentar, inicialmente, o que é uma combinacao linear. Se VV é um
espaco vetorial e vq,v,,...,v, sd0 vetores de V, entdo dizemos que um vetor v de V é a
combinagéo linear de vy, v,,..., v, Se existirem escalares a,, a,, ..., a, pertencentes a K tais
que

vV=a4v; Y azv, + L+ a,,

Por exemplo, o vetor (1, 6, 0) € R® é combinagdo linear dos vetores (1, 2, 0) € R3e
(-1, 2, 0) € R3, pois (1, 6,0) =2 (1, 2, 0) + 1 (-1, 2, 0). Por outro lado, o vetor (2, -2, 6) €
R3 ndo é combinagao linear dos vetores (1, 2, 0) e (-1, 2, 0), pois ndo é possivel encontrar a; e
a reais tais que (2, -2, 6) = a1 (1, 2, 0) + a2 (-1, 2, 0). Isso ocorre porque o sistema de
equacdes lineares

al_az :2
2.a; +2.a, =2
0.a; +0.a, =6

é impossivel.

De posse dos mesmos vetores do R* do paragrafo anterior, (1, 2, 0) e (-1, 2, 0),
podemos identificar qual o conjunto gerado por eles. Para isso, basta encontrarmos um
elemento genérico (X, y, z) € R3 como combinacdo linear dos vetores (1, 2, 0) e (-1, 2, 0).
Entdo, se tomarmos 0s nimeros a, b € R, podemos escrever a combinagdo dos vetores como

x,y,z)=a(1,2,0)+b(-1,2,0).

O sistema de equagdes referente ao descrito acima €

a—b=x
2a+2b=y,
0.a+0.b=2z

0 qual sé possui solucdo se z = 0. Ou seja, os vetores (1, 2, 0) e (—1, 2, 0) geram o plano
z=0.

Dessa forma, exemplificamos que ao considerarmos o conjunto de todas as
combinagdes lineares dos vetores v4, vy, ..., v, de V, obteremos um subespaco vetorial W de
V, cujo conjunto gerador é {v,, vy, ..., v, }.

Todavia, em geral pode haver mais de uma forma de escrever um vetor de W como a
combinagdo linear de vetores de um conjunto gerador. De fato, 0 R3, por exemplo, pode ser
gerado pelos vetores (1,1,1), (1,1,0), (0,1,1) e (1,0,1) ou pelos vetores (1, 0, 0), (0, 1, 0) e
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(0, 0, 1). Entdo, ao observamos o vetor (4, 2, 1) do R3, verificamos que ele pode ser escrito
como:
(42,1)=1(1,1,1)+2 (1,1,0)-1(0,1,1) + 1 (1,0,1) ou
(4,2,1)=-1(1,1,1) + 2 (1,1,0) + 0 (0,1,1) + 2 (1,0,1).

Ante o apresentado, a fim de que a maneira de obtengéo de um vetor de um subespaco
vetorial seja Unica, é necessario utilizar um conjunto gerador que tenha uma caracteristica
especifica, ou seja, é preciso encontrar um conjunto linearmente independente.

Podemos dizer que um conjunto de vetores vy, v,, ..., v, de um espaco Vetorial V é
linearmente independente, se a equagédo

a, v, +av, + .. +av, =0,
é satisfeita se, e somente se, a; = a, = ... = a, = 0. Caso exista algum aj # 0, 1 <i<n,
dizemos que os vetores sdo linearmente dependentes.

Os resultados acima nos levam a préxima definig&o.

Definicdo 3.4. (Base e Dimensdo) Um conjunto {v4,v,,...,v,} de vetores de um espago
vetorial V € uma base de V se esse conjunto é linearmente independente e se ele gera o espago
V. Quando isso acontece, cada vetor de V pode ser escrito de modo Unico como a combinagao
linear dos vetores da base.

O numero de elementos de uma base de um espago vetorial V é chamado de dimenséo
de V. Se V for o espago vetorial nulo, entdo sua dimenséo € 0.

Por exemplo, o conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é linearmente independente e gera o

R3. Portanto, ele é uma base do R3. A dimensdo desse espago vetorial é 3.

Definicdo 3.5. (Transformacio linear) As fungdes de interesse da Algebra Linear sdo as
funcbes cujos dominios e contradominios sdo espacos vetoriais e que, além disso, preservam
as operac0Oes de adigdo de vetores e de multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Assim, tomando-se 0s espagos vetoriais V e W sobre um corpo K, dizemos que uma
transformacdo linear de V. em W é uma funcdo T : V — W que possui as seguintes

propriedades:

(i) T(v1 + v2) = T(v1) + T(v2), para quaisquer vi e v em V;

(if) T(av) = aT (v), para quaisquer vem V e aem K.
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As propriedades (i) e (ii) sdo equivalentes & seguinte propriedade:

T(vy +avz) = T(v1) + aT(v2); paraquaisquer vi e V2 em V e para qualquer a em K.

Por exemplo, a fungdo T: R® - R? dada por T (X, y, z) = (X -V, y — Z) é uma
transformacéo linear, pois se tomarmos vi = (X1, Y1, Z1), V2 = (X2, Y2, Z2) € R3 e a € R teremos:
T(vi+ave) =T(X1 + axe, Y1 + ayz, z1 + azo)
= (Xt +axz—(y1 + ay2), y1 + ay2 — (z1 + az2)
= ((x1=y1) + a(x2 - ¥2), (y1—21) + a(y2 - 22))
=(Xi-Yy, Yi-z1) +a(Xe— Y2, Y2 - 22)
=T(vi)+aT(v)

Definicdo 3.6. (Nucleo e imagem de uma transformacédo linear) Seja T : V - W uma
transformacdo linear. O nlcleo de T é o conjunto de vetores de V que séo levados por T no
vetor nulo de W, ou seja, {v € V; T(v) = 0}. O nucleo é um subespaco de V.

Se o0 nucleo de uma transformacéo linear for apenas o vetor nulo, a transformacéo é
chamada de injetiva.

A imagem de T é o conjunto Im T = T(V) e também é um subespago vetorial.

Por exemplo, se tomarmos T : R* — R3 definida por T(x, ¥, s,t) = (X -y +s+ 1, x +
2s—t, x +y+ 3s— 3t), para calcular o ncleo devemos obter o conjunto de vetores (X, v, s, t)
em R* tais que T(X, y, s, ) = (X —y+s+t, x+2s—t x+y+3s-3t) = (0,0, 0), ou seja,
devemos obter a solucéo do sistema linear homogéneo

x—y+s+t=0

x+2s—t=0
x+y+3s—3t=0

Resolvendo o sistema obtemos como nicleo o conjunto {(-2s +t, =s + 2t, 5, t); s, t €
R}, que é um subespago vetorial do R* de dimensdo 2.

Para determinar o espago gerado pela imagem, devemos tomar um conjunto de
geradores do R* (pode ser a base candnica) e obter a imagem desses geradores para, em
seguida, apds escalonar a matriz formada pelas imagens, tomar as linhas ndo nulas da matriz
equivalente, as quais formam uma base para o espago linha procurado. Portanto:

T(1,0,0,0)=(1, 1, 1), T(0,1,0,0) = (-1, 0, 1), T(0,0,1,0) = (1, 2, 3) e T(0,0,0,1) = (1, -1, -3)

1 1 1
-1 0 1
1 2 3
1 -1 -3
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Escalonando-se:

1 1 1 11 1 111
Ly~ Ly+1L

-1 0 1| 2 0 o 1 2|L-Lli-L, o 1 2

12 3|77 0 1 2| LoLy+2L, [0 00

1 -1 37T g 2 4 000

Entdo, uma base da imagem € {(1, 1, 1), (0, 1, 2)}.

3.2 Entendendo o Funcionamento de um Codigo Linear

Tomemos o conjunto F = Z, = {0, 1} como alfabeto, no qual a opera¢éo de soma é a
soma modulo 2 — sistema binario —, a fim de construir um cédigo de comprimento n = 6, em
que as trés primeiras componentes de cada uma das palavras sejam a informagdo que
desejamos transmitir.

Se a palavra a ser transmitida é x, y, z, podemos definir os digitos de redundéncia
comot=x+y, w=X+2z Vv=y+z porexemplo.

Adotando-se a notacéo vetorial, uma palavra ¢ do codigo pode ser escrita como ¢ = (X,

Yy, Z, X +Y, X + 2, y + 2), que na notacdo matricial é:

B OoR
PRk O

(x,y,Z)[ ]Z(x,y,z,x+y,x+z,y+2)

ooR
oOr o
L OO
oORr R

Desse modo, quando (X, y, z) percorrer todos os elementos de F3 = Z3, serdo
produzidas todas as palavras do codigo. Por isso a matriz acima é chamada de matriz geradora
do codigo.

O exemplo ilustrou o que sera apresentado a seguir.

Definigdo 3.7. (Codigos Lineares) Tomemos um corpo finito IF, de g elementos para ser um
alfabeto e, a partir dele, construamos um codigo C c [F7. Esse codigo sera chamado codigo
linear se for um subespaco vetorial de [Fy.

Se a dimens&o do referido subespago for m, onde m < n, entdo o nimero de palavras

do cddigo serd M =q™.
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Um codigo nas condigBes estabelecidas acima € chamado de (n,m),-cdodigo linear
sobre FF e, caso também seja conhecida a distancia minima d, ele é chamado de (n,m, d),-

codigo linear.
Note que os codigos lineares sdo subespacos vetoriais. Portanto, o vetor 0, elemento

neutro da soma, sempre estard em um codigo linear.

Definigédo 3.8. (Peso de um elemento) Define-se o peso de Hamming de um elemento c de

um codigo linear como o nimero w (c) =d (c, 0), onde d é a métrica de Hamming.

Definicao 3.9. (Peso do cddigo) O peso de um codigo C é o menor valor obtido dentre o peso

de cada um dos elementos do codigo, ou seja,
w(C) = min {w(c); c € C \{0}}

Notemos que se X = (a1, a, ..., a) e y = (b, bz, ..., bn) sdo elementos de um codigo
linear C,entdod (x,y) =Ki/ai#bi, 1 <i<n}=fi/a-bi#£0,1<i<n}|=d(xX-Y,0) =
w (X —y). Portanto, toda distancia entre elementos do codigo C é também o peso de algum

elemento, 0 que acarreta em
d=w (C).

Assim, como o peso do cdédigo € a distancia minima, ndo é mais necessério fazer a

1\2/1 ) = @ distancias (conforme descrito na definigdo 2.6), mas apenas de M

— 1 (a distancia de cada um dos M — 1 elementos ndo nulos ao elemento neutro). Apesar do

analise de (

avango, se o nimero de elementos do cddigo for muito grande, o calculo de d por meio do
peso das palavras do cddigo também fica invidvel, por representar um custo computacional
muito elevado, sendo necessario o desenvolvimento de outros métodos para determinagdo da
distancia minima.
Tomemos um exemplo. Seja C = {0000, 1011, 0110, 1101} c

Z5 um codigo linear. Podemos observar que uma base para o codigo pode ser o conjunto
{1011, 1101}, pois todos os elementos do cddigo sao combinacéo linear de 1011 e 1101:

0000 =0 (1011) + 0 (1101)

1011 = 1 (1011) + 0 (1101)

24



1101 =0 (1011) + 1 (1101)
0110 = 1 (1011) + 1 (1101).
Ou seja, cada vetor foi escrito como a; (1011) + a2 (1101), onde a1, a2 € Z,. Além disso, a1
(1011) + a2 (1101) = (0000) se, e somente se, a1 = a2 = O (0s vetores séo linearmente
independentes).
Para obter a distancia minima do cdédigo C basta calcular m -1 =4 — 1 = 3 pesos: w
(1011) = 3, w (0110) = 2 e w (1101) = 3. Portanto, a distancia minima de C é 2 e o codigo

pode ser classificado como um (4,2,2),-codigo linear.

3.3 Formalizando o Cédigo

Por meio da Algebra Linear sabemos que é possivel construir subespacos vetoriais C
de F7 de duas maneiras: obtendo-se o nlcleo ou a imagem de uma transformagéo linear.

Inicialmente vamos utilizar a imagem.

3.3.1 Cddigo obtido por meio da imagem de uma transformacao linear

Suponhamos que serd construido um codigo para enviar m digitos de informagéo e
n — m digitos de redundancia. Desse modo, o vetor de informagéo é um elemento do espago
vetorial F7, o vetor codificado € um elemento do [} e o codigo C € um subespago C < Fg de
dimensdo m e base vy, vz, ..., Vm.
Obteremos a representagéo do codigo C por meio da seguinte transformagcdo linear:
T: Fg' - Fg

X = (X1, X2, «v , Xm) X1V1 + XoV2 + ... + XmVm

Como a aplicacdo linear T é injetora (demonstracdo abaixo), entdo a imagem de T € 0

codigo C, ou seja, Im (T) = C.
Demonstracdo: Tomemos X, y € [Fg* tais que T(x) = T(y). Portanto,

X1V1+ XoVo + oo+ XmVm = YaVi + YoVo + ... + YV

(X1 = Y)Vi + (X2 = Y2)V2 + ... + (Xm— Ym) Vm =0
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e, como {vi, V2, ..., Vm} € um conjunto linearmente independente (pois € uma base do cddigo
C) temos que xi— yi = O paratodo i € {1, 2, ..., m}, 0 que acarreta em x = y e demonstra que a

aplicacdo é injetora.’’

Por exemplo, utilizemos um cédigo C < 3 sobre o corpo F, = {0, 1} com base
{(1,0,0,0,1,1,0), (0,1,0,0,0,1,1), (0,0,1,0,1,0,1), (0,0,0,1,1,1,1)} e uma palavra x = (1,0,1,1) do
espaco Vvetorial IF3. Logo, para codificar x basta fazermos:
T(x)=T(1,0,1,1)=1.(1,0,0,0,1,1,0) + 0. (0,4,0,0,0,1,1) + 1.(0,0,1,0,1,0,1) + 1.(0,0,0,1,1,1,1)

T(x)=(1,0,1,1,1,0,0) =c.

Assim, a palavra foi codificada para o codigo e pode ser transmitida.

Facamos outro exemplo. Tomemos a transformacéo linear T: F53 — F3 tal que T(x1, X2,
X3) = (X1, X3, X1 + X2, X2 + X3, X2). N0 €aso, T(X1, X2, X3) = (X1, X3, X1 + X2, X2 + X3, X2) =
(0,0,0,0,0) se, e s0 se, x1 = x2 = x3 = 0. Entdo, a aplicacdo € injetiva e sua imagem é o codigo
C:Im(T)=C.

Escrevendo a imagem dos elementos da base candnica de R3 em termos dos elementos
da base candnica de R, temos que:

T(1,0,0) = (1,0,1,0,0) = 1(1,0,0,0,0) + 0(0,1,0,0,0) + 1(0,0,1,0,0) + 0(0,0,0,1,0) + 0(0,0,0,0,1)
T(0,1,0) =(0,0,1,1,1) =0(1,0,0,0,0) + 0(0,1,0,0,0) + 1(0,0,1,0,0) + 1(0,0,0,1,0) + 1(0,0,0,0,1)
T(0,0,1) = (0,1,0,1,0) = 0(1,0,0,0,0) + 1(0,1,0,0,0) + 0(0,0,1,0,0) + 1(0,0,0,1,0) + 0(0,0,0,0,1)
e, entdo, a matriz de codificagdo do codigo é
1 0100
[O 0 11 1]
01 010

Ante ao apresentado, é possivel observar que ha duas formas de codificar uma palavra.

Por exemplo, se x = (1,0,1), pode ser calculado T(1,0,1) = (1,1, 1,1, 0) ou

10100
[1 o 110 0 11 1|=[1 1 1 1 o]
01010

E, em vista do referido resultado, segue-se a definigdo abaixo.

Definicao 3.10. (Matriz geradora de um cddigo) Para descrever a matriz geradora de um
codigo C c Fy (transmite elementos de um espago F7* com n — m digitos de redundéncia),
devemos tomar uma base B = {v1, vz, ..., vm} do cddigo C, em que cada vetor é da forma v; =
(Vi1, Vi2, ..., Vin) € escrever a matriz na qual as linhas sdo os vetores da base de C. Essa matriz

serd chamada de matriz geradora do cddigo C associada & base B.
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(2 Vg V2 o Vi
_|v2| _|V21 V22 - Von
G = : - : : . :
Vm VUm1

Umz -+ Vmn

Como em cada uma das linhas da matriz ha um vetor do cddigo, o cédigo C é um

subespago de Fy gerado pelas linhas da matriz G. Os elementos de C sdo vetores y € [Fg da
foma x.G =y, paratodo x € [Fi'. Isso € equivalente a escrever uma transformagéo linear
T: Fr - Fg

X - xG

emquey =T (X) =X.G =Xv1 + XoV2 + ... + XmVm € X = (X1, X2, ..., Xm). Logo, T (Fg3*) = C.
Dai, podemos afirmar que F7* é o codigo da fonte e C o codigo de canal, sendo a
transformacdo T uma forma de codificag&o.

Facamos um exemplo. Tomemos uma transformacgdo linear T: F2 - F5 tal que
T (X1, X2) = (X1, X2, X1, X1 + X2, X2), que transmite dois digitos de informacéo e trés digitos de
redundéancia, na qual o alfabeto é o corpo F, = {0, 1}. Inicialmente, é realizada a verificacdo
de que a aplicacéo linear é injetiva.

Note que T(X1, X2) = (X1, X2, X1, X1 + X2, X2) = (0,0,0,0,0) se, e s se, x1 = X2 = 0. Entdo,
a aplicacdo é injetiva e a imagem dela é o cddigo linear C.

Como os resultados de T(1,0) e T (0, 1) sdo, respectivamente, T(1,0)=(1,0,1,1,0) e
T@O 1) =(, 1,01, 1), e os vetores (1, 0, 1, 1, 0) e (0, 1, 0, 1, 1) sdo linearmente
independentes, podemos concluir que {(1, 0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 1)} é uma base para a
imagem e, consequentemente, para o codigo. Como a base possui dois vetores, entdo temos
que sua dimensdo m = 2. Além disso, verificamos que o cddigo possui a seguinte quantidade
de palavras: M = q™ =22 =4,

Obtida uma base para o cddigo, podemos escrever a matriz geradora, que €

10110]
01 01 1

Vamos efetuar mais algumas verificagdes. Podemos escrever todas as palavras do
codigo: T(0,0) = (0,0, 0,0, 0); T(1,0)=(1,0,1,1,0); T(0,1)=(0,1,0,1,1); T(1,1) = (1, 1, 1,
0, 1). Em seguida, verifiguemos o valor do peso de cada uma delas, com excec¢do do vetor
nulo: w(1,0,1,1,0)=3;w(0,1,0,1,1) =3;w(, 1, 1, 0, 1) = 4. Entdo, podemos concluir

o
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que o peso do codigo € 3. Portanto, a distancia minima é d = 3. Donde podemos afirmar que o

codigo é capaz de corrigir k = [%] =1erroedetectar d—1=3-1=2 erros.

Facamos outro exemplo. Tomemos o cddigo que é a imagem da transformag&o linear
T: F - F3
X - xG

onde F, = Z, = {0, 1} e G € a seguinte matriz geradora:

1 0101
G=11 1 01 O

11111
A palavra 101 do cddigo pode ser codificada como 01010, pois
1 010 1
[L 0 1]|]2 1 0 1 o|=[0 1 0 1 Ol
11111

Suponhamos agora que desejamos decodificar a palavra 10101. Para isso, devemos
resolver o sistema [x1 X2 x3JG =[1 0 1 0 1], ou seja, resolver o sistema de equacdes

abaixo:

(X1 +x, +x3=1
x,+x3=0
x,+x3=1

L X, +x3 =0
X, +x3=1

cujasolugdo éx1=1,x2=0ex3=0.
Esse sistema foi de fécil resolucéo, mas se a matriz G for complexa, a resolucdo pode
ficar muito dificil. Ou seja, o custo computacional da referida resolugdo pode ser elevado.

Por outro lado, é possivel efetuar operagdes'! com as linhas da matriz G, a fim de que

ela assuma outra forma (G’):

1010 1 - 10101 _, [10101 R
1101 0fLe>L=Lijo 1111, . 101 0|, 51—
1 1 1 1 1lLlz»Ls—=Lilo 1 01 o™ "Plo 1 1 1 R
1010 1 R 10 00 0
01010, ,;, (01010
0010 1 00101

11 Sdo0 as mesmas operacdes utilizadas para obter sistemas de equacdes equivalentes. Séo elas:
L1 — permutacdo de duas linhas

L2 — multiplicacdo de uma linha por um escalar ndo nulo

L3 — adicdo de um mdltiplo escalar de uma linha a outra.
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Dessa forma, ao fazermos xG’ obtemos (x1 X2 Xs X2 Xs) 0 que torna mais facil a
decodificacdo, pois o vetor é imediatamente identificado por meio das trés primeiras
componentes. Logo, a palavra 10101 é facilmente decodificada como 101.

O método utilizado nos leva aos resultado a seguir.
3.3.2 Matriz geradora na forma padréo

Dizemos que uma matriz de codificacdo G de um cddigo C estd na forma padrdo se
tivermos G = [Idm | A], onde Idn € a matriz identidade m x m e A uma matriz m x (n — m).

Verificamos que a matriz geradora do topico anterior pode ser colocada na forma
padrdo. Todavia, nem sempre isso é possivel com o uso das operagdes entre linhas. Por
exemplo, se tomarmos um cédigo em F3, F, = {0, 1}, de matriz geradora

0 0
[00322]’

isso ndo serd possivel, pois as operacdes padrdes entre linhas ndo permitem que tal aconteca.
Entretanto, se forem efetuadas operagBes de permutacbes de colunas, € possivel obter uma
matriz na forma padréo

[00100]C1‘_’C3[10000]
0 00 1 1z 01 0 0 1F

Portanto, se acrescentarmos as operacOes padrdes entre linhas as operacdes entre
colunas:

C1 - permutacéo de duas colunas, e

C2 — multiplicagdo de uma coluna por um escalar ndo nulo
também poderemos encontrar matrizes G’ de um codigo C’ equivalente a C, o que nos leva ao

teorema a seguir.

Teorema 3.1. (Codigo equivalente) Dado um cddigo C, existe um cddigo equivalente C’

com matriz geradora na forma padré&o.

Demonstracdo: Seja G uma matriz geradora de um cddigo C. Podemos colocar G na forma
padrdo com uma sequéncia das operagdes descritas no item 3.3.3 (L1, L2, L3, C1 e C2).

Tomemos a matriz

Ull Ulz Uln

Vo1 %Y Uon
G = :

Umi1 Vm2 Umn



Como a primeira linha de G ndo é nula (os vetores linhas de G sdo linearmente
independentes), por meio de C1 podemos supor de v;; # 0. Em seguida, multiplicamos a
primeira linha por vt e, entdo, podemos colocar 1 no lugar de v, (nesse caso foi utilizada a
operagéo L2).

Somando-se & i-ésima linha a primeira linha por (-1) v;;, obteremos a matriz abaixo

(nesse caso foi utilizada uma sequéncia de operagdes do tipo L3):

1 aqp e Qqp
O a22 e aZTL
0 ampz -~ QGmn

Agora, considerando que na segunda linha da matriz h4 algum elemento ndo nulo e
que por meio da operacdo C1 podemos colocé-lo na segunda linha e segunda coluna, vamos
proceder de forma semelhante ao que foi realizado no pardgrafo anterior: multiplicamos a

segunda linha pelo inverso do elemento, transformando a matriz, conforme apresentado

abaixo.
1 by o bin
0O 1 v byp
0 me bmn

Assim, por meio de operacgdes do tipo L3, de forma analoga ao que ja foi realizado

anteriormente, obtemos a matriz

[1 0O Ciz3 = Cin 1
[0 1 Ca3 -+ Cop
[0 0 ¢33 - c3p |
[0 0O Cn3z ° Cmn

Fazendo-se de forma sucessiva 0 procedimento acima, coluna por coluna, em
determinado momento encontraremos uma matriz na forma padréo
G’ =[ldm|A]. [

Facamos um exemplo. Tomemos um cddigo C definido sobre F, = {0 ,1} pela matriz
G abaixo. Podemos obter uma matriz G’ na forma padrdo, por meio dos seguintes

procedimentos:

OrPRPr
RoOOR
oocor
R Or O
oor o
R rOO
oOroo
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111 0 0 0 O] (1 1 1 0 0 0 O]
1 00 11 0 O0f|Lz»L,—Ly|0 1 1 1 1 0 O|Lszs—L;—1L,
10000 1 1|ly»L;—LJ0 1 1 00 1 1|L,~L,—1L,
0O 1 01 0 1 Ol 01 01 0 1 O
11 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 O]
01 11100 01 11100 _
0001111 €% |opo10 11 1|7kl
O 01 0 1 1 0Of 0 0 01 1 1 Ol
1 01 0 1 0 0 (1 0 0 0 0 1 1]
011110 0|Li=»Li—-L3l0 1 01 01 Ny S —L
001011 1|l,=L,—L,0 0 1 0 1 1 1|te>le—14
O 00 1 1 1 0Of 0 0 01 1 1 0O
1 0 0 0 0 1 1
;10 1 0 0 1 0O 1}|_
G — 0 0 1 0 1 1 1 - [|d4 | A4x3].
0O 001110

3.3.3 Cdodigo dual

Antes de iniciar o estudo dos cddigos duais, é importante sabermos a defini¢do de

produto interno de vetores.

Defini¢ao 3.11. (Produto interno) Sejam u = (ug, Uz, ..., Un) € V = (V1, V2, ..., Vn) elementos
de F™. Definimos o produto interno de u e v como
< U, V>=uUvi + UaV2 + ... + UnVh.
Observemos que a operagdo < u, v > possui as propriedades usuais de um produto
interno, ou seja, é positiva e definida, simétrica e bilinear?,

Dizemos que u é ortogonal a v se, e somente se, <u, v>=0.

Definicdo 3.12 (Codigo dual) Seja C < Fy um codigo linear com matriz geradora G.

Definimos um conjunto € tal que

Ct={ver:<v,u>=0,YuecC}

12) <u,u>20,paratodouEIF2
ii) <u,u>=0se, esomentese, u=0
iii) <u, v>=<v, u>, paratodo u,veIFZ
iv)<u+aw,v>:<u,v>+a<w,v>,paratodou,v,WEIFZeaeIF.
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O conjunto €+ satisfaz as seguintes propriedades:

i) €L éum subespago vetorial de Fg

Demonstracéo: De fato, se tomarmos u, v€ €1, x € C e a € F, verificamos para todo x € C

que<u+av,Xx>=<u,Xx>+a<v,x>=0e, portanto, u+av € CL. ]
i) x € CL se, e somente se, Gx'=0

Demonstracéo: De fato, x € C-Llse, e somente se, x é ortogonal a todos os elementos de C. E x
é ortogonal a todos os elementos de C se, e somente se, X é ortogonal a todos os elementos de

uma base de C, o que é o mesmo que dizer G x' = 0, pois as linhas de G sdo uma base de C. [

Assim, ante ao apresentado, provamos que Cl é um subespago vetorial de F7,

ortogonal a C, o qual chamaremos de cddigo dual de C.

A seguir serdo apresentados alguns resultados importantes.

Teorema 3.2. (Dimens&o e matriz geradora de €1) SejaC c [F7 um codigo de dimenséo m
e com matriz geradora G = [ldm | A], na forma padréo. Entéo
i) dim Ci=n-m;

i) H=[- A'|ldnm ] € uma matriz geradorade C-.

Demonstracao:
(i) Um vetor v = (v, V2, ..., V) pertence a C-L se, e somente se, G vi = 0. Como G

estd na forma padréo, isso equivale ao sistema:

0 | Ai(m+1) 0 Ay |

[1 0 0 O 2 0

Io 10 0 0 | @mny az.‘”)I I[]I |H|
RSN S
[O O O 1 | am(m+1) coe am(n)men Un nx1l O mx1
Dai,
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(V1 + aonr1)- Vmrr ot Qi) vy = 0

J ) + QGym+1)- Vmer o F Aoy vy =0
'k

Um ¥ Am(m+1)- Vm+r + 0 F Am(n)-Un = 0

(V1= —(Qim+1) Vmsr T F Qi Vn) V11 [Vm+1]

vy = —(A2(m+1)- Vmer +  F a(n)- Vi) | i |Vme2 |

: > |il=-4] |

| : | : | [ : J
kvm = _(am(m+1)- Uty + oo F Am(n)- 17n) lva Un

Portanto, temos que C-1 possui n — m elementos (E a quantidade de elementos da

altima coluna: n-(m+1)+1). Logo, €. tem dimensdo n—m. [J

(if) As linhas de H s&o linearmente independentes, devido ao bloco ldy-m. Portanto,
elas geram um subespago vetorial de dimens&o n — m. Como as linhas de H séo ortogonais as
linhas de G, temos que o espaco gerado pelas linhas de H esta contido em CL. E, como esses
subespagos possuem a mesma dimensdo, eles coincidem. Isso prova que H =[- A'| Idn-m ] é

uma matriz geradorade CL. [

Proposicdo 3.1. (Relacdo entre as matrizes geradoras dos codigos C e €1) Suponhamos
que C c [F¢ € um codigo de dimensédo m e com matriz geradora G. Uma matriz H de ordem (n
- m) x n, com coeficientes em F, e com linhas linearmente independentes, é uma matriz

geradorade C' se, e somente se, G . H' = 0.

Demonstragdo: As linhas de H geram um subespago vetorial de [F7 que possui dimensdo n —

m, idéntica & dimensdo de CL. Além disso, se chamarmos de hi, ... hom € 01, - QOm,
respectivamente, as linhas de H e de G, entéo
(G-HY)ij =< gih; >
Portanto, dizer que G. H* = 0 é equivalente a dizer que todos os vetores do subespaco
gerado pelas linhas de H estdo em C-L. E, como esse subespago tem a mesma dimensdo de
CL, entdo

G.H' =0 e C1Légerado pelas linhasde H. [
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Proposicdo 3.2. (¢H)l =c¢

Demonstracéo: Sejam G e H, respectivamente, matrizes geradoras de C e €. Logo, G. Ht =
0. Tomando transpostas nessa Ultima igualdade, temos que H.G® = 0. Portanto, G é a matriz

geradorade (C1)L. Dai, segue-se o resultado. (]

Proposicao 3.3. Seja C um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz geradora de

CL. Entdo, temos que v € C se, e somente se, H v = 0.

Demonstracéo: Conforme ja demonstrado, temos que (C1)L =Cex € C! se, e somente se,
G x' = 0. Decorre dessas duas afirmativas que v € C se, e somente se, v € (CL1)L se, e

somente se, Hv!=0. [

A matriz Hde €< é chamada de matriz teste de paridade de C.
Por exemplo, se for dado um codigo C sobre F, = {0, 1} com matriz geradora
1 001 11
G=|0 1 0 0 1 1}
0 01010
como G esta na forma padrdo (G = [ Idm | A ]), é facil encontrar a matriz teste de paridade H,

pois ela é H=[- A'| Idw-m ]. Portanto,

H =

1 001 00

1110 1 0|

1 100 0 1

Assim, se quisermos verificar se as palavras vi = 100111 e v, = 010101 pertencem ao

codigo, basta calcular

_1_
1001008 0
Hvi=|1 1 10 1 of[;|=|0
1100 0 ulg| lo

1

e

_O_
100100% 1
Hvi=|1 1 1 0 1 of|;|=1|
1100 0 g lo

1]
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Assim, podemos concluir que vi € C e v2 & C, pois H v é o vetor nulo e H v ndo é o
vetor nulo.

A verificacdo de que uma palavra pertence ao cddigo por meio da matriz de paridade
requer um custo computacional muito menor do que o método apresentado anteriormente, por
meio do qual era preciso resolver o sistema xi1G = vi e x2G=Vv2, onde xi, X2 € F*, para
verificar se os vetores pertenciam ao codigo.

A matriz teste de paridade também contém informacbes sobre o peso do cddigo,

conforme veremos no proximo item.

Proposicéo 3.4. Seja H a matriz teste de paridade de um cddigo C. Temos que o peso de C é
maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente

independentes.

Demonstracdo: Vamos supor, inicialmente, que cada conjunto de s — 1 colunas de H seja
linearmente independente. Tomemos uma palavra ndo nula ¢ = (cy, Co, ..., Cn) do cddigo C e
digamos que ht, h?, ..., h" sejam as colunas de H. Como Hc' = 0, entdo

0=H.ct =Y c;h.

Se w (c) <s-1, como w (c) € o nUmero de componentes ndo nulas da palavra c e a
equacdo 0 = H.ct = Y ¢;ht, entdo haveria uma combinagdo nula de um ndmero t de colunas
deH,1<t<s-1, oque éuma contradi¢do. Portanto, w (c) > se w (C) >s.

Reciprocamente, suponhamos que w (C) > s. Suponhamos ainda, por absurdo, que H
tenha s — 1 colunas linearmente dependentes. Suponhamos que sejam as colunas
h'i,h'z, ... h's-1. Dessa forma, haveria c; , c;,, ..., ¢;,_,, nem todos nulos, tais que

cl-lhi1 + cizhi2 + ..+ cl-s_lhis—1 =0.
Logo,c=(0,..,¢;,0,..,¢,,,0, ..,0) € Ce, consequentemente, w () <s-1<s,

0 que seria um absurdo. [

Teorema 3.3. Seja H a matriz teste de paridade de um cddigo C. Temos que o peso de C é
igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e

existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstracdo: Vamos supor que w (C) = s. Logo, todo conjunto de s — 1 colunas de H é

linearmente independente. Portanto, existem s colunas de H linearmente dependentes, pois se
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isso ndo acontecesse, teriamos w (C) = s — 1, em observancia ao apresentado na proposicao
anterior.

Suponhamos, agora, que todo conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Dai, pela proposi¢éo anterior,
temos que w (C) > s. Todavia, w (C) ndo pode ser maior que s, pois se iSso ocorresse, pela
proposicdo anterior, teriamos que todo conjunto com s colunas de H € linearmente

independente, o que é uma contradicdo. [
Teorema 3.4. Cota de Singleton

Os parametros (n, m, d) de um cddigo linear satisfazem & desigualdade
d<n—-m+1
Demonstracdo: A matriz teste de paridade H tem posto n — m. O Teorema 3.3 nos permite

afirmar que d — 1 é menor ou igual ao posto de H. Portanto, dai segue a desigualdade. [
3.4 Um Exemplo de Cddigo

Definicao 3.13. (Cddigo de Hamming) Um codigo de Hamming de ordem t sobre F, é um
codigo com matriz teste de paridade H; de ordem t x n, em que t = n — m, cujas colunas séo
os elementos de F; (exceto o vetor nulo de F£) em uma ordem qualquer. A definicdo de H:
determina o cddigo C a menos de equivaléncia.

Observa-se que o comprimento do codigo de Hamming de ordemtén = 2t -1 =
2n=m — 1. A dimensdo do codigo é m.

Verifica-se que d = 3, pois em H; é facil achar trés colunas linearmente dependentes.

Como exemplo, consideremos a matriz

1011100
H;=11 1 0 1 0 1 O
0111001

Esta é a matriz do cddigo de Hamming correspondente a t = 3.

Teorema 3.5. Todo codigo de Hamming é perfeito.

Demonstragéo: No caso, como d =3, entdo k = [%]: 1. Dado ¢ em F¥, temos que | D (c, 1) |

=1+n.
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Portanto,
|[UcecD (c,1)] = [1+n]l.2m =[1+27m —1].2m = 21
e, consequentemente,
UeecD (c,1) = FL. [

3.5 Decodificacdo pela Sindrome

A decodificagdo € o procedimento de deteccdo e correcdo de erros em um cddigo. O
meétodo que serd apresentado aqui para decodificagdo é, segundo Hefez e Villela (2008, p.
104) um aperfeicoamento do método inventado por D. Slepian que era utilizado no
laboratorio Bell na década de 60.

Inicialmente, vamos definir o vetor erro e € Fg como a diferenca entre o vetor
recebido r € [F7 e o vetor transmitido ¢ € [Fg:

e=r-c.

Por exemplo, se em um codigo sobre F, = {0, 1} foi transmitida a palavra 010011 e
foi recebida a palavra 101011, entdo o vetor erro é e = 101011 — 010011 = 111000.

O peso do vetor erro indica a quantidade de erros cometidos na transmissdo. No
exemplo anterior, o valor do peso do vetor erro é 3, o que indica que ocorreram 3 erros na
transmiss&o.

Tomemos, agora, a matriz H que faz o teste de paridade do cédigo e calculemos He'.
Como a palavra ¢ pertence ao codigo, temos Hc' = 0 e, entdo, verificamos que He' = H(r' - ¢

= Hr'. Isso nos direciona ao préximo resultado.

Defini¢éo 3.14. (Sindrome de um vetor) Dados um codigo C c F? e um vetor v € Fy,
chamamos de sindrome de v o vetor Hv!, onde H é a matriz teste de paridade do codigo C.
Como He' = Hr', entdo podemos dizer que o vetor erro e e o vetor recebido r tem a
mesma sindrome.
De fato, se chamarmos de h' a i-ésima coluna da matriz teste de paridade H e tivermos
um vetor erro e = (Xg, ... , Xn), entéo

n hi1 hin

i — : : —
inh =x : + -+ x, : =

i=1 h(n—m)l h(n—m)n
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X1hyy + -+ xXphyy
= : = He' = Hr'. [
xlh(n—m)l +oeeet xnh(n—m)n

O resultado a seguir € de extrema importancia, pois é por meio dele que é possivel

efetuar a corregdo de uma palavra transmitida com erro.

Teorema 3.6. Seja C um codigo linear em Fy com capacidade de corre¢do k. Ser € Fg ec €
C c Fy séo tais que d (c, r) < k, entdo existe um Gnico vetor e com w(e) < k cuja sindrome é

igual a sindromederetalquec=r-e.
Demonstracdo: A demonstragdo deste teorema seré dividida em trés partes:

Primeira Parte: Provando a existéncia do vetor e
O problema que deveremos resolver é como determinar o vetor e a partir de Hr".
Suponhamos que um codigo C tenha distancia minima d > 3 (pois caso contrério k = 0
e nada teriamos para demonstrar) e que o vetor erro e, introduzido entre a palavra transmitida
c e a palavra recebida r, seja tal que w(e) <1, ou seja, o canal introduziu no maximo um erro.
Se He' =0, entdo r € C e tomamos r = c.
Se He' # 0, entdo w(e) = 1 e, entdo, e tem apenas uma coordenada ndo nula. Nesse
caso, consideremos que e = (0, ..., X, ..., 0) com X # 0 na i-ésima posicao.
Verificamos que
He' = xh', onde h' ¢ a i-ésima coluna de H.
Portanto, ndo conhecendo e, mas sabendo que:
He! = Hrt = xh',
Podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componentes nulas, exceto a
i-esima componentes que é X.
Para w(e) > 1, podemos fazer essa mesma construgdo, anexando mais coordenadas
ndo nulas para o vetor e.
Além disso w(e) = w (r — c) = d(c, r) e d(c, r) <k, entdo existe um vetor e tal que

w(e) < k.

Segunda Parte: Provando que a sindrome de e é igual a sindrome de r
De fato, c=r-eeHe' = H(r'-c) = Hr' = Hc' = Hr' - 0= Hr'.
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Terceira Parte: Provando a unicidade de e
Para provar a unicidade, suponhamos que existam os vetores e = (Xi, ... , Xn) € €" =
(X’1, ... , X’n), € £ €°, que satisfacam w(e) < x e w(e’) < k e que tenham sindromes iguais.

Entdo, se H é uma matriz teste de paridade de C, temos
n n
Het = H(e")t = Z x;ht = Zx'ihi = xht+ -+ x,h" —x'"tht — - —x',A" =0
i=1 i=1

= (x;—x'y)ht*+ -+ (x,—x',,) K™ =0, ou seja,

n

Z(xi —x')ht=0

i=1
Como w(e) <k e w(e’) <, ou seja, hd no maximo « entradas ndo nulas em cada vetor,

consequentemente no maximo 2k coeficientes (x; —x’;) #0, com i € {1, 2, ... , n}, na

n
D (xi—x'Dht =0,
i=1

0 que nos fornece uma relagéo de dependéncia linear entre m colunas de H com m < 2k < d-1.

combinagdo linear . Mas

Como quaisquer d — 1 colunas de H séo linearmente independentes, conforme o

teorema 3.3, temos que X; = X’ para todo i e, portanto, e = e’. [

3.5.1 O algoritmo para codigos que corrigem um erro

Seja C c Z3 o cddigo gerado pela matriz

uy
o)
or
P
=9

o
=

Suponhamos que o vetor erro e, introduzido entre a palavra transmitida c e a palavra
recebida r, seja tal que w(e) < 1. Suponhamos, ainda, que tenha sido enviada a palavra c =
10110 e recebida a palavra r = 11110. Estudaremos a decodificagdo de r.

Inicialmente, verificamos que a matriz G esta na forma padrdo G = [ Idm | A ]; que a
dimensdo do cddigo é m = 2, pois a imagem do codigo é gerada por dois vetores; e que 0
tamanho das palavras é n = 5. Com essa informacdes, podemos construir a matriz teste de
paridade H=[- A"| Idn-m ]:

39



1 0100
H=]1 1 0 1 0|
0 1 00 1
Assim, apds obter H, podemos calcular Hr:
1
1010 ofi] o
11 010 |1I_
01 00 1

e podemos concluir que a palavra foi transmitida com erro, pois o resultado Hr' ndo foi o vetor
nulo. Dessa forma, como w(e) < 1, podemos concluir que ha um erro na transmissdo e que 0
vetor erro terd a formae = (0, ..., X, ..., 0) com X # 0 na i-ésima posi¢&o.

Entéo, devemos determinar qual é a i-ésima posigdo. Para tanto, devemos calcular He'

i =2, pois

= Hr{, mas He' = xh', onde h' é a i-ésima coluna de H. Fazendo a conta, verificamos que
4
1 0 1 0 O0OF|2] O
11 010

[1]= _1H_1h2
0100 1 J

e, entdo, escrevemos o vetor erro e = (0, 1, 0, 0, 0). Agora, falta apenas achar c. Comoe =r —

c, ou ainda ¢ = r — e, obtemos ¢ fazendo: ¢ = 11110 — 01000 = 10110, que foi a palavra

transmitida.

Diante do exemplo apresentado, podemos descrever um algoritmo que permite a

decodificacdo em cddigos corretores de até um erro:

Seja H a matriz teste de paridade de um cédigo C e seja r um vetor recebido (suponhamos d
>3)
i) Calcule Hr',
i) Se Hr' = 0, aceite r como a palavra transmitida.
iii) Se Hr'=s', compare s' com as colunas de H.
iv) Se existirem i e x tais que s' = xh', para x € FF, ent&o e é a n-upla com X na posic&o
i e zeros nas outras posic¢oes. Corrijar pondoc=r-e.

V) Se o contrério de (iv) ocorrer, entdo mais de um erro foi cometido.
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3.5.2 Classes laterais

Tomemos um vetor v € [Fg. Definimos o conjunto classe lateral de v segundo o codigo
C c FFg como sendo

v+c={v+c;ceC}.

Esse conjunto possui algumas propriedades, as quais serdo elencadas a seguir e cuja

demonstracdo pode ser verificada em Hefez e Villela (2008, p. 107-109).

)} Os vetores u e v de [Fy tém a mesma sindrome se, e somente se, U € v + C;
i) v+C=v+Cov-VvEC

iii) v+CONEV+C)#0 =>v+C=v' +C

V) Usery(v +C) = Fy

vy v+ Q=[|C|=q™

O mais importante das classes laterais € que todos os elementos de uma classe tém a
mesma sindrome e que os elementos de classes laterais distintas tém sindromes diferentes.

Estas caracteristicas definem uma particdo em [Fp.

Por exemplo, seja C c [F3 o codigo gerado pela matriz

1011]
0 1 o0 1F

Nele, temos que: a dimensdo do cddigo é m = 2, pois a matriz G tem duas linhas; o

o=|

tamanho das palavras é n = 4, pois a matriz G tem 4 colunas; o valor de g = 2, pois o alfabeto
[F tem 2 elementos.

Com essas informagdes, verificamos que n — m = 2 e, portanto, 0 ndmero de
n
elementos de cada classe lateral sera 4 = 22 = g™ O nmero de classes laterais é Z—m =q" M=
22 =4,

Por meio da matriz G também podemos obter as palavras do codigo. Basta fazer

o ofy 9 ¢ 1= o o ailr afy J ¢ =001 1
o ufp 33 i=o 1o wn Uy s Ym0
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Ante 0 exposto, verificamos que as classes laterais sdo as seguintes:
0000 + C = {0000, 1011, 0101, 1110}
1000 + C = {1000, 0011, 1101, 0110}
0100 + C = {0100, 1111, 0001, 1010}
0010 + C = {0010, 1001, 0111, 1100}.

Um vetor de peso minimo em uma classe lateral é chamado de elemento lider dessa
classe. Entdo, 0000 é o lider de C; 1000 € o lider de 1000 + C; 0100 e 0001 séo lideres de
0100 + C; e 0010 é lider de 0010 + C.

O exemplo anterior mostrou que uma classe lateral pode ter mais de um lider. Todavia,
0 que se busca é a construcdo de um cddigo em que cada classe tenha um unico lider.

Verifiqguemos, entdo, os resultados a seguir.

Teorema 3.7. Tomando-se um codigo linear C c Fy com distancia minima d, se u € Fg e tal

d-1 ~ . ;. .
que w(u) < [T] entdo u € o unico elemento lider de sua classe.

Demonstracdo: Suponhamos que u, v € Fz com w(u) < [%] e w(v) < [%] Se u e v séo

elementos da mesma classe, entdo u—v € C, pois

uey+Csu=y+cg
vEy+C=>v=y+c,.
u—v=c—c¢c €C

Nesse caso, w(u — v) < w(u) + w(v) < [%] + [%] < d-1. Como w(c) > d para

todo c € C#0, entdo u—v =0 e, portanto, u = v. [

Observagdo importante: O codigo apresentado na se¢do anterior ndo possui um Unico

. . . d-1
elemento lider em suas classes laterais pois d = 2, logo [T] =0.

3.5.3 Decodificacdo pela sindrome

Apos a apresentacdo das informagdes anteriores, podemos apresentar um algoritmo de

correcdo de mensagens que tenham sofrido uma quantidade de erros menor ou igual a k =

5]
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.. . . d-1
Inicialmente, devemos determinar os elementos u € [Fy tais que w(u) < [T] Em

seguida, devemos calcular as sindromes desses elementos e coloca-las em uma tabela.
Entdo, ao recebermos uma palavra r, devemos:
i) Calcular a sindrome s' = Hr'
i) Se s esta na tabela construida, tomamos o elemento | lider da classe tal que H.I' =
s'. Em seguida, trocamos r por r — I, pois r — | = ¢, onde ¢ é a palavra do cédigo
transmitida.

iii) Se s ndo esta na tabela, entdo na mensagem recebida foram cometidos mais do que

d-1
K= [T] erros.

Por exemplo, consideremos um cddigo linear C c F$ com matriz teste de paridade

T
[l

ooRr
oORr o
kOO
(@ IS
o)
b OoR

Como a matriz teste de paridade é uma matriz de ordem (n — m) x n, entdo temos que
n—-m=3en=6. Dai, ttmos que a dimensao do codigo € m = 3. Além disso, verificamos
que as colunas da matriz H s&o linearmente independentes 2 a 2 e existem trés colunas
linearmente dependentes (primeira, segunda e quarta), podemos dizer que a distancia minima

do cddigo é d = 3 e, portanto, ele pode corrigir até k = [%] = 1erro.

Vamos escrever os vetores de FS com w(u) < 1 e suas respetivas sindromes:

_O_ _O_
10010180100101%0
0101 1ofg=[ofifo 1011 o=
o010 1 gl lofloo 10 1 1y lo

0. 0.

_O_ _O_
1001012010010181
0101 1 0|j=[o[s]o 2 01 1 of]j|=|1]:
0010 1 gl lalloo 1o 1 a5 lo

ol L0

_O_ _O_
1001018010010181
0101 1 0|p=[t[s]o 2 01 1 0||=]o]:
0010 1 dj] lalloo1o 1 g L

0. 1.
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Entéo:
Tabela 3
Lider | Sindrome
000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010
100000 100

Fonte: FAMAT em Revista.
Disponivel em: http://www.portal.famat.ufu.br/sites/famat.ufu.br/files/ Anexos/Bookpage/Famat_Revista_06.pdf

Suponhamos que tenha sido recebida a palavra r = 100011. Logo, como Hr' = (010)',
temos que e = 010000. Consequentemente, ¢ = r —e = 100011 — 010000 = 110011.

Suponhamos, agora, que tenha sido recebida a palavra r = 111111. Logo, como Hr' =
(111)' ndo se encontra na tabela, foi cometido mais que um erro na mensagem.

Tomemos outro exemplo. Seja C  [F3 um codigo linear gerado pela matriz

o PR
or
or
e
e
RO
)
or
i

e que possui distancia minima d = 5.Por meio da matriz geradora, podemos identificar que a
dimensé&o do codigo € m = 2 e o tamanho das palavras € n = 9.
A matriz G ndo est4 na forma padrdo. Entdo, por meio de operagbes elementares entre

as colunas, podemos deix&-la no formato desejado. Portanto,

62[111100010]C(_)C
00011110 2275
, L 0111001 0]_

G_[010101101]_[1d2|A]'

Agora, podemos montar uma matriz H de teste de paridade,
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=[-A" | 1d;].

=

[l
ORr OO RRR
OO0OO0OO0ORrOO
OO0OO0OrO0OOO

PORRLRORO
cNoNoYoNoNaN
cNoNoYoNolaNe)

oNol JolNoleolNe)
ol NeoloNololNe)
P OOOOO0OOo

No caso, temos que [%] =2 e, portanto, a tabela deve ser montada com os vetores de

peso < 2 e suas respectivas sindromes:

Tabela 4 - Vetores na forma transposta (V')

ofojofojojojojof1jy12y2y2y12j2j1f1fojofojofojofojofojofojofofofojojojojojofofofojojofojo

i/o0jofojofojofoj1fojofojojojo0j0|1f1j1f12j1j12y21;0f0j0|0j0|0J0OJ0O|O0OfO|OfO|OfO|O|O|OfO]|OfO

of1jofojojojojofoj1f0j0|0j0J0|0f1|0f0O|O0OfO|OfO|1f21|2f21|1f21|0OfO|0O|O|O|O|OfOfOfO|O|OfO]O

Suponhamos que a palavra recebida seja r = 111011000. Verificamos que Hr' =
(0000111)!, valor que ndo consta na tabela, o que significa que na palavra foram cometidos
mais de dois erros.

Agora consideremos a palavra recebida r = 111011100. Verificamos que Hr' =
(0000011)", palavra que existe na tabela. Tomamos entdo o lider da classe correspondente, que
é 0 vetor 0000011 e obtermos a palavra transmitida ¢ = 111011100 — 0000011 = 111011111,

a qual pertence ao codigo, pois Hc' = 0.
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4 FUNDAMENTACAO PEDAGOGICA

Segundo consta nas Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCN+, 2000, p. 8), o referido nivel de ensino
tem por objetivo “preparar para a vida, qualificar para a cidadania e capacitar para o
aprendizado permanente, em eventual prosseguimento dos estudos ou diretamente no mundo
do trabalho”. E em busca dessa finalidade que a area das Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias se apresenta como capaz de desenvolver competéncias que envolvem a
representacdo e a comunicacdo; a investigacdo e compreensdo; e a contextualizagdo sécio-
cultural.

Abordando-se mais especificamente o conhecimento matematico, é possivel verificar
que ele desenvolve competéncias que auxiliam na tomada de decisdes e também ampliam as
habilidades do pensamento, ou seja, ele € capaz de ajudar na interpretacdo da realidade e no
desenvolvimento de habilidades ao longo da vida social e profissional.

Para que o Ensino Médio alcance os objetivos acima propostos e consiga efetivamente
desenvolver as competéncias descritas, é preciso que o docente esteja preparado para utilizar
novas técnicas de ensino-aprendizagem. Sobre o trabalho do professor, afirma Parra e Saiz
(apud Vilela, 2008, p. 8, 9):

O trabalho do professor consiste [...] em propor ao aluno uma situagéo
de aprendizagem para que elabore seus conhecimentos como resposta
pessoal a uma pergunta, e os faca funcionar ou os modifique como
resposta as exigéncias do meio e ndo a um desejo do professor. (Parra
e Saiz, 1996, p. 49)

Portanto, o docente deve estar pronto para propor atividades que envolvam a
contextualizacdo dos contelidos, a resolucdo de problemas, a aplicacdo de jogos e o uso de
computadores com a finalidade de construir o conhecimento. Dessa forma, o professor podera
contribuir para que os estudantes estejam preparados para os varios desafios que encontrardo
quando finalizarem o Ensino Basico, uma vez que a sociedade estd cada vez mais globalizada

e informatizada.
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4.1 A Importancia da Contextualizacdo Historica da Matematica

A anélise do contexto histdrico na constru¢cdo dos conceitos matematicos é muito

importante. Segundo D* Ambrosio:

“As ideias matematicas comparecem em toda a evolugdo da
humanidade, definindo estratégias de agdo para lidar com o ambiente,
criando e desenhando instrumentos para esse fim, e buscando
explicacdes sobre os fatos e fendbmenos da natureza e para a propria
existéncia. Em todos os momentos da histéria e em todas as
civilizagBes, as ideias matematicas estdo presentes em todas as formas
de fazer e de saber.” (D’ Ambrosio, 1999, p. 97)

Assim, podemos afirmar que a analise histérica contribui para a construgdo do
conhecimento pelos alunos, pois permite dar significado aos contetidos escolares, uma vez
que ajuda os educandos a entenderem 0s motivos que levam pessoas a fazerem Matemaética e
que as necessidades (sejam elas préticas, sociais, econdmicas ou fisicas) normalmente
estimulam o desenvolvimento matematico.

E claro que a formalizacio de uma teoria utilizada hoje ndo é idéntica a realizada no
passado, quando foi obtido aquele resultado matematico. Entretanto, é importante que o aluno
compreenda em que circunstancias a teoria foi formulada, pois isso permitira uma melhor
compreensdo dos conceitos e a constru¢do do conhecimento. Nesse sentido, Viana e Silva

afirmam que

“[...] a partir do momento que se conhece a HM [Histdria da
Matematica], as aulas ficam mais interessantes e com aprendizado de
qualidade” (Viana e Silva, 2007, p. 6).

Ressalte-se que a contextualizacdo histdrica de um conteldo matematico ndo serve
apenas para se tornar uma aula mais interessante ou para dar significado a um contetdo. Ela
vai além, pois ajuda o aluno a perceber que a Matematica ndo esté isolada dos demais saberes.

Segundo Miguel e Miorim (apud Oliveira, Alves e Neves), as contribui¢fes séo da forma:

(1) “A matematica como uma criacdo humana; (2) as razdes pelas
quais as pessoas fazem Matemaética; (3) as necessidades praticas,
econdmicas e fisicas que servem de estimulo ao desenvolvimento
das ideias matematicas; (4) as conexdes existentes entre a
matematica e filosofia, matematica e religido, matematica e ldgica,
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etc.; (5) a curiosidade estritamente intelectual que pode levar a
generalizacéo e extenséo de ideias e teorias; (6) as percepgdes que
0s matematicos tém do proprio objeto da matemética, as quais
mudam e se desenvolvem ao longo do tempo; (7) a natureza de
uma estrutura, de um axiomatizagdo e de uma prova.” (Miguel e
Miorim, 2004, p. 33)

Portanto, se a histéria da Matematica for utilizada em sala de aula, serd criado um
ambiente que proporciona ao aluno um aprendizado significativo, por meio do qual sera
possivel que o educando participe da descoberta dos contetdos, observe os aspectos humanos
envolvidos no desenvolvimento de uma teoria e analise o contexto historico de surgimento
dela (as circunstancias em que ela foi desenvolvida, crencas, emog0es, afetos e outros itens

envolvidos no surgimento da teoria).

4.2 A Resolugdo de Problemas como Estratégia de Ensino-aprendizagem

O ensino da Matematica por meio da resolucdo de problemas auxilia na
contextualizagdo dos contetidos, uma vez que a Matematica é utilizada para resolver diversos
problemas e situacdes no cotidiano.

A recomendac&o de que o ensino seja contextualizado est nos PCN+:

“Aprender Matemética de uma forma contextualizada, integrada e
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de
competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, a
medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno,
capacitando-o para compreender e interpretar situagfes, para se
apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar,
tirar conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas
outras ac¢les necessarias a sua formagéo.” (Brasil, 2010, p. 111)

Para que a metodologia possa ser utilizada, é importante que alunos e professores
saibam a diferenga entre um problema matemaético e um exercicio matematico. O primeiro é
definido como

“uma situacdo que demanda a realizagdo de uma sequéncia de agdes
ou operagBes para obter um resultado. Ou seja, a solugdo ndo esta
disponivel de inicio, mas é possivel construi-la” (PCN, 1998, p. 41)

ou, segundo Silveira, como
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“toda situacdo requerendo a descoberta de informagbes matematicas
desconhecidas para a pessoa que tenta resolvé-lo e/ou a invencéo de
uma demonstracdo de um resultado matemético dado.” (Silveira,
2001)

O segundo, de acordo com Silveira é

“uma atividade de adestramento no uso de alguma
habilidade/conhecimento matematico ja conhecido pelo resolvedor,
como a aplicacdo de um algoritmo conhecido, de uma férmula
conhecida” (Silveira, 2001)

Dessa forma, se na atividade que est4 sendo realizada os alunos conseguem interpretar um
enunciado, estruturam as situagOes apresentadas (ndo necessariamente todas elas),
desenvolvem uma ou mais estratégias de resolu¢éo e efetuam a verificacéo do resultado, entéo
estd sendo utilizado um problema matematico. Ressalta-se que o foco ndo é ensinar os alunos
a resolverem problemas, mas sim ensinar Matemaética por meio da resolucédo de problemas.

Nesse sentido, para que um professor utilize 0 método de resolucéo de problemas para
0 ensino de Matematica, ele deve desenvolver atividades que despertem a curiosidade dos
alunos — com problemas compativeis com o desenvolvimento intelectual deles — e que sejam
capazes de estimular os educandos a desenvolverem um trabalho investigativo — seja com o
auxilio do professor ou com o auxilio de colegas —, a fim de encontrar a solucéo do problema.
Essa maneira de interagir se assemelha ao que é sugerido por Vygotsky, pois permite que o
discente construa o conhecimento, passando da zona de desenvolvimento proximal (na qual
ndo consegue realizar todas as atividades sozinho, sendo dependente do auxilio recebido pelo
professor ou por outros colegas) para a zona de desenvolvimento real (quando, entdo, terd
apreendido as novas teorias matematicas e sera capaz de resolver os problemas propostos de
forma independente).

Vygotsky (1999) ainda destaca a importancia dos problemas para a formagdo dos
conceitos:

“A formacdo de conceitos é o resultado de uma complexa atividade
em que todas as funcOes intelectuais basicas tomam parte. No entanto,
0 processo ndo pode ser reduzido & associacéo, a atencdo, a formacéo
de imagens, a inferéncia ou as tendéncias dominantes. Todas sdo
indispensaveis, porém insuficientes sem o uso do signo, ou a palavra,
como meio pelo qual conduzimos as nossas operagbes mentais,
controlamos o seu curso e as canalizamos em dire¢do a solucdo de um

problema.” (Vygotsky, 1999, p. 72-73)
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0 que corrobora a tese de que a solucéo de problemas pode ser utilizada para a construcéo dos

conceitos matematicos.

4.3 O Uso do Computador em Sala de Aula

Atualmente vivemos em uma sociedade em que a quantidade de informagdes
transmitidas e a velocidade de transmisséo estdo cada vez maiores. A internet se tornou algo
praticamente essencial no cotidiano das pessoas e é notdria uma constante busca de insercéo
social e participacdo na nova realidade digital pelos individuos. A escola ndo pode ficar de
fora dessa nova realidade. Ela precisa criar situacdes em que seja possivel a utilizagdo do
potencial didatico dos computadores, softwares, tablets, smartphones, internet, etc. na
colaboragéo ao processo de ensino-aprendizagem.

Isso € o que propde Masseto (apud Quiles, 2009),

“é impossivel dialogarmos sobre tecnologia e educagdo, inclusive
educacdo escolar, sem abordarmos a questdo do processo de
aprendizagem. Com efeito, a tecnologia apresenta-se como meio,
como instrumento para colaborar no desenvolvimento do processo de
aprendizagem” (Masseto, 2006, p. 139)

Para que essa colaboracdo ao processo de ensino-aprendizagem ocorra, é necessario
mais que o simples uso de um computador em sala de aula. O dominio do uso de um software
por parte do docente também ndo garante que serdo criadas situagdes favoraveis ao
aprendizado. E preciso algo mais. O professor tem que reconstruir o conhecimento, modificar

sua préatica. Nesse sentido, afirma Oliveira (2007, p. 59):

Os recursos computacionais em si mesmos, quando amplamente
dominados pelo professor, ndo séo suficientes para garantir uma agéo
educacional diferenciada, se ndo estiverem claras e fundamentas as
teorias. Assim, além da necessidade de saber lidar com o computador,
0 professor deve entregar-se ao processo de construir para si mesmo
um novo conhecimento, incorporando ndo somente 0s principios que
estdo sendo atualmente desenvolvidos sobre informatica e educacao,
mas acima de tudo, passando pelas consideracdes teoricas sobre a
aprendizagem que melhor explicam a aquisi¢do do conhecimento e o
desenvolvimento cognitivo. Trata-se de dominar o conhecimento
cientifico de uma maneira ampla e necessaria para 0 seu proprio
aprimoramento intelectual.
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Valente (1999) também nos diz que

Caberd ao professor saber desempenhar um papel de desafiador,
mantendo vivo o interesse do aluno em continuar a buscar novos
conceitos e estratégias de uso desses conceitos, incentivando relagdes
sociais de modo que o0s alunos possam aprender uns com 0s outros a
trabalhar em grupo. Além disso, o professor deverd servir como
modelo de aprendiz e ter um profundo conhecimento dos pressupostos
tedricos que embasam os processos de construcdo de conhecimento e
das tecnologias que podem facilitar esses processos. (1999, p. 40)

Portanto, o computador ndo deve ser utilizado para tornar informatizada uma aula
tradicional. Isso ndo trard nenhum beneficio. Ele deve ser empregado para criar um ambiente
colaborativo, investigativo, no qual os alunos possam formular e testar conjecturas. Um
ambiente no qual os educandos sejam ativos e busquem a constru¢do do conhecimento, ndo
sendo recipientes em que as informacdes séo “depositadas”. Se o computador for empregado
com esse fim, havera o desenvolvimento nos alunos de habilidades voltadas a organizagéo do
pensamento e raciocinio, além da ampliacdo de uma postura autbnoma e reflexiva, por meio
do desenvolvimento de habilidades voltadas a tomada de decisfes e construcdo do préprio
conhecimento.

Além do exposto, para que o computador cumpra seu papel de colaborar no processo
de ensino-aprendizagem, é preciso que suas potencialidades sejam aproveitadas. Isso pode ser
realizado por meio de softwares educacionais ou até mesmo por meio do uso de softwares ndo
predominantemente educacionais — como planilhas eletronicas. Esses programas permitem a
representacdo dos objetos matematicos de forma diferenciada e facilitam a compreenséo dos
contetdos. Além disso, podem ser utilizados para que procedimentos rotineiros da matematica
— contas grandes, por exemplo — sejam realizados de forma mais répida e, entdo, os educandos
ficam com mais tempo para a reflexdo e a anélise das situacfes-problema.

Dessa forma, com o uso do potencial dos computadores e com uma mudanga na
prética docente, as aulas serdo mais prazerosas e dindmicas e 0s alunos terdo outra visdo sobre

0 que é a Matematica.

4.4 Paradigma Construtivista

Os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Meédio recomendam o

desenvolvimento de uma proposta de ensino que busque o
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“desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextualizados, que
respondam as necessidades da vida contemporanea, e o0
desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que
correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo”
(BRASIL, 2000, p. 6).

Caminha nesse sentido o paradigma construtivista, no qual a Matemética ndo é vista
como objeto de ensino e sim objeto de aprendizagem, por meio do qual é procurada a inserc¢éo
do aluno em situagdes de investigacdo, exploracéo e descobrimento, ou seja, o discente passa
a ser considerado ativo no processo de construcéo do conhecimento.

Sdo varios os autores que oferecem subsidios tedricos sobre o construtivismo,
podendo-se citar Piaget, Vygotsky e Ausubel. As atividades a serem propostas, na concepgao
tedrica piagetiana, devem provocar desequilibrios que, apés equilibracdo e acomodagéo,
levam os alunos ao aprendizado. Na concepcdo de Vygotsky, as atividades atuam na zona de
desenvolvimento proximal, buscando a ligagdo entre o nivel de desenvolvimento real e o
potencial. E quanto a concepcéo tedrica de Ausubel, afirma Moreira e Masini (2006) que para
ocorrer uma aprendizagem significativa é preciso estabelecer, a priori, uma comparagdo entre
as concepgdes que o aluno j& possui e o conceito a ser apresentado, devendo o professor
promover a interacdo da informacdo nova com estruturas de conhecimento existentes nos
individuos. Essas estruturas j& existentes sdo definidas como conceitos subsuncores Assim,
Ausubel define o processo de aprendizagem significativa como aquele em que o conceito
subsuncor (que é o conceito de referéncia dos individuos) é transformado ou adaptado ao
conceito novo, sendo estabelecido um novo elemento significativo, sem que 0s conceitos
percam seus significados.

Estas consideracGes estdo em consonancia com os PCN do Ensino Médio, uma vez

que ao estabelecer que os alunos devam ver a Matematica como ciéncia, € afirmado que é

“importante que o aluno perceba que as defini¢cbes, demonstragdes e
encadeamentos conceituais e l16gicos tém a fungdo de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar
intuicdes e dar sentido as técnicas aplicadas” (BRASIL, 2000, p. 40-
41).

As propostas baseadas na abordagem construtivista abrangem, dentre outras, situagdes
que envolvem a resolucdo de problemas como proposta metodoldgica, o uso de computadores

e a historia da Matematica como fator motivacional. A primeira tem por objetivo estimular os
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alunos, com o uso de situagOes problemas, a serem investigadores e exploradores na busca e
construcdo dos novos conceitos. A segunda é de extrema importancia, haja vista a influéncia

da tecnologia no cotidiano dos discentes. Valente (1999, p. 24-25) afirma que

“[...] o computador pode enriquecer ambientes de aprendizagem onde
0 aluno, interagindo com os objetos desse ambiente, tem a chance de
construir seu conhecimento. Nesse caso, o conhecimento ndo é
passado ao aluno. O aluno ndo € mais instruido, ensinado, mas € o
construtor do seu prdprio conhecimento. Esse é o paradigma
construcionista onde a énfase esti na aprendizagem ao invés de estar
no ensino; na constru¢cdo do conhecimento e ndo na instrugdo.”
(Valente ,1999, p. 24-25)

E a terceira é realizada pela contextualizagdo historica do objeto de estudo, inserindo-o num
processo histérico e cultural, como resultado da construgdo humana, conforme sugerido nos
PCN+ do Ensino Médio (BRASIL, 2002).

Dessa forma, por meio do paradigma construtivista, € possivel atingir os objetivos
propostos nos PCN do Ensino Médio, haja vista que se pode cultivar no aluno, segundo uma

abordagem formativa da Matematica,

“[...] a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de
investigacdo, proporcionando confianca e desprendimento para
analisar e enfrentar situages novas, propiciando a formagéo de uma
visdo ampla e cientifica da realidade, a percepcdo da beleza e da
harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades
pessoais.” (BRASIL, 2000, p.6)

e, numa abordagem instrumental, prepara-se o discente para a atividade profissional,
desenvolvendo a iniciativa e a seguranga para adaptar os conceitos matematicos em diferentes
contextos. Com isso, prepara-se 0 aluno para selecionar informagdes, analisa-las, tomar

decisdes, bem como avaliar possibilidades e adequagdes tecnoldgicas em diferentes situagdes.
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5 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

5.1 Conteudo Disciplinar

Nos codigos lineares corretores de erros sdo utilizados, principalmente, os seguintes
contetdos: sistema de numeracgdo (na escolha do alfabeto), operagdes com vetores (soma de
vetores, produto por escalar, dependéncia e independéncia linear), matrizes (na matriz
geradora G e na matriz teste de paridade H) e sistemas lineares (na verificacdo de que uma

palavra pertence ao codigo sem o uso da matriz H).

5.2 Proposta

A proposta de atividades que sera apresentada neste capitulo foi elaborada para atingir
todos os objetivos elencados na fundamentagdo pedagdgica. Para tanto, serdo apresentados
aos discentes exemplos de como a Matemaética esta presente no cotidiano. Além disso, serdo
analisadas situagGes-problema contextualizadas, as quais, para serem resolvidas, exigirdo que
os alunos adotem uma postura critica e reflexiva, sendo ativos no processo de ensino-
aprendizagem.

As referidas atividades, além de tornarem o estudo da Matematica mais prazeroso,
ainda auxiliardo no desenvolvimento do pensamento algebrico pelos educandos e, também,
podem despertar o interesse deles pela ciéncia, fazendo com que alguns dos alunos se

voluntariem a participar em projetos de iniciagdo cientifica para o Ensino Médio.

5.3 Atividades

5.3.1 Atividade 1

Titulo: Um exemplo de transmissdo de informacdes: “passando cola”

Material/Recurso necessario: quadro negro (ou branco), giz (ou caneta piloto), uma

avaliacdo interdisciplinar (impressa para cada um dos alunos), pequenos pedagos de papel.

Divisdo da Turma: ndo haverd formacdo de grupos nessa atividade. Os alunos deverdo
responder a todas as questdes da prova e poderdo consultar aos colegas que estejam proximos

a eles.
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Tempo estimado: 60 minutos

Descrigéo sucinta:
Esta atividade tem por obtivo mostrar aos educandos como é possivel codificar e

decodificar informacdes.

Aspectos operacionais:

O professor apresentara aos alunos uma prova objetiva, ou seja, uma “prova de
multipla escolha”, a qual pode conter questdes sobre atualidades ou algum contetdo da
Matematica ou de outras disciplinas. Um exemplo de avaliacdo esta no apéndice A.

O docente ira pedir aos alunos, antes de iniciar a prova, que pensem nas maneiras
possiveis de passar cola a um colega com o uso de um pequeno pedago de papel. Em seguida,
o0 docente deve propor uma forma de transmisséo de respostas, sem que seja notado que se
trata de algo relativo & prova. Para isso, a ferramenta a ser utilizada serd um algoritmo

matricial. Facamos o seguinte exemplo. Suponhamos que a questdo e sua resposta sejam
. X . , x .
codificadas por um vetor da forma [y] em que X é o numero da questdo (1,2,3,...,8)eyeéa

alternativa correta, porém as respostas referentes as letras a, b, ¢, d, e devem ser trocadas

pelos numeros 1, 2, 3, 4, 5, respectivamente. Dessa forma, a codificagdo da fonte determina

que se a resposta da questéo 1 for a letra a, deve ser utilizado o vetor [ﬂ e se a resposta da

questdo 6 for a letra c, deve ser utilizado o vetor [g]

Em seguida, o professor deve escolher uma matriz 2 x 2 invertivel'®, Vamos utilizar,

2 3
1 2

cada um dos vetores correspondentes a questdo e sua respectiva resposta, ira gerar cada uma

nesta exemplificagdo, a matriz A = [ ] (esta sera a matriz que, quando multiplicada pelo

das palavras do cddigo de canal).
Portanto, podemos exemplificar que o cddigo de canal de todas as possiveis respostas

da questédo 1 € obtido por meio dos produtos a seguir:

Questdo 1 — letra a.: [i g] . [1] =

Questdo 1 — letra b: [i g] . [;] =

13 O motivo de a matriz A ser necessariamente uma matriz invertivel é que, se ela ndo o for, a equagdo matricial
AX =B ndo terd solucdo. Isso sera explicado com mais detalhes na proxima pagina.
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Questéo 1 — letra c: [2 3] : [1] = [11]

|
|

N P
N

Questdo 1 — letra d:

=

N
NW N W
—_—
l-_|l-_|

=
—

[l
—

=

\I
—

Questdo 1 — letra e:

=

Dessa forma, caso um aluno queira avisar a um colega que a resposta da questdo 1 é a
14]

9l

O discente que estd “recebendo a cola”, por sua vez, deverd proceder a decodificacdo

letra d, ele devera “passar cola” informando o vetor [

da mensagem, a fim de descobrir a que questdo se refere a resposta e, ainda, qual é a
alternativa (a, b, ¢, d ou e) referente a resposta transmitida. Para tanto, uma maneira de
decodificar a reposta recebida seria resolver a equagdo matricial A.X = B, haja vista que s&o
conhecidas as matrizes A e B.

Por exemplo, para o aluno descobrir a que questdo se refere e qual a alternativa

indicada por meio do vetor [194], ele deveria resolver

3 21BI=[6]
1 21y 97r
que é equivalente a encontrar a solugdo do sistema

{2x+3y=l4
x+2y=9 "

Todavia, existe um método mais répido para decodificar uma resposta. O referido
meétodo consiste no célculo da matriz coluna X por meio da solugdo da equagdo de matrizes a
seguir:

AX=B o A1 AX=A1BolX=4A1BoX=A18B.
Dessa maneira, podemos concluir que por meio do produto das matrizes A~ por B é possivel
obtermos o vetor do cdédigo fonte que permitird a identificagdo do nimero da questdo e da
alternativa correspondente a ela.

E importante ressaltar que a equacdo matricial resolvida no paragrafo anterior s6
possui solugdo se a matriz A é invertivel'®. Podemos destacar uma maneira pratica para obter
a inversa de uma matriz 2 x 2, que é por meio da seguinte formula:

S 7]

SeA = [Z Ccl],entéo A7l = b q

" ad — bc

14 Se A€M, (R) é inversivel, entdo existe A~! tal que A=*.A =1. Entdo, det(4=1.4) = det(I). Como
det(A1. A) = det(471).det(4) e det(l) = 1, entdo det (A7) = detl(A). Por isso, concluimos que para existir a
inversdo de uma matriz A, seu determinante nao pode ser nulo.
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Portanto, utilizando a mencionada férmula, determinamos a inversa de A, que é

A_1:[2 -3 2 —3H14

1 9 ] Entéo, o aluno deve efetuar o produto [_1 5 9

] = [411] para obter a

“cola” almejada. Ou seja, o0 educando ira decodificar o cddigo de canal [194] para o codigo de

fonte [411] o qual indica que a resposta se refere a primeira questéo, alternativa d.

Estabelecida a forma de codificacdo e decodificagdo, o professor deve autorizar o
inicio da prova. Cada um dos alunos, ao finalizar a prova, devera escrever suas respostas no
formato codificado pelo codigo de canal na folha de respostas. Apds todos os alunos
realizarem a prova, o professor devera colocar as respostas no quadro, porém na forma

codificada pelo canal, deixando que os alunos procedam a verificacdo delas.

B R e Y

13, 2c¢, 3d, 4c, 5b, 6d, 7e, 8d.

Procedimento pedagégico:

Esta atividade propde que o aluno utilize um codigo de fonte e um codigo de canal
para codificar e decodificar informagdes. Por meio dela se espera que os educandos entendam
para que serve um codigo e o que motivou o estudo sobre os codigos corretores de erros.

Durante a realizagdo da atividade, é possivel que algum aluno reclame que recebeu
uma resposta “inexistente”. Caso isso ndo acontega, o professor deve criar essa situagdo por
meio de um exemplo de vetor que ao ser multiplicado pela matriz inversa ndo retorna
resultados referentes & questdo. O docente pode supor, por exemplo, que uma cola recebida
tem a forma do vetor codificado pela matriz A = [182]’ e que ao proceder a decodificagdo foi

2 —3] [12] _ [O
-1 2 8 4
existe a questdo zero. Nesse instante, o professor dird que o algoritmo permite apenas a

encontrado o resultado [ ] ou seja, ocorreu algum problema, pois ndo

transmissdo de informacdes, sem ser possivel sua correcdo, e que esse foi o problema que
motivou o estudo dos cadigos corretores de erros. O professor pode aproveitar a oportunidade
para fazer um resumo das condi¢des historicas do surgimento dos cddigos corretores de erros.
Uma boa fonte de consulta é a Introducdo do artigo intitulado “Breve introducdo & Teoria dos

Cadigos Corretores de Erros”, de autoria de César Polcino Milies, apresentado no Coldquio
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de Matemaética da Regido Centro-Oeste, que foi realizado de 03 a 06 de novembro de 2009, e
estd disponivel em http://www.sbm.org.br/docs/coloquios/CO-1-09.pdf. Além disso, a

presente dissertacdo também é uma fonte de embasamento tedrico sobre o assunto.

5.3.2 Atividade 2

Titulo: Os codigos corretores estdo mais proximos de n6s do que imaginamos

Material/Recurso necessario: computador, projetor multimidia, quadro negro (ou branco) e

giz (ou caneta piloto), embalagens de produtos onde o codigo de barras esteja visivel

Divisdo da Turma: em alguns momentos havera a formacdo de duplas ou grupos nessa

atividade.

Tempo estimado: 100 minutos

Descrigéo sucinta:

Passo 1: Tem por objetivo despertar o interesse dos alunos para o estudo dos codigos
corretores de erros. Para tanto, serd apresentado o exemplo da lingua portuguesa, que € um
codigo presente no cotidiano dos educandos.

Passo 2: Apresentar um exemplo de outros codigos presentes no cotidiano dos
educandos (UPC e EAN-13) e, também, mostrar que determinados algoritmos ndo sdo muito
eficazes na deteccéo de erros.

Passo 3: Apresentar outro exemplo de codigos presentes no cotidiano, o qual possui

um mecanismo mais eficaz de deteccdo do que o que foi exibido no passo 2.

Aspectos operacionais:
O professor devera reservar com antecedéncia o computador e o projetor multimidia

de sua unidade escolar.

Passo 1:
O docente deverd iniciar a atividade com a projecdo do seguinte paragrafo por meio do

projetor multimidia:
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“De aorcdo com uma pgsieusa de uma uinrvesriddae ignlsea, ndo ipomtra em
gaul odrem as Irteas de uma plravaa etéso, a Uncia csioa iprotmatne é que a
piremria e Utmlia Irteas etejasm no Igaur crteo. O rseto pdoe ser uma ttaol
bcguana que vcoé pdoe anida ler sem pobrimea. Itso é pogrue nés ndo Imeos

cdaa Irtea isladoa, mas a plravaa cmoo um tdoo”

Fonte: Troca-letras tem fundamento cientifico.
Disponivel em http://www.academus.pro.br/site/pg.asp? pagina=detalhe_variedade&titulo=Variedades
&codigo=88&cod_categoria=&nome_categoria=

Ele pedir4, entdo, aos alunos que fagam a leitura do texto. Espera-se que todos
consigam ler o parégrafo.

Apos a referida leitura, o professor apresentara no quadro palavras soltas, com erros, e
pedird que os alunos digam qual a palavra correta. A primeira sequéncia de palavras deve
possuir uma verificagdo de erro e corre¢cdo bem simples e direta. Por exemplo, “cathorro” e
“telebiséo”. A segunda sequéncia deve ser diferente. Por exemplo, “aato” e *“aaca”. A palavra
“aato” pode ser bato, mato, pato, gato, iato, etc. A palavra “aaca” pode ser vaca, maca, etc.
Nesses ultimos exemplos, é necessario que seja acrescentado um contexto, a fim de que a
correcdo seja efetuada. O professor pode utilizar frases como “a aaca leiteira esta em uma
pastagem verdinha” ou “o rato bebe leite todo dia”. No primeiro caso, o erro esté claro e a
palavra correta € vaca. No segundo, aparentemente ndo ha erro, pois rato é uma palavra da
lingua portuguesa. Todavia, rato ndo bebe leite, e sim o gato. Dessa forma, encontra-se o erro

e é efetuada a correcao.

Passo 2:

Terminada a primeira parte, o professor deve comentar com o0s alunos que existem
outros codigos muito utilizados no cotidiano, citando o cddigo de barras.

Inicialmente, o docente devera explicar aos alunos como € formado o codigo de barras,
dando-se énfase & maneira como é obtido o digito de verificacdo, pois € ele quem vai informar
se houve ou ndo erro na digitacdo da sequéncia numérica referente ao cddigo. Essa explicacdo
pode ser apresentada com o uso do projetor multimidia ou com o quadro (negro ou branco).

Apos, o docente deverd aplicar a atividade descrita abaixo, na qual alguns exercicios
sdo adaptagdes do que foi apresentado nas dissertacbes de mestrado que tem por tema
“Aritmética: codigo de barras e outras aplicagdes de congruéncias” apresentada por Josiane

Colombo Pedrini Esquinca em 2013 (consulta por meio do site http://bit.profmat-
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sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/371) e “Propostas de Utilizacdo de Codigos de Barras
como Recurso Didatico para o Ensino de Matematica” apresentada por Valeska Aparecida
Rodrigues da Silva em 2013 (consulta por meio do site http:/bit.profmat-
sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/141/browse?value=VALESKA+APARECIDA+RODRI
GUES+DA+SILVA&type=author).

O professor, entdo, apos a explicacdo do funcionamento dos cédigos UPC e EAN-13,
deve distribuir aos alunos uma folha de questdes (folha de atividades 2) e pode sugerir que
eles formem duplas a fim de resolver as questfes. A folha de atividades 2 est4 no final deste
capitulo.

Espera-se, ao final da atividade, que os alunos consigam entender que a construgéo de
um bom codigo corretor de erros ndo € uma tarefa simples, uma vez que é possivel verificar,

por meio dos exercicios, que em alguns casos ocorreu erro, mas ele sequer foi detectado.

Informacdes complementares referentes ao passo 2:

Na década de 1970 comegou a ser utilizado um cddigo para identificacdo de produtos.
Esse codigo foi elaborado por Geoge J. Laurer e ficou conhecido como UPC (Universal
Product Code), sendo adotado nos Estados Unidos e no Canada. Ele consistia de listras
verticais alternadas, nas cores preta e branca, com um ndmero indicado abaixo delas. A
sequéncia dos nimeros totalizava 12 digitos. As larguras das barras verticais variam, podendo

ser finas, médias, grossas ou muito grossas.

A interpretacéo das barras deve ser realizada em conformidade com a tabela abaixo.

Tabela 6
Listras Fina Média Grossa Muito grossa
Branca 0 00 000 0000
Preta 1 11 111 1111

Fonte: Codigos de Barras e outras Aplicagbes de Congruéncias.
Disponivel em http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/371.

A leitura relativa a espessura e as corres das barras é realizada de forma que a cada
quatro barras é obtida uma sequéncia de sete digitos de zeros e uns. A referida sequéncia da

origem aos digitos que aparecem abaixo das barras verticais, de acordo com a tabela a seguir.
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Tabela7

Digito Lado esquerdo Lado direito
0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
5 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100

Fonte: A Matematica dos Codigos de Barras.
Disponivel em http://mat.ufg.br/bienal/2006/mini/polcino. pdf

Realizada a identificagédo dos algarismos que aparecem abaixo das barras verticais,
podemos enumerar seus significados. O primeiro algarismo indica o tipo de produto, a
sequéncia que se segue de outros cinco determina o fabricante, a sequéncia seguinte de mais

cinco informa a classificacdo do produto e o ultimo é um digito verificador.

00029145
J/ |_||_| \

Fabricante produtc em si

Por exemplo:

i Digito verificador

Figura 2
Fonte: Figura adaptada de
https://sistemas.ufms.br/sigpos/portal/trabalhos/download/1131/cursold: 148
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O numero 036000 (lado esquerdo) e 291452 (lado direito) corresponde a sequéncia
0001101 - 0111101 - 0101111 - 0001101 — 0001101 — 0001101 — 1101100 — 1110100 -
1110010-1011100 - 1001110 - 1101100.

A leitora do cddigo consegue distinguir o lado direito do esquerdo, pois as sequéncias
do lado esquerdo sempre tém um ndmero impar de 1’s (“uns”) e as do direito um nimero par
de 1’s (“uns”). Dessa forma, é possivel & maquina efetuar a leitura correta do codigo de
barras, seja passado o leitor da direita para esquerda, seja da esquerda para direita.

Todavia, apesar de a maquina possuir essa capacidade de leitura, acontece, algumas
vezes, de ela ndo conseguir realizar a identificacdo do produto. Pode haver alguma
imperfeicdo na embalagem ou ela pode estar molhada, por exemplo. Nesse caso, é preciso que
a sequéncia numérica abaixo das barras seja digitada. E nessa situacio que é possivel notar a
importancia do digito verificador, pois ele permite a identificacdo de erros de digitacdo da
referida sequéncia numérica.

A citada verificacdo se da da seguinte forma. E calculado o produto escalar entre o
vetor de pesos (3,1, 3, 1,3, 1, 3,1, 3,1, 3, 1), que é fixo, e o vetor construido por meio da
sequéncia dos doze digitos do cddigo. O resultado dessa conta deve ser um multiplo de dez.
Caso isso ndo acontega, é certo que ocorreu algum erro e a maquina informa isso na tela do
computador.

Vamos exemplificar essa situacéo por meio da figura de codigo de barras da figura 2.
Para isso, devemos tomar o vetor (3,1, 3,1, 3,1, 3,1,3,1, 3, 1) e fazer o produto escalar com
o vetor relativo a sequéncia numérica do cddigo de barras (0, 3,6,0,0,0, 2,9, 1, 4,5, X). O
resultado desta conta deve ser um multiplo de 10. No caso do nosso exemplo, obtemos: 3.0 +
13+36+10+3.0+10+3.2+19+3.1+1.4+35+1x=58+ x. Paraachar o valor de X,
entdo, precisamos pensar que ele € o menor valor inteiro ndo negativo que quando somado a
58 resulta no maltiplo de 10 mais proximo de 58, ou seja, devemos fazer x = 2, que é
exatamente o digito de verificacdo que aparece na figura.

O cddigo descrito acima (UPC) foi alterado em 1976 por Laurer, a fim de ser realizado
0 acréscimo de um digito. O cddigo passou entéo a possuir treze digitos e recebeu 0 nome de
EAN-13 (European Article Numbering system). Todavia, a mudanga foi realizada de forma
que o leitor de barras pudesse identificar tanto os codigos UPC quanto os codigos EAN-13.
Para isso, foi acrescido um zero antes do cddigo UPC, sendo mantidas as demais informagdes.
Dessa maneira, EUA e Canad4 sdo identificados por um zero como o primeiro nimero do
codigo. Nos demais paises, a identificacdo é realizada por meio dos trés primeiros digitos,

conforme descrito na figura abaixo.
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b |891668 32668?

Prefixo do Pais _
Codigo da Empresa ——]

Codigo do Produto

Digito Verificador

Figura 3
Fonte: Aritmética: Codigos de Barras e outras Aplicacdes de Congruéncias.
Disponivel em http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/371. Figura adaptada.

As listras verticais alternadas, nas cores preta e branca, seguem a mesma codificacdo

que o cddigo UPC.

Tabela 8
Listras Fina Média Grossa Muito grossa
Branca 0 00 000 0000
Preta 1 11 111 1111

Fonte: Aritmética: Codigos de Barras e outras Aplicacdes de Congruéncias.
Disponivel em http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/371.

Também é mantida a leitura de forma semelhante, pois a cada quatro barras verticais é
associada uma sequéncia de sete digitos de 0’s (“zeros”) e 1’s (“uns”), e um namero é
indicado abaixo das barras verticais. Todavia, a tabela em que sdo mostrados os digitos
correspondentes a cada um dos blocos de 0’s (“zeros”) e 1’s (“uns”) € a seguinte:
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Tabela 9

Digito Lado esquerdo (impar) | Lado esquerdo (par) Lado direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
5) 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100

Fonte: A Matematica dos Codigos de Barras.
Disponivel em http://mat.ufg.br/bienal/2006/mini/polcino. pdf

Podemos verificar que a codificagdo do lado direito € idéntica ao sistema UPC
(nimero par de uns). Todavia, a codificagdo do lado esquerdo foi alterada. Ela agora pode
comegar com um ndmero par ou impar de digitos iguais a 1, conforme a tabela apresentada
acima.

Falta apenas a indicagéo do digito inicial. Ele é escolhido por meio de uma alternancia

entre a quantidade de digitos pares ou impares, conforme abaixo.

Tabela 10 (continua)

Digito inicial 1° 20 3° 40 50 6°
0 impar impar impar impar impar impar
1 impar impar Par impar Par Par
2 impar impar Par Par impar Par
3 impar impar Par Par Par impar
4 impar Par impar impar Par Par
5 impar Par Par impar impar Par
6 impar Par Par Par impar impar
7 impar Par impar Par impar Par
8 impar Par impar Par Par impar
9 impar Par Par impar Par impar

Fonte: A Matematica dos Codigos de Barras.

Disponivel em http://mat.ufg.br/bienal/2006/mini/polcino. pdf
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Assim, a partir das informagOes acima podemos fazer um exemplo. Tomemos o
codigo de barras da pégina anterior (4-891668-326689). O codigo é iniciado pelo nimero
quatro. Entéo a sequéncia do lado esquerdo é impar — par — impar — impar — par — par. Desse
modo, a correspondéncia obtida da tabela é 8 — 0110111; 9 — 0010111, 1 — 0011001, 6 —
0101111, 6 — 0000101, 8 — 0001001. A sequéncia do lado direito € 3 — 1000010, 2 —
1101100, 6 — 1010000, 6 — 1010000, 8 — 1001000 ¢ 9 — 1110100.

E importante ressaltar que o leitor de barras consegue identificar corretamente a
sequéncia numerica, mesmo que a leitura aconteca de forma invertida, pois a sequéncia da
direita sempre comega com 0 algarismo um e a sequéncia da esquerda sempre comega com
zero.

De forma semelhante ao realizado no codigo UPC, pode acontecer de leitor ndo
conseguir realizar a identificacdo do produto, sendo necessaria a digitagdo da sequéncia
numérica. Nesse caso, o digito verificador, como nos cddigos UPC, demonstrard sua
importancia, pois ele permitird a identificacdo de erros de digitagdo da referida sequéncia
numérica.

A citada verificacio se dara da seguinte maneira. E calculado o produto escalar entre o
vetor de pesos (1, 3,1,3,1,3,1,3,1, 3,1, 3, 1), que é fixo, e o vetor construido por meio da
sequéncia dos treze digitos do codigo. O resultado dessa conta deve ser um maltiplo de dez.
Se isto ndo acontecer, ocorreu algum erro e a maquina informa isso na tela do computador.

Vamos exemplificar a situagdo descrita no paragrafo anterior utilizando o cddigo de
barras que tem por numeragédo a sequéncia 4-891668-326689. Para isso, vamos tomar o vetor
(1,31,3,1,3,1,3,1, 3,1, 3, 1) e fazer o produto escalar com o vetor relativo a sequéncia
numeérica do codigo de barras (4, 8,9, 1, 6, 6, 8, 3, 2, 6, 6, 8, X). O resultado desta conta deve
ser um multiplo de 10. No nosso exemplo, obtemos: 1.4 +3.8+1.9+3.1+16+3.6+ 18+
33+12+36+16+ 3.8+ 1x =131 + x. Para achar o valor de x, entdo, devemos somar o
menor valor inteiro ndo negativo que transforme 131 no multiplo de 10 mais préximo de 131,

ou seja, devemos fazer x = 9, que é exatamente o digito de verificagdo que aparece no codigo.

Passo 3:

O professor vai citar outro codigo presente no cotidiano: o cdédigo do cadastro de
pessoas fisica (CPF).

Inicialmente, o docente ira explicar que o referido codigo é composto de onze digitos,

em que 0s nove primeiros séo de identificacdo e os dois ultimos sdo digitos verificadores. Em
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seguida, o professor deve apresentar o algoritmo que permite a detecgéo de que ocorreu algum
erro na digitagdo do nimero do CPF.

Verifiguemos um exemplo. Vamos examinar a autenticidade do CPF 043.658.306-27.
Para isso, primeiramente, devemos calcular o resultado: 1.0 + 24 +3.3+4.6 +55+ 6.8+ 7.3
+ 8.0 + 9.6 = 189. Em seguida, dividimos 189 por 11. O resto da mencionada diviséo é 2.
Apds, tomamos o resto encontrado, que agora passa a ser o dividendo, e dividimos por 10. O
novo resto encontrado também é 2. Dessa forma, encontramos o primeiro digito de controle,
que é 2, idéntico ao informado no CPF 043.658.306-27. Agora, realizaremos a outra
verificacdo, correspondente ao segundo digito de controle. Para isso, vamos calcular,
inicialmente, o resultado: 1.4 + 2.3 + 3.6 + 45+ 58 + 6.3+ 7.0 + 86 + 9.2 = 172. Em
seguida, dividimos 172 por 11. O resto da mencionada divisdo é 7. Apds, tomamos o resto
encontrado, que agora passa a ser o dividendo, e dividimos por 10. O novo resto encontrado
também é 7. Ou seja, 0 segundo digito de controle € 7, confirmando a autenticidade do CPF
043.658.306-27.

O professor propora aos educandos que verifiqguem a autenticidade de seus respectivos
nimeros de CPF. Caso algum aluno néo tenha ou ndo lembre de seu CPF, ele pode realizar a

tarefa junto a um colega.

Informacdes complementares referentes ao passo 3:

O nimero do CPF de um individuo tem a forma a,a,asa,asaqsa,agaqsa a1, €M que
cada um dos a; para 1 < i <9¢€é um nimero de identificacdo, a,, € a;; sdo digitos de
controle, e 0s a;; S840 nimeros ndo negativos de um algarismo.

O seguinte algoritmo pode ser utilizado para calcular os digitos de controle.

9

a0 = Zi. x; (mod 11) | (mod 10) e

i=1
10

a;; = Z(i —1). x; (mod 11) | (,mod 10).

=2

Mais informacgdes sobre esse assunto podem ser obtidas por meio do Trabalho de
Conclusdo de Curso do Mestrado Profissional em Matemética de autoria de Fernanda
Rodrigues Alves Costa e Marcelo Oliveira Veloso, disponivel em http://bit.profmat-
sbm.org.br/xmlui/handle/123456789/1166.
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Procedimento pedagdgico

O passo 2 é com certeza 0 mais complicado para o aluno entender. Entdo, é necessaria a
utilizacdo de mais tempo na explicagéo e realizagcdo de exemplos nesse passo. Para isso,
sugerimos a utilizagdo de mais exemplos para o melhor aprendizado deste contetdo, podendo
o professor trazer mais alguns codigos de barras de produtos de sua casa.

E importante o professor salientar que o erro, se existir, em diversas hipdteses'® pode
ser identificado (evita que uma pessoa compre um produto e pague por outro), mas em
nenhuma delas pode ser corrigido, isto &, o cddigo do produto tera que ser passado novamente
pelo leitor ou digitado manualmente.

Abaixo sugerimos outras possibilidades de passos para a atividade 2, que devera ser
utilizada caso os alunos tenham demonstrado boa compreenséo do contetdo e interesse pelo

assunto.

Possibilidade de outros passos na atividade 2:

O professor pode se utilizar de mais exemplos semelhantes aos apresentados nos
passos 2 e 3. Para tanto, basta utilizar como referéncia de pesquisa a dissertagdo de mestrado
“Uma andlise dos esquemas de digitos verificadores usados no Brasil” apresentada por
Natdlia Pedroza de Souza em 2013, no Centro de Tecnologia e Ciéncia do Instituto de
Mateméatica e  Estatistica da UERJ. O arquivo estd disponivel em
http://www.bdtd.uerj.br/tde_busca/arquivo.php?codArquivo=6100. Inclusive, na elencada
dissertacdo, € apresentada a explicacdo do motivo pelo qual o CPF é um cddigo melhor que os

codigos de barra, pois a probabilidade de ndo detecgdo de erros neste Gltimo é muito menor.

5.3.3 Atividade 3

Titulo: “Desarmando uma bomba”

Material/Recurso necessario: computador, projetor multimidia, quadro negro (ou branco) e

giz (ou caneta piloto).

15 Em algumas hipdteses o erro sequer é identificado. Para mais informacdes, deve ser consultada a referéncia
bibliografica [27].
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Divisdo da Turma: Em alguns momentos da realizacdo da atividade haverd divisdo da turma

em grupos de pelo menos 3 alunos.

Tempo estimado: 100 minutos

Descrigéo sucinta:

Construcdo de um codigo capaz de detectar dois erros e corrigir até um. O algoritmo
serd construido supondo-se que ndo houve uma avaliagdo prévia da quantidade de erros que
acontecem quando a informacéo é transmitida pelo canal. A consequéncia disso € que em
algumas situacdes ndo é possivel a corre¢do dos erros.

A atividade é importante para demonstrar que o codigo deve ser construido apds uma
avaliagdo do canal, a fim de que a quantidade de redundancias acrescentadas seja suficiente
para que ocorra a correc¢éo da informagdo com certo grau de certeza.

Nesse exemplo néo serd utilizado um codigo linear.

Aspectos operacionais:

O professor devera explicar aos educandos quais 0s primeiros elementos necessarios
para a criacdo de um codigo: alfabeto e comprimento das palavras. Em seguida, definird o
conjunto FFg, exemplificando (pode ser utilizado como alfabeto o conjunto F, = {0, 1} e
analisados os conjuntos F3, F4 e F3). Apos, o docente explicara aos alunos que um codigo
pode ser um subconjunto qualquer de [Fy.

Esclarecidos os pontos acima, o docente proporé aos estudantes a constru¢do de uma
codificagdo para desarmar a bomba. Para tanto, pode-se supor que a bomba tenha fios das
seguintes cores: branco, preto, amarelo, vermelho, azul e verde. Uma possivel codificagéo

para a fonte est4 na tabela abaixo:

Tabela 11
Caodigo de Fonte
Branco 000
Preto 010
Amarelo 100
Vermelho 011
Azul 110
Verde 111

Em seguida, escolhe-se a quantidade de digitos que serdo acrescidos & informacéo — as
chamadas redundéancias —, a fim de que seja possivel a identificacdo e correcdo de erros.
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Suponhamos que sejam acrescentados 3 (trés) digitos, segundo a seguinte regra: (X, v, z, X +
y, ¥ + z, X + z). Utilizando-se de uma planilha eletronica, podemos apenas preencher o valor
do codigo da fonte e colocar as seguintes formulas para obter as palavras do cédigo:
E > RN < A
PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUT DAPAGINA  FOR

&D & TimesNewRoma -[12 - A" a7 = = = -
Eg -~

Colr o NIS- HEH D-A- === &3
Area de Transf... Fonte r

12 - Jr I =MOD(F2+G2:2) I

A B (el D E F|G HI_J K L

1| Cédigo de Fonte : Codigo de canal

2 |Branco 0 0 0 00ofoloo

3 |Preto 0 1 O ol 1/ 0[1] 1] 0
4 |Amarelo 10 0 100/ 10| 1

5 |Vermelho 0| 1] 1 0|1/ 1] 1] 0] 1

6 |Azul 11 01 1| .1] 0| o] 1] 1

7 Werde | 11 1t 11 1|0/ 0] 0

]

Figura 4

H S - -
ARQUIVD PAGINA INICIAL IMSERIR. LAYOUT DA PAGINA FOR

&D b TimesNewRoma~|12 ~| A A = == -
Egy -

i NISs- #H- D-pA- === &3
Area de Transf... Fonte I

52 - Jr | =mop(ca+22) |

A _E_C D E F|G H_ | LK L

- Cddigo de Fonte Cdédigo de canal

2 |Branco 000 00o0ofolo

3 |Preto 010 0 1|0/ L] 1|0
4 |Amarelo 100 100101

5 |Vermelho 0 1)1 O] 1] {101

& |Azul 110 111100/ 1] 1

7 |Verde e 1111 0[]0 0O

8

Figura 5
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Ho- .
ARQUIVO PAGINA INICIAL IMSERIR LAYOUT DA PAGINA FORM

ﬁm % TimesNewRoma ~ (12 ~| A A7 = ==| #-
L Egy -
Colar NISs-+- FH- Dpv|E=E== e
Area de Transf... & Fonte I
e (X E
A B|C|D E F|GiH| | Ji L
Codigo de Fonte Codigo de canal
2 |Branco 000 000000
3 |Preto 010 0010/ 110
4 |Amarelo 11 0] 0 100 1/0]1
5 |Vermelho 011 011|101
& |Azl 11 1] 0 11100/ 1] 1
7 |Verde 111} 1 11111000
8
Figura 6

A fungdo “MOD(a;b)”, nas planilhas eletronicas, informa o resto da divisdo do niimero
a pelo numero b. No caso, como o alfabeto é {0, 1}, esta sendo utilizado o resto da divisao
por 2.

Assim, para preencher o cddigo de canal, inicialmente repetiremos o codigo de fonte
no intervalo F2:H7. Apds, vamos colar as formulas indicadas nas figuras 4,5 e 6 em todas as

células do intervalo 13:K7. Dessa forma, sera construido o codigo de canal abaixo.

Tabela 12
Cddigo de canal
0000

ROk oo
N =R
ok |o|o
oo (F |k |k
o |o|o|r
o |r |k |k|lo|o

Elaborado o c6digo, o professor continuara explicando aos educandos mais itens
necessarios a compreensao do funcionamento de um algoritmo de deteccdo e correcdo de

erros. Para isso, ele apresentara o que € a distancia entre as palavras de um codigo, bem como
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qual o procedimento para obter a distancia minima e identificar a quantidade de erros que
podem ser corrigidos (definicdo 2.3, defini¢do 2.6, definicdo 2.7 e teorema 2.3).

Apresentados os conceitos acima, o docente procedera ao célculo das distancias entre

;- . . o |
todas as palavras do codigo que foi criado. Portanto, serdo calculadas (g) = =15
21.4!
distancias.
Utilizando-se de uma planilha eletrdnica’®:
H ©- g Codige
PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAD B
;; TimesNewRoma -[12 - A" 47 = = = B %QUEHFEFTMD Automaticamente
SR =k,
o NI S- H. &H-A- === & 3= [E Mesclare Centralizar ~
Area de Transf... & Fonte P Alinhamento I
02 - Jr I =MOD{A2-H2;2) I
A|B|C|P|E/FIGH|I|J|K|LIMNESP QR 5| T vV W
Palavra x Palavray X-V Quantidade de "uns"
20 0 00 0 0 O |0 1 01 10 U! 1 0 1] 1| © 3
2 (0 00 0 00 1] 0 0] 1] 0] 1 1 0 0] 1] 9 1 3
4| 0 0 0 0 0 0O 0] 1) 1| 1 0] 1 0 1) 1| 1| 0 1 4
g Al Aol Nl N 1 1 nlonl 1 1 1 1 nlonl 1 1 1
Figura 7
H ©- s Cédigo né

Pell\e]  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAD EXIBIC

.n.D ;‘E TimesNewRoma - [12 -|A A7 = = = &~ =¢ Quebrar Texto Automaticamente | {
':@ -
Covlar & NI S- H- O-A-=SF= &= Mesclar e Centralizar - t
hrea de Transf... Fonte i Alinhamentao I
V2 - fr | =somasgjozT2;1) |
A/BICIDIE|FGH|I[|JIK|ILIMNO P QIR|S TU Vv W
Palavra x Palavra y XV Quantidade de "uns"
200 0 0 0 00 |0 110 110 |0 10110 3
2|00 0 0 0 9 0. [0 0 1 0 1] 1006 1 0.1 3
4| 000000 (0110 1011101 4
5|0 0 0 90 [ OO0y 11 0011 4
S nlonlonal Nl Adon 1 1l 11 nl al n 111 11 nl nlon 2
Figura 8

16 Observemos que a fungdo “SOMASE((intervalo; critérios; intervalo_soma)”, nas planilhas eletronicas, faz a
adicdo das células especificadas por um determinado critério ou condicéo.
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podemos construir a tabela a seguir,

Tabela 13
Palavra X Palavra y X-y Quantidade de "1°s"
0 0000001011001 01120 3
0000001 00101]|]27 00101 3
0000000111011 ]0111101 4
0000001100112 10011 4
0000001110002 11000 3
0101101100101 /110011 4
0101101011101/ 001011 3
0101101100112 00101 3
010110111000 (201110 4
10010101 11011211000 3
10010121 0011/|]0101120 3
10010112 11000/0111001 4
01110121 0011201110 4
0111011110002 00101 3
110011111000 /001011 3

e, entdo, concluir que a distancia minima é d = 3 e que o codigo é capaz de identificar até dois

erros. Além disso, como k = [%] = [3;—1] =1, o cddigo pode corrigir 1 erro.

Em seguida, o professor deve explicar aos alunos mais um conceito, o de disco com
centro em uma palavra ¢ do cddigo e raio r. Apos isso, sera possivel a construcéo dos discos
de raio 1 para o codigo exemplificado, conforme abaixo:

D (000000, 1) = {000000, 100000, 010000, 001000, 000100, 000010, 000001}

D (010110, 1) ={010110, 110110, 000110, 011110, 010010, 010100, 010111}

D (100101, 1) = {100101, 000101, 110101, 101101, 100001, 100111, 100100}

D (011101, 1) ={011101, 111101, 001101, 010101, 011001, 011111, 011100}

D (110011, 1) ={110011, 010011, 100011, 111011, 110111, 110001, 110010}

D (111000, 1) = {111000, 011000, 101000, 110000, 111100, 111010, 111001}

Finalizando as explicagdes referentes a forma de corregdo e decodificacdo de
mensagens, o docente ird comentar com o0s alunos que a corre¢do de um erro é realizada por
meio da substituicdo da palavra errada por aquela que Ihe é mais proxima, ou seja, basta
identificar em que disco esté a palavra e troca-la pela palavra do codigo que foi utilizada para

construir o disco.
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E importante ressaltar que o codigo foi construido para efetuar a correcio de até um
erro. Todavia, ndo sabemos a quantidade de erros que ocorre na transmisséo. A atividade
permitird a verificagdo da importancia de saber, previamente, a quantidade de erros que
acontecem quando a informacéo é transmitida pelo canal.

Cumpridos os itens anteriores, o docente pode iniciar a atividade. Ela consiste na
seguinte situacdo. Considera-se que os alunos fazem parte da equipe de acOes taticas da
policia de um pais e que uma dendncia foi recebida de que ha uma bomba na escola. Um
membro da equipe, de posse de uma camera, procede ao local da bomba e envia uma imagem
do objeto ao quartel. L4 a imagem da bomba é comparada com outros padrbes e é
identificada a forma de desarmé-la. Todavia, antes de ser enviada pelo quartel a sequéncia de
fios que deve ser cortada, ocorre uma pane nos equipamentos eletronicos e o policial ndo
consegue mais receber orientacOes da base. No entanto, ele sabe que a base continua a ouvi-
lo, pois a central eletronica referente ao envio do sinal sonoro continua ativa.

O policial, entdo, procura em sua mochila outro objeto para se comunicar com a base e
apenas encontra um aparelho mais antigo, que transmite sequéncias de seis digitos de 0’s
(“zeros”) e 1’s (“uns”). Ele decide utilizar o equipamento e, como o aparelho havia sido
substituido por causa dos erros que ocorriam na transmisséo, o policial cria um codigo capaz
de corrigir até um erro (ja foi exemplificado anteriormente'’) e solicita a base que envie as
informagBes para ele pelo equipamento antigo. O problema é que o policial ndo sabe a
quantidade de erros que ocorrem quando uma informacdo € recebida pelo aparelho. Ele
deverd avaliar cada situag&o.

Apoés a apresentagdo acima, em que a situacdo-problema é proposta aos grupos, 0
professor assume o papel da “base”, e comega a enviar sequéncias de digitos a cada um dos
grupos, a qual contém a sequéncia dos fios a serem cortados.

Inicialmente, o docente deve enviar sequéncias que podem ser corrigidas pelo cddigo.
Por exemplo, se para desarmar a bomba devem ser cortados os fios verde, vermelho e branco,
a codificacdo sem erros ¢ 111000, 011101 e 000000, respectivamente. Todavia, como sera
considerado que ocorre um erro na transmissdo, o professor ird informar uma sequéncia
numérica diferente. Suponhamos que ela seja a seguinte: 111001, 001101 e 000100,
respectivamente.

Os alunos, entéo, devem procurar as referidas palavras nos discos de raio 1 (um):

D (111000, 1) = {111000, 011000, 101000, 110000, 111100, 111010, 111001}

7 Uma palavra com cédigo fonte (X, y, z) é codificada para uma palavra de cédigo de canal por meio do vetor
(X, ¥, z, X +Yy, y+z x+2z). Os caracteres X, y, z sdo elementos do conjunto F, = {0, 1}.
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D (011101, 1) ={011101, 111101, 001101, 010101, 011001, 011111, 011100}

D (000000, 1) = {000000, 100000, 010000, 001000, 000100, 000010, 000001}

Dessa forma, como foi possivel identificar as palavras nos discos acima, podemos
fazer a substituicdo delas pelas palavras que ddo origem aos discos, ou seja, 111001 por
111000, 01101 por 011101 e 000100 por 00000. Esse € caso em que, aparentemente, €
possivel a corre¢do da mensagem.

Apos o envio pelo docente de algumas mensagens e a consequente decodificacdo por
cada um dos grupos, o professor poderd enviar uma mensagem igual a todos os alunos.
Todavia, essa mensagem deve conter dois erros. Suponhamos, utilizando a mesma sequéncia
do paréagrafo anterior — verde, vermelho e branco — que seja recebida a sequéncia 101100,
001100 e 001010. Os alunos deverdo proceder da mesma maneira que estavam fazendo antes:
procurando as palavras nos discos. Todavia, eles ndo encontrardo em disco algum as palavras
fornecidas, e comecardo a questionar o professor. Nesse momento, o docente, com o uso do
projetor multimidia e de planilhas eletrdnicas, explicard aos educandos que ocorreram dois
erros na transmisséo, ou seja, eles devem procurar outra forma para descobrir a palavra
correta. Ele sugere, entdo, que seja procurada a palavra do codigo mais proxima e, para isso,

calcula as distancias abaixo:

Tabela 14
Palavra x Palavra y X-y Quantidade de "uns"
0 000O0O0(201100[201100 3
010110 (1011001111010 4
1001011101100 1]001001 2
0111011101100 1(1100001 3
1100111101100 1]|011111 5
111000 1011001010100 2
000000 |0O01T1O00[|001100 2
010110 (0021100011010 3
100101, /0011001]|101001 3
0111011001100 1(0100001 2
1100110011001 11111 6
1110000011001 10100 3
0 000O0O0|O0O01O010[001010 2
010110 (0021010011100 3
100101, /001010(101111 5
0111011001010 (0101101 4
110011 /0010101111001 4
1110000010102 10010 3
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Dessa forma, os educandos poderdo concluir hd duas palavras mais proximas de
101100, que sdo 100101 (amarelo) e 111000 (verde); h& duas palavras mais proximas de
001100, que sdo 000000 (branco) e 011101 (vermelho); e uma palavra mais préxima de
001010 que € 000000 (branco).

Como a sequéncia que o professor passou € verde, vermelho e branco, apenas uma
palavra foi identificada. As outras duas serdo escolhidas ao acaso. Isso significa que a bomba
pode explodir. Além disso, é exemplificada a tese de que o codigo consegue identificar a
ocorréncia de dois erros na transmisséo e que a correcdo fica prejudicada quando ocorre mais
de um erro.

Apos essa explicacdo, o professor propde outro exemplo. Ele ird considerar que sera
recebida a sequéncia 101011, 110100 e 001101 para a mensagem verde, vermelho e branco (a
mensagem sem erros ¢ 111000, 011101 e 000000, respectivamente). Ou seja, a mensagem
serd recebida com 3 erros. Os educandos, entdo, devem procurar nos discos de raio 1 (um) as
palavras informadas. Verificar-se-&4 que apenas uma sera encontrada:

D (011101, 1) ={011101, 111101, 001101, 010101, 011001, 011111, 011100}

O fato de essa palavra ter sido encontrada em um disco traz como consequéncia a falsa
ideia de que a sequéncia 001101 deve ser corrigida para 011101, o que ndo € verdade. Nesse
caso, a bomba também explode. Assim, concluimos que quando ocorreram trés erros o codigo
além de ndo ser capaz de identificar o erro, também nos induz a uma falsa correcéo.

Assim, para que ndo ocorram problemas semelhantes a esses, o canal deve ser avaliado
previamente a fim de que haja a identificacdo da quantidade de erros que ocorrem na
transmissdo para, posteriormente, ser construido um cédigo capaz de corrigir com maior grau

de certeza a informagé&o recebida.

Procedimento pedagdgico

Essa € a primeira atividade em que os alunos construirdo um codigo que seja capaz de
corrigir erros. Para isso, sera necessario que o docente explique varios conceitos — alfabeto,
comprimento, distancia entre palavras, distdncia minima, pardmetro k, disco de centro em
uma palavra ¢ do codigo e raio r, além do critério de corre¢do por meio da palavra mais
proxima. Ressalta-se que este codigo ndo sera um codigo linear, pois ele ndo é um subespago

vetorial de FF$, haja vista que se efetuarmos a soma das palavras do cédigo 010110 e 011101,
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obteremos 001011, que é uma palavra que ndo pertence ao cddigo (definicdo 3.3, subespacos
vetoriais).

Esse codigo reforca a ideia de que é importante que saibamos a quantidade de erros
que ocorrem na transmissdo das informacdes, sendo que este dado é obtido estatisticamente.
O aluno deveréa concluir, ao fim da atividade, que ndo basta estabelecer um cédigo de maneira
aleatoria, mas que é preciso construir um algoritmo que tenha realmente a capacidade de
codificar e decodificar as informagGes com um certo grau de certeza. E isso ndo acontece na

questdo. Portanto, a bomba pode explodir.

5.3.4 Atividade 4

Titulo: O “jogo da velha”

Material/Recurso necessario: computador, projetor multimidia, quadro negro (ou branco) e

giz (ou caneta piloto)

Divisdo da Turma: Inicialmente, para os procedimentos de elaboragdo do codigo, ndo havera
divisdo da turma. Posteriormente, para realizacdo do jogo, a turma sera dividida em dois
grupos e, estes grupos, também serdo divididos em duas equipes, em que uma serd

responsavel pela codificacéo das jogadas e outra pela decodificac&o.

Tempo estimado: 120 minutos

Descrigéo sucinta:

Construcdo de um cédigo linear perfeito capaz de detectar dois erros e corrigir um
erro. Nesta atividade vamos supor que houve uma verificacdo estatistica e que o canal
ocasiona até um erro na transmissdo da informacao. A partir disso, construiremos um codigo

perfeito que seja capaz de corrigir 0s erros.

Aspectos operacionais:

O professor devera recordar com os alunos os conceitos apresentados na ultima
atividade. Em seguida, deverd explicar que existem cddigos chamados de lineares (definigéo
3.7). Mas, para que haja um bom entendimento dos referidos codigos, o docente devera

esclarecer, de forma sucinta, o que é um subespaco vetorial. Inclusive, o professor pode citar
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que o codigo exemplificado na atividade anterior ndo era subespaco de F$, pois a soma das
palavras 010110 e 011101, pertencentes ao cddigo, é 001011, que néo pertence ao codigo.

Apos essa introducdo, o professor ird explicar aos alunos que o procedimento a ser
adotado nessa atividade sera diferente da anterior. Inicialmente, saberemos a quantidade de
erros que ocorrem na transmissdo. Entdo, a partir dessa informacéo, construiremos um cddigo
linear capaz de detectar e corrigir oS erros.

Antes de iniciar a construcdo de um cddigo de canal linear perfeito, devemos construir
um cédigo de fonte. Para isso, o professor devera explicar a turma como se joga o0 jogo da
velha (caso o professor ndo conheca o jogo da velha, ele podera consultar o link
http://pt.wikipedia.org/wiki/Jogo_da_velha para esclarecimentos) e compara-lo com uma

matriz 3 x 3:

Figura 9

a1 Qa2 0433
A1 Az Qs

az1 dzz ds3

Em seguida, o docente deve propor a criacdo de um cddigo de fonte que seja capaz de
indicar em que posicéo deve ser realizada uma jogada, ou seja, onde deve ser colocado X ou
O. Para tanto, ele deve estar atento ao fato de que sdo necessarias pelo menos 9 palavras para
elaboracdo de um codigo que atenda ao referido propdsito, ja que o tabuleiro tem 9 posigdes.
Portanto, o professor pode sugerir que codigo a ser criado tenha exatamente M = 9 palavras.
Em seguida, observando que 32 = 9, o professor deve recomendar que seja utilizado como
alfabeto o conjunto [Fs = {0, 1, 2}, a fim de que o cddigo construido seja linear (¢™ = 32 = 9;

vide definicéo 3.7).
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Suponhamos que o codigo de fonte esteja em conformidade com o seguinte algoritmo:
a;; = (i—1)(j—1). Aplicando a formula, cada casa do tabuleiro correspondera a

codificacdo abaixo:

00 01 02

10 11 12

20 21 22

Figura 10

Apresentado o codigo da fonte, o professor exemplificard aos alunos que por meio do
referido codigo ndo sdo possiveis a identificacdo e a correcéo de erros de transmissdo. Por
exemplo, se 00 for transmito e for recebido como 01, ndo ha como descobrir que aconteceu
um erro — as palavras s80 muito proximas umas das outras. Diante disso, o docente deve
explicar aos educandos que existe a necessidade de acrescentar digitos & informagdo que esta
sendo transmitida (as chamadas redundéncias), o que caracteriza a criacdo de um codigo de
canal. Ele, entéo, pode sugerir aos alunos o acréscimo de dois digitos ao codigo de fonte, o
que fara com o que cddigo de canal®® tenha comprimento n = 4.

O professor, apds o estabelecimento do comprimento do codigo de canal, deve
recordar com os educandos o que é a distdncia minima e citar o teorema 2.3. SO assim sera
possivel a continuidade da constru¢do do cddigo. Em seguida, o docente pode propor a

utilizagdo de uma distdncia minima d = 3 no codigo de canal, o que acarretara em uma

. ~ d-1 3-1
capacidade de corregéo de k = [T] = [T] = 1 erro. No caso, estaremos supondo que 0

canal é conhecido e que ele ocasiona até um erro na transmissao.

A partir das informacBes acima, o docente poderd afirmar que o codigo a ser
construido vai possuir comprimento n = 4, dimensdo m = 2, distancia minima d = 3 e sera
capaz de corrigir até k = 1 erro. Todavia, apesar da definicdo dos pardmetros anteriores, ainda

ndo foi estabelecido um critério para a constru¢do do codigo. E mais: nem sabemos se €

possivel construir um codigo com os pardmetros indicados para n, m e d. Diante disso, sera

18 Ao fim da atividade, o docente ird explicar aos alunos que foi tomado o valor de n = 4 a fim de fosse
construido um cddigo linear perfeito.
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necessario que o docente faca um breve esclarecimento sobre o que sdo as matrizes G e H
(geradora e de teste de paridade — defini¢do 3.10 e proposicdo 3.3). Também serd necessario
explicar quando um conjunto de vetores é linearmente dependente e linearmente
independente.

Procedidas as explicagBes anteriores, o professor ira criar, com o auxilio dos alunos,
uma matriz de verificagdo do cddigo. Para tanto, devera ser construida uma matriz
H=[- A" Id»m ] de ordem (n —m) x n. Como n =4 e m = 2, a matriz terd ordem 2 x 4 e

deve possuir o seguinte formato:

a c 1 0
b d 0O 1],emquea,b,c,d € {0,1, 2}.

H=|

Como sabemos que d = 3, entdo essa matriz deverd ter (de acordo com o apresentado

no item 3.3.5.7) quaisquer duas (= d — 1 = 3 - 1) colunas linearmente independentes e devem
existir trés (d = 3) colunas linearmente dependentes. Um exemplo em que ocorre isso é na

matriz

Notemos que as colunas, duas a duas, ndo sdo multiplas uma das outras. Portanto, elas
sdo linearmente independentes. Além disso, (1, 1) = 1.(1, 0) + 1.(0, 1), ou seja, existem trés
colunas linearmente dependentes.

Construida H, procede-se a construgdo da matriz G. Conforme afirmado, H = [ - A' |
Id-m ]. Dai, € possivel obter a matriz G, pois G = [ldm | A], de ordem m x n. No nosso

exemplo, basta observarmos que

1 2
11

11

_At:[ 11 2 2]

]‘_’_A:[ 12

| o |

Né&o podemos esquecer que estamos realizando as operacdes acima na base 3:

Tabela 15
1

N || OO

= OIN (N

N |~ |O |+

1
2
0
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Assim, podemos dizer que a matriz de codificagdo é

Obtida a matriz G, € possivel escrever todas as palavras do cédigo por meio do
produto de matrizes x.G, onde x (matriz linha 1 x 2) é o codigo da fonte e G (matriz2 x 4) é a
matriz geradora. Cada um dos produtos tera por resultado matrizes coluna (1 x 4) com as
palavras do cddigo. As tabelas a seguir foram construidas com o uso de planilhas eletrénicas.
Nas figuras abaixo podemos ver algumas formulas, as quais foram copiadas e coladas nas

células da coluna correspondente.

H ©- =
PUOle] PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS
alls v | ==
[ % Calibri 11 <A A T== & Erque
B -
tolat * 5 NI S- D-A- === EE EHMes
Area de Transf.. Fonte ] Alinhame
D6 - S | =moo(as=sos2+e6°s0s3; 3) |
A B C D E F G
Matriz Geradora: G
2 1 o 2 2
3 0 1 1 2
4
5 Codigo Fonte Cadigo de Canal
6 0 0 0 0 0
¥ o 1 ] 1 I: 2
[+] 1} 3 n 2 2 1
Figura 11
H - %

EGLIIYeY  PAGINA INICIAL IMSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS

C-TH 4 | =
M Calibri A A T=a & BQue
=R
Colar ¢ NIs- H-b-8- === &= Hue
Area de Transf... T Fonte I Alinhame
E6 - J | =vop(as*ses2+e6=3es3; 3) |
A B C D E F G
Matriz Geradora: G
2 1 ] 2 Z
3 ] 1: 1 2
A
5 Codigo Fonte Codigo de Canal
6 1] 1] 1] 1] ] 1]
7 0 1: 0 1: 1: 2
A 0 2 0 2 2 1

Figura 12
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Tabela 16
Matriz
Geradora: G
1 0 2 2
0 1 1 2
Cadigo Fonte Cadigo de Canal
0 0 0]0]0]0
0 1 0|1 ]1]2
0 2 0| 2|2 1
1 0 1]10]2]2
1 1 1 1 0 1
1 2 1121110
2 0 2101111
2 1 2111210
2 2 2 121012
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Apos a construgdo das matrizes G e H € possivel iniciar o jogo. Para isso, o professor
pode propor a divisdo da turma em dois grandes grupos. Cada um representara um “jogador”.
Em cada grupo sera realizada a seguinte subdivisdo: um aluno sera eleito para ser quem dira
ao grupo em qual “casa” sera efetuada a jogada do X ou O; os demais alunos formarao dois
subgrupos, sendo que o primeiro sera responsavel pela codificacdo e o segundo pela
decodificagdo das mensagens.

O jogo funcionara da seguinte maneira. O lider dira & equipe de codificacdo em que
local pretende que a jogada seja realizada. Ela codificard a informacédo e o avisara. O lider,
entdo, receberd o vetor referente & jogada e poderd acrescentar um erro antes de encaminha-la
ao lider da equipe adverséria. Este receberd o codigo da jogada e acionara sua equipe de
decodificacdo, a qual ird verificar se a mensagem possui erro e corrigi-la, a fim de que seja
efetuada a marcacgdo no jogo da velha que estard no quadro (negro ou branco). Se o grupo
marcar uma casa errada, a equipe que enviou a mensagem poderé se manifestar. Para isso, 0
seu lider deverd explicar no quadro como foi realizada a codificagdo e, entdo, o grupo que
marcou erroneamente a localizacdo no quadro ficard uma rodada sem jogar. Além disso,
ocorrerd a marcacdo no quadro da jogada correta. Caso seja enviada uma mensagem com mais
de um erro ou tenha ocorrido algum equivoco na codificacéo realizada pelo grupo que efetuou
a jogada, este é que ficar4 uma rodada sem jogar. O procedimento se repetira até que haja um
vencedor ou até que 0 jogo termine sem vencedores — ocorra empate.

Tomemos um exemplo. Suponhamos que a turma foi separada nos grupos X e O. O
grupo X iniciard o jogo. O lider do grupo informa a equipe de codificacdo que deseja jogar o
X na posicdo az, da matriz. A equipe de codificagdo, entdo, verifica que o algoritmo da fonte!®
estabelece que a,, = [(2—1) (2—1)]=[1 1] e efetuao seguinte produto:

1 0 2 2
01 1 2

O lider do grupo, de posse da informagdo, encaminha ao lider do grupo adversario o

x.G=[1 11 |=12 1 0 1

vetor[1 O 0 1], emquehaum erro.
O lider do grupo O recebe a informagdo e aciona sua equipe de decodificagdo. A

equipe, entdo, efetua o seguinte calculo:

[1210]

t:
Hr=11 1 o 1

19 O algoritmo da fonte, conforme consta no inicio da atividade, é a;; = (i-D(G-1)
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Diante disso, ela conclui que a mensagem foi transmitida com erro. Como ja foi estabelecido
gue no maximo acontece um erro, o vetor do erro tem a formae = (0, ..., X, ..., 0), com X # 0
na i-ésima posicdo. Assim, a equipe procedera a busca de qual ¢ a i-ésima posicdo. Como He'

= Hrte He! = xh' (h' é a i-ésima coluna de H), ela verifica que

=2f)=2n

Portanto, o grupo conclui que o erro ocorreu na segunda coordenada e que 0 vetor erro € e =
(0, 2, 0, 0). Assim, a palavra transmitida é ¢ = (1001) — (0200) = (1101), a qual corresponde
ao codigo de fonte 11 e, consequentemente, & posi¢do az.

Agora o grupo O fard sua jogada. O lider escolhe uma posicéo e informa a equipe de
codificagdo. Suponhamos que seja ass. A referida equipe verifica que o algoritmo da fonte
estabelece que asz; =[3—1 3—1]=1[2 2] e efetuao seguinte produto:

1 0 2 2
01 1 2

O lider do grupo, de posse da informagdo, encaminha ao lider do grupo adversario o

xG=[2 21| |=12 2 0 21

vetor com um erro. Por exemplo,[2 2 0 0]
O lider do grupo X recebe a informagdo e aciona sua equipe de decodificagdo. A

equipe, entdo, efetua o seguinte calculo:

et 23 -8

Diante disso, ela conclui que a mensagem foi transmitida com erro. Como ja foi estabelecido
que no maximo acontece um erro, o vetor do erro tem a formae = (0, ..., X, ..., 0), com X # 0
na i-ésima posicdo. Assim, a equipe procedera a busca de qual é a i-ésima posicdo. Como He

= Hc' e He! = xh' (h' é a i-ésima coluna de H), ela verifica que

HESTHEYY

Portanto, o grupo conclui que o erro ocorreu na quarta coordenada e que o vetor erro é e = (0,
0, 0, 1). Assim, a palavra transmitida é ¢ = (2200) — (0001) = (2202), a qual corresponde ao
cadigo de fonte 22 e, consequentemente, a posicao ass.

E 0 jogo continua até que haja um vencedor ou ocorra 0 empate.

Apos algumas rodadas do jogo, o professor pode propor que os célculos de codifica¢do
e decodificacdo sejam realizados por meio de planilhas eletronicas, o que tornard as jogadas

mais rpidas e a atividade sera mais dindmica.
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Como pode acontecer de algum grupo transmitir uma mensagem com mais de um erro,
vamos analisar a seguinte situacdo. Suponha-se que seré efetuada uma jogada na posicéo ass.
Conforme j& calculado anteriormente, o vetor que codifica a jogadaé[2 2 0 2]. Assim,
se for recebido o vetor [2 1 0O 0], isto significa que ocorreram dois erros durante a

transmisséo da mensagem. No momento da decodificagdo, encontra-se,

el 2 3 Bl B-s-a

Nesse caso, é identificado que houve um erro. Todavia, 0 procedimento de corregéo
nos diz que o vetor erro é (0010) e que a palavra correta é ¢ = (2100) — (0010) = (2120), que
embora seja uma palavra que pertence ao codigo, ndo é a palavra que foi enviada. Esse
célculo exemplifica a impossibilidade de corre¢cdo da mensagem quando ocorre mais de um
erro na transmisséo.

Ao final da atividade o professor deverd explicar aos alunos o motivo pelo qual
escolheu o comprimento de palavras n = 4, que foi para obter um codigo linear perfeito. Para
isso, 0 docente deve fazer a verificagcdo de que os pardmetros M =9, k=1, g=3en =4
satisfazem as condicGes descritas na definicdo 2.8. Além disso, o professor podera construir
todos os discos com centro nas palavras do codigo e distancia 1, a fim de verificar que a unido
dos mencionados discos é o conjunto F3.

Segue abaixo a relagdo de discos com os respectivos elementos contidos em cada um

deles.
Tabela 17
DISCOS
D(0000, 1) = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 2000, 0200, 0020, 0002}
D(0112,1)={0112, 1112, 2112,0012, 0212, 0102, 0122, 0110, 0111}
D(0221, 1) = {0221, 1221, 2221, 0021, 0121, 0201, 0211, 0220, 0221}
D(1022, 1) = {1022, 0022, 2022, 1122, 1222, 1002, 1012, 1020, 1021}
D(1101, 1) ={1101, 0101, 2101, 1001, 1201, 1111, 1121, 1100, 1102}
D(1210, 1) = {1210, 0210. 2210, 1010, 1110, 1200, 1220, 1211, 1212}
D(2011, 1) = {2011, 0011, 1011, 2111, 2211, 2001, 2021, 2010, 2012}
D(2120, 1) = {2120, 0120, 2120, 2020, 2220, 2100, 2110, 2121, 2122}
D(2202, 1) = {2202, 0202, 1202, 2002, 2102, 2212, 2222, 2200, 2201}

Procedimento pedagdgico
A atividade é mais complexa que as demais sugeridas até 0 momento. Ser& necesséria

constante intervengdo do docente no momento das jogadas, auxiliando os alunos. Além disso,
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0 professor deve incentivar a participagdo ativa da turma na realizacdo da atividade e assumir
um papel de auxiliador na construgédo do conhecimento.

E importante o professor salientar que, em virtude de o cddigo ser perfeito e o canal
causar no maximo um erro, nessa atividade sera possivel a detecgdo e a correcdo de quaisquer

palavras.

Informacdes complementares — determinagéo do valor de n:

Conforme consta no capitulo referente aos codigos lineares, um codigo linear C é um
subespago vetorial de Fy de dimensdo m (m < n). O conjunto [F, € um corpo finito de q
elementos e n é o comprimento das palavras do codigo.

A relagdo entre o nimero de palavras M de um codigo e os valores de g e m, em um
codigo linear, se d& da seguinte forma: M = q™.

Com base nas informacdes acima é que foi iniciada a elaboracdo do codigo utilizado
na atividade. De inicio, foi estabelecido que a quantidade de palavras deveria ser M =9 (que é
exatamente a quantidade de casas do tabuleiro do jogo da velha). Assim, como 9 = 3% e como
g e m sdo numeros naturais, concluimos que q = 3 e m = 2. Dessa forma, podemos afirmar
que o codigo tem dimensdo m = 2 e o alfabeto possui q = 3 letras — F; = {0,1 2}.

Com relacdo a distdncia minima, vamos supor que ela seja d = 3. Entdo, podemos

dizer que o codigo permite a identificacdo de d — 1 = 2 erros e a correcdo de k = [%] =1

erro.

Pois bem, ante ao exposto, nos resta apenas obter a seguinte informagéo: o
comprimento n das palavras. Para obtermos possiveis valores de n vamos utilizar a cota de
Hamming e o limitante de Singleton. Lembremos, todavia, que o valor de n deve ser natural.

A cota de Hamming nos informa que

qTL

M <
o) (-1

Dai,

31’1
9 <
(5)E-Do+(HGE-1n

Donde se conclui que
1+2n<3n2
Fazendo o grafico no Geogebra das funges y = 1 + 2x e y = 3*~2, avaliamos que devemos

ter n=4,n€N.
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Por outro lado, utilizando a Cota de Singleton, temos que

d<n-m+1

Dai,
3<n-2+1

Donde se conclui que
4<n

Avaliamos, entdo, que também devemos ter n > 4,n € N.
Ante o apresentado, concluimos que o comprimento do cddigo deve ser maior ou igual

a 4. Vamos procurar um valor que nos forneca um codigo perfeito.
Verificacdo de que o codigo é um codigo perfeito:

Podemos notar — com o uso dos parametros comprimento n = 4, dimensdo m = 2,
distancia minima d = 3, capacidade de corrigir até k = 1 erro — que a seguinte equagdo €

satisfeita:
k
MDY (Da-D1=q"
t=0
pois,

9[2(‘:)(3 1= [(g) (2)° + (‘1‘) (2)' = 9.[1+8] =81 = 3¢
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Assim, de acordo com na definigdo 2.8, podemos dizer que se adotarmos n = 4, no presente
exemplo, teremos um cddigo perfeito. A vantagem do uso desse cddigo € que sempre que
ocorrer 1 (um erro) é possivel a sua correcdo, pois a palavra ira pertencer a um dos discos D
(c, 1), para c pertencente ao cddigo.

Vamos escrever os discos de raio 1 para cada uma das palavras do cddigo. As palavras

do cddigo ja foram identificadas na se¢do “aspectos operacionais”, da atividade 4. Portanto,

UD(C, 1) =gt =3*
cec
Tabela 17

D(0000, 1) = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 2000, 0200, 0020, 0002}
D(0112, 1) = {0112, 1112, 2112, 0012, 0212, 0102, 0122, 0110, 0111}
D(0221, 1) = {0221, 1221, 2221, 0021, 0121, 0201, 0211, 0220, 0221}
D(1022, 1) = {1022, 0022, 2022, 1122, 1222, 1002, 1012, 1020, 1021}
D(1101, 1) = {1101, 0101, 2101, 1001, 1201, 1111, 1121, 1100, 1102}
D(1210, 1) = {1210, 0210. 2210, 1010, 1110, 1200, 1220, 1211, 1212}
D(2011, 1) = {2011, 0011, 1011, 2111, 2211, 2001, 2021, 2010, 2012}
D(2120, 1) = {2120, 0120, 2120, 2020, 2220, 2100, 2110, 2121, 2122}
D(2202, 1) = {2202, 0202, 1202, 2002, 2102, 2212, 2222, 2200, 2201}

A tabela da péagina anterior apenas confirma que, de fato, o codigo é perfeito.

Outra maneira de identificar quais sdo as palavras do codigo:
Construida H, podemos verificar quais palavras pertencem ao codigo. Como m =2 e
n = 4, serdo acrescentados dois digitos de redundancia a codificagdo da fonte. Assim,

podemos ter palavras de comprimento quatro, segundo os parametros da tabela abaixo?.

Tabela 18
Fonte Redundancias

NININFP PP IOO|O
N FRPOINFIOIN(FL|O

20 Os espagos vazios da tabela 18 serdo preenchidos por elementos do conjunto F; = {0, 1, 2}.
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Portanto, existem trés opcdes para cada digito da redundancia, uma vez que o alfabeto
é {0, 1, 2}. Ou seja, para cada uma das linhas da tabela acima h& nove possibilidades de
formacdo de palavra. Todavia, para que a palavra formada pertenca ao cddigo, devemos ter
H.c' =0, onde c! é a transposta de cada linha.

As contas de verificagdo sdo um pouco extensas. Entdo, uma excelente opcéo € 0 uso
de planilhas eletrénicas. Para tanto, vamos escrever a matriz H e, em seguida, as
possibilidades de cada linha. Por meio de formulas, as planilhas eletrnicas realizam as contas

e nos informam qual a palavra c em que ocorre H.c' = 0.

= g
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Tabela 19

Verificacdo de ai»
00000O0O0CO0O
111111111
000111222
012012012

Verificacdo de ai:
000000O0O0O
000000O0O0O
000111222
012012012

Matriz H

2
1

1
0

222000111

000111222
012012012

120120120

Verificacdo de az
111111111
111111111
000111222
012012012

Verificacgdo de ax:
111111111
00000O0O0O0O
000111222
012012012

Verificacdo de ai3
00000O0O0O0O
222222222
000111222
012012012

000111222
201201201

111222000

120120120

111222000
201201201

Verificacdo de as»
222222222
111111111
000111222
012012012

Verificagdo de as;
222222222
000000O0O0CO
000111222
012012012

Verificacdo de az3
111111111
222222222
000111222
012012012

111222000
012012012

222000111

201201201

222000111
012012012

Verificacdo de ass
222222222
222222222
000111222
012012012

000111222

120120120

Ante ao exposto, podemos montar a seguinte tabela, na qual estdo as palavras do

codigo de canal:
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Tabela 20

Codigo da Cadigo de
Posicéo fonte Canal
a1 00 0000
a2 01 0112
a13 02 0221
a1 10 1022
ax 11 1101
az 12 1210
as1 20 2011
as2 21 2120
as3 22 2202
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Novos métodos de ensino de Matemaética tém revolucionado a forma de construcédo do
conhecimento pelos educandos. Essas novas concepgdes tém trazido o foco do processo de
ensino-aprendizagem para o aluno, colocando-o como um sujeito ativo, questionador,
reflexivo, capaz de analisar problemas e buscar solugdes.

Essa nova maneira de ensinar Matematica faz com que o professor também tenha que
modificar sua prética, pois sera ele quem criar as condicdes para que o aprendizado ocorra e,
para isso, serdo necessarias a elaboracdo de situacdes-problema, a contextualizacdo histdrica,
0 uso de computadores em sala de aula, dentre outras situagdes possiveis. Além disso, o
docente também deve adotar uma postura de orientador, e ndo de “detentor de todo o
conhecimento”, indicando o caminho a ser seguido pelo educando para que este investigue e
resolva as situagdes-problema.

As atividades propostas seguem esta concepcdo de ensino-aprendizagem. Elas foram
desenvolvidas com o objetivo de contextualizar o estudo de matrizes, vetores, sistemas de
numeracdo e sistemas lineares. Por meio delas os educandos podem analisar problemas,
propor solucdes, verificar que em determinados momentos a solu¢do néo é a melhor possivel.
Isso acontece porque as atividades tentam recriar a forma como se deu o desenvolvimento do
estudo dos codigos corretores de erros, uma vez que é apresentada a seguinte sequéncia: um
modelo de codigo que ndo detecta e nem corrige erros; modelos de codigos que apenas
detectam erros; um cddigo que detecta e corrige (mas ndo muito preciso); e um codigo linear
diferenciado, chamado de codigo perfeito.

Portanto, por meio da sequéncia proposta, espera-se que o0s alunos adquiram
competéncias relacionadas ao desenvolvimento do pensamento algébrico, & seguranca para
adaptar o uso de conceitos matematicos em outros contextos, a analise de informagdes e
tomada de decisdes, bem como comecem a avaliar quando o uso de uma ferramenta
tecnoldgica pode ser util para resolver um problema.

Dessa forma, podemos concluir que as atividades auxiliam na qualificagdo dos
educandos para, ao final do Ensino Médio, serem inseridos no mercado de trabalho ou para o

prosseguimento dos estudos.
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APENDICE A

Folha da atividade 1

Questdo 1: A primeira final de copa do mundo de futebol foi realizada entre quais paises?
a) Uruguai e Argentina
b) Argentina e Brasil
c) Alemanha e Italia
d) Uruguai e Brail

e) Inglaterra e Paraguai

Questdo 2: Na frase: Antdnio e Maria foram ao cinema. O sujeito da frase é classificado em:
a) Oculto
b) Simples
c) Composto
d) Oragédo sem sujeito

e) Indeterminado

Questao 3: O Brasil vive uma crise hidrica. Qual o nome do rio que abastece os estados do
Rio de Janeiro, S&o Paulo e Minas Gerais e que foi objeto de um recente acordo com a
Agéncia Nacional de Aguas para sua utilizagio?

a) Rio Acre

b) Rio Amazonas

c) Rio S&o Francisco

d) Rio Paraiba do Sul

e) Rio Guandu

Questdo 4: Qual o nome do primeiro presidente eleito pelo voto direto da populacdo apds o
periodo da ditadura militar?

a) Fernando Henrique Cardoso

b) Sarney

c) Fernando Collor

d) Dilma

e) Lula
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Questao 5: Quais 0s nomes das camadas eletronicas de distribuicdo de elétrons?
a) A B,CDEFG
b) K,L,M,N,O,P,Q
¢) RS, T,UV,W,X
d) M,N,O,P,Q,R,S
e) AE 10U

Questao 6: Qual o nome do primeiro brasileiro campe&o de surf?
a) Guga
b) Pedro Alvarenga
c) José Dirceu
d) Gabriel Medina
e) Mick Fanning

Questdo 7: Suponha que sobre uma mesa haja um livro. Qual serd a forca que a mesa exerce
sobre o livro (forca normal), sabendo que a forga com que a Terra o atrai é de 10N?

a) 5N

b) 8N

c) 15N

d) 3N

e) 10N

Questéo 8: Os insetos possem:
a) Um par de asas e 3 pares de pernas
b) Dois pares de asas e 2 pares de pernas
c) Quatro pares de asas e 3 pares de pernas
d) Um ou dois pares de asas e 3 pares de pernas

e) Um par de asas e um par de pernas
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APENDICE B

Folha da atividade 2

Questao 1: Nos cadigos de barras das figuras a seguir, faca o calculo referente a identificacéo

do digito verificador.

Fonte: Foto de uma embalagem de milho verde.

Questao 2: Determine o digito verificado de um produto que tem cddigo de barras
correspondente a sequéncia numérica 789603609511 X.

Questao 3: Considere que 0 nimero 4891668326689 ¢ a sequéncia numérica de um cddigo de

barras. Verifique em cada caso se 0 erro sera detectado.

a) A sequéncia digitada é 4891668326698 (houve inversdo dos dois ultimos digitos)

b) A sequéncia digitada é 4896168326689 (houve inversdo do quarto e quinto digitos na
digitagéo)

98



Observacoes referentes a folha de atividades 2:

Questdo 1: A primeira questdo pode ser substituida por uma atividade na qual sejam
distribuidas aos alunos embalagens de produtos a fim de que eles analisem o cddigo de barras

correspondente.

Questéo 2:
Resolucgéo:
Como o cddigo contém 13 digitos, trata-se de um EAN-13. Fagamos o produto escalar entre
os vetores (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)e (7,8,9,6,0,3,6,0,9, 5,1, 1, X). Teremos,
portanto, como resultado, a expressdo 101 + x. O menor valor de x inteiro ndo negativo que

pode nos levar ao menor multiplo de dez mais proximo de 101 é x = 9.

Questéo 3:

a)

Resolucgéo:

O codigo possui 13 digitos. Trata-se, portanto, de um EAN-13. Devemos fazer o produto
escalar entre os vetores (1, 3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)e(4,8,9,1,6,6,8,3,2,6,6,9, 8).

O resulta é 144, que ndo é um multiplo de dez. Portanto, o erro seré detectado.

b)

Resolucgéo:

Vamos fazer o produto escalar entre os vetores (1, 3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) e (4,8,9, 6,

1,6,8,3,2,6, 6,9, 8). O resulta é 150, que € um multiplo de dez. Portanto, o erro ndo sera

detectado.
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