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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar que o conjunto dos nimeros reais € um corpo
ordenado completo e que, a menos de um isomorfismo, é Unico. Este trabalho é voltado para
todos aqueles que tenham interesse em Matematica, sobretudo, para os professores de
Matematica do ensino médio que utilizam as propriedades do conjunto dos nimeros reais sem
conhecer a teoria matematica envolvida. Para tanto, é necessario caracterizar o conjunto dos
reais a fim de provar suas propriedades. Aqui, utilizamos duas construcdes, a saber: os reais
via sequéncias de Cauchy devido a Cantor e os reais via Cortes de Dedekind. A partir dessas
caracterizagdes, conseguimos construir um corpo K munido das operagbes de soma e
multiplicacdo onde mostramos que ele cumpre as condicGes da definicdo de corpo. Definida
uma relacdo de ordem em K, mostramos que tal corpo € ordenado e, além disso, conseguimos
mostrar que todo subconjunto de K admite supremo, 0 que quer dizer que tal corpo é

completo. Finalmente, mostramos que qualquer outro corpo ordenado completo que possa,

por ventura, existir € uma mera caracterizagdo de R, o que quer dizer que R é Gnico, a menos

dessas possiveis outras caracterizacdes. Tal caracterizacdo sera chamada de isomorfismo que é

uma funcdo bijetora de R para K.

Palavras-chave: NUmeros Reais. Corpo Ordenado Completo. Sequéncias de Cauchy. Cortes
de Dedekind.



ABSTRACT

This work aims to show that the set of real numbers is a complete ordered field that, within an
isomorphism, is unique. This work is aimed at all those who are interested in mathematics,
especially for that high school math teacher who uses the real numbers of the set of properties
without knowing the mathematical theory involved. Therefore, it is necessary to characterize
the set of the real in order to prove their properties. Here, we use two buildings, namely: the
real via Cauchy sequences due to Cantor and the real via Dedekind cuts. From these
characterizations, we can build a field K equipped with the addition and multiplication
operations which show that it meets the definition of field conditions. Set an order relation in
K, we show that such a body is ordered and in addition, we show that every subset of K
admits supreme, which means that such a field is complete. Finally, we show that any
complete ordered field that can, perchance appear is a mere characterization of R, which
means that R is unique, unless these possible other characterizations. This characterization

will be called isomorphism which is a function bijetora of R to K.

Keywords: Real Numbers. Complete Ordered Field. Cauchy sequences. Dedekind cuts.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, daremos inicio ao nosso trabalho falando a respeito da descoberta
dos incomensuréveis, motivagao do nosso trabalho. Para mais detalhes, recomendamos [7].

Admitiremos conhecidos 0s nimeros racionais e suas propriedades. Além disso, 0

conjunto N dos nimeros naturais tera 0 1 como menor elemento.

Acreditava-se, desde a Grécia antiga, que, dados dois segmentos de retas AB e
CD, sempre existia um segmento de reta EF que cabia, inteiramente, n vezes em ABe m
vezes em CD. Tal crenca talvez se justifique na aritmética, onde dois nimeros quaisquer tém
sempre um divisor comum. Os segmentos AB e CD eram, por essa razdo, chamados
segmentos comensuraveis.

Para medir tais segmentos, tomava-se um segmento padrdo u cuja medida, por
definigdo, é igual a 1. Assim, se o segmento u coubesse n vezes em AB, a medida do
segmento AB era n. No entanto, poderia ocorrer do segmento unitario u nio caber n vezes em

AB, dai, bastava encontrar um pequeno segmento de reta w que coubesse n vezes em u e m

—_— . ;1 - -
vezes em AB. Dessa forma, o comprimento de w é —€0 comprimento de AB é %

. 1 , . . p
Note que os comprimentos o € % representam numeros racionals que, na epoca,

ndo eram encarados como numeros e sim como razdo entre dois nUmeros naturais.

A ideia da comensurabilidade durou até o quarto seculo antes de Cristo quando
um dos discipulos de Pitagoras, lider de uma seita filosofica religiosa, observou que a
diagonal e o lado de um quadrado ndo eram segmentos de reta comensuraveis. O argumento
usado para mostrar a existéncia dos incomensuraveis ¢ bem simples. Dado um quadrado de
lado unitario u e diagonal d, suponha que haja um segmento w que caiba n vezes em u e m

vezes em d. Ora, a medida do segmento u, por definicdo, é igual a 1 enquanto a medida da

2
diagonal d é % Pelo teorema de Pitagoras, temos: ’:—Zz 12+ 12 = m? =2n% Mas o
primeiro membro da segunda igualdade nos diz que, na decomposicdo de m? em fatores

primos, o expoente do fator 2 é par enquanto o de 2n? é impar, o que é um absurdo. Como
d =2, segue que v2 ¢ Q.
A existéncia de segmentos incomensuraveis significa que os nimeros naturais

mais as fracOes sdo insuficientes para medir todos 0s segmentos de reta, ou seja, embora Q

seja um corpo ordenado ele ndo é completo (no capitulo 1, daremos mais detalhes sobre estes



10

conceitos). A solucdo que se impunha e que foi, finalmente, adotada era a de estender o

conceito de nimero, introduzindo os chamados numeros irracionais. Em linguagem moderna,

a solucdo foi ampliar o conjunto dos nimeros racionais Q, obtendo o conjunto dos nimeros

reais R.

Durante muito tempo, esses “novos nimeros” foram utilizados sem que houvesse
uma definicdo formal para eles, o que s6 foi acontecer no seculo XIX com os matematicos
alemées Richard Dedekind (1831 — 1916) e Georg Cantor (1845 — 1918) (Veja [2]).

Na rede bésica de ensino, o aluno aprende a utilizar simbolos numéricos para
representar o resultado de contagens, medigdes, pesagens... Além disso, nessa etapa de ensino,
é muito importante que eles saibam resolver problemas manipulando tais simbolos por meio
de operacgdes aritméticas. No entanto, ndo é ensinado ao aluno o conceito rigoroso de numero.
E claro que uma construgio formal dos nimeros reais, por exemplo, foge dos interesses do
ensino medio. Mas o que dizer dos professores de matematica que atuam nessa modalidade de
ensino? Certamente, ndo é dificil encontrar professores que ndo conhecem tais construcoes.
Isso talvez se justifique pelo fato da maioria dos textos que abordam o tema usarem uma
linguagem algébrica avancgada.

Procuramos ndo carregar a linguagem a fim de tornar a leitura do texto mais
agradavel. Este trabalho traz, basicamente, as duas mais conhecidas construgdes dos nimeros

reais, a saber: os cortes de Dedekind e as classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy

devido a Cantor. Nosso objetivo € mostrar, com ambas as construgdes, que o conjunto R de

nameros reais € um corpo ordenado e completo. Lembre-se que o conjunto dos ndmeros

racionais € um exemplo de corpo ordenado, mas, como mostra o exemplo anterior, ndo é

completo, no sentido que os nimeros pertencentes a Q nédo séo suficientes para medir todos

0s segmentos de reta.

E muito importante que o professor de matematica conheca a teoria que esta por
trés dos resultados ensinados em sala de aula, mesmo que nédo utilize certo conhecimento de
forma direta. Por exemplo, o fato de ndo apresentarmos, rigorosamente, 0s nUMeros reais no
ensino médio, ndo quer dizer que nao precisamos conhecé-lo. Sem davida, a construcdo dos
nameros reais é importante para a fundamentacdo teorica e cultura matematica de qualquer

professor.
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2 PRELIMINARES

A fim de facilitar a escrita, concordaremos que, a menos que se especifique o

contrério, 0s conjuntos tomados aqui, neste capitulo, serdo subconjuntos de Q.

Alguns dos resultados feitos aqui, neste capitulo, podem ser vistos com mais
detalhes em [2], [5] e [9].

Definicéo 2.1 Se x € A e x & B, diremos que x € A\B. O simbolo ‘\’ significa diferenga de
conjuntos.

Definigdo 2.2 Sejam a, b elementos de um conjunto K, uma relacdo R no conjunto K é uma
lei que associa o0 elemento a ao elemento b. Se a se relacionar com b, escreveremos aRb. A
negacéo disto é a(~R)b.

Exemplo 2.1 Dado o conjunto C = {1, 2}, temos que a lei da igualdade é uma relagdo em C,
poisl=1e2=2.

Exemplo 2.2 Considere o conjunto A = {1, 2, 3}. Como 1< 2,1<3e 2< 3, segue que a lei
da desigualdade, representada pelo simbolo <, € uma relagdo em A.

Exemplo 2.3 Considerando ainda o conjunto C do exemplo 2.1, temos que a lei, representada
pelo simbolo <, que associa um elemento a outro maior do que ou igual a ele é uma relag&o.
Nestecaso,1<1,1<2e2<2.

Exemplo 2.4 Dado o conjunto B = {1, 2, 3, 4, 9}, temos que a lei que associa o lado de um
quadrado com sua respectiva area, representada pelo simbolo “—”, € uma relacdo no conjunto
B,poisl—1,2-4,3-09.

Existem trés tipos de relacdo muito importantes em matematica das quais
lancaremos mao quando formos construir os reais: relacdo de equivaléncia, relacdo de ordem
parcial estrita e relacdo de ordem parcial ndo estrita. A definicdo de cada uma se encontra
abaixo.

Definicédo 2.3 Uma relacdo R em A diz-se uma relacéo de equivaléncia se possuir as seguintes

propriedades:
i) reflexiva: aRa, paratodo a € A;
ii) simétrica: se a, b € A e aRb, entdo bRa;

iii) transitiva: para a, b, c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.

Exemplo 2.5 Arelacdo de igualdade é uma relacdo de equivaléncia.

i) Claramente, a = a, paratodo a € A,
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ii)sea=Db entdoa=bea+(-a-b=b+(-a-bh ©-b=-ae
(=b).(-1)=(-a).(—1) © b =ae, finalmente,
lilsea=beb=c,temos:a=bea-c=b-ceoa-c=0a-c+c=0+cea=c.
Exemplo 2.6 Considere o conjunto A formado pelos naturais que, ao serem divididos por 3,
deixam resto 2, isto 6, A=1{2,5,8,...,(n — 1).3 + 2}. Considere, ainda, a relacdo R que toma
a diferenca de dois elementos quaisquer de A. Note que tal diferenca é um inteiro maltiplo de
trés. De fato, se a, b e ¢ € A, entdo existem n,, n, e n; € N taisque a = (n; —1).3 + 2,
b=(m,—1).34+2ec=(Mm3—1).34+2. Assim;a-b=[(n; —1).3+2] -[(n, —1).3+
2] = 3.(ny — ny,). Tal relagdo é uma relagdo de equivaléncia. Ora, a—a =0 = 0.3, isto mostra
que R € reflexiva; se a— b =3.(n;, —n,), entdo b —a = 3.(n, — ny), 0 que mostra que R €
simetrica e, finalmente, se a — b = 3.(n;,—n,) e b — ¢ = 3.(n, —n3), entdo
a—c =3.(n; —ny), 0 que mostra a transitividade de R.

Defini¢céo 2.4 Uma relacdo R em A diz-se uma relagcdo de ordem parcial estrita se possuir as

seguintes propriedades:

i) antirreflexiva: a(~R)a, paratodo a € A, isto €, a ndo se relaciona consigo mesmo;

ii) antissimétrica: se a, b € A e aRb, entdo b(~R)a, isto é, embora a se relacione com b, b ndo

se relaciona com a;

iii) transitiva: para a, b, ¢ € A, se aRb e bRc, entdo aRc.

Exemplo 2.7 No exemplo 2.2, a relacdo < é uma relacdo de ordem parcial estrita. Neste caso,
se a < b, dizemos que a é estritamente menor do que b ou, quando ndo houver risco de
confusdo, diremos apenas a menor do que b. Por simplicidade, chamaremos tal relacdo de
relacdo de ordem estrita ou, simplesmente, relacdo de ordem quando ndo houver risco de
confus&o.

Definicédo 2.5 Uma relacdo R em A diz-se uma relacdo de ordem parcial ndo estrita se possuir

as seguintes propriedades:

i) reflexiva: aRa, paratodo a € A;
ii) antissimétrica: se a, b € A e aRb e bRa, entdo a = b;

iii) transitiva: para a, b, c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.

Exemplo 2.8 No exemplo 2.3, a relacdo < é uma relagdo de ordem parcial ndo estrita. Neste
caso, se a < b, diremos que a & menor do que ou igual a b. Chamaremos tal relacdo de relacdo

de ordem n&o estrita ou, simplesmente, relacdo de ordem quando ndo houver risco de
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confuséo.

O fato é que se um corpo é ordenado, ele possui uma relacdo de ordem.
Dependendo do objetivo, pode-se adotar qualquer uma das duas relaces de ordem para um
corpo ordenado K. Por exemplo, ao construir os reais via sequéncias de Cauchy, usaremos a
relacdo de ordem estrita a0 passo que, na construgdo via cortes de Dedekind, usaremos a
relacdo de ordem ndo estrita.
Definigdo 2.6 Sejam R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A e a € A um elemento
fixado arbitrariamente. O conjunto a = {x € A | xRa} chama-se classe de equivaléncia de a
pela relacdo R. Ou seja, é o conjunto constituido por todos os elementos de A que sdo
equivalentes a a.
Exemplo 2.9 No exemplo 2.6, temos que 2, por exemplo, representa o conjunto A, pois todos
0s elementos de A séo equivalentes a 2 pela relagdo R.

Nosso objetivo, em ambas as construces, € mostrar que R é um corpo

ordenado completo. Abaixo, daremos a definicdo de corpo, corpo ordenado e corpo
ordenado completo.

Definicdo 2.7 Um conjunto ndo vazio K munido de duas operagdes (K, +, ), adicdo (+) e
multiplicacdo (), € um corpo, se a adicdo e a multiplicaco gozarem das seguintes

propriedades:

i) fechamento: dados a, b € K, a+ b € Ke a.b € K, isto ¢, K & um conjunto fechado em
relacdo a adicdo e a multiplicacao;

ii) associativa: dados a, b, c € K, temos: (a+b)+c=a+ (b +c)e (a.b).c=a.(b.c);

iii) comutativa: dados a, b € K, temos:a+b=b+aea.b=b.a;

iv) elemento neutro: dado a € K, existem0Oe 1l € Ktaisquea+0=aea.l=a;

V) elemento oposto (adi¢do) e elemento inverso (multiplicacdo): dados a, b € K com b = 0,
existem(—a), b~ € K taisque a+(—a)=0ehb. b7t =1,

vi) distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo: dados a, b, ¢ € K, temos:
a(b+c)=ab+a.c.

Exemplo 2.10 O conjunto Z dos nimeros inteiros ndo € um corpo, pois apenas 0s ndmeros 1

e —1 admitem inversos multiplicativos. Ja o conjunto Q dos nimeros racionais € um corpo.

Proposi¢cdo 2.1 (Unicidade do elemento neutro na adi¢cdo e na multiplicacdo) Se K é um
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corpo, entdo, em K, s6 existe um elemento neutro na adicdo e na multiplicacdo.
Demonstracéo.

Mostraremos, inicialmente, a unicidade do elemento neutro na adigéo:

1) suponha que existam 0’, 0 € K tais que 0’ e 0” sejam elementos neutros na adi¢do. Assim,

0= (0 +0”) = (0" + 00) = 0. A primeira igualdade vem do fato de 0~ ser elemento neutro, a
segunda vem do fato da soma ser comutativa e a terceira vem do fato de 0 também ser

elemento neutro, logo, 0' =0~. Mostraremos, agora, a unicidade do elemento neutro na
multiplicacéo. [ |

ii) suponha que existam 1-, 1~ € K tais que 1' e 1- sejam elementos neutros na multiplicacéo.
Assim, 1 = (1.17) = (1».1") = 1». A primeira igualdade vem do fato de 1~ ser elemento neutro,
a segunda vem do fato da multiplicagio ser comutativa e a terceira vem do fato de 1' tambem
ser elemento neutro, logo, 1" = 1-. [ |
Proposicdo 2.2 (Unicidade do elemento oposto da adicdo e do elemento inverso da
multiplicacdo) Se K é um corpo, entdo o elemento oposto e o elemento inverso de um dado
elemento em K séo unicos.

Demonstracéo.

Mostraremos, inicialmente, a unicidade do elemento oposto.

I) suponha que existam a, a’, a» € Ktais que a’ e a” sejam elementos opostos de a. Assim,
a=a+0=a+(@+a)=(@+a)+tar=0+a =a

ii) suponha que existam b # 0, b, b» € K tais que b’ e b» sejam elementos inversos de b.
Assim,

b= b.1=b.(b. b)=(b.b).b»=1b"=b". [
Definicéo 2.8 Um corpo (K, +, *) é ordenado se nele esta contido um subconjunto préprio P

que satisfaz as seguintes condicdes:

P1) Dados x,y € P, tem-se: x +y € P e x.y € P, ou seja, P ¢ fechado em relagdo a adigdo “+”
e a multiplicagdo “”;
P,) Dados x € K, tem-se que exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou x =0oux € P

ou -x € P onde 0 € o elemento neutro da adi¢éo.

Se (K +, ) € um corpo ordenado, pode-se formar o conjunto -P = {- x; x € P} e assim obter:

K =P u{0}uU -P. Note que os conjuntos P, {0}, -P sdo dois a dois disjuntos.
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Exemplo 2.11 O corpo (Q, +, ) é ordenado.
Considere o subconjunto de @Q formado apenas pelos racionais positivos: Qi =

{%, coma,b € N}. Para provarmos que o corpo (Q, +, ) é ordenado, precisamos mostrar que

0 conjunto Q. possui as propriedades P e P,. Assim, sejam x, y € Q7 tais que X = %e y = 3.

Dessa forma, temos:

i)x+y=§+§=%. Como (a.d + b.c), (b.d) € N, segue que (x +y) € Q;

i) x.y = %.2 = %. Como (a.c), (b.d) € N, segue que (x. y) € Q. Isto verifica Py,

Por outro lado, se x € Q, entdo existema € Z e b & N tais que x = % onde temos as seguintes

possibilidades: ou a.b =0oua.b>00ua.b<0.Seab=0,entdo a =0, poish € N,
logo, %z 0. Se a.b > 0, entdo % € Q- e, finalmente, se a.b < 0, entéo —% € Q. Isto

verifica P».

Proposicéo 2.3 Sejam (K, +, ) um corpo ordenado e P um subconjunto de K que satisfaz as

propriedades P; e P, da definicdo 1.8. Sea + O e a € K, entdo a? € P.

Demonstracéo.

SeacK,entdloouaec Pou(—a) € P.Sea € P, entdo a. a € P. Se (- a) € P, entdo

(- a).(-a) € P. Como a.a= (—a) .(— a) = a?, segue que a® € P. [

Exemplo 2.12 O corpo (C, +, ) dos nimeros complexos nédo é ordenado.

Se fosse ordenado, existiria um subconjunto P C C possuindo as propriedades P; e P, da
definicdo 2.8. Como 1 € o elemento neutro de C, i € C e i # 0, segue, pela proposicao 2.3,

que i? € P, logo, -1 € P, que é um absurdo.

o . . x sex =0,
Definicdo 2.9 Seja (K, +, ) um corpo, se x € K, definimos |x| = {
-x sex <0.

O simbolo |x| é chamado mddulo de x e expressa seu valor absoluto.

Para todo x € K, |x| é o Unico elemento z € K tal que z > 0 e z2 = x2. Para
demonstrar isso, observe, inicialmente, que |x|? = x? e |x| = 0 para todo x € K. Ora, dado a

€ K, a> 0, existe no maximo dois elementos z € K tais que z2 = a, pois 0 polindmio t? — a
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tem, no maximo, duas raizes. Se w? = a, entdo w + 0 e, além disso, (—w)? = w? = a. Dessa

forma, existe, no maximo, um elemento positivo z € K tal que z? = a.
Definimos o simbolo v/a, com a > 0 em K, como o elemento z > 0 de K tal que

z? = a, se tal elemento existe. Caso contrario, v/a ndo esta definido. Note que esta definicio

leva em conta o conjunto tomado K, pois, embora Q seja um corpo ordenado como mostra o
exemplo 2.11, nem sempre a raiz quadrada de um namero positivo esté definida em Q. Como

vimos na introduco deste trabalho, embora 2 € Q, V2 ¢ Q. Sea, b € Kcoma, b >0e,
além disso, va, Vb estdo definidas em K, entdo, como K é um corpo, va./b também existe
em K (propriedade do fechamento) e v/a.v/b = va. b. De fato, suponhamos z, w > 0 com z2 =
a e w? = b. Assim, (z.w)? =z2.w?=a.b, logo Va.b = zw = Va.vb. Dessa forma,
podemos expressar a definicdo do valor absoluto por meio da expressdo |x| = Vx2.
Proposicéo 2.4 Seja K um corpo ordenado. Paratodo x, y € K, temos:

i) lxyl = |x|lyl;

i) [x +yl < x|+ |yl;

iii) |x —y| = x| = |yl.

Demonstracéo.

i) [xyl =/ (xy)? = x2y? = |x||yl;

i) [x+y|12=(x+y)?=x%+2xy+y2 < |x|?> + 2|x||y] + |¥I?> = (Ix| + |y|)?. Extraindo

as raizes quadradas, resulta o que queriamos;
iii)x —y]* = (x —y)> =x* — 2xy + y* = |x|* — 2|x|ly| + |y|*> = (x| — ly])?. Extraindo
as raizes quadradas, resulta o que queriamos.

Definicédo 2.10 Sejam (K, +, ) um corpo ordenado e A um subconjunto proprio ndo vazio de

K. A é limitado superiormente se existe ¢ € K tal que x < c para todo x € A. Nesse caso, C é

denominado cota superior de A. A menor das cotas superiores de um conjunto A limitado
superiormente € denominada supremo do conjunto A, denotado por sup(A). Portanto, a

definicdo de supremo de K pode ser reformulada do seguinte modo: diz-se que um elemento ¢
€ K é osupremo de A (A C K) se, e somente se, sdo validas as seguintes condicdes:

i) x < cparatodo x € A;

ii) se ¢’ € um elemento qualquer de K e se ¢’ < ¢, entdo existe xem Atalque cc < x < c.

Note que a segunda condicdo nos diz que se A admite supremo, entdo ele é unico.
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Definigdo 2.11 Sejam (K, +, ) um corpo ordenado e A um subconjunto proprio ndo vazio de

K. A € limitado inferiormente se existe ¢ € K tal que x = ¢ para todo x € A. Nesse caso, C é

denominado cota inferior de A. A maior das cotas inferiores de um conjunto A limitado
inferiormente é denominada infimo do conjunto A, denotado por inf(A).
Definicéo 2.12 Sejam (K, +, ) um corpo ordenado e A um subconjunto proprio ndo vazio de

K. Quando A for limitado superiormente e inferiormente, diz-se que A é um conjunto limitado.
Exemplo 2.13 O conjunto A = {?n € N} C R é limitado superiormente e inferiormente.
Nesse conjunto, inf(A) = 1 e sup(A) = 2.
Definicao 2.13 Um corpo K é dito completo se todo subconjunto ndo vazio A C K, limitado
superiormente, possui supremo em K.
Exemplo 2.14 Seja A = Q* U {x € Q.| x? < 2}. Mostraremos que 0 conjunto A, embora seja
limitado, ndo possui supremo em @, logo ndo é completo.

Mostraremos, inicialmente, que o conjunto A ndo admite elemento maximo.
Devemos provar que para todo x € A, existe y € A tal que y >x. Se x < 0, ndo ha o que
provar. Suponhamos x > 0 com x2? < 2. Para encontrarmos um y nas condigles acima,
devemos exibir um h € Q3 tal que (x + h) 2 <2 onde y = x + h. Assim, temos: (x + h)? < 2

= x2 + 2xh + h? < 2. Se tomarmos h < 1, ndo perderemos generalidade. Dessa forma, temos:

2 2
X teremos x?2

x? +2xh + h? <x? + 2xh + h, pois h < 1=>h? < h. Assim, se tomarmos h < z:_c+1

2—x2% , ..
e pOSlthﬁ, tomando

+ 2xh + h < 2 (0 que faz sentido, pois x > 0). Como a expressao z:c+1

0 < h < min {1,2;—fi}ey:x+h, obtemos y?2 = (x + h)? < 2,isto é,y € Aey > X. Isso

mostra que o conjunto A ndo admite elemento maximo.
Mostraremos, agora, que o conjunto A nao admite cota superior minima, isto &,
ndo admite supremo. Observe, primeiramente, que 0s racionais que nao pertencem a A sdo 0s

positivos que tém quadrado > 2. Sabemos que ndo existe racional cujo quadrado é 2. Logo y
€ Q\ Ase, e somente se, y >0 e y? > 2. Sabemos que todo elemento y € Q\ A é maior que

qualquer elemento x € A. Vamos mostrar que dado y € Q\ A, existe z € Q\ Acomz <y tal

que z2 > 2. Busquemos h racional positivo tal que (y —h)? > 2 e facamos z = y — h.

Novamente, ndo perderemos generalidade se supusermos h < 1. A condi¢do (y — h)? > 2
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equivalea y? —2yh+ h? >2o0uy?—h(2y—h)>2o0uh < E, uma vez que 2y —h >0
2y—h

(poisy > 1 e h <1). Como h >0, entdo Y2, y2 Assim, tomando h < min {1,y—2_2} em
2y—h 2y 2y
Q3 obtemos: (y —h)? = y* —2hy + h* > y? — ZY-yz—;2+ h% = 2 + h% > 2. Iss0 mostra

que o conjunto A ndo admite supremo, logo, pela definicdo 1.10, o conjunto Q nédo é
completo.

Definicdo 2.14 Seja (K, +, ) um corpo ordenado. Dizemos que a ordenacdo de K é

arquimediana ou que K é um corpo arquimediano se o conjunto N dos nimeros naturais for
ilimitado superiormente em K, isto é, para todo k € K existe n € N tal que k < n.

Exemplo 2.15 A ordenacdo de Q é arquimediana.

De fato, se Q nédo fosse arquimediano, existiria um racional stal quen < g paratodo n € N.
|4
(p+1)

Como p, g € N, teriamos, em particular, p + 1 < g =>@pP+1)g<p=>q=< =>0<1,

que € uma contradicdo, pois q € N que, por definicdo, tem o 1 como menor elemento.

Portanto, QQ é arquimediano.
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3 CONSTRUCAO DOS REAIS VIA CORTES DE DEDEKIND

Neste capitulo, mostraremos os detalhes da construcdo dos reais via cortes de
Dedekind. Para mais detalhes, recomendamos [2].
Defini¢do 3.1 Um conjunto a de ndmeros racionais diz-se um corte se satisfizer as seguintes
condicdes:
)0+ a+Q;
iiysereaes<r(seQ),entdos € a;

iii) em a ndo existe elemento maximo.

Proposicdo 3.1 Todo corte € um subconjunto de @ limitado superiormente.

Demonstracéo.

Suponha que a seja um corte e um subconjunto de Q ilimitado superiormente. Assim, para
todo s € Q, existe r € a tal que s <, logo, pelo item (ii) da definicdo de corte, segue que s
€ a. Isto significa que Q C a, pois todo elemento de Q € a. Como a C Q, segue que
a = Q, contradizendo a condicéo (i) da definicao de corte. [ |

Proposicado 3.2 Sejam a um corte e r € Q. Entdo, r é cota superior de a, se e somente se r €
Q\ a.
Demonstracéo.

Sendo r uma cota superior de o, segue que r & a, pois, caso contrario, r seria 0 elemento

maximo de o, contrariando a condigdao (iii) da definicdo de corte. Do mesmo modo, se
re Q \ o, entdo r € uma cota superior de o, pois se existisse um X € a tal que r < X, entao,
pela condicéo (ii) da definicdo de corte, r € a, contrariando nossa hipotese. [ |

Proposicdo 3.3Ser € Qea ={x € Q| x < r}, entdo a € um corte e r € a menor cota

superior de a.
Demonstracéo.

O conjunto o, definido acima, cumpre as trés condi¢cdes da definicdo de corte, veja:
(i) Sejas €Q7, seque quer—s, r+s € Q. Porum lado, r—s < r, logo r —s € a, portanto, «
#+ @. Por outro lado, r+ s> r, logo r + s ¢ «a, portanto, Q # «a;

(i) Seae a,entdoa < r. Se b € Q tal que b < a, entdo, por transitividade, segue que b
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Portanto, b € «;

3 S+r S+r S+r _
(iii) Se s € a, entdo s < r. Como s < T <re T € Q, segue que T € a. Assim,

s ndo é elemento maximo de a. Mostramos, assim, que a cumpre as trés condi¢des da
definicéo de corte.

Observe que, pela definicdo de a, qualquer racional menor do que r pertence a a. Logo, r
seria 0 maior elemento de o, contrariando a condigdo (iii) da definigdo de corte. Portanto, r é a
menor cota superior de a. [ |

Defini¢éo 3.2 Os cortes do tipo da proposi¢éo anterior sdo denominados cortes racionais e se
representam por r*.
Proposicéo 3.4 Todo corte que possui cota superior minima € racional.

Demonstracéo.

Seja a um corte que possui cota superior minima r, r € Q. Isto significa que para todo a € «,
temos a < r. Assim, a = {x € Q | x < r}. Portanto, de acordo com a definicdo 3.2, « € um
corte racional. Por outro lado, se @ é um corte racional, segue que a ={x € Q |x < r}, r €
Q. Se r ndo fosse cota superior minima de «, entdo existiria s € Q\o tal que s < r, 0 que

implicaria s € a, uma contradic&o. [ |

Mostraremos, a seguir, que ha cortes que ndo possuem cota superior minima, logo que nao sdo

racionais.

Teorema 3.1 Seja @ = {x € Q.| x? < 2} U Q*. Entdo a é um corte que ndo é racional.

Demonstracéo.

O conjunto o, definido acima, cumpre as trés condigdes da definicdo de corte, veja:
(i) Observeque 1l € ae2 & o, logo,a # 0 e Q # a;

(ii) Sejax € a. Sey < X, entdo y? < x? < 2, portanto, y € «;

(iii) Ver exemplo 2.14. [ |
Notacdo 3.1 Denotaremos por C o0 conjunto de todos 0s cortes.

Definicdo 3.3 Sejam a, f € C. Dizemos que a é menor do que S e escrevemos a < f

quando B\ a # @.

Exemplo 3.1 5* > (g) pois 2 € 5\(3)
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Definicdo 3.4 Se a« € C e a > 0%, a chama-se corte positivo. Se a < 0%, a é dito corte

negativo. Se « > 0%, « chama-se corte ndo negativo e se @ < 0*, @ chama-se ndo positivo.

Proposicdo 35 Se p, q € Q, entho p* < q* se, e somente se, p < Q.
Demonstracéo.
Suponha que p* = q*, entdo, pela definicdo 3.2, ele tem, como cota superior minima, p e q.

Pela proposicéo 3.3, s6 ha uma cota superior minima, logo p = g. Por outro lado, se p = q,
entdo ndo exister € Q talquep <r<qouq<r<p,logo g*\p* = p*\q* = 9, portanto,
pela defini¢do 3.3, p* = q".

Suponha, agora, que p* < g*, assimp* < q* © q*\p* # 0 © exister € Qtalquer € q* e
rép - eopsr<gep<aq. [ ]
Proposicéo 3.6 Para a, 8 € C, valem as seguintes equivaléncias:

Da<peaCPea=p;

2)a<p< acCp.

Demonstracéo.

1) Suponha que o <P e o ¢ B. Assim, existe r € a tal que r & B. Logo, o — B # @ que, pela
definicdo 3.3, nos da a > [, uma contradigdo. Note que se a < 3, entdo p —a # @, logo p # o.
Suponha, agora, que a C Bea # B. Sea >p, entdo o — B =@. Assim, Ir € atalquer & B
= o ¢ B, uma contradicdo. Logo, devemos ter a < 3.

2) Se a < B, entdo, por 1) e pela igualdade de conjuntos, o C B. Se o C B, entdo o — p = @,
logo, devemos ter o < . [ |

Teorema 3.2 (Tricotomia) Para o, p € C, temos que uma e apenas uma das possibilidades a
seguir ocorre: ou o =B oua < oua>f.

Demonstracéo.

Sea, B € C,entdooua=poua =+ P. Sea=0p,entdo,a — B =p—a=@. De acordo com a
definicdo 3.3, segue que nem a < f nem o > B. Suponha, agora, que o # P, entdo, a < § ou
a > B. Suponha que o < B e o > § simultaneamente. Assim, existem p, g € Q taisque p € \a

eqca\B.DepePeqe a\p,temosp<qg,degecaep < P\a, temos g <p, contrariando a
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lei da tricotomia em Q. [

Teorema 3.3 Sejam a, B, y € C. Arelagdo < € uma relacdo de ordem em C.

Demonstracéo.
1) (Reflexividade) Em particular, a = a, logo, a < a.

i1) (Antissimetria) Como vimos no teorema 3.2, se a < f ¢ o = f3, entdo a = f.
iii) (Transitividade) Se a < B, entdo a C . Se p < y, entdo  C y. Logo, pela transitividade

da inclusdo de conjuntos, segue o C Y, que, de acordo com a proposi¢éo 3.6, nos da a <.

Teorema 3.4 Sejama, B € C.Sey ={r+s|rcaes &€ B},entdoy € C.

Demonstracéo.

Vamos mostrar que vy satisfaz as trés condigdes da definicao de corte.

i) Pela propria definicdo de y, temos que y = @. Sejamp € Q\aeq e Q\B. Comop>r1,Vr
€Eoeq>s,VsEP,entdiop+g>r+s,istoé, p+qg & vy. Logo, Q #v;

ii) Sejamp € yet € Q tais que t < p. Assim, existemr € ae s € B tais que p=r +s. Como
t<p,entdot—r<s,quenosdat—r & p. Escrevendo t =r + (t—r), temos que t € vy, pois
rcaet—rep;

iii) Sejap € y. Assim, existemr € aes € Ptaisque p =r +s. Como existemr € aes €
taisque r >res >s, segue que r + s <r +s. Chamando g = + s’, temos p < ¢, com
qeyvy. |
Definigdo 3.5 Para a, p € C, definimos o + f como sendo o corte do teorema anterior, ou seja,
a+tB={r+s|rcaesec p}.

Proposicdo 3.7 Sep,q € Q,entdo (p*+q*) = (p+4q)".

Demonstracéo.

Sejamr,s € Qtaisquer+s e (p*+q*)comr e p*eseq’.Como, r<pes<q,segue
que, r + s < p + . Portanto, r + s € (p +q)*. Isso mostra que (p* + ¢*) C (p+q)".
Considere, agora, r € (p +q)*, isto é,r <p + . Como r — p < ¢, segue que (r —p) € q*,

logo, existe t € g* tal que (r — p) <t <, pois em g* ndo ha elemento maximo.
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Escrevendot=(r—-p+x),comx € Q; er=(p—x)+(r—p+x),seguequer € (p* +q"),
pois(p—x)<p e(r—p+x)< g.lIssomostraque (p+q)" C (p*+q*). Como (p*+q*) C

(» +4q)", seque que (p*+q") = (p+q)". u
Teorema 3.5 A adicdo em C é comutativa, associativa e tem 0* como elemento neutro.

Demonstracéo.

Sejama, B,y Cep,q,re Q.

i) (Comutatividade) a + B ={ptq|p € oaeqeP={qg+plgePpepeca=p+a;
i) (Associatividade) (a + B) +y={(p+ Q) +r{(p+q) € (a+Percy}={p+@+n|p
cae(@+nNe@+ni=atB+y.

iii) (Elemento neutro) Mostraremos que a + 0*=a.Sep+ g€ a+ 0", entdop € aeq € 0",
Como q <0, segue que p + q <p, logo, p + g € a. Por outro lado, se p € a, entdo existe X €
Q3 tal que p + X € a, pois em a ndo ha elemento maximo. Como p = (p + X) —xe —x <0,
segue quep € a+ 0", [ |
Proposicdo 3.8 Ses € Qer € Q%, entdo {s + mr | m € N} ndo é limitado superiormente em

Q.

Demonstracéo.

Se esse conjunto fosse limitado superiormente em Q, entdo existiria um namero racional

—S
positivo p tal que s + mr < p paratodo m € N. Mas isto nos daria m < pT (essa expressao

faz sentido, pois r € Q3), que € um absurdo, pois Q é arquimediano. [ |

Lema 3.1 Sejam o € C e r € Q. Entdo existem nimeros racionais pe q taisque p € o, q &
a, g ndo é cota superior minimade aeq—p=Tr.

Demonstracéo.

Em outras palavras, dado r € Q3, existemp € a e g € Q\a (onde g ndo é cota superior
minima de o) taisque q —p = T.

Tomemos s arbitrario em a e consideremos a sequéncia

S,S+r,s+2rs+3r..,Ss+nr..

Como essa sequéncia ndo é limitada superiormente, o ¢ limitado superiormente ¢ S € a, entdo
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existe um Unico inteirom > O talques+mr € ae s+ (m+ 1)r & a. Se s + (m + 1)r ndo for

cota superior minima de o, tome p=s+mreg=s+ (m+ L)r. Se s+ (m+ 1)r for a cota
. . T T
superior minima de o, tome p =S+ mr + > eqg=s+(m+ 1r+ > [ |

Teorema 3.6 Seja a € C. Existe um unico B € C tal que o + = 0*. Como no caso dos

inteiros e racionais, tal f denota-se por — a e se chama simétrico ou inverso aditivo de a.

Demonstracéo.

(Existéncia) Dado a € C, o candidato a — a é o conjunto obtido pelos negativos dos elementos

que estdo forade o, isto é&, B={p € Q| —p € Q\a e — p € cota superior ndo minima de a}.

Mostremos que 3 € um corte e que o + 3 = 0*.

i) Claramente, B # @. Se q € Q\o, entdio g & Pp. Portanto, Q =+ P;
ii)Sejams e Per<s,re Q.Como-r>-se-s & Q\o, segue que — r € Q\a, portanto,
rep;

iii) Se p € B, entdo — p € Q\a. Como — p é cota superior ndo minima de a, entdo existe — q €
Q\a (q € P) tal que — q < —p, logo, g > p. Portanto, como P satisfaz as trés condi¢des da
definigdo de corte, segue que f € C. Mostraremos, agora, que o+ 3 = 0.

Temos que mostrar que (o + ) C0*e0* C(a+p).Sep+gc€a+P,entiop € aed € P,
logo p < -q, pois —q € Q\a, dai, p + g < 0. Portanto, p + q € 0*. Por outro lado, se r € 0%,
entdo r < 0. Pelo lema 3.1, existemp' € a e ¢ € Q\a, onde g’ é cota superior ndo minima de
a,taisque ¢ —p=r,comr €Qi.Seja—r=r,entdor=-r =p + (-q). Comop' € a
e—q € B, segue que r € a + . Portanto, a + f = 0*.

(Unicidade) Suponha que existam 3, e f, € C, tais que a + ; = a + , = 0*. Assim,
Pr=B1+ 0" =p+ (x + f)=(Fr+a) + fo=(a+p)+ p=0"+ B = f,. u
Definicéo 3.6 Definimos a subtragdo em C pora—pB=a+(—p),V o, p € C.

Proposicdo 3.9 Para o, vy € C, vale:
-(Cow=a
i)—a+p=p-a;

i) a—(-p)=a+p;
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V) —a—B=—(a+p)
va-PB+y)=a-p-v.
Demonstracéo.

hpe-(a)= -pé¢(-a)=pea;
i)-a+tB={praglpe-acqep}={g+tplgePepec-a}=f+(-u)=Pp-o
ii)oa—(=P)=a+[-Pl=at+[Bl=a+p;
V)p+tge-a-popeE-oneqe-feo-pdae-gé¢pes-p-q¢atfpespt+q
€ —(atp);

viptgea-(Bty epcaeqe-(Bry)=pcacqe(-f-y)=ptgca-p-
Y. ]
Proposic¢éo 3.10 (Compatibilidade da relagdo de ordem com a adigdo) Sejam o,fB,y € C tais

que a < B. Entdo, a +y<p +7.

Demonstracéo.
a<Pf<eaCPAssim,p+gqEat+ty=>pcoaeqeEy=>pePfeqey= p+q €p+vy,
logo, a +y C B+ . Portanto, a +y < B + . [ |

Proposi¢édo 3.11 Se a = 0%, entdo — o < 0".

Demonstracéo.

0=>20"<a0-a=20"-a < 0"=>-0. [ |
Teorema 3.7 Paraa, B € Ccoma=>0"e >0 scjay=Q-U{re Q|r=pg,comp € a,
gepB,p=0eq=0;}. Entdo, y ¢ umcorte e y = 0*.

Demonstracéo.

Como QX C v, segue que 0 < y. Mostremos, agora, que y cumpre as trés condi¢des da

definicéo de corte:

i) Claramente, y #+ @. Sejam u, v € Q} taisqueu & ae v & B. Como uv € Q e uv € vy, segue
que Q # v;

ii)Sejamrcyesc Qtaisques<r.Ser=0,entdo s € vy, pois S € Q. Sejar =pg, comO0

S S S
<p€ae0<qEB.Ora,s<r:>s<pq:>;<q:>;eB.Comos:p.;,seguequesey;
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iii) Seja r = pgq € y. Queremos mostrar que existe S € y tal que s >r. Como a, f € C, entdo
existem p' € a, ¢ € Btais que p <p’ e q< q, chamando s = p'q’, temos, pq <pq’, isto &, r
<s. |

Definicéo 3.7 Se a,p € C e a = 0%, B = 0%, definimos o produto aff como sendo o corte do

teorema anterior.

Defini¢éo 3.8 Dado a € C, definimos o valor absoluto de a (ou o médulo de a), representado

por |a|, do seguinte modo:

|a|:{ a,sea = 0*
—a,sea < 0F

Proposi¢édo 3.12 Para qualquer o € C, tem-se:

1) o) = 0%

i1) |a] = 0 se, e somente se, . = 0%;

iii) || = |— a.

Demonstracéo.

1) Se a = 0%, entdo, pela definicdo 3.8, |a|] = a. Como o = 0%, segue que |of = 0*. Se
a < 0%, entdo o] = — a, mas — a > 0%, logo, |a| > 0;

2) Se |a| = 0*, entdo a = 0" ou—a=0.Se—a=0",entdo —a+ a=0 + 0, 0 que implica
0" = a. Por outro lado, se a = 0*, entdo, por definicio, |o| = a, isto & o = 0%

3)Sea=>0%entdo |a|=ae|—a/=—(—a)=a. Sea<0*,entdo |o|=—oc|—a/=—0a ®

Defini¢éo 3.9 Se a,p € C, definimos:

—(|allBl), sea <0%,8 = 0%
ap =< —(lallB]), sea =0%,8 < 0%;
lallBl, sea < 0% B < 0%

Proposic¢éo 3.13 Para a,p € C, temos (— o) = a(— B) =— (af) ¢ (— a)( — B) = af.
Demonstracéo.

Sea=>0",p=>0"entdo-a< 0"e —B < 0*. Assim,

) (—o)p=—(-allfD) = —([-(=a)IB) = —(aB);

i) a(— B) = —(lal[-1) = =(a[-(=B)] = —(ap);

i) (—a)(=p) = |—all-B| = [-(=)][-(=p)] = ap. u
Teorema 3.8 A multiplicacdo de cortes é comutativa, associativa e tem 1* como elemento

neutro.
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Demonstracéo.

Suponhamos a, B, y = 0*. Os demais casos sdo consequéncias das propriedades j& estudadas,
principalmente, as regras de sinais. Mostraremos, inicialmente, que a multiplicacdo de cortes
é comutativa, associativa e tem 1* como elemento neutro. Se a = 0%, f = 0*, y > 0", entdo - a
< 0, -B<0*—y<0

a) (Comutatividade)
Dap=Q-uU{reQ|r=pg,compea,gePh,p=20,9g=0}=Q-uU{resQ|r=qgp, com
geB,pea,qz0,p=0}=pa

i) (= )P == (af) = = (Bo) = B(— o);

i) a(—= p) = — (op) = — (Ba) = (= P)o;

V) (= o)(= B) = of = Po= (= P)(— o).

b) (Associatividade)
D@By=Q-u{reQ|r=(pq)t,compgeap,0<tcy,0<p€a,0<gep}=Q- U{r

eQ|r=p(gt),com0<pea,qtePy,0< qep0<tecy}=afy);

i) [(=o)Bly = [— (aB)]y = —[ (aB)y] = — [a(By)] = (= )(BY);

iii) [o(= B)]y = [ (aB)]y = —[ (aB)y] = = [a(Py)] = a[— (BY)] = al(= B)v];

iv) (aB)(= v) = = [(eB)y] = — [a(By)] = o[— (By)] = o[B(= V)];

V) [(= a)( = B)I(—=v) =[oB](= ) = — [(aB)y] = — [a(PV)] = (= &) [(= B)(= V)]

vi) [a(= P)I(—=v) = [ (@B)]( = v) = (aB)y = a(By) = al(—= B)(—= V)]

vii) [(= )Bl( = 7) =[= (@B)I( = v) == [(@p)( = 1] == { a[B(= D]} = (= D)[B(= V)]
viii) [(= 0)( = B)Iy = (aB)y = a(By) = (= 0)[ — (BY)] = (= O)[( = B)v]-

¢) (Elemento neutro)

r s
Ser € a, entdo existe S € 0,5 + 0, talque r <s.Ser >0, entdo — < 1. Se s < 0, entdo — <
S r
. . . r
1. Assim, todo elemento de o pode ser escrito como um produto da seguinte forma: r =s. —,
s
r
comrs€ae— € 1%, [ |
s

Teorema 3.9 Se, a,B,y € C, vale:

1) (Distributividade) a(p +y) = aff + ay;
2) a.0* = 0%;

3)Sea<Pey= 07 entdo ay < Py;

4)Se a < PBey<0* entdo ay = By;
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5) Se a #+ 0%, em C, existe um unico B € C tal que aff = 1*. Esse corte chama-se inverso de a

e é denotado por a~1.

Demonstracéo.

i) (Distributividade)

a(p +y) = ap + ay. Suponhamos a, B, y = 0*. Os demais casos sdo consequéncias desse e das
propriedades ja estudadas, principalmente, as regras de sinais. Caracterizaremos 0s elementos

dos conjuntos de racionais A = a(p + y) e B = aff + ay ¢ mostraremos que A = B. Temos:  +y
={y+zeQlyecpezeyleA=aB+y)=Q U{recQ|r=p(y+z,com0<p€cae
0<(y+2z) €p+vy}.Logo, os elementos de A ou sdo racionais negativos ou séo da forma: r
= py + pz. Por outro lado, temos: af=Q* U{r € Q |r=py,com0<p €ael0 <y €
Bl,aoy=Q U {r e Q|r=pz,com0<p €ael0<z €yleB=af+tay={s+te
Q|s € apet e ay}. Assim, os elementos de B sdo de uma das formas seguintes:
a)a+b,coma,beQ:;

bya+pz,,comac Q. ,0<p €aec0<z €y;

C) py+b,combe Q:,0<p €acl0<y €

d) py+pzi,com0<p €0, 0<y cp0<p c€aec0<z €y.
Devemos provar que qualquer elemento de A € uma das formas presentes em B e vice-versa.

Vamos verificar que qualquer elemento presente em A assume uma das quatro formas em B.

Assim, consideremos um elemento de A da formapy + pz,com0<p€a,0<ycp,0<z
€ ye 0< (y+ z). Novamente, a subcasos a considerar:

1) se py, pz € Q~, entdo py + pz assume a forma (a) em B;

2)sey<0,p=0ez=>0,entdo py + pz assume a forma (b) em B;
3)sep=0,y=>0ez<0,entdo py + pz assume a forma (c) em B;

4) sey, p e z sdo maiores do que ou iguais a 0, entdo py + pz assume a forma (d) em B.
Concluimos que A C B.

Tomando, agora, um elemento qualquer de B, mostraremos que esse elemento pertence a A:

1) seja (a + b) € B, coma, b € Q-, como a + b € QF, segue que a + b € A;

2)sejaa+przr,(comaece Q,0<p  €0,0<5y €p,0<z7€y) €B.Comoa<0<
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p’y” € aP, segue que a + prz» < pry»+ prz», como A é um corte e pry»+ p z» € A, segue
quea+przr € A;

3)sejapy’+b,(combeQ2,0<p €a,0<z2€y,0<5y €p) €B.Comob<0<pz
€ ay, segue que p'y’+b < py+ pz, como A € um corte e py'+ pz2 € A, segue que
py +b €A,

4)ysejapy +pz7,(com0<p €0, 0<y €B,0<p €ael0<z €vy)€B.Sep =p~,
ndo ha o que mostrar. Suponha entdo que p' < p» = py <p'y = py + pz2 <py +

p’z». Como A é um corte e pry’ + prz» € A, segue que p'y’ + prz» € A. Assim, B C A.
Dessa forma, concluimos a demonstragdo da distributividade para o caso em que o, p, y > 0.
Conforme comentado no inicio desta demonstracéo, os demais casos sdo consequéncias desse
e das demais propriedades aritméticas ja estudadas.

Afirmagdo 1) Se B,y < 0, entdo B +y=—I[B| — ly| = —(IB] + ly);

Afirmagio 2) Sep=y=>0ca >0, entdo ap=aB -y +7)=a[(B—7) +v] = aB —7) + ay,
de onde segue que o —y) = o — ay.

Analisemos 0s casos seguintes:

ma<0"ef,y=0"

Assim, temos: a(f + ) = —(lallf +y]) = —-[(a)(B+ V)] = - [(—)(B) + () (¥)] =
—[-af — ay] = —=[-(af + ay)] = af + ay;

iii) 0,y >0"ep<0"

Assim, a(B +vy) = aly — (=B)]. Temos dois subcasos a considerar: y — (=) = 0" ou
y=(-B)<0.Sey—(-p) =0, entdo a(B+y) = aly — (=p)l = ay —a(-p) = ay +
af = af +ay. Por outro lado, se y— (=) < 0, entdo a(B+y) = aly— (-p)] =
—(lally =(=B)) = —(al-G¢—=PD =—(al-y+ (D= —(al(-p)+(N]=
—(a(=p) —a(-y) = af + ay;

iv)a,B=0"ey<0".

Demonstracdo anéloga a que foi feita no item iii);

vya=0e B,y<0.

Assim,  a(B+v) = al-(IBl + lyD] = —(alIBl + lyI]) = —(alBl + alyD) = —(a(-B) +
a—y=—a—p+(—a)—y=af+ay,

vi)a,y<0 ep=0"
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Assim, a(B +vy) = a[B — (=y)]. Aqui, temos que considerar dois subcasos: 8 — (—y) =0
ou B—(-y) < 0. Se B—(—y) = 0, ento a(B+y)=alf— (-] =—(allf -
—y=—[—af——y=——af——a—y=—[—af—ay|=af+ay.

Por outro lado, se B — (—y) < 0, entdo a(B+y) = alf — (—y)] = (lal|f — (V)| =
() (1) = B)] = [(=a)(=p) = (~)B] = [ay + aB] = ap + ay;

vilya, <0 ey >0

Demonstracdo andloga a que foi feita no item vi).

viii) a, B,y < 0.

Assim, a(B +v) = lallp +vyl = (=a)[-(B + V)] = (=) [(=B) + (=] = () (=B) +

(—a)(-y) = af + ay. u
2) 0.0" = 0"

Demonstracéo.

Sep € a.0", entdiooup € Q- oup=rs,com0<rc€ae0<sc0.Massesec0,entdos
<0, logo, p € Q*, isto é, p € 0. Isto nos diz que a.0* C 0*. Por outro lado, se p € 0, entdo
p<0,logo, p € Q,ouseja, p € 0.0". Isto nos diz que 0" C a.0". Assim, temos que .0 = 0",

|
3)Sea<Pey=0" entdo ay < By.

Demonstracéo.
0=B=>p-0=0 =yP-0)=0 = yp—ya=0 = ay= By, o que também ocorre se y =0 .
Suponha a< B ey > 0%, entdo y(B— o) >0, pois existe p=rs,com0<re€vy,0<s € (B—a),

assim, p = 0.Dessa forma, temos y(p—0) >0 = yp—ya>0" = yB > ya = ay < By. [ |
4) Sea <P ey <07 entdo ay = Py.

Demonstracéo.

0=p=2>p-0=0=2yB-0)=0 = yp—ya=0 = OWZBy,oquetambémocorreseYZO*.
Suponha o< B ey < 0. Assim, Y(B — )= — [(—7)(B — )]. Se p € — [(—)(B — )], entdio — p
E[(—y)B—-a)] Ora,seq € [(—y)(B-—a)],entdo g€ Q- oug=rs,com0<re(—y)e0 <
s € (B-0),entdo—r &y, comoy<0,temos—r >0, logo, r = 0. Portanto, q < 0. Como — p
& [(—=7)(B — )], segue que —p >0, logo, p < 0. Dai, y(B - @) <0 = yB - ya <0 = ay >By.
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5) Se a #+ 0%, em C, existe um unico B € C tal que aff = 1*. Esse corte chama-se inverso de a

e é denotado por a~1.
Demonstracéo.

Suponhamos, inicialmente, o < 0". Assim, ser € o, entdo, como o € um corte, existe S € o tal

S 1 * *
que r < s, dai, - < 1. Tomando s € a e € B, segue que o C 1. Por outro lado, sep € 1,

. 1
como p é racional, podemos escrever p = a. X com a, b < 0 e a > b

Suponhamos, agora, o > 0. Assim, ser € a, entdo, como o € um corte, existe S € o tal que 0

r 1 * *
<r <s, dai, 5 <l .Tomandor € ae 3 € B, segue que aff C 1. Por outro lado, se p € 1,

. 1
como p é racional, podemos escrever p =a. X coma,b>0ea<h. [ |

Proposicdo 3.14 o = 0 se, ¢ somente se, a =0 oup=0.

Demonstracéo.

Suponha o = 0 e a # 0. Assim, existe «~* € C tal que a *a = 1", logo, p = 0.
Analogamente, se op =0 e p = 0", entéo existe - € C tal que BB~1 = 1", logo, o =0". Por
outro lado, ja vimos que 0.0" = 0. Assim, se =0 oup =0, entdo ap =0 [ |

Proposicdo 3.15Sep,q € Q, entdo p. q = (p.q) .

Demonstracéo.

Sersc€p.q,entdo0<r<pe0<s<aq,logo, rs < pg. Por outro lado, se r € (p.q) *, entéo
r < pg. Como r ndo é maximo, existe s € (p.q) " tal que r <s. Seja p’ < p tal que s = p.q com
p' # 0. Assim, pi < q. Escrevendo r = p. pi temosre€p.q. |

Proposicdo 3.16 Se a € C, temos que r € a se, e somente se, I < o.

Demonstracéo.

Sercoea€C,entdor # o, poisr & r.Suponha, r > a. Assim, I \a # @, logo, existe p
crtalquepéao que ¢ uma contradi¢do, poisse p<hL rc€ aea € C, entdo p € a.
Portanto, se r € a, entao r' < a. Por outro lado, sejam r'<aeo € C. Assim, se p E a\ r,

entdo p=>r, como r € Q, segue que r € a. |
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Teorema 3.10 Se o, P € C ¢ o < P, entdo existe um corte racional r tal que o < r < p.

Demonstracéo.
Basta tomar r como uma cota superior NAO minima de «. Dessa forma, é claro que o # r .
Como o < B, segue que B\a # @. Seja r € B\a, pela proposicdo 3.16, temos r” < P.
Mostraremos que o < r . De fato, se & > I, entdo r € a, o que ¢ uma contradi¢do, pois r €
B\a. [ |
Temos, entdo, C munido de duas operagdes e uma relacdo de ordem obedecendo
as mesmas leis aritméticas dos racionais, assim, € é, como Q, um corpo ordenado. Além
disso, a aplicacdo j: Q — € dada por j(r) = r é injetora e preserva adicdo, multiplicacéo e

ordem, conforme as proposicdes 3.7, 3.15 e 3.5 respectivamente.

Definicdo 3.10 O conjunto C dos cortes sera, a partir de agora, denominado conjunto dos

nameros reais e denotado por R. Os cortes racionais serdo identificados, via a injecédo j, com

0S numeros racionais. Todo corte que ndo for racional sera denominado nimero irracional.

Notacado 3.2 a identificacdo de j(Q) com Q nos permite escrever Q C R. O conjunto R\Q

representa o conjunto dos numeros irracionais.

Definicédo 3.11 Sejam A e B subconjuntos de um corpo ordenado tais que:

i) K=AUB,;

i) AnB=0;

ii)A+=0eB =+ 0;

iv)secac AebeB,entdoa<h.

Nessas condicoes, dizemos que K é completo, se existe um, e apenas um, ¢ € Ktalquea <¢c¢
< b, paratodo a € Ae paratodo b € B.

Exemplo 3.2 Q é um corpo ordenado, porém ndo é completo.

De fato, considerando os subconjuntos de Q:

A={xeQ,|x><2}UuQ: eB={xeqQ,]|x%> 2} E facil ver que Q cumpre as quatro
condicdes da definicdo anterior. No entanto, de acordo com o teorema 3.1, ndo existe r € Q

satisfazendo s < r paratodos € Aer < t paratodot € B.
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Teorema 3.11 O corpo ordenado R dos numeros reais é completo.

Demonstracéo.

Sejam A e B subconjuntos de R tais que:
i) R=AUB;

i)ANnB=0;

ii)A+0eB=+0;

iv)sea € Ae € B, entdo a <p.
Mostraremos, nessas condi¢cdes, que existe um, e apenas um, numero real y tal que a < y < j3,

para todo a € A e para todo 3 € B.

(Existéncia) Sejay = {r € Q | r € a, para algum o € A}. Mostraremos que y ¢ um corte nas

condicdes dadas.

i) =vy=+ Q.

Como A # @, segue que existe algum a em A. Como a # @, segue que y + @. Para mostrar
quey = Q, tomemos B € B. Sejas € Q\B. Como o C BV a € A, entdos ¢ aV a € A, logo,
SE&y.

ii)Sereyes<r,se Q,entdos €.

Temos que r € a para algum o € A €, COmMO S <T, seque que s € a, logo, s € v.

iii) Ser € vy, entdo existe S>rema tal que S € v.

Temos que r € a para algum o € A e, como a ¢ um corte, existe S>r coms € a, logo, S € v.
Assim, y € um nimero real e temos que o <y V a € A, pois, pela defini¢do de y, sabemos que
o C vV a € A. Mostremos, agora, que Yy < BV B € B. Suponhamos que exista B € B tal que 8

<. Assim, existe um racional r € y\p. Por pertencer a y, r ¢ um elemento de algum a em A e,

ndo sendo elemento de B, obtemos B < a, contrariando a hipdtese (iv).
(Unicidade) Suponha que existam dois nameros y;e y,, com y;< y, nas condi¢cdes do

enunciado. De acordo com o teorema 3.10, existe y5 tal que y;< y3< y,. De y3<y,, resulta y;

€ A, poisff = y, >ys paratodo B € Be AU B =R. Analogamente, de y;< y3, resulta y; €

B. Comoy; € Aey; € B, temos y; € AN B, uma contradigéo. [ |
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Corolario 3.1 Nas condi¢6es do teorema anterior, ou existe em A um nlimero maximo ou, em
B, um nimero minimo.
Demonstracéo.

Seja y como no teorema anterior. Entdo, pela hipotese (i), y esta em A ou em B e, por (ii), em

apenas um desses conjuntos. Se y € A, entdo y ¢ elemento maximo de A e, se y € B, entdo y ¢
elemento minimo de B. [

Teorema 3.12 (Principio do Supremo) Todo subconjunto de R ndo vazio e limitado

superiormente admite supremo.

Demonstracéo.

Seja X um subconjunto de R ndo vazio e limitado superiormente. Mostraremos que X tem um

supremo, isto é, verificaremos as duas condigdes da definicdo 2.10. Definamos o conjunto A
como o conjunto formado pelos nimeros reais que ndo s@o cotas superiores de X. Seja B 0
conjunto formado pelos nimeros reais que séo cotas superiores de X. Vamos mostrar que A e

B satisfazem as condi¢des do teorema 3.11. Claramente,

)AUB=Reii)ANnB # 0.

iii) Como X ¢ ndo vazio e limitado superiormente, qualquer o < X é elemento de A (A = @) e
qualquer B = x é elemento de B (B # ).

iv) Sea € Ae B € B, entdo existe x € X tal que oo <X. Como X< B V X € X, segue que o < f.

Sendo R um corpo ordenado completo, segue, pelo corolario 3.1, que ou A possui elemento

minimo ou B possui elemento maximo. Mostraremos que A ndo possui elemento maximo.
Seja o um elemento qualquer de A. Existe x € X tal que a < x. Pelo teorema 3.10, existe r_ tal
que o <r <x. Comor <X, segue que r € A. Assim, vemos que, em A, ndo ha elemento

méaximo. Logo, B possui elemento minimo, isto €, existe 5> € B tal que f° < B para todo B €

B.

Afirmamos que sup( X ) = . Em primeiro lugar, note que x < > para todo x € X, 0 que

satisfaz a primeira condicdo da definicdo 2.10. Em segundo lugar, suponha, por absurdo, que

exista outro elemento 7 € R candidato a sup. Como S é o elemento minimo de B, segue que

B» € A. Como A ndo possui elemento maximo, segue que existe x € X tal que B~ < X, logo,
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B» < x <[, 0 que satisfaz a segunda condicéo da definicdo 2.10. [ |

Teorema 3.13 A ordenacédo de R é arquimediana.

Demonstracéo.

Suponhamos N limitado superiormente em R e seja a = sup N. Assim, oo = n para todo n €
N.Comon+1lé& N,entdon+1<a,logo,a—1=>nparatodon € N. Comoa—1<a,

segue que a ndo ¢ o sup N, uma contradigéo. [ |
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4 CONSTRUCAO DOS REAIS VIA SEQUENCIAS DE CAUCHY

Neste capitulo, mostraremos os detalhes da construcdo dos reais via sequéncias
de Cauchy. Alguns dos resultados feitos aqui estdo em nossa referéncia, ver [1], [3], [4], [5],

[8] e [9].
Definicao 4.1 Uma sequéncia de nimeros racionais é uma fungdo s: N — Q definida por s(n)

que associa cada numero natural n a um Unico namero racional s(n). Assim, usaremos 0
simbolo {s,} para representar uma sequéncia de numeros racionais e usaremos o simbolo s,,,

no lugar de s(n), para representar o enésimo termo da sequéncia.

Exemplo 4.1 Dada a sequéncia {s,,} tal que s,, = # temos:

. , 3 _ (123 n
S1 =352 =553 = 4 Portanto, {s,} = {2’3’4""'n+1}'

Definicéo 4.2 Uma sequéncia {a, } € uma sequéncia de Cauchy se para todo k € N existe
N 1
ny, € Ntalquesen, me& Nen, m2=n,g, entdo |a, — a,,| < P Em outras palavras, para

valores de n e m suficientemente grandes, os termos da sequéncia tornam-se tdo préximos um

do outro que a diferenca entre dois desses termos tende a zero. Para facilitar, a menos que se

especifique o contrario, concordaremos que k, n, m, n;, i € N U {0}, serdo nimeros naturais.
Exemplo 4.2 A sequéncia constante {r} tal que a,, = r para todo n é de Cauchy, pois, para

todon, m,temosa, =a,, =r,logo [r—r| =0< % para todo k.
Exemplo 4.3 A sequéncia {a,} tal que a,, = % é de Cauchy, pois, como N é ilimitado, para

todo k, podemos tomar n, tal que n, > 2k, logo, ni < i Assim, para todo k, existe n, tal que
0

1 1 1 1 1

n, m > n, implica |a,, — a,,| < la,| + |la,,| = <=

Exemplo 4.4 A sequéncia {a,} tal que a, =n ndo é de Cauchy, pois |a, — a,| < % S
|n — m| <%®m—%<n<m+%@m=n.

Notacdo 4.1 Chamaremos S o conjunto das sequéncias de Cauchy de numeros racionais.
Escreveremos {a, } € S, se {a, } for uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais.
Definicédo 4.3 Dizemos que a sequéncia {a, } converge para L € Q se para todo k, existe n,

x 1 I Al .
tal que se n > n,, entéo |a, — L| < - Isto significa que os termos da sequéncia aproximam-se

do namero racional L a medida que n cresce, ou seja, quanto maior for o valor de n maior sera
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tal aproximacdo. Chamaremos o nimero L de limite da sequéncia {a,}. Em linguagem
simbolica, representaremos isto assim: lim,,_,,{a,} = L (Ié-se: o limite da sequéncia, quando

n for suficientemente grande, é L). Em particular, se {a,} € S, dizemos que {a,} é uma
sequéncia nula se para todo k, existe n, tal que n > n, implica |a,| < v isto é, para n

suficientemente grande, lim,,_,{a,} = 0. Isto significa que, a partir de certo momento, 0s
termos da sequéncia aproximam-se de zero.

Proposicdo 4.1 Se a sequéncia {a,} € convergente, entdo seu limite é Unico.
Demonstracéo.

Suponha que lim,,_,,{a,} = L. Suponha ainda que exista outro M € Q, M =+ L, tal que

1 . . . «
la, — M| < . paran suficientemente grande. Como L — M = 0 e Q é arquimediano, entdo

1

existe k € N tal que
[L=M]|

< k. Assim, para todo k, existe n suficientemente grande tal que
IL—=M|=IL—ay+ay,—M| <lay—Ll+lay— M| <o +--=+<|L—M| que é um

absurdo. Portanto, L = M. [

Exemplo 4.5 Dada a sequéncia {s,} tal que s,, = # temos que s, = ﬁ = % =1-

1 . . . 1 .
— Assim, para valores de n suficientemente grandes, temos que —- se aproxima de zero,

logo, lim,,_,.{s,} = 1. De fato, para todo k, existe n tal que n + 1 > k, logo, ﬁ < % assim,

1 1
temos: |s, — 1| = |— — 1| = <-
n+1 n+1 k

Exemplo 4.6 A sequéncia constante {a,} tal que a,, = 0 é nula, pois |0 — 0| =0 <% para
todo k. Representamos tal sequéncia assim {0}.

Exemplo 4.7 A sequéncia {a,} tal que a,, = % é nula, pois, para todo k, existe n tal que n >k

. . 1 1 - 1 1 1 . ..
implica ~< Assim, |a,| = |E| =-<. De fato, quando n é suficientemente grande, a

razao % aproxima-se de zero, logo, lim,,_,{a,} = 0.
A préxima proposicdo nos dard uma condicdo suficiente para que uma dada
sequéncia seja de Cauchy: a condicdo de convergéncia.
Proposicéo 4.2 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstracéo.

De acordo com a definicdo de convergéncia, a sequéncia {a,, } converge para L se para todo k,
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. . 1 :
existe n, tal que se n = n,, entéo |a, — L| < = Assim, supondo que {a,} converge para L,

. « 1 1
segue que para todo k, existe n, tal que se n, m > n, entéo |a, — L| < 7 & la, —L| < e

Dessa forma, |a, —a,,| =la, — L+ L —ay| =|(a,— L) — (a;, —L)| < |a, — L| + |a,, — L|

LyLl-l Isso mostra que {a,} € S [ |
- —_— = a .
2k 2k k a n

Assim, para mostrar que uma dada sequéncia € de Cauchy, basta verificar se a
sequéncia converge.
Exemplo 4.8 As sequéncias dos exemplos 4.1, 4.2, 4.3, 4.6 sdo de Cauchy, pois séo
convergentes. No entanto, a sequéncia do exemplo 4.4 ndo é de Cauchy, pois a sequéncia nao

converge.

Definicéo 4.4 Dada uma sequéncia {a, } € S, uma subsequéncia de {a, } € uma restricdo da

fungdo s a um subconjunto infinito N' = {n; <n, < ... <n; ...} de N. Representaremos tal

subsequéncia de {a,} por {a,}.
Observacdo 4.1 Estritamente falando, uma subsequéncia ndo é uma sequéncia, pois, de

acordo com a definicdo 4.1, uma sequéncia esta definida para todo n natural. No entanto,
podemos considerar {a,} como uma funcdo definida em N, bastar tomar a fungdo s(1) = a,_,
S(2) =@y, , - S() =@y, e

1
Exemplo 4.9 Considere a sequéncia {a, } tal que a,, = {n—looo‘se n # 1000 .

0 ,sen=1000
Uma subsequéncia de {a,} tal que todos os termos sejam positivos é qualquer sequéncia

definida no conjunto N ={n € N|n > 1000}. Assim, {a,} = {1%%} é uma

subsequéncia de {a,} tomando n, = 1001. Por outro lado, a sequéncia

{b,} = {10100 , 10101 , 10102, } é outra subsequéncia de {a,, } tomando n; = 2000.

Proposicéo 4.3 Se {a,} € S tem uma subsequéncia que converge para L € Q, entdo {a,}
também converge para L.

Demonstracéo.

Por um lado, como {a,} € S, segue que para todo k, existe n, tal que se n, m > n,, entdo
la, — an| < i Por outro lado, existe também n; = n,, tal que |a,, — L| < i pois {a, }
tem uma subsequéncia que converge para L. Assim, se n = ny, entdo |a,, — L| = |a, — a,, +

A, — L| < lan — an, | + |an, — L| < i + i = % Isto mostra que {a,} converge paraL. m
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Proposicdo 4.4 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracéo.

Se {a,}€ S, entdo para k = 1, existe n, tal que n > n, implica |a, — a,,| < 1. Como

lan| — |an,| < |an — an,|, segue que la,| <1+ |ay,| Sendo A o maior elemento do
conjunto {|ay |, la,l, ..., |@ny-1|, |an, | |@n,| + 1}, segue que |a,| < A.NotequeAc Q. m
Defini¢do 4.5 Se {a,} é uma sequéncia de nimeros racionais, definimos —{a,} como a
sequéncia {—a,}, isto &, a sequéncia cujo enésimo termo é —a,,. Assim, dizemos que {—a,} é

a sequéncia oposta de {a, }.

Exemplo 4.10 Se {a,,} = {—4, —2, —g, —i, 0%%% "T_S} entéo

{—a,} = {4,%,—,14,0,——,——,——,...,%}. Em particular, observe que "T_Sz 1—% e
= % —1, assim, para n suficientemente grande, temos: lim,_ {a,}=1 e
lim,_{—a,} = —1, ou seja, como a sequéncia {a,,} é convergente, sua oposta também &,
além disso, seus limites sdo opostos. A proxima proposicao tratara desse tema.

Proposicdo 4.5 Se {a,} € S, entdo {—a,} € S, além disso, se lim,_.{a,} =L, entdo
lim,,,{—a,} = —L.

Demonstracéo.

Como {a,} € S, segue que para todo k, existe n, tal que n, m > n, implica |a,, — a,,| < %
Ora, |—a, — (—a)| = la, — a,| = la, —a,| < % Isso mostra que {—a, } € S. Semelhante
modo, se lim,,_,{a,,} = L, entdo, para todo k, existe n, tal que n = n, implica |a,, — L| < %
Assim, |(—a,) — (-L)|=|L—a,| =la, —L| < % Isso mostra que lim,,,,{—a,} = —L. &
Definicdo 4.6 Uma sequéncia {a,} de Cauchy de nimeros racionais é positiva ({a,} > 0)
quando existem k, n,, tais que n > n, implica a,, = % Uma sequéncia de Cauchy de nimeros
racionais é negativa ({a,,} < 0) quando existem k, n, tais que n = n, implica a,, < —%, isto

. 1 . ~ ., .
é, (—a,) = .. Dito de outro modo, uma sequéncia é positiva quando seus termos, para n

suficientemente grande, se distanciam de zero pela direita em relacdo a reta dos racionais.
Uma sequéncia € negativa quando seus termos, para n suficientemente grande, se distanciam
de zero pela esquerda em relacdo a reta dos racionais.

Exemplo 4.11 Por um lado, no exemplo 4.10, a sequéncia {a,} é positiva, pois para n > 6,

temos 0 < a,, < 1. Note que {a, } admite alguns termos negativos e que seu limite é igual a 1.
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Por outro lado, a sequéncia {—a,,} € negativa, pois para n > 6, temos —1 < a, < 0. Note que

{—a, } admite alguns termos positivos e que seu limite é igual a —1.

N otl - , .
Exemplo 4.12 A sequéncia {a,} tal que a, = % € uma sequéncia que s0 admite termos
- . 1 , , .- .
positivos. Como lim,,_,.{a,} =1 concluimos que {a,} é positiva, pois, para todo n,

1
0<an_1—0.

5n+1
n

Exemplo 4.13 A sequéncia {b,,} tal que b,, = — é uma sequéncia que s6 admite termos
negativos. Como lim,,_,.{b,} = —5, concluimos que {b,} é negativa, pois, para todo n,
—-5<b,<0.

Seré que existem sequéncias de Cauchy ndo nulas que ndo sejam positivas nem
negativas? A proposicédo 4.6 nos diz que néo.
Lema 4.1 Seja {a,,} € S uma sequéncia ndo nula. Assim, existem k, n, tais que |a,| = % para
todo n > n,,.
Demonstracéo.

;. - , - . . 1
Suponha o contrério, isto é, que para todo k, existe n, tal que n = n, implique |a,| < - Isso
mostra que {a, } € uma sequéncia nula, contrariando nossa hipotese. [ |

Proposicéo 4.6 Se {a,} € S, entdo ou {a,} é nula ou {a,} é positiva ou {a,} é negativa.
Demonstracéo.
E claro que as alternativas sdo mutuamente exclusivas, isto é, ocorrendo uma delas as outras

duas ndo podem ocorrer. Mostraremos que necessariamente uma delas ocorre. Dada uma
sequéncia {a,} € S ela pode convergir para zero ou ndo. Suponha que {a,} seja ndo nula,

assim, pelo lema 4.1, existem k, n,, tais que n > n, implica |a,| = = Suponha que existam

1
k
1

.. . 1 1 .
n, m suficientemente grandes tais que a, > — e (ap) <~ Assim, ay —an >,

contradizendo o fato de {a,} € S. I1sso mostra que, a partir de certo momento, todos os termos

da sequéncia sdo maiores do que zero (sequéncia positiva) ou todos os termos da sequéncia

sdo menores do que zero (sequéncia negativa). [ |

Exemplo 4.14 Ver exemplo 4.10.
Exemplo 4.15 Nao confunda. Ao falarmos em sequéncias positivas ou negativas, ndo estamos

olhando simplesmente para o sinal algébrico de seus termos. Por exemplo, a sequéncia {a,}

1 . . Y A g
tal que a, = - ndo admite termos negativos. No entanto, como ja vimos, essa sequéncia &
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nula, pois seus termos aproximam-se de zero para n suficientemente grande.

Defini¢cdo 4.7 Se {a,}, {b,} sdo sequéncias de nimeros racionais, definimos {a,} + {b,}
como a sequéncia {a, + b, }, isto &, a sequéncia cujo enésimo termo é a,, + b,. Definimos
{a,}. {b,} como a sequéncia {a,,. b, }, isto é, a sequéncia cujo enésimo termo € a,,.b,,.

Exemplo 4.16 Dadas as sequéncias {a,} e {b,} tais que a, = "T“ e b, = % segue que
(ad={2.2% 2 e by = {122, 2} Assim, {a,} + (b} = {a, + by} =
2 2

1

"n
{325, 2 =efa) ) = {an by} = {222, 22
Note que lim,_,{a,} = 1, lim,_,{b,,} = 0, lim,,_,,{a, + b,} = 1 e lim,,{a,.b,} = 0.
Proposicdo 4.7 Se {a,},{b,} sd0 sequéncias positivas, entdo: {a,}+ {b,} e {a,}.{b,}
também sdo sequéncias positivas.
Demonstracéo.

Como {a,}, {b,} sdo sequéncias positivas, segue que existem k, n,, tais que para todo n > n,,
Ay, by = % Assim, para n suficientemente grande, (a, + b,) = i e (ay.by) = kiz [ |

Proposicéo 4.8 O conjunto S é fechado em relagdo a soma, multiplicacdo e multiplicacdo por

escalar, isto é:
a) Se {a,}, {b,} € S, entéo {a,, + b,} € S.
b) Se {a,}, {b,} € S, entdo {a,.b,} € S.

c) Se{a,} € Sec e Q, entdo {c.a,} €S.
Demonstracéo.

. . . 1 1
Para todo k, existe n, tal que n, m > n, implica Ian—am|<ﬁ,|bn—bm|<i

) 1@y + bu) = (@ + bn)| = @ = @) *+ (B = b)| < (@ — @) + 1 (b = bl < 5=

b) Por um lado, pela proposicao 4.4, existem A, B € Q tais que |a,| < Ae Ibnl <B. Por outro

lado, para todo k, existe n, tal que n, m > n, implica |a, — a,,| < —— (A+B)k , by, — by | <
AtB)k’ assim:
|anbn - ambm|: |anbn - anbm + anbm - ambml = |an(bn - bm) + bm(an - am)l <

A B
|an(bn_bm)|+|bm(an_am)| = |an||bn_bm|+|bm||an_am| < + =

k(A+B) ' k(A+B)

1
"



42

c) Se ¢ =0, ndo h& o que mostrar. Suponha, entdo ¢ # 0. Assim, para todo k, existe n, tal que
1
|elk’

Ll

=1
|Can - Caml = |C|-|an - aml < k.|c|'T %

n, m = n, implica |a, — a,,| < Logo,

Definimos convergéncia de sequéncias para numeros racionais, em particular,
quando convergem para zero.
Proposicdo 4.9 Se lim,,_,,{a,} = L e lim,_,{b,,} = M, entdo lim,,_,{a, + b,} =L+ M e
limy, e {ay. by} = L.M.
Demonstracéo.

i) Se lim,,,{a,} = L e lim,_.{b,} = M, entdo para todo k, existe n, tal que n = n, implica

1 1 .
la, — L| <5,Ibn—M| < 5 Assim,
1 1 1

ii) Por um lado, pela proposicdo 4.4, existem A, M € Q tais que |a,| < A e |b,| < M. Por

1

outro lado, para todo k, existe n, tal que n > n, implica |a, — L| < m,lbn —M| <
TRTITR Assim,
A
|a,b, — LM| = |a,b, — a,M + a,M — LM| < |a,|.|b, — M| + [M|.]a,, — L| < AT HDE
Ml _1
(A+IMDk K -

Exemplo 4.17 Ver exemplo 4.16.
Ja mostramos que o limite é Unico, no entanto, podemos ter sequéncias distintas

. . . +1
convergindo para 0 mesmo racional L. Como exemplo, sejam {a,}, {1} € S onde a,, = nT

Assim, lim,,_,,{a,} = lim,,_, {1} = 1.
Defini¢do 4.8 Dizemos que {a,} é equivalente a {b,} e escrevemos {a,} ~ {b,} quando
{a,, — b,} converge para o nimero racional 0, isto &, quando as sequéncias convergem para o

mesmo limite.

Exemplo 4.18 Dadas as sequéncias {a,} e {b,}tais que a, = znn+3 e b, = 2, temos que

lim,_{a,} =2 e lim,,.{b,} = 2, logo {a,} ~ {b,}. Por isso, 0 lim,_ .{a, —b,} =

lim7z—coZn+37n—2=limn—-c0372=0.

Exemplo 4.19 Dadas as sequéncias {a,} e {b,} tais que a, = "ni e b, = % segue que

lim,{a,} =1 e lim, .{b,} =0, logo, {a,} e {b,} ndo sdo equivalentes.
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Proposicdo 4.10 A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia em S.

Demonstracéo.

i) (Reflexividade) Se lim,,_,{a,} = L, entdo {a,} ~ {a,}.

ii) (Simetria) Se {a,} ~ {b,}, entdo lim,_{a,} =lim,_ .{b,} =L, logo, {b,} ~ {a,}.
iii) (Transitividade) Se {a,} ~ {b,}, entdo lim,_.{a,} = lim,_.{b,} = L, se {b,} ~ {c,},
entdo lim,,_{b,} =lim,_{c,} =L, logo, lim,_.{a,}=I1im, .{c,} =L, ou seja,
{an} ~ {cn}. ]
Proposicao 4.11 Sejam {a,}, {b,}, {c,}, {d,} € S onde {d,,} é uma sequéncia nula. A soma
dessas sequéncias goza das seguintes propriedades:

i) Associativa: ({a,}+ {b,}) +{cn} ={a, + b} +{c,} ={a, + b, + ¢} = {a, + (b, +
)} = {an} + {by + cn} = {an} + ({bn} + {ca});

ii) Comutativa: {a,,} + {b,} = {a, + b,;} = {b, + a,} = {b,,} + {a,,};

iii) Elemento neutro: para n suficientemente grande, temos {a,,} + {d,,} = {a,, + d,.;} = {a,.};

iv) Elemento oposto {a,,} + (—{a,}) = {a,, — a,,} = {0}. [ |
Lembre que a sequéncia {0} é uma sequéncia nula onde todos os seus termos séo

iguais a 0.

Proposicao 4.12 (Lei do corte na adigdo). Sejam {a,}, {b,},{c,} € S. Dessa forma, {a,} +
{b,} = {cn} + {b,} se, e somente se, {a,} = {c,}.

Demonstracéo.

{an} +{bp} ={cn} +{b} olan+bp}={cpn+bh}lea+bpy=ch+tb, ©a,=c, ©
{an} = {cn}. m
Proposicao 4.13 Suponha que {a,}, {b,}, {c,} € S.

a) Se {a,} e {b,} convergem para 0, entdo {a,+ b,} converge para O.
Demonstracéo.

Como {a,} e {b,} convergem para 0, segue que para todo k, existe n, tal que se n > n,,

1

1 1 : .
S ES < 1
|an| < e |bp| < - ASSIM, |ay + by| < lan| + |bypl < -+ — =

1
"
b) Se {a,} converge para 0, entdo {a,.c,} converge para 0.

Demonstracéo.

Por um lado, de acordo com a proposicdo 4.4, existe A € Q tal que |c,| < A. Por outro lado,
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. 1 .
segue que para todo Kk, existe n, tal que se n = n,, Ian|<E.ASS|m,

1 1
lcpanl < lcpl.la,| < AE = .

Definicéo 4.9 Seja {a,,} € S uma sequéncia ndo nula. Como vimos na proposicao 4.6, a partir

de certo momento, os termos da sequéncia passam a ser todos positivos ou passam a ser todos
negativos, isto é, para n suficientemente grande (n > n,), 0s termos de {a,} se distanciam de
zero. Definimos o inverso multiplicativo de {a,} como sendo a sequéncia {a, '}.
Construimos a sequéncia {a, '} do seguinte modo: para n < n,, 0s termos da sequéncia sdo
todos iguais a 1; para n = n,, 0s termos da sequéncia sdo iguais a a,,~?, isto é, sdo iguais ao

inverso de a,,.

Exemplo 4.20 Dada a sequéncia {a,} tal que an=3_T", temos que:

1 997
a = 2, a, = E, as = 0, Ay = ——, veny A1000 = _m = _0,997 Note que

lim,,_,{a,} = —1. Assim, {a,} € uma sequéncia negativa, logo, admite inversa. Observe

que, para n > 4, os termos de {a,} se distanciam de zero. Assim, a inversa de {a,}, serad

p . _ _ 1
construida do seguinte modo: para n < 4, a,”! =1; paran> 4, a,”! = —= % Dessa
T

forma, a sequéncia {a, 1} teré os seguintes termos:
1 1 1000 ~ n

=1,a,"" =—4, ..., Qo0 = 97 = —1,003, ..., an‘l =

a,"t=1,a,"1=1,a;"!

=,
Note que lim,,_,,{a, 1} = —1. Pela proposi¢do 3.9, lim,_{a,}. {a,” 1} =(-1).(-1) =1,

isto é, a sequéncia {a,}. {a,,~1} converge para 1.

Exemplo 421 Dada a sequéncia {a,} tal queanzznT_‘*, temos  que:

2 1996
al = _2, az = 0, a3 = g, a4_ = 1, ey alOOO = m = 1,996. NOte que

lim,_. {a,} = 2. Assim, {a,} é uma sequéncia positiva, logo, admite inversa. Observe que,

para n > 3, os termos de {a,} se distanciam de zero. Assim, a inversa de {a,}, seré construida

. _ _ 1
do seguinte modo: paran < 3, a,”'=1; paran=3, a, l=—= ﬁ. Dessa forma, a

an
sequéncia {a,, "1} tera os seguintes termos:
—1 __ 1000 1_ n

=1~ 0501, .., a,7t = Note

1996 2n—4"

-1 _ -1 _ -1_3 -1 _
al —_ 1, az —_ 1, a3 —_ E, a4 —_ 1, ey alooo

que lim,_.f{a, 1} = % Pela proposicdo 3.9, lim,_{a,}.{a,” 1} = (2).(%) =1, isto é a

sequéncia {a,,}. {a,, "1}, também, converge para 1.
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Proposicédo 4.14 Se {a,} € S é uma sequéncia ndo nula, entdo {a,, "'} também € S. Além

disso, se lim,,_,o, {a,,} = L, entdo o lim,,_,, {a,,”*} = %

Demonstracéo.
{a,} é ndo nula, logo existe n, e A € Q tal que |a,| = A para todo n = n,. Se {a,} € S,

2
entdo, para todo k, existe n, tal que n, m = n, implica |a, — a,,| <A7. Assim, |a, ! —
am—1=an—am.1an.Jam|<A2k.142=1F. Analogamente, mostra-se que

. _ 1
lim,_{a, 1} = I

F->roposigéo 4.15 Sejam {a,}, {b,},{c,}, {d,} € Sonde {d,} é qualquer sequéncia cujo limite
é igual a 1. O produto dessas sequéncias goza das seguintes propriedades:

i) Associativa ({a,, }.{b,}).{c,,} = {a,,. b,}.{c} = {a,. b,.c,} = {a,. (by.cr)} =

{an}- {bn. cn} = {an} {by}- {cnD);

ii) Comutativa {a, }. {b,} = {a,. b} = {b,.a,} = {b,}. {a,};

iii) Elemento neutro: para n suficientemente grande, temos {a,,}. {d,} = {a,.d,} = {a,};

iv) Elemento inverso: para n suficientemente grande, temos {a,}. {a, ™'} = {an.ai} = {1}.

[
Lembre que a sequéncia {1} é uma sequéncia constante onde todos 0Ss Sseus
termos sao iguais a 1 e que, naturalmente, converge para 1.
Proposicao 4.16 (Lei do corte na multiplicagdo). Sejam {a,}, {b,}, {c,} € S onde {b,;} é ndo
nula. Assim, {a,}.{b,} = {c,}. {b,,} se, e somente s, {a,,} = {c,}.
Demonstracéo.

Para n suficientemente grande, temos:

{an}. {bn} = {cn}. {bn} © {an.bn} = {cy.bn} © an.by = cp. by © an = ¢y © {an} = {cy}.
[

Proposicédo 4.17 As regras de sinais na multiplicacdo de sequéncias sdo as mesmas em Q.

Demonstracéo.

Sejam {a,,}, {b,} € S, assim:

i) {_an}-{bn} = {(_an)'bn} ={—(an.bp)} = _{an-bn} = _{an}' {bn}i
") {_an}-{_bn} = {(_an)- (_bn)} = {an- bn} = {an}- {bn}
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Proposicao 4.18 Sejam {a,,}, {b,}, {c,} € S. Assim, existe a distributividade da multiplicacdo
em relagdo a adicéo de sequéncias.

Demonstracéo.

i) {an}. (b} + {cn}) = {anHbyn + ¢} = {an. by + an.cn} = {an. by} + {an.cy} =

{an} {bn} + {an} - {cn}s

i) {an}. ({bn} + {=cn}) = {an}. {bn} — {cn}) = {an}- by — cn} = {an(by — cp)} =

{an. by — ay.cp} = {an. by} — {an. cn} = {an} by} — {an}- {cn};

i) {an}. ((=bn} + {—cnd) = {an}. {=bn} —{cn}) = {an}. {=bn — cn} = {an(=by — )} =
{—an.by — an. cn} = {—ay. by} — {an. cn} = —{a,}. {bp} — {an}-{cn};

V) {—an}. ({bn} + {cn}) = {—an}bn + cn} = {(=ay). (b + cn)} = {—an. by — an.cp} =
{—an-bn} — {an.cn} = —{an}.-{by} — {an}- {cn};

V) {=an}. (b} + {=cnd) = {—au}. (b} — {cn}) = {—an}.-{by — cn} = {(=a). (b, —
cn=—an.bn+an.cn=—an.bn+an.cn=—an.bn+anj{cn;

Vi) {—an}. ((=by} + {—c}) = {—an} {=bn} — {cu}) = {—an}-{-bn —cn} =

{(=an). (=bn — cp)} = {an. by + an.cn} = {ay. by} + {an. cu} = {an}- {by} + {an}- {cn}.

Definicéo 4.10 Definimos o conjunto R de nimeros reais como sendo o conjunto das classes

de equivaléncia das sequéncias de Cauchy de nUmeros racionais pela relacdo ~ . Duas

sequéncias de Cauchy representam o mesmo numero real quando sdo equivalentes, isto é,

quando sua diferenca converge para zero, ou seja, quando tém o mesmo limite. Seja {a,} € S

tal que lim,,_,{a,} = o, indicaremos por [{a,}] a classe de equivaléncia pela relacdo ~
representada por {a,}, isto &, [{a,}] = {{x,} €S| {x,}~ {a,}}. Assim, [{a,}] € R. Para

facilitar a escrita, usaremos letras minasculas gregas, latinas ou nimeros, em negrito, para
representar um namero real enquanto o mesmo simbolo, sem negrito, representa seu limite.

Por exemplo, a = [{a,}], visto que lim,,_,{a,} = a.

Exemplo 4.22 A classe 0 consiste de elementos de S que convergem para zero, ele serd o

elemento neutro aditivo em R. A classe 1 consiste de elementos de S que convergem para o

namero racional 1, ele sera o elemento neutro multiplicativo em R.

an+M

Exemplo 4.23 Dadas as sequéncias {a,} e {b,} tais que a, = e b, = a, temos:

lim,_.{a,} = aelim,_.{b,} = a. Como {a,} ~ {b,}, segue que o nimero real a pode ser
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representado por ambas as sequéncias.

Definicao 4.11 O nimero real a é positivo (a > 0) se para cada sequéncia {a,} € a existe kK,
n, tal que n = n, implica a,, > % O namero real a € negativo (a < 0) se — a € positivo onde
—a = [{—a,}, com {a,,} € a]. O nimero real o é nulo ou igual a zero (a = 0) se para cada

n . . . . 1
sequéncia {a,} € a e paratodo k, existe ny, tal que n = n,, implica |a,| < -

Mostraremos, no préximo lema, que se uma dada sequéncia em o for positiva,
entdo todas as outras sequéncias em a também serdo. Semelhante modo, se uma dada

sequéncia em a for negativa ou nula, entdo todas as outras sequéncias em o também serao.

Lema 4.2 (Lei da tricotomia em R) Todas as sequéncias em a ou sao todas nulas ou séo todas

positivas ou sdo todas negativas.

Demonstracéo.

Sejam {a,},{b,} € a onde {a,} é uma sequéncia ndo nula. Note que, de acordo com a

definicdo 4.10, a sequéncia {b,} também é ndo nula, pois, caso contrario, elas teriam limites

diferentes, mas {a,,} ~ {b,,}.

i) Sejam {a,},{b,} € a onde {a,} é uma sequéncia positiva, isto &, existem k, n, tais que

para todo n > n,, temos a,, = —. Como {a,}, {b,} € a, seque que sua diferenca converge para

1
k
zero, assim: |a, — by,| <% para todo k e n suficientemente grande. Dessa forma, temos:
b, — % <a, <b,+ % Como % <a,<b,+ % segue que b, > 0 para n suficientemente

grande. Isso mostra que {b,} também é uma sequéncia  positiva.

i) Suponha agora que {a,} seja uma sequéncia negativa. Neste caso, existem k, n, tais que
para todo n = n,, temos (—a,) = % isto é, a, < —%. Como {a,}, {b,} € a, seque que sua
diferenca converge para zero, assim: |a,, — b,| <% para todo k e n suficientemente grande.
Dessa forma, temos: b,, — % <a, <b,+ % Como b,, — % <a, < —%, segue que b, < 0.
Isso mostra que {b,} também é uma sequéncia negativa.
iii) Finalmente, suponha que {a,} seja uma sequéncia nula. Como {a,}, {b,} € a, segue que

{a,} ~ {b,}, isto &, elas ttm o mesmo limite, logo, {b,,} também é uma sequéncia nula. [ |
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Assim,
i) se uma dada sequéncia em o for positiva, segue que a € positivo (a > 0);
i) se uma dada sequéncia em o for negativa, segue que a € negativo (o < 0);

iii) se uma dada sequéncia em a for nula, segue que a € nulo ou igual a zero (o = 0).
A - -4 .. R N .
Exemplo 4.24 A sequéncia {a,} tal que a,, = ”T tem limite igual a 1. Como a sequéncia

constante {b,} = {1} também tem limite igual a 1, segue que {a,} ~ {b,}. Assim, ambas as
sequéncias pertencem ao numero real 1, ou seja, 0 nimero real 1 pode ser representado tanto
por {a,} como por {b,}. Alem disso, como essas sequéncias sdo positivas, segue que 0

namero 1 € positivo.

Exemplo 4.25 A sequéncia {a,} tal que a,, = 107_" tem limite igual a —1. Como a sequéncia

constante {b,} = {—1} também tem limite igual a —1, segue que {a,} ~ {b,}. Assim, ambas
as sequéncias pertencem ao numero real —1. Além disso, como essas sequéncias S&o

negativas, segue que o nimero —1 é negativo.

Dessa forma, provamos a tricotomia em R. A seguir, definiremos as operacoes

algébricas em R. Escreveremos [{a,,}] para representar o conjunto cujos elementos sao todos

equivalentes a {a,,}, isto é, [{a,}] é a classe de equivaléncia contendo {a,,}.

Definicdo 4.12 Sejam {a,,}, {b,,} sequéncias contidas nos nimeros reais a, p respectivamente.
A soma e o produto de a e p séo definidas por a + p = [{a, + b,}] € op = [{a,. D, }]. Paraa
nossa definicao ser valida, precisamos mostrar que os resultados ndo dependem dos elementos

que escolhemos dentre as classes.

Lema 43 A adicdo e a multiplicacito em R estdo bem definidas.

Demonstracéo.
Sejam {a,}, {a'n,} € a e {b,}, {b',} € B, devemos mostrar que {a, + b,} ~ {a, + b',,} €
{a,.b,} ~ {@,. b}, paraisso, precisamos mostrar que {a,, + b,} —{a', + b’} € {a,.b,} —

{a',.b',} convergem para zero.

i) Como {a,}, {a,,} € a, seque que {a,} ~ {a’,,}. Assim, para todo k, existe n suficientemente

grande tal que |a,, — a’,| < i Semelhante modo, como {b,}, {b',,} € B, temos {b,,} ~ {b",.}.

Assim, para todo k , existe n suficientemente grande tal que |b,, — b",,| < i Portanto,
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, , , , 1 1 1

|(an + by) —(a'n +b7y)| < |an_an|+|bn—bn| <Z+2—=E_
(ii) Pela proposicdo 4.4, {a,} e {b",,} sdo limitadas, logo existem A, B € Q tais que |a, | <Ae

|b,,| < B. Como {a,}, {a,} € @, segue que {a,} ~ {@,}. Assim, para todo k, existem n

1
(A+B)k’

suficientemente grande e A € Q tais que |a,, — a’,| < Semelhante modo, como {b,,},

{b',} € B, temos {b,} ~ {b",}. Assim, para todo k, existem n suficientemente grandee B € Q

1
(A+B)K’

tais que |b,, — b",| < Portanto,

|anbn - alnblnl = |anbn - anbln + anb,n - a,nb,nl = |an(bn - b,n) + b,n(an - a,n)l <

, , , , , , A
|an(bn_bn)|+|bn(an_an)|S|an|'|(bn_bn)|+|bn|-|(an_an)|<(A+B)k+
BE__1 ]
(A+B)k  k

Note que ja definimos: zero, um, positivo, negativo, soma e produto.

Exemplo 4.26 Calculemos a soma e o produto dos nimeros reais 2 e 5. O ndmeros reais 2,
5,7 e 10 podem ser representados, respectivamente, pelas sequéncias constantes {2}, {5}, {7}
e {10}. Assim:

)2+5=[{2+5}=[{7}]=7,

ii) 2.5 = [{2.5}] = [{10}] = 10.

Lema 4.4 O conjunto R é fechado em relacdo a adi¢do e a multiplicacéo.

Demonstracéo.

Como o conjunto S é fechado em relacéo a adicdo e a multiplicacéo, o resultado segue. [ |

Definigdo 4.13 Definimos como inverso aditivo de a, 0 nimero real — o = [{—a,},] onde
{a,}, € um elemento qualquer de a. Esta definicdo é valida, pois se {a,}, {a',} € a, entdo
{a, —ay,} € 0. Assim, {—a,}— {-a,}={-a,—- (-a,)}={a,—a,}, logo, {—a,} ~
{—a,}. Isto nos diz que — a também é uma classe de equivaléncia. Seja p um nimero real

diferente de zero e {b,,} € P. Pela proposicdo 3.6, para valores de n suficientemente grandes,
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cada elemento de {b,,} é diferente de zero. Definimos como inverso multiplicativo de B, o
nimero real B~ = [{b, '}]. Esta definicdo também é valida. De fato, se {b,}, {b,} € B,
seque que {b, — b,} converge para zero. Queremos mostrar que {b, '} ~ {b'n'l}. Para

isso, basta ver que {b, '}— {b'n‘l} € 0. De fato, para valores de n suficientemente

grandes, {b, '} — {b’n_l} = (b, ' —by '} = {bb:;b:} €0.

Observacdo 4.2 O namero real 0 ndo tem inverso multiplicativo, pois, de acordo com a
proposicdo 4.13, o produto de uma dada sequéncia por uma sequéncia nula é igual a uma

sequéncia nula.

Exemplo 4.27 A definicdo 4.5, a proposi¢édo 4.5 e o exemplo 4.10 falam sobre o inverso
aditivo de uma dada sequéncia. Assim, para encontrar o inverso aditivo de um namero real a,

basta determinar o inverso aditivo de uma sequéncia qualquer em a.

Exemplo 4.28 A definicdo 4.9, a proposicdo 4.14 e o exemplo 4.21 falam sobre o inverso
multiplicativo de uma dada sequéncia. Assim, para encontrar o inverso multiplicativo de um
namero real a, basta determinar o inverso multiplicativo de uma sequéncia qualquer em a.

Lema 4.5 A adicdo em R é comutativa, associativa, tem elemento oposto e elemento neutro.

Demonstracéo.

Sejam a, B, v € R. Sejam {a,},{b,}, {c,} € a, B, y respectivamente. De acordo com a

definicdo 4.12, somar numeros reais implica somar seus representantes. Pela proposicéo 4.11,

a soma de sequéncias € comutativa, associativa, tem elemento oposto e elemento neutro, logo:
)o+p=[{a}+{b}] = [{bn} +{a}] =B+

i) (@+B) +v=[({an} + {bn}) + {cn}] = [{an} + ({bn + cxD] = 0+ (B +7);

iii) @ + (—0) = [{a,} + {—a,}] = {0}] = O;

iv) a+0=[{a,} +{0}] = [{a,}] = . u
Lema 4.6 Na adicdo, o elemento neutro e oposto sdo Unicos.

Demonstracgéo.

i) Suponha que 0; e 0, sejam elementos neutros em R. Assim, 0; = 0; + 0, = 0,.
i) Suponha que o’ e a” sejam 0s inversos aditivos de @ em R. Assim, a =o' +0=a + (a0 +

a)=(e+a)+a =0+ =a". [ |
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Lema 4.7 (Lei do corte na adigdo) Sejam a, B, y € R. Assim, o + p =y + B se, e somente se,

a=y.

Demonstracéo.

Sejam {a, }, {b,}, {c.} € a, B, y respectivamente. Assim,

o+ B =y+B e [{a}+ (b}l =Hen} + (b}l © (and + b)) ~ (el + {B)) ©

{(an +by) —(cntbp)} €0 {a, — i} €0 {an} ~ {cn} © [axd] = [{cn}]l © a=7.
|

Lema 4.8 A multiplicagdo em R é comutativa, associativa, tem elemento inverso e elemento
neutro.

Demonstracéo.

Sejam a, B, y € R com a # 0. Sejam {a, }, {b,}, {c.} € @, B, y respectivamente. De acordo

com a defini¢do 4.12, multiplicar nimeros reais implica multiplicar seus representantes. Pela
proposicdo 4.15, a multiplicacdo de sequéncias é comutativa, associativa, tem elemento

inverso e elemento neutro, logo:

i) ap = [{a,}. {bn}] = [{bn}-{ar}] = Bo;

i) (eB)y = [({an}. {(bnD{cn}] = [{an}({bn}. {cn D] = @ (By);

i) oo™ = [{a,} {a, ™ = {1} = 1;

iv) 0.1 = [{a,}.{1}] = {a,}] = . u
Lema 4.9 (Regra de sinais da multiplicacdo) Em R, valem as mesmas regras de sinais de Q.

Demonstracéo.

Sejam a, p € R. Sejam {a,}, {b,} € a, P respectivamente. Pela proposicdo 4.17, temos:
{—an}.{bn} = —{a,}. {bn} e {—a,}. {=bn} = {a,}. {b,}. Assim,

i) (—0).B = [{—an}]. [{b,}] = [{—a,}. {by}] = [-({an}- {bx D] = —[{an}. {bn}] =

—Han}]. [{bn}] = —(eB);

i) (—a).(=B) = [{—au}]. [{=bn}] = [{—an}.- {=by}] = [({a,}. (b D] = [{a,}. {bp}] =

[{an}]. [{bn}] =(aB). m
Lema 4.10 (Lei do corte na multiplicacdo) Sejam a, B, y € R com g + 0. Assim, af§ = yp se,
e somente se, a = 1.

Demonstracéo.

Sejam {a,,}, {bn}, {c.} € a, B, y respectivamente. Assim,
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ap = vB © [{an}. (b}l = [{cn). bn}] © ({an}-{bp}) ~ ({cnd- 1bn}) & {(anby) — (cnbn)}

c0e{a, —cp} €0 {a) ~ {cn} & land] = [len}] ® a=1. u

Lema 4.11 (Lei absorvente da multiplicacdo) Seja & € R e {a,} € a, temos: a.0 = 0.

Demonstracéo.
0.0 = [{a,}]. {0}] = [{a,.0}] = [{0}] = 0. u
Lema 4.12 (Propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adi¢do) Sejam a, B, y €

R. Assim: a.(p +7) = ap + ay.

Demonstragéo.

Sejam {a,},{b,}, {c,} € a, B, y respectivamente. Consideremos a, B, y ndmeros reais
positivos. Pela proposicéao 4.18, temos:

) o.(B +7) = [{an}]. [{ by + cn}] = [{an. by + an. cp}] = {an. by} + {an.cn}l =

[{an. bp}] + Han. cu}] = [H{an 3] [{bn3] + [{an}]. Hen}] = of + ay;

i) a.(B —v) = [{an}]- [{ by + (—cn}] = Han. by — an-cu}l = Han. by} — {an.cn}l =

[{an. bp}] — Han. cp}] = {an 3] [{bn}] — [{an}]. Hen}] = of — ay;

i) a.(=B — v) = {an}]. { (=bn) + (—cn}] = [{=(an.bn) — an.cn}l = [-{an. by} —
an.cn=—an.bn—an.cn=—an.bn—an.cn=—off —ay,

V) (— @).(B +7v) = [{=an}].- [{ by + cn}] = {—an. by — an.cp}] = [—{an. b} — {ay.cu}] =
[—{an. bn}] — Han. cn}l = —[{an}]. [{bn3] — [{an}]. e}l = — of — ay;

V) (=@).(B — 1) = [{=an}]. [{ by — e}l = {—an. by + an.cp}] = [—{an. bn} + {an. 3] =
[—{an. b}l + Han. cn}l = —[{an}]. [{bn3] + [{an}]. [}l = — 0B + ay;

Vi) (= @).(= B —v) = [{—an}]. [{=bn — cn}] = [{an. by + an.cp}l = [{an. by} + {an. cu3l =
[{an. bp3] + Han. cu] = {an}] [{bn3] + [{a,3]. {cn}] = B + ay. L
Teorema 4.1 O conjunto R munido das operacgdes + e * (R, +, ) € um corpo.

Demonstracdo. Lemas: 4.4, 4.5, 4.8 e 4.12. [ |

Lema 4.13 Seja P C R o conjunto de todos os reais positivos. Se a, p € P e {a,}, {b,} €

a,p, respectivamente, entio o+ p € Pe a.p € P.
Demonstracéo.
De acordo com a proposicdo 4.7, a soma e o produto de sequéncias positivas também sédo

sequéncias positivas. Como {a,} e {b,,} sdo sequéncias positivas (lema 4.2), segue que:
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a+pB=[{a, +b,}] €Peap=[{a, b,}] €P. [

Teorema 4.2 O corpo (R, +, ) é ordenado.

Demonstracéo.

Em relacdo a definicdo 2.8, o lema 4.13 mostra a condigdo P; enquanto o lema 4.2 mostra a
condicdo Pa. [ |

Definicéo 4.14 Sejam x, y elementos de um corpo ordenado (K, +, ) e P um subconjunto de
K que satisfaz as propriedades P; e P, da definicdo 2.8. Diz-se que x “é menor do que y”,

denotado por x <y quando y - x € P. Diz-se que x “¢ maior do que y”, denotado por X >y
quando x -y € P.

As relagdes x <y e x >y sdo as relacdes de ordem em (K, +, ).

Proposicéo 4.19 Arelacéo de ordem a < p em (R, +, ) goza das seguintes propriedades:

i) (Transitividade) Sejama, B,y € R. Sea<pep <y, entdo o <y.

Demonstracéo.

o<Bep<y=>@PB-0).(y-pB €P=>B-a)+(y-P) €eP=>y-acP=a<y;

ii) (Tricotomia) Dados a, p € R, tem-se que, exatamente, uma das trés alternativas ocorre: ou
a=poua<poua>p.

Demonstracéo.

Dados dois numeros reais a e f: ou eles sdo iguais ou sdo diferentes. Se forem iguais, ndo ha

0 que mostrar. Suponha que eles sejam diferentes. Assim, a < p ou a > . Mostraremos que

apenas uma dessas duas opc¢des ocorre. Suponha que o. < B e o > f, assim:

B-0),(a-p) €cP=>=P-a)+(a-p) € P=0 €< P, o que é um absurdo, pois P € 0

conjunto formado, apenas, pelos reais positivos;

iii) (Monotonicidade da adi¢do) Sejama, B,y € R. Sea<p,entdoa+y<p +7.

Demonstracéo.
o<p=>PB-0)cP=>P-0)+t0cP=>PB-a)+@y-v)cP>PB+y+(-a-y) cP=
Bty)—(aty) EP=>a+ty<p+y;

iv) (Monotonicidade da multiplicagdo) Sejam a, B, y € R. Sey € P e a < B, entdo ay < py.

Mas, se (—y) € P e a < B, entdo ay > By. Note que, se (—y) € P, entéo y € negativo.

Demonstracéo.



54

Por um lado, se y e Pea < B, entdo (p —a). y € P=> By —ay € P> ay < Py.
Por outro lado, se (-y) e Pea<p,entio (p—a). —y) EP=>-Py+toyEP=>ay>py. W

De modo analogo, a relacdo de ordem a. > p em (R, +, ") goza das mesmas propriedades.

Exemplo 4.29 Os exemplos 4.24 e 4.25 mostram que 1 € positivo enquanto —1 é negativo.

Sendo 0 o elemento neutro de R, segue que:
)1leP=>(1-0e€P=>0<1;

ii)—(-1) eP>0-(-1) e P=>-1<0.
Assim, seque que -1 <0< 1.

Proposicéo 4.20 Sejam (R, +, ) um corpo ordenado e P um subconjunto de R que satisfaz as

propriedades P; e P, da definicdo 2.8. Sea #0 e a € R, entdo a? € P.

Demonstracéo.

Sea€ R, entiooua € Pou(—a) € P.Sea € P, entdo a. a € P. Se (—a) € P, entdo

(-a).(- @) € P. Como a.a =(- a).(-a) = o?, segue que a? € P. |
Definicdo 4.15 Numero racional real ¢ todo numero real formado por sequéncias que
convergem para um mesmo numero racional. Dado um namero racional r, podemos obter
uma sequéncia constante {a,} tal que a, = r para todo n. De acordo com a definigéo 4.10,

podemos definir o nimero racional real r = [{r}]. Dessa forma, podemos ver que todo nimero

racional é, por defini¢do, um nimero real. E nesse sentido que dizemos que Q C R.

Definicéo 4.16 Um corpo ordenado K (+, ) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy
converge para valores em K.

Antes de prosseguirmos, convém lembrar que nosso objetivo € mostrar que
existe um corpo ordenado completo. J& sabemos, por exemplo, que @Q é um corpo ordenado,
porém, ndo € completo. Esse fato pode ser visto, dentro do nosso contexto (sequéncias de
Cauchy), pelo seguinte fato: nem toda sequéncia de Cauchy de nimeros racionais converge
para L € Q. Mostraremos isso por meio do exemplo abaixo.

Exemplo 4.30 Seja {a,, } uma sequéncia cujo enésimo termo é a maior fracdo de denominador

14 141 1414 14142
10’100’ 1000’ 10000

10™ tal que a,? < 2. Assim, {a,} ={ } Note que, a medida que n
cresce, os valores de a, aproximam-se de v2, logo, o lim, . {a,} = V2. Assim, pela

proposicdo 3.2, segue que {a,} € S. Portanto, {a,} é uma sequéncia de Cauchy de nimeros
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racionais, porém, como ja demonstramos no capitulo 1, V2 ¢ Q, logo, pela defini¢io 4.16,
segue que Q ndo é completo.

Teorema 4.3 A ordenacédo de R é arquimediana.

Demonstracéo.

Seja @ 0 nimero real representado pela sequéncia de Cauchy de nimeros racionais {a,,}. Pela
proposicdo 4.4, existe A € Q tal que a, < A para todo n. Como a ordenacdo em Q ¢é
arquimediana, existe b € N tal que A < b, logo, por transitividade, a,, < b. Considere a
sequéncia constante {b,} tal que b, = b. Seja b o nimero natural real representado pela
sequéncia {b,}. Como a sequéncia {b,- a,} > 0 para todo n, pois b — a,, > 0, segue, pela

definicéo 4.11 e pelo lema 4.2, que b — a € P, logo, a. <b. [ |

Lema 4.14 Dados dois numeros reais distintos a, B, sempre existe um namero racional real r
tal que a <r <.

Demonstracéo.

. 1
Como a # B, suponha a < B. Pelo teorema 4.3, existe n; natural real tal que s <mn, ou,
. 1 . . , . . .
equivalentemente, —<p-a Considere o conjunto A formado por nimeros inteiros reais m
1

tais que se m € A, entdo m > n, a. Ora, 0 conjunto A tem um menor elemento. De fato, se a =

0, entdo 1 sera o menor elemento de A. Se a # 0, e n; < % para todo m, entdo N é limitado, o

que é um absurdo. Logo, A tem um menor elemento m,. Assim, m; > n,a e m; —1 < n,a.

Logo,
-1 1
@<t ="+ = < a+p-a=p. Portanto, chamando r = =%, segue que o <r <. n
1 1 1 1

Lema 4.15 Sejam a = [{a,}] € ¢ um ndamero racional positivo. Se |a,| < c para n
suficientemente grande, entdo |a| < c.

Demonstracéo.

Se ¢ € QQ, podemos obter a sequéncia constante {c} tal que ¢ = [{c}]. Se a = 0, ndo ha o que

mostrar. Suponha que e > 0. Assim, |a| = a. Queremos mostrar que ¢ — a. € P. Ora, como a >

0, entdo {a, } > 0, logo, para n suficientemente grande,
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(c —ay,) >0=>[{c —a,}] € P=[{c}] - {a,}] EP=>cCc-0a€ P = ac<c

Sea<0,entdo -a >0, logo-a < Cc= a>—c. [ |
Definigdo 4.17 Definimos sequéncia de nimeros racionais reais como a sequéncia {a,,} onde
{a,} € S, isto é, basta olhar para cada termo de {a, } e tomar o nimero racional real como na
definigéo 4.15.

Lema 4.16 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros racionais reais converge para um nimero
real.  Além disso, se {a,} € S, entdo lim,_, {a,} = [{a.}]
Demonstracéo.

Dado € racional > 0, existemn, m > ny taisque | a, —ay| <e=>a,—e<a, <a, +¢&.
Fixemos p > n, e indiquemos a,, por a. Assim,a —e < a,, <a+e Comoa-c¢a+e€Q,
podemos tomar 0s nimeros racionais reais a - € = [{a - €}] e a + € = [{a + €}]. Pelo lema
4.15, pondo a = [{a,}], temos:

a-eg<a<ate>|a-al=la-a,| <e

Resumindo, dado ¢ € QF, existe n, tal que |o — a, | < € para todo p > n,, portanto,

limp,_e {@n} = [{as}]. u
Teorema 4.4 O corpo ordenado R dos nimeros reais é completo.

Demonstracéo.

Seja X = {X,,} uma sequéncia de Cauchy de numeros reais. Pelo lema 4.14, para cada n

natural, existe a, € Q tal que X, — % <a, <X, + % = | X, —a,| < % Como X é de
Cauchy, dado € € R%, existe n, tal que |X,, — X,,| < g para todo m, n > n,. Seja n; > n, tal

3
que ny > = Temos, para todo n, m > ny, que:

la, —a,|=la,— X, +X,—Xp + X, —ap| < |a, — X,|+ X, — Xl + X, —a,,| <

€ € € . . a ,
3t3*3°¢ Isso prova que a sequéncia {a,} é uma sequéncia de Cauchy de nimeros

racionais reais. Logo, pelo lema 4.16, lim,., {a,} = [{a,}]] = o

Assim, dado um ¢ real positivo, existe n suficientemente grande, tal que

€ € .
X, —a,| < > ela, —al < Py Assim, temos:

m

€
X, —al=|X,—a,+a, —al <|X,—a,|+|a, —al < 5 + > = ¢ e, portanto, X é
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convergente. ™

Definigdo 4.18 Uma sequéncia {a,} chama-se crescente quando a; < a, < az < ..., isto é,

quando a, < a,,; paratodo n € N. Se vale a,, < a,,,, para todo n, a sequéncia diz-se ndo

decrescente.

Semelhante modo, uma sequéncia {a,} chama-se decrescente quando a, > a, > a; > ...,

isto é, quando a,, > a,,, paratodo n € N. Se vale a,, = a,,,, paratodo n, a sequéncia diz-se

ndo crescente.

As sequéncias crescentes, ndo crescentes, decrescentes e ndo decrescentes sao
chamadas sequéncias monétonas.
Exemplo 4.31 Sequéncias crescentes e ndo decrescentes sao, sempre, limitadas inferiormente.
Por outro lado, sequéncias decrescentes e ndo crescentes sdo, sempre, limitadas
superiormente.
Exemplo 4.32 A sequéncia constante {a,,} = {1,1,1,1,..., 1} é limitada e mondtona, pois é ndo
crescente e ndo decrescente.
Exemplo 4.33 A sequéncia {a,} = {1,2,3,...,n} tal que a, =n é limitada inferiormente,

ilimitada superiormente e monétona crescente, note que o inf{a, } = 1.
Exemplo 4.34 A sequéncia {a,} tal que a,, = % é limitada e monotona decrescente, note que 0

inf{a,,} =0e sup{a,} = 2.

1,sen for impar

uma
0, senforpar

Exemplo 4.35 A sequéncia {a,} = {1,0,1,0,1,0, ...} tal que a, = {

sequéncia limitada, 0 < a,, < 1, e ndo € monadtona.
Lema 4.17 Seja K um corpo arquimediano. Toda sequéncia mondtona ndo decrescente e
limitada superiormente de K é de Cauchy em K.

Demonstracéo.

Sejam ¢ € K e {a, } uma sequéncia mondtona ndo decrescente e limitada superiormente de K

tal que a, < c para todo n € N. Sendo &€ € Kj, considere 0 conjunto

M = {5 € Z,|3< %} Note que o conjunto M é formado pelos inteiros cuja expressao

(c — 3¢) ainda é cota superior de {a,}. Como 0 € M, segue que o conjunto M é ndo vazio.

Além disso, M deve possuir um maior elemento, pois, caso contrario, como K €

% teriamos ¢ — 3¢ < a4, 0 que implicaria, a,, < a,, que
3 1 n 1

arquimediano, se tomassemos 3 > .

é uma contradicdo, posto que {a,,} ¢ uma sequéncia monétona ndo decrescente. Assim, seja m
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0 maior elemento de M. Como m € Me (m + 1) & M, temos que me < Cc —a, paratodone

existe i tal que c - ap, < (m + 1e.
Portanto, se n = m > n,, temos, pelas desigualdades acima e pelo fato de {a,,} ser monétona
ndo decrescente, que

C-ap<C-ap, <(M+1l)e<cCc-a,+e>C-ay <C—-a, +&=a, —ay, <g, logo:

la, —an| =a, —a,, <&, que nos diz que, de fato, {a,} é de Cauchy em K. [
Lema 4.18 Seja K um corpo arquimediano. Toda sequéncia mondtona ndo crescente e
limitada inferiormente de K é de Cauchy em K.

Demonstracéo.

Anéloga a feita no lema anterior. [ |

Teorema 4.5 (Principio do Supremo) Todo subconjunto de R ndo vazio e limitado

superiormente admite supremo.

Demonstracéo.

Seja T um subconjunto ndo vazio de R. Sejam A; uma ndo cota (superior) de T (4; € R), B;

uma cota (superior) de T (B; € R) e C; a média aritmética de A; e B, isto é, C; = A—lJ;Bl.

Definamos, indutivamente, as sequéncias {4,}, {B.} e {C,} do seguinte modo: dados A, e

J T An+B ~ .
B,,, calculemos sua média: C,, = % Caso C,, ndo seja uma cota de A, faremos A,,,; = C, €

B,.1 = B,. Caso C,, seja uma cota de T, faremos A,,.; = A, € B,,.1 = C,. E simples: por um
lado, se C; ndo for cota de T, entdo C; serd o proximo termo da sequéncia {A,} enquanto o
proximo termo da sequéncia {B,} é igual ao anterior, isto &, A, = C; e B, = B;; por outro
lado, se C; for cota de T, entdo C; sera o proximo termo da sequéncia {B,} enquanto o
proximo termo da sequéncia {A,} sera igual ao anterior, isto &, B, = C; e A, = A;. Como A,
< C, < B,, paratodo n, segue que a sequéncia {A,} € ndo decrescente enquanto a sequéncia
{B,} é ndo crescente. De acordo com os lemas 4.17 e 4.18, {A4,,} e {B,,} sdo sequéncias de

Cauchy de numeros reais, logo, pelo teorema 4.4, {A,,} e {B,} Sd0 sequéncias convergentes
em R. Sejam A, B € R tais que lim,,_,{4,} = A e lim,_.{B,} = B. Como A, < B,, segue

que A < B. Afirmamos que A = B. De fato, se A # B, temos: lim,_,{C,} =

An+B A+B .. ~
I "} =— Para este limite, temos duas opcoes:

limn_,oo{ . -
i) A%B ndo é cota de T, logo A%B e {4,}, isto ¢, A%B < A= B =< A
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)] % é cota de T, logo % € {B,}, isto ¢, % > B = B < A

Em ambos os casos, temos um absurdo, pois A < B, logo, A = B. Assim, segue que as
sequéncias {A,}, {B,} e {C,} convergem para um mesmo limite A.
Afirmamos que A é o supremo do conjunto T. Nesse caso, precisamos mostrar que as
condigdes (i) e (ii) da definicdo 2.10 sdo satisfeitas. Mostraremos, inicialmente, a condigéo (i).
Suponha que exista p natural tal que A < A,. Como lim,_,.{A,} = A, paratodo ¢ € R},
existe n, tal que, se n = ny, | A, — A| <e&. Tomando € = A, — A, temos: 4, <A+ A, — A,
portanto, A, < A,. Tomando n = max{n,, p}, temos uma contradi¢cdo, pois a sequéncia {A4,}
é ndo decrescente. Logo, A,, < A paratodo n.

Mostraremos, agora, a condicdo (ii). Suponha que exista outro supremo A < A. Assim, para

todo € € R}, existe n, tal que, se n = ny, | 4, — A | < e&. Tomando ¢ = A — A’, temos:

A-(A — A)<A,<A+A-— A, portanto, de (i), temos: A’ < 4,, < A para todo n. [ |
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5 UNICIDADE DO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Neste capitulo, daremos inicio a parte final deste trabalho onde mostraremos a

unicidade de R. Para mais detalhes, recomendamos [6].

Como construimos dois corpos ordenados, arquimedianos e completos de dois
modos distintos, uma pergunta natural que se possa fazer a esta altura e que temos que
responder € esta: afinal, quantos corpos ordenados, arquimedianos e completos existem?

A ideia que utilizaremos para responder esta pergunta € a mesma que esta por tras
das construcdes feitas aqui. Note que, ao construir 0s reais segundo as classes de equivaléncia
de Cauchy, “olhamos” para 0s nimeros reais como o limite para o qual as sequéncias da
classe convergem, esse “olhar” dar uma ideia de fungdo que leva, por exemplo, o nimero real
0 no “nimero” 0. Para mais detalhes, consulte o capitulo 4.

Semelhante modo, ao construir os reais utilizando a nog¢ao de corte, “olhamos”

para 0s nimeros reais como o supremo de um subconjunto de Q. Assim, o namero real 1, por

exemplo, foi definido como 1", Para mais detalhes, consulte o capitulo 3.

O fato € que, nas duas construgdes, foram definidas, implicitamente, as relacdes f

de R para Rg (conjunto dos reais como classes de equivaléncia) e g de R para R, (conjunto

dos reais como cortes) definidas, respectivamente, por

f () =x=[a)]={{x,} €S|} ~{afeg)=x={re Q|r<x}.

Mostraremos que tais relagdes sdo funcbes que recebem um nome especial e
gozam de propriedades que serdo vistas mais a frente. Nosso objetivo, neste capitulo, é
mostrar que se houverem outros corpos que sejam ordenados, arquimedianos e completos,
entdo havera uma funcdo que fara uma correspondéncia biunivoca entre 0s nUmeros reais e 0s

elementos desse conjunto.

Representaremos 0s elementos arbitrarios de R por letras latinas minusculas ao

passo que usaremos ‘“negrito” para representar os elementos arbitrarios de outro corpo
ordenado, arquimediano e completo F que possa, por ventura, aparecer.

A fim de conhecer os detalhes dessa funcdo que buscamos, daremos as definicdes
seguintes.
Definicédo 5.1 Se F;( +, , <) e F,( +, ', <) sdo dois corpos ordenados munidos das operacoes
de soma (+) e multiplicacdo (') e da relacdo de ordem (<), entdo um isomorfismo de F; para

F, é wuma funcdo f de F, para F, com as seguintes propriedades:
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i) (injetiva) Se x; # x,, entdo f (x,) # f (x,) ou, equivalentemente, se f (x;) =f (x,), entéo
X1 = Xz,
ii) (sobrejetiva) Se z esta em F, entdo z = f (x) para algum x em F;;

iii) (preservacdo da adicdo e da multiplicagdo) Se x e y estio em F;, entdo
fix+y)=f()+fy)ef(xy)=1fX.f(y);
Iv) (preservacdo da ordem) Se x <y, entdo f (x) <f (y).

Definido o isomorfismo, podemos enunciar o que sdo dois corpos isomorfos.
Definigéo 5.2 Dois corpos séo denominados isomorfos se existe um isomorfismo entre eles.
Exemplo 51 A relacao f de R para Rg definida por
fo = x = [Ha] = {{x.} €Sl{xd~{a}} € um isomorfismo.
Precisamos verificar que tal funcdo possui as quatro propriedades da definicdo 5.1.
i) Sejam x; e x, € R tais que lim,_,{a,} = x; e lim, ,{b,} = x,. ASSIM,
x1 = x2 = [{an}] = [{bn}] = {an} ~ {bn} = limy o {an} = limy e {by} = x1 = x,. 1550
mostra que f € injetiva,;
i) Seja [{a,}] um elemento qualquer de R, entdo, por definicdo, {a,} ¢ uma sequéncia
convergente, logo existe um x € R tal que lim,,_,, {a,} = X. Assim, f (x) = [{a,}] = X. Iss0
mostra que f é sobrejetiva;
iii) Sejam x e y € R tais que lim,,,{a,} = x e lim,,{b,} = y. Assim,
fix +y) = Hap + b}l = Haxdl + [{bad] = x +y =1 () + f(y) e
f(x.y) = {an-bp}] = [{an}].[{bn}] = x. y =T (x).£ (y);

iv) Sejam x e y € R tais que lim,,_, {a,} = x e lim,_. {b,} = y tais que x <y. Como
y — x > 0, a sequéncia {b,, — a, } € positiva. Consequentemente, [{b,, — a,}] € P. Como

[{b, — a,}] =, [{br}] — [{an}] =y —X, segue que X <y. Assim, X <y = x <y = f(x) <f(y).

Dois corpos isomorfos podem ser considerados, essencialmente, iguais, isto &,

qualquer propriedade importante de um pode ser verificada no outro. Entdo, sendo F um

corpo ordenado, arquimediano e completo, ndo é necessario verificar se ele é igual a R, mas

sim se é isomorfo a R.

Nossa resposta para o questionamento feito no inicio do capitulo é esta: a menos

de um isomorfismo, s existe um corpo ordenado, arquimediano e completo, a saber, 0 corpo
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dos nimeros reais R. O exemplo 5.1 ilustra isso muito bem.

No entanto, para validarmos a nossa resposta, devemos demonstrar o teorema
abaixo.
Teorema 5.1 Se F é um corpo ordenado, arquimediano e completo, entdo F é isomorfo a R.
Demonstracéo.
Sejam 0 e 1 os elementos neutros da soma e da multiplicagéo de F. De acordo com a defini¢ao
5.2, para mostrarmos que F é isomorfo a R, devemos encontrar uma funcéo f de R para F que

seja um isomorfismo. Comecemos por definir f por etapas.

Primeiro, para 0s nimeros inteiros. Sendo n € N, temos:

f(0)=0;

f(l)=1;

f(n)=(1+1+.. +1)(nvezes asoma do elemento 1);

f(—=n)=—(1+1+.. +1) (nvezesasoma do elemento 1).

E facil verificar que se m, n € Z, entdo

f(m+n)=f(m)+f(n) ef(mn)=f(m).f(n). E conveniente denotarmos f (m) = m.

Agora, definiremos f para 0s nimeros racionais. Sendo m € Z e n € N, temos:

f (E) =10 _™ Eota é a divisdo em F.
n f(n) n

Note que a relacdo f preserva a relacdo de ordem em Q.
De fato, sejam a, ¢ € Z e b, d € N tais que r, = % r, = % er, <r,. Queremos

be-ad
dea . Como 1y <1, temos a.d < b.c, logo b.c

mostrar que f (r;) <f (r,). Ora, f (r,) — f (ry) =

bc—ad
bd

—adeP.Comob,de N, temos b.d € P. Assim, € P. Portanto, f (r;) <f (r).

A definicdo de f (x) para x irracional esta relacionada com o modo com que o
utilizamos onde qualquer nimero irracional é determinado pelos nimeros racionais menores

do que ele.

Assim, para qualquer x € R, consideremos A, o subconjunto de F que é a

imagem de todo racional r <, isto €, se r <x, entdo f (r) € A,.. Note que o conjunto A, é ndo
vazio e é limitado superiormente, pois se r, € um racional maior do que x, entdo, como visto
acima, f (r) <f (r,) paratodo f (r) em A,.

Uma vez que F é um corpo ordenado e completo, o conjunto A, admite supremo.
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Assim, vamos definir f (x) como sup A,.

Temos, agora, f (x) definido de duas maneiras distintas, primeiro para x racional e
depois para x qualquer. Precisamos mostrar que esta Ultima definicdo também se aplica para x
racional. Antes, porém, observe que se a e b sdo elementos de F com a < b, entdo existe um

racional r tal que a <f (r) <b.

, . . . 1
De fato, como F é arquimediano, existe m, natural tal que — <m oy,

. 1 - . , . . .
equivalentemente, —< b — a. Considere o conjunto A formado por numeros inteiros m tais
1

que se m € A, entdo m > n,a. Ora, 0 conjunto A tem um menor elemento. De fato, se a = 0,

entdo 1 serd o menor elemento de A. Sea # 0, e n; < % para todo m, entdo N é limitado, o

que € um absurdo, pois F é arquimediano. Logo, A tem um menor elemento m,. Assim, m, >
nla e m1 _1 S nla. LOgO,

my

a<™ =Ml L oa4+b-a=h. Portanto, fazendo r = ™t = LM — ¢

n, n, ny n;  f(ng)

(ﬂ) segue quea<r
ny
<bh.

Ap0s essa observacgdo, voltemos a demonstracdo de que se x € racional, tanto faz

definir f (x) como % OU COMO sup A,.

Se y e X s&0 nameros racionais com y < x, entdo f (y) < f (x), logo f (y) € A,.
Assim, todo elemento de A, é menor do que f (x). Consequentemente, sup 4, < f (X).
Suponhamos que sup A, < f (x), entdo existird um nimero racional r tal que sup A, <f (r) <f
(x). Mas a condicéo f (r) < f (x) significa que r < x, donde resulta que f (r) estd em A, 0 que
contradiz a condicdo sup A, <f (r). Isso mostra que a suposicdo anterior é falsa, logo, temos
que sup A4, =f (x).

Temos assim uma relacao f, bem definida, de R para F, isto é, para todo x € R,
temos f (X) = sup A,.

Com o intuito de verificar que a relacdo f € um isomorfismo, temos de verificar

que f possui as quatro propriedades da defini¢do 5.1. Comecemos pela propriedade (iv).

Se x e y sdo nimeros reais com x <y, entdo, claramente, A, esta contido em A4,,.
Assim, f (x) = sup 4, < sup A, =f (y). Para eliminar a hipétese da igualdade, notemos que
existem nameros racionais r e s com x < r < s <y. Como f (r) < f (s), temos
f(x) <f(r) <f(s) <f(y) donde temos f (x) <f (y).

A propriedade (i) resulta, imediatamente, da propriedade (iv), pois se x # Y, entdo
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X <youy <x. No primeiro caso, f (x) <f (y), no segundo caso, f (y) <f (x) e, em qualquer dos
casos, f (x) = f (y).

Para provar (ii), consideremos a um elemento de F e seja B o conjunto de todos
0s numeros racionais r com f (r) < a. O conjunto B é ndo vazio e é limitado superiormente,
pois existe um racional s tal que f (s) > a, tal que f (s) > f (r) o que implica r < s. Seja x 0

supremo de B, vamos mostrar que f (x) = a. Por um lado, se f (x) < a, entdo existe um nimero

racional r comf (x) <f (r) < a. Mas isto implica que x <r e r € B, 0 que contradiz o fato de x
= sup B. Por outro lado, se a <f (x) existe um racional r tal que a < f (r) <f (x) o que implica
r < x. Uma vez que x = sup B, isso implica que r < s para algum s em B. Donde implica que
f (r) <f(s) <a, que é uma contradigdo. Assim, f (x) = a.

Para verificar (iii), consideremos x e y nimeros reais e suponhamos, com vista a
um absurdo, que f (x +y) = f (x) +f (y). Entdo, f (x +y) <f (X) +f(y)ouf (x +y) >f(x) +f
(y). No primeiro caso, se f (x +y) < f (x) + f (y), entdo existird um nimero racional r tal que
f(x+y)<f(r)<f(x)+f(y). Mas isso significa que x + y < r. Consequentemente, r pode ser
escrito como a soma de dois racionais r; e r, tais que X < r; e y < r,. Assim, usando os fatos
demonstrados para f com respeito a nlimeros racionais, temos:
f()=Ff@y +ry)=F() +f(y) >F(X) +f(y), oqueé uma contradicdo. O outro caso,
f(x+y)>f(x)+f(y), étratado de forma analoga.

Finalmente, se x e y sd0 nUmeros reais positivos, 0 mesmo tipo de argumento

mostra que f (x.y) = f (x).f (y). O caso geral € entdo uma simples consequéncia. [ |
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6 CONCLUSAO

Concluimos que o conjunto dos numeros reais, denotado por R, é um corpo

ordenado completo. Além disso, vimos que qualquer outro corpo que seja completo e

ordenado é uma mera descricdo de R pela funcdo f. Por isso dizemos que, a menos de um

isomorfismo, R é Unico.

Durante a pesquisa, vimos que a maioria dos textos dedicados ao tema utiliza
uma linguagem algébrica avancada. Pensando no professor de Matematica da rede bésica de
ensino, desenvolvemos um material que utiliza, a0 méaximo, sempre que possivel, 0s conceitos
matematicos vistos no ensino médio. Quando ndo foi possivel, devido a complexidade do
tema, procuramos, por meio de muitas definicdes e exemplos, tornar a leitura do texto mais
compreensivel e agradavel. E neste sentido que este trabalho se diferencia de outros que
abordam o mesmo tema: mantemos o rigor matematico necessario, porém, utilizamos uma
linguagem matematica mais simples possivel.

Esperamos que esse texto possa servir como fonte de pesquisa para professores
interessados no tema, bem como, para alunos do curso de Matematica ao fazerem, por
exemplo, a disciplina de Fundamentos da Matematica onde se estuda a construcdo dos

nameros.
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