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RESUMO

A escassez de atividades envolvendo sequéncias definidas recursivamente, aliada a
importancia desse tema para jovens estudantes, foi constatada em pelo menos vinte anos de
experiéncia dando aulas de matemaética. A elaboragdo de um produto de ensino, na forma de
folhas de atividades que gradativamente levam o estudante a compreensdo do conceito de
recursividade, reconhecimento de padrdes, testes de conjecturas e obtencdo de formulas, pode
ser aferida através da aplicagdo dessas folhas de atividades em duas salas do ensino médio de
uma escola técnica estadual. Os dados obtidos dessas aplicacbes foram analisados e
comparados com as hipoteses levantadas (analises prévias), sendo estas feitas durante a
elaboracdo das folhas de atividades. A metodologia de investigacdo usada foi a Engenharia
Didatica. Os alunos fizeram as atividades em grupos de dois ou trés, foram participativos e se
sentiram bastante estimulados em realizar todas as etapas (ligdes) propostas nas folhas.
Constatou-se que o material de ensino produzido funciona, pois atingiu seus objetivos
principais, sendo o maior deles o aprendizado do aluno. Acredita-se que o material elaborado
possa ser Util a outros professores que desejarem desenvolver o tema proposto em suas aulas,
podendo mesmo adapté-los a realidade de suas turmas. Este trabalho trouxe, para esse autor,
uma grande evolugéo profissional que se iniciou na escolha do tema, passou pela elaboracao
do material construido, pela aplicacdo nas turmas e finalmente pela reflexdo de tudo que foi

feito e que se encontra registrado nessas notas.

Palavras chave: Recursividade. Numeros poligonais. Sequéncia didatica. Folhas de

atividades.






ABSTRACT

The shortage of activities regarding recursive defined sequences, allied to the importance of
this theme to young students has been contested in at least twenty years of experience
teaching Mathematics. The elaboration of a learning product, in a form of sheets of activities
which gradually lead the student to the understanding of the concept of recursion, the pattern
recognition, conjectures tests and formulas acquisition, could be inferred by the application of
these sheets of activities in two high school classrooms in a technical state school. The data
attained from these activities applications were analyzed and compared to the previously
formed hypothesis (previous analysis) which were formed during the elaboration of the sheets
of activities. The investigation method used was the Didactical Engineering. The students did
the activities in groups of two or three students .They were participative and felt challenged in
doing every step (lessons) proposed in the sheets. It was verified that the teaching material
developed works, as it reached its main goals, the biggest one, the students’ learning. It is
believed that the material developed may be useful to other teachers who may wish to develop
the theme proposed in their classrooms, even adapting them to their students’ needs. This
work brought to this author a great profession evolution which began with the theme choice,
passed through the development of the material, the application in the classes and finally in
the reflection of everything that was done and that is recorded in these notes.

Keywords: Recursion. Polygonal numbers. Didactical sequence. Sheets of activities.
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INTRODUCAO

O estudo das Funcdes nas escolas brasileiras ocorre sistematicamente nas séries
do Ensino Médio, embora alguns conceitos sejam tratados em séries anteriores, oitavo ano e

nono ano do Ensino Fundamental.

Basicamente é apresentado ao estudante dessas séries o conceito de funcgédo
bem como o estudo das funcBes elementares: Afim, Quadratica, Exponencial, Logaritmica e
Trigonométrica. A proposta dos livros didaticos nacionais, praticamente sua totalidade, sugere
que o estudo de sequéncias, que sdo funcdes, seja trabalhado ap6s o estudo das Funcdes
Logaritmicas. Nesses livros, hd& uma pequena e rapida apresentacdo do conceito de
sequéncias, seguida do estudo das ProgressGes Aritméticas (P.A.) e das Progressoes
Geométricas (P.G.), trabalhados de modo mais sistematico. Nao seré discutida neste trabalho

a maneira como tais conceitos sdo apresentados aos usuarios do livro didatico nacional.

A ideia central destas notas € trabalhar com um assunto pouco valorizado na
escola basica em particular no Ensino Médio, que sdo as Sequéncias Definidas
Recursivamente, isto €, por recorréncia. A escassez de tal assunto no Ensino Médio motivou
a elaboragcdo de um conjunto de atividades na forma de ligdes envolvendo sequéncias, em
particular, usando NUmeros Figurados (triangulares e quadrados). Com a finalidade de
apresentar tais conceitos aos estudantes, conceitos estes inéditos para a maioria deles,
promover a conexdo entre o estudo de sequéncias e geometria e desenvolver o raciocinio
recursivo nesses estudantes, tais atividades podem oferecer também oportunidades de estudar
padrdes, testar conjecturas e utilizar notacdes mais sofisticadas através do estudo de

sequéncias.

Destaca-se também a importancia, através dessa atividade, de permitir que os
estudantes construam conceitos, elaborem seus caminhos e investiguem solugdes, evitando o

excesso de aulas expositivas.
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Segundo Ediger (1987), os alunos ndo devem se restringir apenas a aulas
expositivas com longas explanacBes sobre a matéria, mas ter acesso a objetos e materiais. A

ideia é coloca-los como individuos ativos no processo de aprendizagem.

Este trabalho teve por meta propor uma aula envolvendo Numeros Triangulares
e Numeros Quadrados para alunos do Ensino Médio, particularmente alunos da 12 e 22 séries.

Em seguida, aplicar essa aula nas séries citadas acima e investigar os resultados obtidos.

A metodologia usada tem como referencial tedrico a Engenharia Didatica.
Comparada ao trabalho do engenheiro ao realizar um projeto, a Engenharia Didatica, segundo
Almouloud (2008), “caracteriza-se em primeiro lugar, por um esquema experimental
baseado em realizacBes didaticas em sala de aula, isto é, na concepcdo, realizacéo,

observacao e analise das sessdes de ensino.”

A aula elaborada foi dividida em etapas, chamadas de licdes. Foram oito li¢cbes
que gradativamente exploravam o conceito de recursividade. As licdes finais, sete e oito,
almejaram a generalizagdo das ideias trabalhadas nas licBes anteriores. A construcdo desse
material de ensino teve forte influéncia das chamadas Activities, material elaborado pelo
NCTM (National Council of Teachers of Mathematics).

Abaixo segue uma descricao de cada capitulo do trabalho.

O Capitulo 1 faz um breve comentério sobre sequéncias, recursividade,
nameros figurados e numeros poligonais e discorre sobre a importancia do estudo de

sequéncias no Ensino Médio.

O Capitulo 2 trata da Metodologia da Pesquisa que, nesse trabalho, seguiu 0s
passos da Engenharia Didatica. Tal metodologia, criada pela educadora francesa Michelle
Artigue na decada de 1980, tem papel fundamental no desdobramento desse trabalho.

O Capitulo 3 faz a apresentacédo da proposta do trabalho desenvolvido, ou seja,
0 produto de ensino elaborado, que séo as folhas de atividades. Nesse capitulo também foram
feitas algumas suposi¢cOes em relacdo ao que se espera ao criar uma determinada licdo e
também a importancia, segundo o autor dessas notas, que cada licdo tem no contexto da

atividade.
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O Capitulo 4 destina-se a descricdo das atividades aplicadas nas turmas do
Ensino Médio. Uma 12 série do Ensino Médio regular e também uma 22 série do Ensino
Médio, todas estas turmas pertencentes a Escola Técnica Estadual (ETEC) de Sdo José do Rio
Pardo-SP. As classes e a escola foram descritas brevemente nesse capitulo, bem como as
respostas dadas pelos alunos em cada licdo proposta do conjunto de atividades elaboradas. Tal
capitulo constitui o teste da proposta de ensino elaborada.

Por fim, no Capitulo 5 encontra-se a concluséo do trabalho. A avaliacdo desse
trabalho mostra-se positiva e entende-se que atingiu seu objetivo, que foi de elaborar um
produto de ensino que levasse o aluno, de maneira gradativa, a entender processos que
envolvam recursividade, associar com um assunto que ele acabou de estudar (P.A e P.G.) e,
ainda, conectar tais conceitos com elementos geométricos, estudar padrdes, testar conjecturas

e entender notagdes matematicas.

O uso de folhas de atividades na forma de licdes, que foi adotado neste
trabalho, mostra que tais procedimentos didaticos sdo bem eficazes no que refere a
compreensdo e consequentemente ao aprendizado dos estudantes do Ensino Médio. Essa
maneira de trabalhar, produzindo materiais em forma de li¢ces, nunca foi pratica comum do
autor destas notas e talvez de muitos colegas professores. Essa € mais uma contribuicdo, no

minimo pessoal, que este trabalho trouxe.

Encerra-se essa Introducdo mostrando que a elaboracdo deste trabalho esta
centrada na construcdo de um material de ensino envolvendo sequéncias, recursividade e
nameros poligonais, associada a leitura e reflexdo de textos da literatura disponivel. A tarefa
de realizar a escrita deste trabalho trouxe um grande amadurecimento do autor na area de

ensino de matematica.
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CAPITULO 1

SEQUENCIAS E RECURSAO

1.1 Introducéo

Uma sequéncia é uma funcdo cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais
(sequéncia infinita) ou o conjunto dos n primeiros nimeros naturais, no caso de uma

sequéncia finita com n elementos.

Deve-se deixar claro ao estudante do Ensino Médio que, apds ter estudado
Funcdo Afim, Quadratica, Exponencial e Logaritmica sequéncias, como P.A. e P.G., por
exemplo, nada mais sdo do que restricbes (ao conjunto dos naturais) de funcdes Afins e

Exponenciais, respectivamente.

A Recursdo € um poderoso processo matematico para gerar sequéncias, em que
as condicdes iniciais sao definidas e cada termo posterior da sequéncia é determinado a partir
de um ou mais dos seus antecessores. Tal processo tem muitas aplicacdes em vérias areas da
Matematica, como Combinatéria e Equacdes Diferenciais, sendo indispensavel em areas

como a Computacao.

Exemplos muitos interessantes e particularmente atrativos aos estudantes sdo
as sequéncias definidas recursivamente chamadas de Numeros Figurados, como por exemplo,
0os Nameros Poligonais. Estudados desde a Antiguidade pelos gregos, tais numeros
constituem representagdes de pontos formando poligonos regulares. Com eles, pode-se
formular uma série de atividades interessantes, através das quais se propde desenvolver

algumas competéncias em Matematica.

Segundo Miller (1990), “sequéncias envolvendo numeros poligonais sdo
exemplos muito interessantes de sequéncias definidas recursivamente e que podem ajudar 0s

estudantes investigarem o processo de recursdo.”
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Através de um conjunto de folhas de atividades envolvendo os Numeros
Poligonais, em particular, Numeros Triangulares e Numeros Quadrados, pretende-se, nesse
trabalho, mostrar o quanto é importante deixar os alunos investigarem solucbes para
problemas, buscarem caminhos, proporem solucdes, realizarem conjecturas e,
consequentemente, produzirem algumas generalizacfes. As folhas de atividades produzidas
constituirdo o veiculo a ser utilizado para investigar e propor algumas solucBes para o

problema levantado nesse trabalho.

1.2 Sequéncias no Ensino Medio

A competéncia Matematica que todo estudante deve desenvolver,
necessariamente deve estar ligada ao estudo das fungdes. Formular, generalizar, reconhecer e
representar relagdes entre variaveis constituem processos indispensaveis do pensamento
matematico. Dessa forma, o conceito de funcdo, a compreensdo das funcdes elementares, bem
como suas aplicacBes seja na propria Matematica como em outras areas do conhecimento,

constituem um dos mais importantes toépicos da Matematica trabalhada no Ensino Médio.

Segundo Abrantes (1999), desde os primeiros anos de escolaridade, as criancas
podem ser encorajadas a enxergar padroes e coloca que:

O reconhecimento de regularidades em matematica, a investigacao de padrdes
em sequéncias numeéricas e a generalizacdo através de regras que 0s proprios
alunos podem formular permitem que a aprendizagem de algebra se processe
de um modo gradual e ajudam a desenvolver a capacidade de abstragdo. Essa
capacidade é essencial no  desenvolvimento da  competéncia
matematica.(ABRANTES, 1999, P. 98)

O ensino de sequéncias no Ensino Médio praticamente esta restrito ao estudo
das Progressbes Aritméticas (P.A.) e das Progressdes Geométricas (P.G.). Embora,
infelizmente, ndo seja tdo comum atrelar P.A. como fungbes afins e P.G. como funcdes
exponenciais, os documentos de orientagdo nacional Brasil (2002) indicam que o ensino de
sequéncia seja articulado ao ensino de funcGes e que se dé prioridade as ideias que estdo por

tras da definicdo de sequéncias:

Com relacdo as sequéncias, & preciso garantir uma abordagem conectada a
ideia de funcdo, na qual as relagcdes com diferentes fungdes possam ser analisadas.
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Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2006)
estabelecem as chamadas Competéncias e Habilidades em Matemaética. Entre elas, destacam-

Se:

e Ler e interpretar textos de Matematica;

Ler, interpretar e utilizar representacbes matematicas (tabelas, gréficos,
expressoes, etc.);

Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes, etc.);
Formular hipoteses e prever resultados;

Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos;

Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos,
fatos conhecidos, relagdes e propriedades.

A proposta deste trabalho ao elaborar um conjunto de atividades, permitindo
que o aluno, ou o grupo de alunos envolvido, leia, interprete, formule hipdteses, realize testes
com estas hipdteses e faca conjecturas, posiciona-se na mesma direcdo dos Pardmetros

Curriculares Nacionais.

O que os livros didaticos nacionais falam sobre recursdo, nimeros figurados
atrelados ao estudo de sequéncias? Pouco ou quase nada. Um dos motivos pelos quais essas

atividades foram elaboradas esta exatamente na escassez de tal assunto em ambito nacional.

O ensino de sequéncia nos livros didaticos brasileiros resume-se praticamente
ao estudo de P.A. e P.G. e algumas poucas aplicacGes desses conceitos, feitas através de

exercicios manipulatorios e de alguns problemas.

Em Ribeiro (2010, p.249), um dos itens dos seus objetivos especificos, no
capitulo Progressdes € o “reconhecimento de uma sequéncia numérica e a identificacdo de
suas regularidades”. NO entanto, ndo ha uma referéncia mais detalhada sobre recursividade,
apenas algumas observacfes que se encontram na pagina 253 do livro. H& também alguns
exercicios selecionados envolvendo sequéncias com elementos geometricos, entre eles um da
OBMERP e outro do ENEM.

Na obra de Barroso (2010), os autores estabelecem que 0s objetivos do capitulo
intitulado sequéncias deve levar o aluno a reconhecer padrdes numéricos e sequéncias e
resolver situacfes-problema que envolvam sequéncias e interpretar graficamente P.A. e P.G..
No final do livro h4 uma referéncia, no capitulo Resolugdes e Comentarios, sobre nimeros

figurados. Mostram o0s numeros quadrados, pentagonais e hexagonais e sugerem que 0S
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alunos facam andlises e elaborem estratégias para encontrar a lei de formacdo dos nimeros

figurados dados.

A importancia em reconhecer padrbes, levantar e validar conjecturas e
generalizacOes, deixar claro para os estudante que sequéncias numéricas sdo exemplos de

fungdes de dominio natural, se faz presente em lezzi (2010).

O que se pode observar nas obras citadas acima, que de certa forma reflete a
caracteristica do livro didatico nacional, € que atividades que envolvam o processo de
recursdo nao € algo tdo explorado. Em Miller (1990, p. 555), o autor coloca que: “O uso de
materiais concretos e representacfes pictoricas permite ao estudante do ensino médio

investigar informalmente o processo de recurséo.”
De acordo com Menna (2008, p. 06):

O ensino tem sido desenvolvido com pouca énfase nas aplicagdes, no entanto,
as sequéncias obtidas através da recursividade sdo 6timas oportunidades de
desenvolver modelos matematicos recursivos em diferentes contextos, como é
0 caso do modelo matematico que descreve a concentracdo de drogas no
organismo humano.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA DESSA INVESTIGACAO

Fruto da reflexdo que associa o conhecimento teorico, obtido pela leitura e
andlise da literatura disponivel, com a experiéncia adquirida na sala de aula em vinte anos de
trabalho, o produto de ensino elaborado, relatado e investigado nesta monografia, tem como

referencial tedrico a Engenharia Didatica.

A trajetoria deste trabalho seguiu os passos do referencial tedrico citado acima
em que inicialmente se tem as chamadas analises prévias, seguidas, num segundo momento,
pela construcdo e analise a priori e, por fim, a experimentacdo, analise a posteriori e
validagé@o do produto de ensino elaborado. Acredita-se que a natureza destas notas vem de
encontro com a proposta dos mestrados profissionalizantes, dirigidos para professores em
exercicio. Segundo Carneiro (2005, p. 03), tais cursos “preveem a elaboracéo de um trabalho
final de pesquisa profissional, aplicada, com desenvolvimento de processos ou produtos de

natureza educacional”.

Nas analises prévias (Capitulo 1), destaca-se como item principal a auséncia

do trato do assunto recursividade no Ensino Médio, relatado no capitulo anterior.

Na analise a priori (Capitulo 3), ressalta-se a importancia de se produzir um
material no qual os estudantes poderdo manipular objetos e tomar decisdes, com ou sem a
interferéncia do professor, visando permitir que os alunos trabalnem em sala e ndo apenas se
posicionem de maneira passiva em aulas expositivas, transcrevendo o que esta na lousa para o
caderno. Num ambito mais especifico, essa fase do estudo fard a descricdo passo a passo do

material produzido, levantando hipdteses e questionando sobre a validagdo das mesmas.

Seguindo os passos da Engenharia Didatica, serdo feitas a analise a posteriori
e a validacdo da experiéncia (Capitulo 4). Tal ponto confrontara as hipéteses levantadas com
os resultados efetivamente obtidos através da aplicacdo do material produzido. Com isso,
espera-se gerar algumas conclusdes desejaveis e também as indesejaveis, sendo estas
importantes para que se possa refletir sobre os pontos de insucessos e alterd-los quando

possivel.
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Por fim, esse trabalho tem por objetivo o ensino/aprendizagem no que se refere
ao estudo das funcdes, sequéncias e recursividade, utilizando a construcdo de uma sequéncia
didatica com a meta de proporcionar ao aluno condicdes para construir e compreender tais

conceitos.
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CAPITULO 3

APRESENTACAO DA PROPOSTA

3.1 Introducgéo

Esse capitulo tem por meta descrever as folhas de atividades aplicadas aos
alunos. A descricdo das mesmas serd feita licdo por licdo na mesma ordem que os alunos
receberam nas suas folhas de atividades. Alguns comentarios explicativos serdo colocados de
forma a justificar a escolha do assunto abordado na licdo. A fim de visualizar a atividade por
completo foi criado o Apéndice A, e as respostas esperadas encontram-se no Apéndice B
deste trabalho. Em relacdo aos comentarios, foram colocadas as inten¢Bes a serem atingidas
bem como algumas suposicdes no que se refere as respostas esperadas.

3.2 ldealizacdo da Proposta

Praticamente toda minha experiéncia profissional de vinte anos lecionando
tanto na rede publica como na rede particular limitou-se ao Ensino Médio e ao Ensino

Superior.

No Ensino Médio, o assunto funcBes e seus desdobramentos pode ser
considerado um dos principais topicos de matematica elementar a ser trabalhado nesse nivel
de ensino. O excesso de aulas expositivas e, muitas vezes, a obrigatoriedade em seguir um
modelo de programacdo com contetdos prontos, fazem com que a compreensdo e
consequentemente o ensino de assuntos fundamentais fiquem muito aqguém do que se espera
de um aprendizado sélido e consciente. E muito comum o professor imaginar que grande
parte do que ele explicou nas suas aulas os alunos captaram e entenderam; no entanto, a
realidade aparece no momento da afericdo desses contetidos. Tal fato ndo € raro em minha

trajetéria como professor.

Minha motivagdo em construir um conjunto de folhas de atividades envolvendo
0 conceito de recursividade, divididas em licdes, obedecendo a uma determinada ordem que

se julga coerente, vem ao encontro de uma insatisfacdo pessoal no que se refere a
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compreensdo de topicos importantes da Matemaética que ficam de lado no Ensino Médio.
Além disso, a mudanca de atitude ao colocar os alunos em grupos e deixa-los trabalharem e
tomarem suas decisdes representa, para esse autor, uma pratica que nao era tdo comum em

outros tempos.

Especificamente em relacdo ao assunto que envolve esse trabalho, percebi ao
longo da minha experiéncia profissional que o estudo de sequéncias limita-se praticamente ao
estudo da P.A. e da P.G.. Define-se o que é cada uma das sequéncias, obtém-se 0s seus termos
gerais, suas formulas de soma e faz-se uma série de exercicios, alguns puramente
manipulatérios e outros na forma de problemas. A proposta, ao criar essas folhas de
atividades, estd na pouca ou nenhuma énfase que se da ao tdpico que envolve a recursividade.
Para que se tornasse mais leve e atrativa, a ideia foi explorar a visualizacdo através dos

nameros figurados poligonais, triangulares e quadrados.

3.3 Descrevendo a atividade

O material foi elaborado para que os alunos o fizessem em grupos com dois ou
trés elementos em cada equipe. O tempo de duracao foi estipulado em cem minutos. Além das
folhas com as atividades, cada grupo recebeu um saquinho contendo cinquenta cubinhos de
madeira. A atividade foi dividida em lices, em um total de oito. Cada uma das oito etapas
(licdes) tem uma finalidade e uma sequéncia, que tem por meta levar o aluno
progressivamente a construir a ideia da recursividade, seja por elementos geométricos, seja

por elementos algébricos.

Esta atividade foi aplicada nas primeiras e nas segundas series do Ensino
Médio, logo apos os alunos terem estudado P.A. e P.G.. A escolha de aplicar esta atividade
apos o estudo de sequéncias teve por meta aferir a conexdo que os alunos poderiam fazer com
o0 estudo de P.A., feito de maneira tradicional, seguindo os passos do livro didatico e também
de dimensionar o que eles captaram dos ensinamentos trabalhados anteriormente sobre

sequéncias.
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FOLHA DE APRESENTACAO

A folha de apresentacdo, composta por um cabecalho com tempo de duracgdo da
atividade fazendo uma breve apresentagdo dos numeros figurados, coloca algumas
representacdes geométricas de nimeros figurados quaisquer e faz um destaque dos ndmeros

figurados poligonais, triangulares e quadrados, sendo estes 0s objetos de estudo do material.

Niimeros figurados sao ntmeros
que podem ser representados por
uma colegao de pontos numa con-
figuragao geométrica. Conheci-
dos desde a antiguidade pelos
gregos e reverenciado por eles,
tais nmimeros e suas disposigoes
geométricas sao incrivelmente ri-
cos em propriedades de varios
tipos. Veja abaixo a representagao
dos dois mais conhecidos ntiimeros
figurados.

Figura 1: Numeros Figurados

Numeros Triangulares

~ A /& _. . eassimpor diante

Nimeros Quadrados

. e assim por diante

1o

Figura 2: Numeros Poligonais Triangulares e Quadrados
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LICAO 1

Nesta licdo a proposta do primeiro contato € utilizar o material concreto. A
manipulacdo de objetos nesta atividade com os cubinhos de madeira € de facil manuseio,
estimula a introducdo ao assunto, é bem aceita pelos alunos e ainda, para os estudantes do

Ensino Médio, é uma atividade pouco explorada.

Na Parte A, os alunos devem, inicialmente, representar na carteira as
configuragcdes dos cubos que se encontram na folha de licdo. Aqui também esta sendo
observada a maneira como esses estudantes fardo a representacao fisica desses cubinhos na

carteira, ja que na folha a representacéo € plana.

Além das representacdes foram criados trés itens ((a), (b) e (c)), tanto para os
nameros triangulares quanto para os nimeros quadrados, perguntando quantos cubinhos a
mais foram colocados em relacéo a etapa anterior. A atividade convida o estudante a iniciar o

pensamento recursivo.

Licao 1 Parte A

Agora que voce ja sabe o que é um numero figurado ( Triangulares e Quadrados) , seguindo os
exemplos abaixo, represente-os com os cubinhos que voce recebeu.

e Primeiro , faga com os cubinhos, sobre a carteira, as 3 primeiras representagoes dos nimeros
triangulares que voce vé abaixo:

(a) Na segunda etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao & primeira etapa?

Resp

(b) Na terceira etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao a segunda etapa?

Resp

(¢) Agora | faga com os cubinhos na sua carteira, a quarta etapa, e diga quantos cubinhos a mais
voce colocou , em relagao a terceira etapa. Resp.

Figura 3: Parte A - Numeros Triangulares
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e Vamos agora , fazer o mesmo , mas para os numeros quadrados.

Etap. ctapa £ Etapa 3

(a) Na segunda etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagiao a primeira etapa?
Resp._

(b) Na terceira etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao a segunda etapa?

Resp._

(c) Agora , faga com os cubinhos na sua carteira, a quarta etapa, e diga quantos cubinhos a mais
voce colocou , em relagao a terceira etapa. Resp.

Figura 4: Parte A - Numeros Quadrados

Na Parte B, os alunos devem apenas responder se montar a etapa vinte ou a
etapa cem seria trabalhoso ou ndo. O que se espera é que 0 estudante perceba que construir
uma sequéncia muito grande com cubinhos de madeira ndo seria nada pratico, ndo sé pelo

trabalho de montar, como também pelo tempo de execucdo de cada arranjo.

Parte B||Pergunta

Seria trabalhoso para voce , montar a Etapa 20 ou mesmo a Etapa 100 , tanto para os niimeros
triangulares quanto para os numeros quadrados?(cologue um x na frente da sua resposta)

Sim, seria trabalhoso Nao seria trabalhoso

Figura 5: Parte B (Pergunta)

COMENTARIOS DA LICAO 1

Essa licdo encerra-se com o intuito geral de um primeiro contato com nimeros
figurados e que, de modo intencional, explora 0 manuseio de cubos de madeira com a

finalidade de usar materiais concretos na sala de aula instigando a percepg¢do de sequéncias e
da recursividade.
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LICAO 2

A licdo 2 tem dupla finalidade: estudar representacdes algébricas e
geométricas. Primeiro, a representacdo pictografica no papel de pontos. Essa atividade é
bastante simples. O aluno deve seguir 0 modelo proposto tanto para nimeros triangulares
quanto para os numeros quadrados. A finalidade é fazer o estudante perceber padroes através

do apelo visual (geomeétrico).

Embaixo de cada desenho ele deve fazer o trabalho algébrico. Colocar a
quantidade de pontos, como no modelo. Note que, nessa licdo, j& hd um convite a

simbolizacdo, pois o aluno deve perceber que, por exemplo, T; =6 representa a quantidade de
pontos da terceira configuragdo dos numeros triangulares, Q, =4 representa a quantidade de

pontos da segunda configuracdo dos numeros quadrados. Importante destacar que que essa
atividade sera aplicada a turmas que ja tiveram uma iniciacdo ao estudo de sequéncias e

também ao estudo de Progressfes Aritméticas.

Faga os desenhos que seguem no papel de pontos abaixo e complete os quadrinhos.
|Nt111101'os Triangulares
. - L] - - - - L - - . - - - - . -
o . & . 2 7 . L s . L . El L . L]
. - 2 a . . L » . L . L] 3 . = . El
= 3 - - . £ - 2 L3 = = . a = A a
. - ® . ] . - . - - . . = s - . -
® O O ¢ O @O :« + s+ & & + & » s =
Ti=1] [T5=38 T3 =6 Ty = Ty =

Figura 6: NUmeros Triangulares
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Numeros Quadrados

. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . & o © ™ . . . . . . ™ .

L

Figura 7: Numeros Quadrados

COMENTARIOS DA LICAO 2

Espera-se que os alunos consigam facilmente passar por essa licdo, que explora
a capacidade de visualizacdo, representacdo e continuacdo dos modelos dados. Quanto a parte
algébrica basta, ap6s o desenho, contar 0 nimero de pontos desenhados e apresentar a
resposta.
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LICAO 3

A licdo 3, Parte A, assim como outras lices que seguem, é de natureza
algébrica. Na parte A, o aluno deve seguir o modelo dos itens (a) e (b) e completar os espacos
que faltam para os numeros triangulares; ja na parte B a atividade é a mesma, mas para 0s

nameros quadrados. A meta aqui é levar o aluno lentamente a ideia de recursdo. O estudante

deve perceber que para se obter a quantidade de pontos do quarto termo (T4) ele precisa

saber quantos pontos terd obtido na terceira etapa (T3 ), por exemplo, e assim por diante.

Além disso, deve comecar a se familiarizar com as notagdes. Nos nossos estudantes, a

familiarizacdo com a notacdo ndo ocorre no ritmo que muitos professores acham que se da.

Na parte B, para os numeros quadrados, hd& um pequeno acréscimo de

dificuldade. O aluno é convidado a perceber, pelos exemplos dados, que em cada nova etapa

soma-se um numero impar, Q =Q +3=1+3=4, Q;=Q, +5=4+5=9 Note que

existe uma observacao nos itens (a) e (b). A meta aqui € mostrar como podemos escrever

qualquer impar, ja que tal informacao sera importante nas licdes futuras.

Complete a atividade para os niimeros triangulares :
(a) To=T1+2=1+2=3

(c) Ty =T3+ - 4 =
(T =Tit = +__ —
(e) T = T5 + e + =
(£) Tr =Ts + - 4+ =
(g) Ts =T7 + — + -
(h) To=Ts+___ = b =

Figura 8: Parte A
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Agora , vamos completar o que se pede para os niimeros quadrados :

() Qe =0Q1+3=1 +\_.\3’_/ =4 (Note que 2=2.(2) — 1)

(b) Q3 = Q2 +\_-:3F, =445 =9 (Note que 5 = 2-(3) — 1) (Observe que qualquer nimero tmpar pode ser escrito na forma 2-n — 1 )
(€)Qi=Qs+ =+ =__

) Qs=Qu+_—_=__ +___=___

€ Qe=Qs+__=___ +___=___

) Qr=Qs+ =+ —=___

(8) Qs =Qr+ =+ —=___

Figura 9: Parte B

COMENTARIO DA LICAO 3

Nesse ponto € importante tecer um comentario sobre esse tipo de atividade,
especificamente sobre essa licdo. A experiéncia em sala de aula mostra que nossos alunos
sentem muita dificuldade com notacdes matematicas. Muito comum ap0s varias aulas de um
determinado assunto é o aluno questionar o professor sobre o que significa tal simbolo. E
comum também o professor ficar admirado com esse tipo de comentario do aluno, afinal
achava que a plateia ja estava bem familiarizada com a simbologia adotada. O professor segue
seu ritmo e nem percebe o quanto os alunos ainda necessitam de um trato mais detalhado no

que se refere as notacdes matematicas.
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LICAO 4

Essa licdo é uma continuacédo da licdo 3, com algumas dificuldades a mais. Na

parte A, é dado o valor de T,y =210 e T,o =5050 . Solicita-se que o aluno complete:

T22 o

TlOl _ T

T102 _ o

Figura 10: Parte A (itens (a) e (b))

Espera-se que o estudante ndo tenha tanta dificuldade nesses itens. No entanto,
nessa licdo, o cuidado maior esta no item (c).

Tio = =

Figura 11: Parte C

Na parte B, temos a mesma atividade para 0s humeros quadrados.
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Parte B |- Vamos agora fazer o mesmo mas para os niimeros quadrados

Tendo a informagao de que | Qs = 400, complete:

(a) Qay =400 + [2- (21) — 1] = 400 + 41 = 441

(b) Q22 = = =

(¢) Q1o = = =
Qoo = 10000 , complete:

Tendo a informagao de que

10 000 4 201 = 10201

(a) Qo1 = 10000 + [2- (101) — 1]

(b) Qo2 = = =

['-") Qoo = = =
Figura 12: Parte B

COMENTARIO DA LICAO 4

Espera-se que no item (C) o nimero de acertos nao seja tdo grande. Afinal, a

hipotese é que alguns, ou varios alunos facam:
Tig =T, —19, quando o correto é T,y =T,, —20=210-20=190
Too =Tioo —99, quando o correto é Tgg =T, —100 =5050 —100 =4950

Encerra-se essa licdo com a expectativa de que os alunos até esse ponto da
tarefa tenham percebido que tanto para um numero triangular quanto para um numero

quadrado, obter a quantidade de pontos da proxima etapa € necessario conhecer a quantidade

de pontos da etapa anterior.
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LICAO5

Esse ponto da atividade € muito importante ja que o aluno deve, em funcdo do
que ele ja fez antes, completar o que falta, mas perceber que agora nao estamos na etapa trés
(3) ou quatro (4), como dos exemplos numéricos anteriores, mas numa etapa n qualquer ( n
natural).

Chegamos aqui num ponto importante de nossa atividade . Complete:

’,I‘n = :Tn—l I

(*) Caso vocé nao consiga ou tenha dividas, tente observar o que vocé ja fez nas ligbes 2 e 3 ; note que a expressio Tp_1 é a

antecessora (que esta antes) de Thp,

Agora complete para os nimeros quadrados

|Qn = Qn-1+ —‘

Figura 13: Licdo 5

COMENTARIO DA LICAO 5
Algumas hipoteses no que se refere as dificuldades que podem surgir séo:

e Alguns alunos ainda sentir-se-do inseguros com a notacdo e ficardo
confusos com o que completar;

e Nao perceberdo que n é o sucessor de n-1;

e N&o perceberdo que T, corresponde a etapa que sucede a etapa T,_; .

Por esse motivo, é solicitado numa observagdo denotada por (*) que o aluno
volte paras as ligdes 2 e 3, caso tenha dificuldade.
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LICAO 6

Parece bastante natural que quando um estudante se depara com calculos como
T3 =1+2+3, ele faca a conta e coloque T3 =6. Nessa licdo, a tentativa é mostrar que o

que importa, em muitos casos, ndo € somente o resultado final, se vai dar 20 , 30 ou 60 e sim,
0 que levou o estudante ao resultado. Por isso foi usada a expressdo calcular sem calcular;

uma expressdo um tanto estranha aos ouvidos dos nossos alunos.

Vamos agora calcular sem calcular, parece estranho nao é 7 O que vocé deve fazer nessa atividade
¢ apenas indicar a soma mas sem realizar o cdlculo.

Para os ntimeros triangulares
b)Thy=T1+2=1+2

) Ts=To+3=1+2+3
N

Ta

(111) Ty=T:+__ = +
T
e) Ty =Ty+__= 4+
T
[ﬂ '_Tﬁ = _Tg +_ = 4+

Figura 14: Parte A
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Para os ndmeros quadrados
(a) @1 =1
(b) @2=Q1+3=1+3

() @z=Q2+5=1+3+H

==
(d) Qs =Qs+ — = +
Qs
(€)@s=Qut+—= - o+
ds
(f) Qs = Qs + = = ¥
Qs

Figura 15: Parte B

COMENTARIO DA LICAO 6

Nesse ponto da atividade, o que se quer destacar é a indicacdo das somas e
tentar levar o aluno a perceber que se trata de somas de Progressdes Aritméticas. Mesmo que

ele ndo tenha conseguido fazer a licdo 5, ele pode fazer a licdo 6 sem muitos problemas.
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LICAO 7

Essa licdo é muito importante. Tem como finalidade escrever uma férmula para
numeros triangulares na parte A da licdo, e uma férmula para nimeros quadrados, na parte B
da licdo. Primeiramente, o que se deseja é que o aluno leia atentamente o texto, pois nele tera

todos os passos para se chegar no objetivo desejado, que é escrever a formula.

Inicialmente pede-se que o aluno complete a sequéncia nos espagos destinados.
Espera-se que a maioria dos grupos néo tenha dificuldade em completar. Em seguida pede-se
que os alunos deem o nome de uma sequéncia que seja do tipo (1,2,3,4,5,6, ..., n). A ideia é

fazer o resgate do conceito de P.A., que acabaram de estudar.

[Parte A |

Agora , complete a sequéncia nos espagos:

T,=1+2+34+_+__+__+---+n

e Qual é o nome que se dd a uma sequéncia de niimeros reais que seja do tipo:(1,2,3,4,5,6,---.n)?
Resposta: : Qual é o primeiro termo dela? Resposta:

Qual é a razao dessa sequéncia? Resposta:

Figura 16: Parte A

¢ Vamos lembrar como se calcula a soma dos termos da sequéncia (1,2,3.4.5.6,---,n) .Trata-se

de uma P.A. | com|a; =1|e|a;, =n|e a soma dos n termos de uma P.A. é dada pela expressao

u (a1+an)n . . . - . B e : . - B
S, = 25— | Para encontrarmos uma formula para os nossos nimeros triangulares, podemos

realizar a soma da PPA. T, =14+ 2+3+---+n. Use a formula da soma da P.A. e escreva uma
formula para os nameros triangulares.

Tp=—

Figura 17: Usando a Soma da P.A.
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Agora vamos trabalhar da mesma forma para os nimeros quadrados :

[@u=1+8+5+_+__+__+--+(2n—1)]

e Vocé consegue identificar uma sequéncia de nmimeros reais que seja do tipo:

(1,3,5,7,9,11,---,(2n — 1)) que voce ja tenha estudado? Qual é o nome dessa sequéncia.

Resposta: Qual é o primeiro termo? Resposta: Qual a razao? Resposta:

e Como se calcula soma dos termos da sequéncia acima? Use essa informagao para obter uma
férmula para os nossos ntiimeros quadrados.

Q,n — — == Qn =

Figura 18: Usando a Soma da P.A. novamente

Para completar essa licdo, pede-se que o aluno, agora de posse da formula,

calcule Tyo0 € Qiooo -

Veja que , de posse dessas formulas , podemos calcular de maneira simples os valores de Tigg €
Q1000 - Voce seria capaz de calcular tais valores usando a férmula?

TIU[}{] - e —

Q]G[)O — —

Figura 19: Usando as formulas obtidas

COMENTARIO DA LICAO 7

Essa licdo da todas as condigOes para que o aluno chegue na formula desejada.

Por esse motivo é feita uma revisdo dos conceitos de P.A. e dada a formula da soma da P.A.
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Mesmo assim, espera-se que uma parcela dos grupos ndo consiga chegar na expressdo

desejada.

A pouca habilidade em ler e consequentemente interpretar textos pode ser o
agravante para o insucesso do aluno nessa licdo. Ainda, a dificuldade dos alunos em trabalhar
com expressoes literais também pode contribuir para que ele ndo consiga escrever as formulas

desejadas na licéo.

O intuito dessa licdo é mostrar que uma férmula é resultado de uma ideia.
Representa o fim de uma histdria que foi construida antes. Acredita-se que o estudante que
consiga chegar até esse ponto da atividade e tenha tido sucesso na obtencdo dessas
expressdes, terd uma satisfacdo muito grande principalmente pelo fato de ter, com suas
préprias maos, chegado a um resultado mais geral de algo que vinha manipulado de maneira

mais particularizada.
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LICAO 8

Por fim, a descricdo das folhas de atividades encerra-se na licdo 8. Essa li¢do
inicia-se novamente com um apelo visual (geométrico). Tomam-se 0s trés primeiros numeros
quadrados e pede-se que os alunos observem o segmento de reta que separa 0S nUmeros
quadrados em duas regiGes formadas por pontos que representam numeros triangulares. A
licdo é composta de trés partes, A, B e C. Na parte A, a atividade tem natureza geometrica.
Segue os trés exemplos dados no modelo, ou seja, separar com um segmento de reta as
regides. Na parte B, mais algébrica, o aluno deve seguir o modelo. Espera-se que ele perceba
que a soma de dois nimeros triangulares sucessivos da um nimero quadrado de ordem igual

ao maior triangular.

Na parte C, temos a generalizacdo. Também é colocada a expressdo para o

namero triangular de ordem Tn—l e de ordem Tn e pede-se para que o estudante realize a

soma e confirme sua conjectura.

Obeserve as representagoes dos nimeros quadrados abaixo. H4 um segmento de reta que separa
cada nimero quadrado em duas regioes triangulares de pontos . Veja:

Figura 20: Licdo 8



Seguindo os exemplos dados acima separe com um segmento de reta os nimeros quadrados dados
abaixo , que representam a continuagao dos 4 primeiros dados no exemplo acima.
P —
: .o 3 s e e .
S . . o o @ B
“ o o o . . v

Figura 21: Licdo 8: Parte A

Complete:

(a) 1 +To=1+3=4=0

(b)) 3 +T3=3+6=9=0Q;

() a+Thy=_ +_ =_ =@
ATy +Ts=_ +_ = =0Q
(e) Ts+To=— +___=_ =@Q

Complete : ‘Tn_l + T, = Q_‘

[l+(-n-—1]-(n—l}:n-[-n-—l)_-n.z—-n.

Veja que : T, =

2 2 2
_ (14n)-n n?+n
T, = -
2 2
nf—n ni4n
Calculando a soma T, 1 + T, = 5 + 5= —

Figura 22: Licéo 8 - Parte B e Parte C
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COMENTARIO DA LICAO 8

A licdo 8 fecha o conjunto de licdes propostas com uma atividade que visa
conectar 0os numeros quadrados aos nimeros triangulares. Em outras palavras, propde mostrar

a existéncia de uma relacao entre esses numeros poligonais.

COMENTARIO FINAL

A sequéncia didatica construida encerra-se com a expectativa de que o
estudante possa ter se envolvido no tema proposto, através das folhas de atividades e da
interacdo com seus colegas de grupo. Especificamente, tenha se iniciado ao raciocinio

recursivo atraves dos nimeros poligonais triangulares e quadrados.

A suposicéo é que alguns grupos consigam chegar bem até a Gltima li¢do e de
maneira correta. No entanto, ndo se espera que todos consigam finalizar as ligdes e da maneira
correta, principalmente as licdes 7 e 8 que exigem mais maturidade matematica por parte dos

alunos.

A proposta desse trabalho € a elaboracdo e andlise do produto de ensino
descrito nesse capitulo. Faz-se necessario dizer que ele ndo representa um produto acabado e
sem arestas. O préximo passo é a experimentacdo, ou seja, a aplicacdo do que foi elaborado e

conjecturado.

Segundo Carneiro (2005, p. 103), ao expressar nossas hipoteses, “é preciso ter
consciéncia de que vamos voltar a elas, durante a experimentacéo, checando-as inquirindo-

as. Sera que o plano funciona? Sera que nossas hipdteses séo validas?”.
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CAPITULO 4

APLICACAO DAS FOLHAS DE ATIVIDADE

4.1 Introducgéo

Esse capitulo tem a finalidade de apresentar e descrever brevemente a escola
onde foi aplicada a atividade elaborada nesse trabalho. Destaca-se, também, a descri¢do das
salas onde foram aplicadas as atividades e um breve histérico do professor aplicador, autor
dessa monografia. Seguindo, temos uma andlise das respostas obtidas pelos grupos de alunos
que participaram das atividades. A analise seré feita por sala. Como foi relatado antes, essa
atividade foi aplicada duas vezes em duas salas distintas. As escolhas das turmas se justificam

apenas por serem turmas onde o autor dessa monografia ministrava suas aulas.

4.2 Descrevendo a escola e o professor

A Escola Técnica (ETEC) de Sdo José do Rio Pardo iniciou suas atividades na
referida cidade em 20 de fevereiro de 2006 com os cursos de Técnico em Informética nos
periodos vespertino e noturno e Técnico em Web Design no periodo Vespertino. Em 2008,
novos cursos foram oferecidos a comunidade de S&o José do Rio Pardo e regido: Técnico em
Administracdo, Técnico em Redes de Computadores e Ensino Médio. Atualmente oferece
também o Ensino Médio Integrado que é um curso de Ensino Médio juntamente com um
curso de nivel técnico, no caso dessa escola, técnico em Informatica. A escola esta instalada
na Avenida Alexandre Carlos de Melo, 18, Jardim Aeroporto Sdo José do Rio Pardo/SP num
imponente prédio recém construido, fruto de um investimento consideravel do Governo do

Estado de S&o Paulo, obra or¢cada em mais de 9 milhdes de reais.

A estrutura da escola é considerada excelente. Lousas brancas com 4 metros de
comprimento, cada sala € equipada com um computador e um projetor de multimidia. Além
disso, a escola possui mais de 5 laboratdrios de informatica, laboratérios de quimica, biologia,
quadra de esportes, e biblioteca. Muitas escolas particulares ndo possuem a estrutura que esta

POSSuUi.
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A escola atende a populacéo de Séo José do Rio Pardo e regido. Os alunos que
ingressam nessa instituicdo o fazem mediante a aprovagdo no chamado Vestibulinho, um
processo seletivo que em determinadas épocas pode ser relativamente concorrido. O Ensino
Médio, por exemplo, tem sido desde quando comecou, 0 curso de maior procura, chegando a

ter quase 04 candidatos por uma vaga.

O numero de alunos por sala € no maximo 40. Quando algum aluno desiste,
alguém que esteja interessado e que esteja na lista de espera pode ingressar. Dessa forma, as
salas de Ensino Médio praticamente ficam com 40, 39 ou 38 alunos, sendo raras as turmas

com nUmero inferior a 38 alunos. A classe social da maioria é média-baixa.

O Ensino Médio comegou a funcionar na ETEC - S&8o José do Rio Pardo no
ano de 2008. Um ano antes, a escola abriu concurso em carater indeterminado, para
professores ministrarem aulas nessa categoria de ensino. Fui aprovado no concurso e
atualmente leciono Matemaética em 5 salas do Ensino Médio, sendo elas: 1° ano A, 2° ano A,

3°ano A e 1° ano Integrado e 2° ano Integrado.

4.3 Descrevendo as salas da aplicacéo

A aplicacdo da atividade se deu em 2 salas. A primeira sala aplicada foi 0 2°
ano A, no dia 16 de outubro de 2012. Especificamente nessa turma ocorreu que sequéncias,
P.A. e P.G. eram assuntos que ndo estavam programados na grade curricular deles para o 1°
ano. Dessa forma, tais assuntos foram tratados no 2° ano. Para os alunos do 1° ano A tais
assuntos ja estavam nos contetidos programaticos do 1° ano. Assim, apds esses alunos terem

estudado P.A. e P.G. a atividade foi aplicada no dia 27 de novembro de 2012.

No 2° ano A, 40 alunos participaram da atividade. Formaram-se 12 grupos com
3 alunos em cada grupo e 2 grupos com 2 alunos em cada. Ja no 1° ano A formaram-se 11

grupos de 3 alunos e 2 grupos de 2 alunos, totalizando 37 alunos participantes.

Em todas as turmas aplicadas houve um envolvimento integral dos alunos. De

um modo geral, foram bem receptivos a atividade e se mostraram muito participativos.
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4.4 Aspectos gerais da aplicacéo

A aplicacdo da atividade ocorreu de forma semelhante nas duas turmas. Os
alunos foram divididos em grupos como relatado nos paragrafos anteriores. N&o era permitido
gue um grupo se comunicasse com outro grupo. Todas as respostas deveriam ser dadas na
folha de atividades que cada grupo recebeu (uma folha por grupo). A interferéncia do
professor aplicador nas respostas dos alunos foi minima, praticamente nula. Nas trés turmas as
atividades foram aplicadas em aulas duplas de 50 minutos cada aula. Logo, a atividade teve
duracdo maxima de 100 minutos conforme planejado. Durante a aplicacdo ndo foi permitido
gue os alunos mudassem de grupo. Uma vez estabelecido um grupo, este iria até o fim da

aplicacdo. A aplicacgdo transcorreu normalmente, sem incidentes.

4.5 Analise da aplicacédo no 2° ano A

Essa turma foi a primeira que recebeu a aplicacdo da atividade. Como foi
relatado antes, esses alunos ndo tinham estudado sequéncias, P.A. e P.G. no primeiro ano do
Ensino Médio. Na grade curricular deles, tal topico estava programado para o segundo ano. A
aplicacdo da atividade se deu logo ap6s os alunos dessa série terem estudado P.A. e P.G.

Quarenta (40) alunos participaram da atividade, divididos em 12 grupos com 3

alunos em cada grupo e 2 grupos com 2 alunos em cada.

4.5.1 Analise das respostas

LICAO 1

Na licdo 1, parte A, apenas um grupo errou os itens (c) tanto para 0s nUmeros
triangulares quanto para os numeros quadrados. Na parte B dessa licdo ocorreu algo curioso.
Dos 14 grupos, 5 grupos, aproximadamente, 36% disseram que ndo seria trabalhoso montar

0s cubos até a vigesima etapa ou mesmo até a centésima etapa. Alguns alunos, durante a
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aplicagdo, perguntaram-me sobre esse item. Percebe-se que alguns ndo entenderam a

pergunta.

Figura 23: Usando os cubinhos de madeira

LICAO 2

Na licdo 2, apenas dois grupos (14%) fizeram configuragdes um pouco
diferentes, ligando ou ndo por meio de segmentos, os pontos do papel. Os demais grupos
reproduziram exatamente o modelo proposto. Veja abaixo, na Figura 24, um exemplo de um
grupo que ndo ligou os pontos com segmentos, como no modelo, para 0s nimeros

triangulares, ja para 0s nimeros quadrados o grupo seguiu 0 modelo.
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icao 2| Facs 3 ssenl 1 S 1
!Llf,«l() 2| Faga os desenhos que seguem no pael de pontos abaixo e complete os quadrinhos

T oy
Niimeros Triangulares

- e - e ® . (o .
® 0 0 o 0 0 () .+ &

[7i=1] "/. 3] [/, 6 Ty = 40| ’ [T5 =
el x=D il L

Niimeros Quadrados |

e o o
o
s —,
W C ammns s
{
.
§ -}
(e -
O
L L]

Figura 24:Lig&o2:Exemplo de atividade

A licdo 3 foi bem executada por praticamente todos 0s grupos, apenas um
grupo dos 14 errou na Parte B, itens (e), (f) e (g). O grupo ndo conseguiu ver o erro e perceber

gue em cada nova etapa soma-se um ndmero impar.

Na Licdo 4 parte A, como haviamos conjecturado, os itens (C) seriam
problematicos. De fato, 36% dos grupos erraram esses itens. Na parte B que tratava dos
nimeros quadrados a mesma incidéncia de erros nesses itens (itens C) ocorreu. Dos 14

grupos, 5 cometeram erros nesses itens o que da 36% aproximadamente.
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LICAO5

Na Licdo 5 esperava-se que o numero de acertos ndo fosse muito alto. De fato,
isso ocorreu; 57% dos grupos erraram essa atividade. Embora a maioria tenha feito
corretamente as atividades nas ligdes anteriores, abstrair a esséncia do que vinham fazendo
com numeros e generalizar esses resultados representou um passo de grande dificuldade para
0S nossos estudantes. Vale a pena ressaltar que se considerarmos, nessa atividade, apenas a
parte referente aos nimeros triangulares, todos 0s grupos perceberam o padréo e responderam
corretamente. A dificuldade maior, nessa licdo, realmente foi a parte referente aos nimeros

quadrados, onde ocorreu 0s 57% de erros.

Chegamos aqui num ponto importante de nossa atividade . Complete:

Tn=Th 1+ L

(*) Caso voceé ndo consiga on tenha dividas, tente observar o que vocé ja fez nas ligdes 2 e 3 : note que a expressao Ty -y ¢ a

antecessora(que estd antes ) de T,

Agora complete para os mimeros quadrados

‘Qu — Qn—l -+ —“

Figura 25: Exemplo de resposta correta

LICAO 6

A licdo 6 foi muito foi bem executada. Apenas um grupo deixou em branco. Os
demais grupos fizeram corretamente tanto a parte A como a parte B. Pelos modelos
apresentados nos exemplos, esperava-se que essa licdo fosse bem recebida e ndo ocorressem

dificuldades maiores.
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LICAO7

Nessa licdo, o grupo teria que chegar numa formula para os numeros
triangulares e para os niumeros quadrados. Dos 14 grupos, 7, ou seja, 50% executaram todos
0s passos corretamente, chegaram nas formulas esperadas tanto para a parte A quanto para a
parte B e fizeram corretamente o uso dessas formulas para calcular o que se pedia no fim da
licdo. Dois grupos fizeram somente a parte A corretamente (14%). Ja os outros 36% néo

conseguiram chegar corretamente nas formulas desejadas.

As conjecturas levantadas sobre essa licdo puderam ser confirmadas nas
dificuldades que esses 36% tiveram em chegar as formulas desejadas. Novamente €
importante ressaltar que através dessas respostas pode-se, de certa forma, enxergar mais de
perto as dificuldades que nossos alunos apresentam, no que se refere ao entendimento da
Matematica. Numa aula expositiva tradicional, a sensibilidade e a visdo do professor ficam

um tanto distorcidas para captar tais dificuldades.



VLi(;éo 7

|Parte A
Agora ., vocé deverd ser capaz de escrever :

Tn=1+2+3+4 + 5 +G +---+1]

e Vocé consegue identificar uma sequéncia de nimeros reais que seja do tipo:(1,2.3,4,5.6,---.n)

Resposta: Swxe. Qual é 0 primeiro termo? Resposta: _L_ Qual a razao? Resposta: * .

e Como se calcula soma dos termos da sequéncia acima? Lembre-se de que se trata de uma P.A.

onde a; = 1 e a, = n e a soma dos n termos de uma P.A. ¢|S, = L'”*','—)" Use essa informacao

bara obter nma férmula para os nossos niimeros triangulares.

PT” - f! ‘fn),b

J 2

Agora vamos trabalhar da mesma forma para os mimeros quadrados :

Qn=1+3+5+3 + 9+ +---+(2n—1)]

o Vocé consegue identificar uma sequéncia de mimeros reais que seja do tipo:
(1,3,5,7,9,11,-- -, (2n — 1)) que voce ja tenha estudado? Qual é o nome dessa sequéncia.

e ’ n 2 ; ~ s ¢
Resposta: 2421 Qual ¢ o primeiro termo? Resposta: 4 Qual a razao? Resposta: 2

e Como se calcula soma dos termos da sequéncia acima? Use essa informagao para obter uma
‘ormula para os nossos nimeros quadrados.

_Q%;MA')’V\_ Zw™ ot
Q, =il n_ &

Veja que | de posse dessas formulas . podemos caleular de maneira simples os valores de Typg €
21000 - Vocé seria capaz de calcular tais valores usando a férmula?

580

({ ¢ 1000) 40® 00 5
T1000 = { '2 : :“Oo‘i 1690 _ 00500

p 2
Q1000 = 1000 = 1000 a0

Figura 26: Exemplo da licdo 7 feita corretamente
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LICAO 8

Essa licdo é ultima licdo do conjunto de atividades. Estava dividida em parte
A, parte B e parte C. Na parte A, todos os grupos que fizeram esse item, no total de 10 grupos
(71%), nédo tiveram dificuldades em perceber o que se pedia e acertaram plenamente. No
entanto, os 4 grupos que nado fizeram esse item, também néo fizeram a parte B e a parte C.
Esses grupos foram um pouco mais lentos do que os outros 10 que fizeram os itens B e ou C.
Alguns alunos disseram que se tivessem mais uns 10 minutos talvez conseguiriam finalizar
tudo. A opcédo adotada nessa sala foi recolher as folhas de atividades assim que deu o tempo
de 100 minutos. Na outra turma aplicada (1° ano), foi dada uma tolerancia de 10 minutos.

Dos 10 grupos gue trabalharam nos itens B e ou C, 7 deles fizeram a parte B
corretamente e 3 grupos deixaram em branco esse item. Ja no item C apenas 4 grupos dos 10,

concluiram a licdo plenamente.

4.5.2 Comentarios da aplicacdo no 2° ano A

Observa-se através da andlise dos resultados obtidos e descritos para 0 2° ano
A, que a atividade atingiu seu objetivo. Algumas hipoteses feitas na descri¢do das folhas, no
capitulo 3, foram confirmadas na analise dos resultados. Acredita-se que as licbes foram
adequadas para a turma e os erros cometidos por eles permitem apontar os pontos de maior
dificuldade dos estudantes quando realizam atividades sem a interferéncia continua do

professor.

4.6 Analise da aplicagdo no 1° ano A

A aplicacdo da atividade nessa turma se deu no dia 27 de novembro de 2012,
praticamente no final do ano letivo. Até a aula anterior a atividade, os alunos estavam

resolvendo exercicios de P.A. A aplicagdo se deu de forma bem tranquila sem incidentes.
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Formaram-se 13 grupos, sendo 11 grupos com 3 integrantes e 2 grupos de 2 integrantes,
totalizando 37 alunos participantes.

Figura 27: Aplicacdo no 1° ano A

4.6.1 Analise das respostas

Na licdo 1, parte A, todos os grupos fizeram corretamente e responderam
corretamente. Na parte B, apenas um grupo assinalou que nao seria trabalhoso montar com 0s

cubos de madeira, a etapa 20 e a etapa 100.

Nessa licdo € interessante observar como alguns grupos fizeram a disposicao
dos cubinhos de madeira. A maior parte dos grupos dispds os cubos deitados na superficie da
mesa. No entanto, alguns grupos empilharam os cubos.
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Figura 28: Cubos empilhados 1

Figura 29: Cubos empilhados 2

LICAO 2

Na licdo 2, apenas dois grupos (15%) tiveram um pouco de dificuldade de
seguir o modelo proposto. Os demais grupos reproduziram fielmente as configuracGes
propostas.

LICAO 3

A licdo 3 foi perfeitamente executada por 11 dos 13 grupos (85%) ; dois grupos
apenas cometeram erros de calculo na execugéo dessa li¢éo.



@Tg’ Complete a atividade para os mimeros triangulares
() H=T+2=1+2=3

b)I3=T4+3=3+3=¢

@N=T+3 =6 +4 _)\0
E=T+=2=104+ 6 _

eTs=T+°_ = SR (o o &

) =Ts+ =X\ +
@T=T+ 0 =23+ % -6

W T=Tidd = 36

Figura 30: Licéo 3: Parte A —correta

Parte B| Agora , vamos completar o que se pede para os niimeros quadrados :

(A) Q2=@Q1+3=1+_3 =4 (Noteque3=2:(2)-1)

) @s=Q2+.5 =44+5=19 (Notc que:5 =8 (3) -1 ) (incevn qiic qusiquce nimers {mpar pode ser sserito na foris 2+

() Q=@+ X =24+ F+-_46 . )-34 .3
@) Q@s=Q+= =464 3 _ S T

(€) Qs = Qs+ 2= 55 Ay = 3¢ L AA
(N Qr=Qs+22 =264 3>= 89 LoE Al
(8) Qs=Qr+&5 =934 15 =X o ) oeps 4B

Figura 31: Licéo 3: Parte A —correta
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LICAO 4

Nessa licdo como ja havia sido observado, o item C tanto da parte A quanto da
parte B seria mais delicado. Apenas 23% dos grupos obtiveram éxito total na execucdo dessa
licdo. Os erros concentraram-se exatamente no item indicado, item C. Veja, na figura abaixo,

um exemplo.

[Licho 4] [Partc A]

Tendo a informacao de que TIW . complete:
(a) Ty = Jeatadd =234

(b) Ty = Ap10 22 = 243

() To=Tae =19 =193

Tendo a informagao de que E,:‘;. = ﬁ . complete:
(a) Ty = Jac 2 10d = S25)

(b) Tie=1a0As 809 =525,

(c) Top=Taop =G4 =435

| Parte B - Vamos agora fazer o mesmo mas para os niimeros quadrados

Tendo a informacao de que @iﬁJ . complete:
(a) Q2 =400+ [2-(21) — 1] = 400 + 41 1

D) Qu=Y4sel2.C3)-3] = tfyl+43 ="

(¢) Qo = = - ¥ = ~

T'endo a informacao de que qu: 10000 . complete:
(a) Qi = 10000+ [2- (101) — 1] = 10 000 + 201 = 10201

(b) Qg2 = 102 2. = )o 4 = 3

(¢) Qoo =

Figura 32: Exemplo - solucgéo incorreta no item C
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LICAO5

Nessa licdo, 3 dos 13 grupos responderam corretamente (23%), 38,5%
responderam corretamente, usando a notacdo correta, apenas para 0s numeros triangulares e
0s outros 38,5% erraram essa licdo. Interessante observar que véarios alunos completaram o
espaco da resposta com a letra r , para 0s nimeros triangulares e ndo com n que era a resposta
esperada. A explicacdo estaria no fato do aluno ter pensado ser a razdo de uma P.A. O autor

dessas notas acredita que essa seria a justificativa que mais se sustenta.

Chegamos aqui num ponto importante de nossa atividade . Complete:

u-n = Th +—‘5——J

(*) Caso vocé no consiga on tenha diividas, tente observar o que voce ji fez nas ligBes 2 e 3 ; note que a expressio Ty & n

antecessora{que esté antes ) de Ty

Agora complete para os niimeros quadrados

rQn i Qn—l +—5

Figura 33: Exemplo de solugdo incorreta

Nessa licdo, completar para os niumeros quadrados é tarefa mais dificil do que
para 0s numeros triangulares ja que o aluno deve abstrair a nocdo de impar e escrevé-lo de

forma geral (2n-1).

LICAO 6

Nessa licdo, os grupos ndo apresentaram dificuldade em executa-la. Apenas um
grupo confundiu-se um pouco com a notagdo, mas mesmo assim nota-se que a ideia proposta

foi percebida. Considera-se que 0s objetivos dessa licdo foram atingidos plenamente.
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LICAO7

As duas licdes finais, 7 e 8, sdo as mais exigem do aluno. Dos 13 grupos, 4
deles fizeram corretamente todos os passos da licdo (31%). Fizeram parcialmente, ou seja,

acertaram a parte A da licdo, 15% e os demais, 54% né&o atingiram a meta nessa li¢éo.

Essa licdo confirma uma caracteristica dessa sala, percebida por esse autor
desde o primeiro contato com a turma no inicio do ano letivo. Apresentam uma grande
dificuldade em manipular expressbes algébricas. Vale a pena ressaltar também que a
dificuldade de leitura e a interpretagdo de textos constituem uma barreira grande a ser

transposta por muitos desses estudantes.

LICAO S8

Nessa licdo, 54% de acertos de todos os itens (A,B e C), 31% de acertos
parciais, ou seja, acertaram somente os itens A e B , mas cometeram algum erro no item C.

Os erros, desses 15%, ocorreram nos itens B e C.



Obeserve as representagoes dos mimeros quadrados abaixo. Ha um segmento de reta que separa
cada numero quadrado em duas regioes triangulares de pontos . Veja:

. . ° o . - @ @ [ ]

. . o o [ ]

-« 0 e o o\O

e o o o o o
Q =1][@=4] [@s=9] [@i=16]

| Parte A

Seguindo os exemplos dados acima separe com um segmento de reta os mimeros guadrados dados
abaixo . que representam a continuacao dos 1 primeiros dados no exemplo acima.

P . . D . .
o . . e\ o —9—e—9 o o .
e e e ® s+ s e . e = s s . D .
P ) o e e e s e e e

+ e e e s L N L .

N
\ \

L T T
D R S ) .

: Parte B ’ Complete:
(a) Th =T = 1+3—4—(}3

b)To+T3=3+6=9=0Q;

) G+Th=2 + X) =1L =0Qy
(d) Ty + Tp=2A0. + 9. =D . =0Q5

(@) T+ Te=22+2 =20 =QF%

Bart(‘: E‘ﬁ] Complete : |T,, 1+ T, = Q.

Vei T N+m-1]-(n=1) n-(n—1) n*-n
)¢ . 3 1 = — = — =

ja que n—1 5 5 5

T (1+mn) n n’+n

L T

5 - ) n—-n n*—=n e
Calculando a soma T, + 1), v = o = — =Qpn

Figura 34: Lic&o 8 correta
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4.6.2 Comentarios da aplicacdo no 1° Ano A

Observa-se também através da analise dos resultados obtidos e descritos para o
1° ano A que a atividade atingiu o esperado. No geral, as folhas com as licbes foram
adequadas para a sala e as dificuldades apresentadas por eles permitiram enxergar os pontos

de maior fragilidade da turma.

4.7 Conclusdes das aplicagdes

As respostas dadas pelos estudantes constituem um material de grande valia

para o professor que deseja promover um aprendizado mais eficiente.

As folhas de atividades na forma de licdo constituem um veiculo bastante
interessante para ser usado em sala. Percebeu-se que os estudantes aprovaram a aula e se
mostraram satisfeitos por terem conseguido executar as tarefas propostas nas licdes. Quando o
professor sempre mostra “como se faz”, o aluno pode até entender; no entanto, quando o
estudante consegue realizar algo sem a interferéncia direta do professor, percebe-se que a
satisfacdo do aluno é muito grande.

O procedimento de colocar os alunos em grupos de no maximo trés pessoas
mostrou-se satisfatorio. Grupos com mais de trés alunos parecem ndo funcionar muito bem,

quase sempre um ou mais estudante fica alienado as atividades.

A sequéncia proposta mostrou-se bastante clara e compreensivel de modo
geral. Durante a aplicacdo a quantidade de alunos que apresentaram duvidas quanto a
compreensdo do que se pedia ndo foi significativa ao ponto de esse autor desejar realizar

mudangas nas folhas.

Nas aulas seguintes as aplicagdes das folhas de atividades, foram feitos

comentarios das respostas dadas por eles, bem como colocadas as respostas esperadas. As
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atividades aplicadas nas duas turmas fizeram parte da avaliacdo relativa ao 4° bimestre dos
alunos. Foram atribuidas notas pela execu¢édo das atividades.

As notas dadas na Escola Técnica Estadual séo classificadas da seguinte forma:
I (insuficiente), R (regular) , B (bom) e MB (muito bom) . Os grupos que acertaram
plenamente todas as licbes ou erraram uma licdo apenas tiveram nota MB; aqueles que
erraram duas licdes inteiras mas acertaram as demais tiveram nota B. Os demais tiveram nota
R, ja que os grupos participantes acertaram pelo menos quatro lices inteiras das oito ligdes
propostas.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

5.1 Introducao

Esse capitulo serd destinado a conclusdo do trabalho. Comecard com uma
reflexdo sobre o produto de ensino desenvolvido, que sdo as folhas de atividades. Em seguida,
sera feita uma analise sobre a aplicacdo da atividade. Por fim, serdo feitas as consideracfes

finais.

5.2 Reflexdes sobre o produto elaborado

As folhas de atividades elaboradas na forma de licGes, construidas nesse
trabalho, constituem um material de ensino ndo muito comum nas escolas brasileiras,
principalmente para o Ensino Médio, nivel de ensino a que foram destinadas. Tais atividades

mostraram-se bastante eficazes em varios aspectos:

e Desenvolvimento da autonomia do aluno e melhoria da capacidade de
tomar decisdes;

e A sequéncia didatica desenvolvida nas licbes permite gradualmente que
se chegue a conclusdes mais sofisticadas indo do mais elementar para o
mais dificil, sem saltos;

e Desenvolvimento da auto-confianga. O aluno consegue fazer, sem a
interferéncia continua do professor;

e O assunto tratado, a recursividade por numeros poligonais, é
importante e raramente desenvolvido pelos livros didaticos nacionais;

e Permite que o professor compreenda melhor onde estdo os pontos de
maior dificuldade do aluno;

e Diminui a quantidade de aulas expositivas com respostas prontas

colocadas na lousa;



66

e Promove a sociabilidade

Os passos sugeridos pela Engenharia Didatica permitiram otimizar e organizar
melhor esse trabalho. O levantamento do problema didatico, nas analises prévias, norteou a

elaboracdo do conjunto de licbes que constitui a atividade.

O formato de folhas de atividade, até entdo inédito para esse autor, mostrou ser
um eficiente método para o ensino-aprendizagem da Matematica, sobretudo por promover o

respeito aos processos de aprendizagem dos alunos.

5.3 Analise da aplicacéo

A avaliacdo desse trabalho feita na aplicacdo das atividades propostas mostrou-

se positiva e, de maneira geral, pode-se afirmar que atingiu os objetivos esperados.

Pode-se dizer que a participacdo dos alunos na execucdo das atividades
propostas foi integral. Os alunos mostraram-se interessados ndao s6 em realizar todos 0s passos
como também em terminar no prazo previsto que foi de cem minutos. A atividade promoveu
a aprendizagem dos alunos. Mesmo para aqueles grupos que erraram algumas licdes, mesmo
assim, puderam discutir, refletir e pensar sobre o assunto. Na analise feita no capitulo 4,
observa-se que praticamente todos 0s grupos, nas duas turmas pesquisadas, fizeram

corretamente as lices de 1 a 6.

Como j& havia sido previsto no capitulo 3, as licdes 7 e 8 seriam um pouco
mais trabalhosas, no entanto também atingiram suas metas. Varios grupos conseguiram
generalizar os resultados, obtendo as formulas para os nameros triangulares e nimeros
quadrados. Aqueles que ndo conseguiram, ensaiaram e pensaram no assunto; constatou-se que
alguns grupos responderam corretamente uma parte das licdes 7 e 8. Dessa forma, pode-se

dizer que a aplicacdo foi valida.

Através da atividade os alunos puderam ler e interpretar enunciados, exercitar a
linguagem simbdlica da ciéncia, pensar indutivamente através da recursividade, conectar a

algebra com a geometria e prever resultados de hip6teses formuladas.
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Na atividade proposta, esse autor optou por néo alterar nada nas licbes, mesmo
apos as duas aplicacdes feitas. 1sso ndo impede que o professor que ira aplicar na sua sala faca

alguma alteracdo nas folhas de atividades de forma a adequar a realidade de suas turmas.

O material de ensino elaborado permite que um aluno do Ensino Médio
aprenda de forma leve e gradativa conceitos basicos de recursividade através dos ndmeros
poligonais. Por esse motivo, acredita-se que essas folhas de atividades cumprem sua meta

também nesse aspecto.

5.4 Reflexdes finais

A escolha de um contetdo que envolve sequéncias, recursividade e nimeros
figurados, tema central desse trabalho, foi motivada essencialmente pela pouca ou nenhuma
énfase que tal assunto se da no Ensino Médio. Um segundo ponto de grande importéncia foi
encontrar, através das folhas de atividades, um produto de ensino que realmente funciona. A
sequéncia didatica criada mostrou ser um método de ensino bastante eficiente e ainda, através
dele, pode-se detectar também o nivel de compreensdo e as dificuldades que os estudantes
apresentam quando trabalham com a linguagem cientifica, em particular a linguagem

matematica, principalmente na algebra.

O aprendizado desse autor ocorreu durante todo o processo de elaboragdo desse
trabalho que culmina nessas notas. Desde a reflex&o na escolha do tema, na procura de uma
metodologia, nas leituras de artigos, teses e dissertacdes. Todas essas etapas trouxeram grande
aprendizado. A todos aqueles que se interessarem pelo tema e desejarem aplica-los em sala,

esse trabalho estara a disposicéo.
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APENDICE A - FOLHAS DE ATIVIDADES APLICADAS NA ESCOLA

Estas folhas ndo foram modificadas com a andlise a posteriori e constituem nosso

produto final
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Centro Paura Souza

ETEC - Sao José do Rio Pardo

Atividade: Nimeros Figurados e as sequéncias recursivas:

uftom

uma alividade com niimeros triangulares e nidmeros quadrados

.&AA uempo maximo: 100min

PROEMAT
Nome Série:
Nome Série:
Nome Série:

Numeros figurados sao niimeros
que podem ser representados por
uma colegao de pontos numa con-
figuracdo geométrica. Conheci-
dos desde a antiguidade pelos
gregos e reverenciado por eles,
tais nimeros e suas disposigoes
geométricas sdo incrivelmente ri-
cos em propriedades de vdrios
tipos. Veja abaixo a representagao
dos dois mais conhecidos nimeros
figurados.

Nimeros Tri

imgulares

A e assim por diante
Vi / 7
o X

Niimeros Quadrados

e assim por diante

Folha de Atividade 1 - Titulo:Nimeros Figurados e as sequéncias recursivas - PROFMAT - Luis Alexandre Chiconcllo - Pagina 1




Licao 1 Parte A

Agora que vocé ja sabe o que ¢ um nmimero figurado ( Triangulares e Quadrados) , seguindo os
exemplos abaixo, represente-os com os cubinhos que voce recebeu.

e Primeiramente , faga com os cubinhos, sobre a carteira. as 3 primeiras representagoes dos
numeros triangulares que vocé vé abaixo:

Etaps 3

(a) Na scgunda etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relacdo 4 primeira etapa?
Resp.—

(b) Na terceira etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao a segunda etapa?
Resp.

(¢) Agora . faga com os cubinhos na sua carteira, a quarta etapa, e diga quantos cubinhos a mais
vocé colocou |, em relagéo a terceira etapa. Resp.

e Vamos agora , fazer o mesmo , mas para os niimeros quadrados.

{(a) Na segunda etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relacdo a primeira ctapa?

Resp.—

{b) Na terceira etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relacio a segunda etapa?

Resp.—

(¢) Agora , faca com os cubinhos na sua carteira, a quarta ctapa, e diga quantos cubinhos a mais
voce colocon , em relagao a terceira ctapa. Resp.

Parte B || Pergunta

Seria trabalhoso para vocé , montar a Etapa 20 ou mesmo a Etapa 100 , tanto para os niimeros
triangulares quanto para os niimeros quadrados?(coioque um x na frente da sus esposta)

Sim, seria trabalhoso _____ Nao seria trabalhoso

Folha de Atividade 2 - Titulo: Nimeros Figurados e as sequéncias recursiwas - PROFMAT - Luis Alexandre Chiconcello - Pégina 2
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Faga os desenhos que seguem no papel de pontos abaixo e complete os quadrinhos.
’Nl’xmeros Triangulares

\

- o..‘:.- - . - - . = . - . =

® o © ‘,_. [ ) . . . . ™ . . . ™ -
o] @3 [Bed]

Ntimeros Quadrados‘

. - . . . - . . . » - . . » =
s - - - . - B . . ° - ® . . -
B ° . » . . . . . . . .
« 00 B ® . . . . . . “

® 'Ww.. - - . - ® .

»
Qs =

Complete a atividade para os nimeros triangulares :
(@) h=T1+2=1+2=3

B To=T 4 8=345=6

=T+ —=t =
=Rt e =
fH=T+r—= A+ =__
BH=B% = H =
@ Lh=Tr+—=——+___=__
b TLh=T+———-= . F. =_
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75

Parte B| Agora , vamos completar o que se pede para os niimeros quadrados :

() Qe=0Qi1+3=1+_3 =4 (Noreque3=2.(2)-1)

(b) @3 = Q2 +\5,, =445 =9 (Note que 5 = 2- (3) — 1) (Observe que qualquer nimero fmpas pode ser escrito na forma 27— 1 )
(6) Qs =Qyt——=r G =

dQ@=Qu+ —=_+__=__

() Qs=Qs+—=__+_ =__

By =0t = = =

(8 Q=@+ —=—+——=__

Licao 4’ Parte A
Tendo a informagao de que | Ty :421()J , complete:

(a) Ty, = — A
b)) g — =

(Pense com cxidado para o prozimo item!)
((') = =__

Tendo a informacao de que | Tigo = 5050 |, complete:

(ﬂ> T = =

(b) T2 = =

(¢) Tyy = =

Parte B|- Vamos agora fazer o mesmo mas para os nimeros quadrados

Tendo a informacio de que | Q2 = 400, complete:

(a) Qo1 =400+ [2- (21) — 1] = 400 + 41 = 441

(b) Qa2 = = =

(l') Q 19" = =
Tendo a informacao de que | Q190 = 10 000 |, complete:

(a) Qo1 = 10000 + [2 - (101) — 1] = 10 000 4 201 = 10201

(b) Qo2 = — =

(c) Qoo = = =

Folha de Atividade 4 - Titulo: Nimeros Figurados e as sequéncias recursivas - PROFMAT - Luis Alexandre Chiconello -
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Agora , complete a sequéncia nos espagos:

T, =1+2+3+_+_+__+---+n

e Qual é 0 nome que se d4 a uma sequéncia de nimeros reais que seja do tipo:(1,2,3,4.5,6.- -, n)?
Resposta: ; Qual é o primeiro termo dela” Resposta:

Qual ¢é a razao dessa sequéncia? Resposta:

e Vamos lembrar como se calcula a soma dos termos da sequéncia (1,2,3,4,5,6, - -, n) Trata-se
de uma P.A. , onde e a soma dos n termos de uma P.A. ¢ dada pela expressao

Para encontrarmos uma férmula para os nossos niimeros triangulares, podemos
realizar a soma da P.A. T, = 1 +2+3+--- 4+ n. Use a férmula da soma da P.A. e escreva uma
férmula para os niimeros triangulares.

Agora vamos trabalhar da mesma forma para os nimeros quadrados :

[Bh= 1+3+56+_+_ +—+-+(2n—1)|

e Vocé consegue identificar uma sequéncia de nmimeros reais que seja do tipo:

(1,3,5,7,9,11,- -+, (2n — 1)) que vocé ja tenha estudado? Qual é o nome dessa sequéncia.

Resposta: Qual é o primeiro termo? Resposta: Qual a razao? Resposta:
o Como se calcula soma dos termos da sequéncia acima? Use essa informagao para obter uma

formula para os nossos numeros quadrados.

Q-n = = = Qn —

Veja que , de posse dessas férmulas | podemos caleular de maneira simples os valores de Tigoo €
Q1000 - Vocé seria capaz de calcular tais valores usando a férmula?

Too0 = = =

QIOOO = i

Folha de Atividade 6 - Titulo: Nimeros Figurados e as sequéncias recursivas - PROFMAT - Luis Alexandre Chiconello - Pagina 6
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Oheserve as representacoes dos mimeros quadrados abaixo. Hd um segmento de reta que separa
cada nimero quadrado em duas regides triangulares de pontos . Veja:

T N e
. o s o oN\o o
N .o N
e o 0 o o o o
@=1[®=4] [@=9] [@i=)

Parte A

Segnindo os exemplos dados acima separe com U segmento de reta os nimeros quadrados dados
abaixo , que representam a continuagéo dos 4 primeiros dados no exemplo acima.

R T T R T
B T T R
J e e ST S S S B
T T T T T R B B
s 4 2 8 & &+ = & = e = » s & s w *
6 e+ 4 & 8+ & = w & 4 » & a2 = = w w
e & & 3 s & 8 a2 ® ® ® B s+ w = o &
S S S T L T L T R

Parte B| Complete:
(@ Th+Ta=1+3=4=0,

D) T+ T3=3+6=9=0;

O Tt Toe 4 = =Q_
(d) Ty+T5=— +—=—=@Q_
(e} Ti4To=___+__=_ =Q_

Complete : | T + 7T, = Q_

L. 1+m—-1]-(n-1) n-(n-1) n’—n
Veja que : T, = [ 2)] ( = 5 =——

T, = (1 +'n,) n_ n?+n
2 2

Calculando a soma T,,_1 + T, = —

Q_
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APENDICE B — FOLHAS DE ATIVIDADES RESOLVIDAS — RESPOSTAS
ESPERADAS
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Centro Paura Souza

ETEC - Sao José do Rio Pardo

Atividade: Nimeros Figurados e as sequéncias recursivas:

uftom

uma alividade com niimeros triangulares e nidmeros quadrados

.&AA uempo maximo: 100min

PROEMAT
Nome Série:
Nome Série:
Nome Série:

Numeros figurados sao niimeros
que podem ser representados por
uma colegao de pontos numa con-
figuracdo geométrica. Conheci-
dos desde a antiguidade pelos
gregos e reverenciado por eles,
tais nimeros e suas disposigoes
geométricas sdo incrivelmente ri-
cos em propriedades de vdrios
tipos. Veja abaixo a representagao
dos dois mais conhecidos nimeros
figurados.

Nimeros Tri

imgulares

A e assim por diante
Vi / 7
o X

Niimeros Quadrados

e assim por diante
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Agora que vocé ji sabe o que é um numero figurado ( Triangulares ¢ Quadrados) |, segnindo os
exemplos abaixo, represente-os com os cubinhos que voceé recebeu.

e Primeiramente , faca com os cubinhos. sobre a carteira. as 3 primeiras representacoes dos
ntmeros triangulares que vocé vé abaixo:

(a) Na segunda ctapa . quantos cubinhos a mais vocé colocou. em relagao & primeira etapa?
Resp. CURINRDS

(b) Na terceira etapa , quantos cubinhos a mais voct colocou, em relagao & segunda ctapa?
Resp._2 cubuwhos

(¢) Agora . faca com os eubinhos na sua carteira, a quarta etapa, ¢ diga quantos cubinhos a mais
voce colocou . em relacio a terceira ctapa. Resp.d “ubinhos

e Vamos agora , [azer o mesmo . mas para os mimeros quadrados.

(a) Na segunda etapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao & primeira etapa?
Resp. 2 cubinhes

(b) Na terceira ctapa , quantos cubinhos a mais vocé colocou, em relagao a segunda etapa?
Resp. 5 cudivhes

(¢) Agora , faga com os cubinhos na sua carteira. a quarta etapa, e diga quantos cubinhos a mais

voce colocon . em relacio A terceira of apa. R,esp.:lL—‘-“&ﬂ«Nkﬁ

Parte B|| Pergunta

Seria trabalhoso para vocé , montar a Etapa 20 ou mesmo a Etapa 100 | tanto para os nimeros
triangulares quanto para os niimeros quadrados?

Cologue nm x na frente da sua ~.«,,.N,.)

Sim, seria trabalhoso _X Nao seria trabalhoso

Folha de Atividade 2 - Titulo: Nmeros Figurados e as sequéncias recursiwas - PROFMAT - Luis A lexandre Chiconcllo - Pégina 2
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Licao 2| Faga os desenhos que seguem no papel de pontos abaixo e complete os quadrinhos.
Numeros Triangulares

- - - - - L - L4 - - - - - - - - -
- . L] * . . . * . . -
* - » . L . - . * .
- - - - , - -
- - o - . [ ] - - L
e o 0 o o o .

1 Numeros Quadrados}

] * ® L] EY . ® * [ . 1" s 8

. - . . . - + \ 4 L 4

. - . [ e . » L ]

- & © ‘ @ Y ]
! | !

F-3 ®- . ® L - ® PY '

E=1 =

Complete a atividade para os nimeros triangulares :

@B =Ti4+2=14+2=3

Ea)|
|
L]
e
|
|
3|
[N
-
¢ |
o
i
2
wn

b) 3=Th+3=3+3=6

O Ty=Ty+ 2 =% 44 _ 10
=T+ 5 =10,5 _15
@T=Ti+ 6 =18, 6 _aL
(f) Ty =To+ F &_\4—}_:“&
@©Th=Tr+3 28, 3 _36
W T=Ttd -2, 4 _hS
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Parte B | Agora , vamos completar o que se pede para os niimeros quadrados :

(a) Q=1 +3=1+

3.,.=4 (Notvqlmli—,i‘(i)—ﬁ

(b) Qs =Q: +\Eia =d5=9 (NO‘C que 5 =2-(3) - I)(Ubs(’n’e que qualquer mimero impar pode ser escriro ra forma 27— 1 )
(¢) Qs = Q:;ﬁ-l:l-{—i:_](?_
@ =, 4 Ln b 8 3B

(e) Q6:Q5+l—l=i—5——u—=3—‘°

() Q7=Qﬁ+ﬁ=3i+£:l'_q
© Qo5 _ha 15 gl
Licao 4 Parte A

Tendo a informagao de que | Ty = 210|, complete:
(a) Toy = ———E" oo ML S

(b) Ty = Jar+ 22 _d53
(oesseescams exidadopurnsaprésimoiseint)
(¢) Thg = Iln_‘_:)ﬁ__ = ._\.L‘_Q
Tendo a informagao de que , complete:
(a) Tior = W00y _ 5154
(b) Tiez = Tiat 102 _ 5a53

(c) Tog =TJNLJ.’-7_L = M

Parte B |- Vamos agora fazer o mesmo mas para os niimeros quadrados

Tendo a informagao de que , complete:
(a) Qo =400+ [2- (21) — 1] = 400 + 41 = 441
(b)Qﬂ:lﬁ\ﬁ_&&m—&] _ by by = LQH

(€) Qo = 1(00-12.&0\-1] _ ]-tc,o- 39 _ YA
Tendo a informagao de que | Q190 = 10 000 |, complete:

(a) Qo1 = 10000+ [2-(101) — 1] = 10 000 + 201 = 10201

(b) Qup =001 4 [2-002)-1] _ 10201 + 203 _ tokol
© aw = 1000-12N 1] _loo0-197  _ 4303
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Antecesse

Chegamos aqui mun ponto importante de nossa atividade . Complete:

ﬁl. = T’nfl :” L

(*) Caso vocé nao consiga ou tenha dividas, tente observar o que vocé ja fez nas ligdes 2 e 3 ; note que a expressao 1, | ¢ a

alque esta antes ) de Ty,

Agora complete para os nimeros quadrados

lQn = anl + -4

Vamos agora calcular sem calcular, parece estranho nao é 7 O que voce deve fazer nessa atividade

& apenas indicar a soma mas sem realizar o calculo.

Para os niimeros triangulares
(a) Ty =1
M) T=T+2=1+2

() T3=T,+3=1+2+3

Ty
(d) Ty =Ty + L &-i
Ty _
(€ To=Ti+=2_ Lravailhy /2
% ~
O T=T+ G — 112+ 2¢ by B +i
Ts
Parte B| Para os niimeros quadrados
["d‘) (2[ =1
(b) Qe=Q1 +3=1+3
(€) Qs =Qa+5=143+5
Q
@ = s bt= LA BN + 3
(\.).'(
o] Do ) LA BET oele
Qs
() Qo=qs+3b = 3+5+5+F +4 M

Qs
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Parte A

Agora . complete a sequéncia nos espacos:

[T.=1+2+3+8 ¥+ 5+ 1-- 7

e Qual é 0 nome que se dd a uma sequéncia de niimeros reais que seja do tipo:(1,2,3,4,5,6,- -, n)?

Resposta: % ; Qual é o primeiro termo dela? Resposta: L_

Qual ¢ a razao dessa sequéncia? Resposta: A

e Vamos lembrar c
de uma P.A. | onde

omo se calcula a soma dos termos da sequéncia (1,2,3,4,5,6,---,n) . Trata-se
e a soma dos n termos de uma P.A. é dada pela expressio

L Si= M . Para encontrarmos uma férmula para os nossos niimeros triangulares, podemos

realizar a soma da P.A. T, = 1 +2+3+ .-+ n. Use a férmula da soma da P.A. e escreva uma
férmula para os nimeros triangulares.

Agora vamos trabalhar da mesma forma para os nimeros quadrados :

@n:1+3+5+1_+L+X_1+...+(2n_17’

e Vocé consegue identificar uma sequéncia de miimeros reais que seja do tipo:

(1,3,5,7,9,11,- -+, (2n — 1)) que vocé j& tenha estudado? Qnal é o0 nome dessa sequéncia.
Resposta: oA Qual é o primeiro termo? Resposta: i Qual a razao? Resposta: <

e Como se calcula soma dos termos da sequéncia acima? Use essa informagao para obter uma
férmula para os nossos niimeros quadrados.

o= b\'ﬁ&au’\;\xﬂm _ \Q_:\L — N\J’

Veja que , de posse dessas férmulas |, podemos calenlar de maneira simples os valores de Tggq e
Q1000 - Vocé seria capaz de caleular tais valores usando a férmula?

. (11« &000)-\000 Yool o o0 160l Bop = 560500
1 1000 = £y = q =

L
QlOOO — Y000 = 000 0G0
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Obeserve as representacdes dos nimeros quadrados abaixo. Ha um segmento de reta que separa

cada niunero quadrado em duas regioes triangulares de pontos .

- L L - L] - - L 3 -
- - * . * . & N® &
- - * = ® O\0
« e\e@ ? e o o
° ° e o o

ek
o —d

®
(@ =1f@:=1
Pa@

Qz=9 \Qﬁ' =16

Veja:

Seguindo os exemplos dados aciina separe com um segmento de reta os nimeros quadrados dados
abaixo . quo representam a continuagao dos 4 primeiros dados no exemplo acima.

s .
PR

Parte B| Complete:

()T +Ty=1+3=4=0Q:

Il
I

(b) To+Ts=3+6=9
O Tt+Ti=S +10 =1 —qy
() T+ Ty =0 +88 =28 — s
() Ty + Ty = \5 — 38 =26 =

Parte C| Complete : |T,— + T, = CJ'&\J

M+ (n=1)] (n—1)

A

n-{n—1) n?-n

Vejaque : Ty =

2
(1+n)-n n’+n
e
n? =n
Calculando a soma T, 1 + 1, = 5 + =

2

B =@a
i
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