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RESUMO

Um dos mais famosos problemas da geometria classica é o
Problema de Apoldnio. Historicamente, esse problema contribuiu para o
desenvolvimento de varias técnicas de construcdes geométricas. Este trabalho
apresenta o contexto histérico do problema, a contribuicdo do problema no
desenvolvimento da Geometria Euclidiana e detalha todos os procedimentos
das construcdes geométricas com régua e compasso, em cada situacao
especifica do problema que envolve os objetos do Problema de Apolénio:
ponto, reta e circunferéncia. Para isso, utilizaremos aplicagbes elementares

tanto da geometria classica como da inversiva.

Palavras chaves: Geometria Euclidiana. Geometria Inversiva. Problema de
Apolbnio. Transformagdes Geométricas.



ABSTRACT

One of the most famous problems of classical geometry is the
Apollonius’ problem. Historically it has contributed to the development of various
techniques of geometric constructions. This work brings the historical
background of the problem, the contribution of the problem in the development
of Euclidean geometry and shows all the procedures of geometric constructions
with ruler and compass, in each specific situation of the problem which may
involve the objects of Apollonius’ problem: point, line and circle. For this end,

we utilize elementary applications of both classical and inversive geometry.

Keywords: Euclidean Geometry. Inversive Geometry. Problem of Apollonius.
Geometric Transformations.
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INTRODUCAO

Apolénio de Perga, mateméatico e astronomo, chamado de “Grande
Gebmetra” pelos seus contemporaneos, nasceu em Perga no ano de 262 a.C. e
morreu em 194 a.C., aos 72 anos de idade. SecbGes Cobnicas foi um de seus
trabalhos mais famosos, escrito em oito livros, que solidificou a fama de Apolonio.
Apolbnio chegou a escrever vérias outras obras, mas a maioria somente se conhece
por seus titulos, que foram citados por outros matematicos ou historiadores. Na
Renascenca, as obras originais de Apol6nio, sejam em grego ou em latim, eram
praticamente inexistentes no ocidente. Restavam entdo apenas copias traduzidas do
arabe, de pouquissimas delas. Por outro lado, matematicos renascentistas
empenharam-se na restauracdo ou na reconstrucao de trabalhos gregos perdidos,
baseando-se, para isso, em transcricbes de trabalhos, ou de seus fragmentos,
manuscritos por escritores do periodo classico ou pés-classico.

Um rico repertorio de métodos geométricos e algébricos tem sido criado
para resolver o Problema de Apoldnio original, do circulo tangente a trés circulos
dados, que Apolonio propds e resolveu no trabalho Emagai(“Tangéncias®). A
abordagem original de Apolénio se perdeu, mas quatro séculos depois Pappus de
Alexandria retomou o problema. Mais reconstrucdes foram oferecidas por Francois
Viete (1540-1603) e outros estudiosos, baseando-se em vestigios das descricdes de
Pappus.

O primeiro novo método de solucéo foi publicado em 1596, por Adrian
Van Roomem (1561-1615), amigo de Viete, que identificou os centros dos circulos
da solucdo como interseccdo de pontos de duas hipérboles. O método de Van
Roomem foi refinado em 1687 por Isaac Newton (1642-1727) e por John Casey
(1820-1891) em 1881.

A Geometria Analitica (1637) trouxe novas ferramentas para solucionar o
Problema de Apolbnio. Descartes (1596-1650) apresentou duas solucdes
semelhantes, complicadas o suficiente para ainda manté-lo interessado no
problema. Princesa Elizabeth (1596-1662), esposa do rei da Bohemia, comunicou

uma solucdo para Descartes, com gquem mantinha contato por cartas, mas nao
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obteve solucdo melhor que a do préprio Descartes. O insucesso de Descartes nao
desmotivou outros estudos, pois duas solucdes foram apresentadas na Academia de
Séao Petersburgo em 1788: uma por Leonardo Euler (1707-1783) e outra por Nicolas
Fuss (1755-1826). O ultimo quarto do século dezoito viu o ressurgimento da
Geometria pura, iniciada por Gaspard Monge (1746-1818), o fundador da Geometria
Descritiva. A teoria sobre os circulos foi enriquecida por novas e renovadas ideias,
como a poténcia de pontos, o eixo radical entre dois circulos, o circulo ortogonal a
trés circulos, entre outras. Cada uma destas ideias proporcionou uma tentativa de
aplica-las ao Problema de Apol6nio, e na Geometria classica grega em geral. A
Geometria Projetiva, que teve como pai J. V. Poncelet (1788-1867), ofereceu novos

meétodos de resolucao do Problema de Apol6nio baseados nas novas teorias.

O Problema de Apolénio estimulou pesquisas de métodos da Geometria
pura e proporcionou a utilizacdo de processos analiticos para refinar suas
ferramentas. A rivalidade entre os seguidores da Geometria Analitica e os da
Geometria pura, até a metade do século dezenove, foi muito acirrada e nem sempre
amigavel, e o Problema de Apolbnio serviu como teste nesta disputa, aumentando o
interesse no problema. Renomados matematicos solucionaram o Problema de
Apolbnio, como o0 poeta e matematico Lazare Nicolas Marguerite Carnot (1753-
1823), resolvendo-o0 em partes, e que foi completada por C.F. Gauss (1777-1855) e
Augustin Cauchy (1789-1857). Solucdes diretas do Problema s6 foram alcancadas
em 1816 por J.D. Gergonne (1771-1859), de forma Analitica, e, logo apds, por
Poncelet, baseado na concepcdo de Geometria pura, ambos admirados pela critica.
Um quarto de século depois, Maurice Fouché (1759-1820) resolveu-o de forma
direta, usando circulos isogonais, abrangendo também casos especiais, nos quais
0s circulos sdo substituidos por pontos ou retas. A teoria da inverséo, desenvolvida
durante a primeira metade do século dezenove, foi utilizada por Julius Petersen
(1839-1910) para produzir uma elegante solucéo do Problema original de Apolénio.
O Problema de Apol6énio atualmente é enunciado de forma mais abrangente:
“Dados trés objetos do plano, cada um dos quais € um ponto, uma reta ou uma
circunferéncia, construir todas as circunferéncias (ou retas, pensando-as

como casos degenerados) tangentes aos trés objetos simultaneamente”.
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O problema ndo especifica a localizagdo dos pontos, retas ou
circunferéncias. Arranjos especiais dos elementos podem mudar o numero de
solucdes ou até nem haver solucdo. Uma enumeracao das solucdes, para todas as
possibilidades de configuracdes dos trés objetos, foi primeiro esbocada por Robert
Franklin Muirhead (1860-1941) em 1896, embora esbocos de outros trabalhos nesse
sentido j& existiam anteriormente, feitos por Stoll V. e Study E.. Contudo, o trabalho
de Muirhead era incompleto, sendo ampliado em 1974 por James Martin
Fitzgerald (1920-2011). Em 1983, finalmente, 33 casos distintos foram estabelecidos
e publicados por A. Bruen, J.C. Fisher e J.B. Wilker. Sdo dez variacées dos trés
objetos no Problema de Apoldnio:

1. (PPP) Os objetos sao trés pontos;

2. (PPR) Os objetos séo dois pontos e uma reta;

3. (PPC) Os objetos sao dois pontos e uma circunferéncia,

4. (PRC) Os objetos sdo um ponto, uma reta e uma circunferéncia;
5. (PRR) Os objetos sdo um ponto e duas retas;

6. (PCC) Os objetos sdo um ponto e duas circunferéncias;

7. (RRR) Os objetos sao trés retas;

8. (RRC) Os objetos sao duas retas e uma circunferéncia;

9. (RCC) Os objetos sao uma reta e duas circunferéncias;
10.(CCC) Os objetos sdao trés circunferéncias.

Os casos de posicionamento desses objetos geométricos serdo discutidos
no capitulo 2, de acordo com as representacdes citadas acima. No capitulo 1,
apresentaremos resultados basicos de Geometria Euclidiana Plana, incluindo
Geometria Inversiva. Além disso, incluimos nesse capitulo constru¢cdes geométricas
bésicas, que serdo utilizadas no capitulo 2 para a apresentagdo de solugcdes dos dez
casos do Problema de Apolbnio. Todas as construcdes geométricas foram feitas

utilizando-se 0 GeoGebra, que é um software de geometria dinamica, de cddigo

aberto, disponivel gratuitamente para usuarios nao comerciais [2].
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CAPITULO 1- RESULTADOS PRELIMINARES DE GEOMETRIA EUCLIDIANA
PLANA

Neste capitulo, apresentamos resultados basicos de Geometria
Euclidiana Plana, baseados na descri¢céo feita por Greenberg em [1]. Comecaremos
com algumas definicbes, apenas para estabelecer a notacdo que serd usada em
todo o nosso trabalho. Vamos supor que as outras definicdes sdo conhecidas pelo
leitor. Observemos que na descricdo da Geometria Euclidiana plana dada por
Greenberg, ser congruente € um conceito primitivo, angulos congruentes, lados
congruentes, ou triangulos congruentes, isto é, ndo sdo definiveis e sdo conceitos
que sdo regulados por axiomas. Neste trabalho, usaremos a notacdo = para
congruéncia. Outros conceitos indefiniveis considerados pelo autor sdo: ponto, reta,

“‘pertencer a” e “estar entre”.

Definicio 1. Dados dois pontos A e B de uma reta 4B, denomina-se

segmento de reta AB a todos os pontos de ABentre A e B. A e B so chamados de
extremos do segmento.

Notagdo: AB serd o comprimento do segmento AB.

A B
L ®

Segmento AB

Reta AB

Definicdo 2. A semirreta AB é o subconjunto de pontos da reta AB que
contém o segmento AB, além de todos os pontos C tais que o ponto B esta entre A e
C.
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Notacado: Semirreta AB

Definicdo 3. Dados dois pontos O e A, o conjunto de todos os pontos P
tais que OP = 0A é chamado de circunferéncia de centro O. Cada um dos

segmentos OP sera chamado de raio da circunferéncia. Portanto 0A = OP.

Definicdo 4. Um “angulo com vértice O” é um ponto O em conjunto com
duas semirretas, ndo opostas, 0A e OB (chamamos de lados do angulo) com origem
em O.

Notac&o: angulo A0B.

Definicdo 5. Dados trés pontos nao colineares (esta definicdo deixamos
para o leitor) A, B e C, o triangulo definido por esses pontos, denotado por AABC,
consiste dos segmentos AB, BC e AC, ditos seus lados. Os pontos mencionados séo

chamados de vértices do triangulo.

Greenberg apresenta a seguinte sentenca como sendo o Axioma de

Congruéncia 6: se dois lados de um triangulo e o angulo interno formado por eles

14



forem congruentes, respectivamente, aos lados e angulo de outro triangulo, entdo os

tridangulos séo congruentes.

Notacdo: indicaremos que os dois triangulos sdo congruentes por:
AABC = AA'B'C’.

Definicdo 6. Dois angulos AOC e COB s&o suplementares, se tem um lado

em comum OC e os outros dois lados OA e OB s&o semirretas opostas. Nesse caso,
dizemos que tanto o primeiro angulo é o suplemento do segundo, como o segundo

angulo é o suplemento do primeiro.

8]

Definicdo 7. Um angulo AOC é um angulo reto, se AOCe o seu suplemento

forem congruentes.

=l
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1.1 POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS RETAS

Definicdo 8. Duas retas [ e m s&o paralelas se elas ndo se cruzam, ou

seja, ndo ha um ponto que pertencem a ambas. Notagéo: [ || m.

Obs. Se duas retas ndao sédo paralelas, elas sdo chamadas de

concorrentes.

r e s SA0 concorrentes m e | sdo paralelas.

Definicdo 9. Duas retasm e [ sao perpendiculares quando satisfazem as
seguintes condicoes:
I elas sdo concorrentes em um ponto O;
il. ha uma semirreta OA gue faz parte de [ e uma
semirreta OB que faz parte de m, tal que o angulo AOB é um angulo reto.

Notacdo: m L .
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Definicdo 10. Um ponto M é ponto médio de um segmento AB, se:

. M é um ponto que pertence a reta AB;
il. M esta entre A e B;

ii. O segmento AM é congruente ao segmento MB.

A ] =
L o ®

Definicdo 11. A Mediatriz do segmento AB¢ a reta perpendicular a reta AB

e que passa pelo ponto médio de AB.

Obs.
1) O ponto M é o ponto médio de AB;

2) Aretam é a mediatriz de AB.

Definicdo 12. A Bissetriz do angulo AOB é a reta que contém OC, com C

entre A e B, tal que AOC = COB.

Obs. A reta b é a bissetriz do angulo A0B.
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1.2POSICOES RELATIVAS ENTRE PONTO E RETA

D
®

1. A, B e C séo colineares, pois pertencem a reta r.

2. A, B e D nado séao colineares, pois A e B pertencem a reta r, mas D nao.

1.3 ELEMENTOS DE UM CIRCULO

Seja o circulo de centro O da figura.

Temos:

AO- raio

AB- diametro
CD- corda
CMD- arco

Obs. Sendo Ra medida do raio, temos: AO = Re AB = 2R.

18



Proposi¢cédo 1. Seja C um circulo de centro O e P um ponto exterior ao

mesmo. Se A, B € C séo tais que PA e PB s&o tangentes a C, ento:

2) PA = PB.
b) PO é a mediatriz de AB.
c) PO é a bissetriz dos angulos AOB e APB.
d) PO L AB.
.
A

A demonstracdo encontra-se, por exemplo, em [3].
14 POSIC}C)ES RELATIVAS ENTRE PONTO E CIRCUNFERENCIA

Seja um ponto P, uma circunferéncia y de centro em O eraio R, e d a
distancia do centro O ao ponto P. A reta e a circunferéncia podem ocupar entre si

uma das trés posigoes:

12 posicao: O ponto P é interior circunferéncia vy, isto é, a distancia d < R.

19



22 posicao: O ponto P pertence circunferéncia vy, isto €, a distancia d = R.

32 posicdo: O ponto P é externo a circunferéncia vy, isto é, a distancia d >

1.5 POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA

Sejam r uma reta, y uma circunferéncia de centroem O eraio R, e d a
distancia do centro O a reta r. A reta e a circunferéncia podem ocupar entre si uma

das trés posicoes:
12 posicéo: A reta r é secante a circunferéncia vy, isto €, a reta tem dois

pontos distintos comuns com a circunferéncia nos pontos A e B.
Note qued<RernNy={A, B}

20



22 posicao: A reta r € exterior a circunferéncia vy, isto €, r ndo tem ponto

comum com y. Todos os pontos da reta r sdo exteriores a circunferéncia y.

32 posicao: A reta r é tangente a circunferéncia vy, isto é, a reta tem um sé
ponto comum com a circunferéncia, e 0s outros pontos da reta sdo exteriores a

circunferéncia. Note que d =R er Ny ={A}.
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Proposicdo 2. Uma reta € tangente a uma circunferéncia de centro O em
um ponto P se, e somente se, ela for perpendicular a OP.

A demonstracéo abaixo estd, por exemplo, na referéncia [4].

Obs. Note que, por um ponto P de uma circunferéncia, passa uma Unica

reta tangente a essa circunferéncia.
1.6 POSICOES RELATIVAS ENTRE DUAS CIRCUNFERENCIAS
Vejamos agora as posi¢oes relativas de duas circunferéncias.

Sejam entdo duas circunferéncias C; e C,, de centros 0, e 0, e raios

T, e 1y, respectivamente.

22



12 posicéo: as circunferéncias sédo externas. Isso ocorre quando: 0,0, >

r + 1.

22 posicéo: duas circunferéncias sao coincidentes. Ocorre quando:r; =1,
80102 - 0

32 posicdo: Duas circunferéncias sdo ditas tangentes se elas se

interceptam em um Unico ponto. Suponha, sem perda de generalidade, que r; > ;.

3.1- Tangentes externas. Ocorre quando:0,0, =1, + 1,



ey ]

3.2- Tangentes internas. Ocorre quando:0,0, = r; — 15.

42 posicao: circunferéncias secantes. Ocorre quando: r, — 1, < 0,0, <

T+ 15,

24



52 posicéo: circunferéncia interior. Ocorre quando:0 < 0,0, <1; — 1,(NO
caso r; >1y). Se 0s centros coincidirem, dizemos que as circunferéncias sao

concéntricas.

Concéntrica

Definicdo 13. Sejam C e C’ duas circunferéncias que se interceptam em
um ponto P. Se C e C’ possuem tangentes t, e t,, respectivamente, em P, entdo,
dizemos que o angulo entre CeC’ em P é o angulo entre t; et,. Em particular,

dizemos que C e C’ sao ortogonais em P se t, e t, sdo perpendiculares.

25



1.7 RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

1. Entre cordas:

Dados a circunferéncia A, as cordas AB e CD, pertencentes ao
circulo de A, e P, o ponto de intersecéo entre as cordas. Vamos mostrar que
PA.PB = PC .PD.

Note que os triangulos APDA e APBC sao semelhantes, pelo caso

de dois angulos internos de triangulos serem congruentes:

~

CPB = APD sio opostos pelo vértice

N

CMA -
= T = ADC

26



Portanto, 24 = 2 = pA.PB = PC.PD.
PD PB

2. Entre segmentos de retas secantes.

Dadas a circunferéncia 1 e as retas secantesPA e ‘P_C)axl, vamos
mostrar que PA.PB = PC.PD.

Note que os triangulos APDA e APBC sao semelhantes, pelo caso
de dois angulos internos de triangulos serem congruentes:
DPB é comum aos dois triangulos

A ~
~ ~

Portanto, 24 = 2 = pA.PB = PC.PD.
PD PB
3. Entre reta secante e reta tangente

Dadas a circunferéncia A, a reta secante PAal e a reta tangente

PT al, vamos mostrar que PA.PB = PT2.

27



Note que os triangulos APTA e APBT s&o semelhantes, pelo caso de dois
angulos internos de triangulos serem congruentes:
TPB é comum aos dois triangulos
. BMT A
BTP = — = PAT

% = PA.PB = PT.PT = PT?2.

PA
Portanto, — =
PT P

1.8 GEOMETRIA INVERSIVA

Para dar inicio ao estudo da Geometria Inversiva, vamos primeiramente
definir a poténcia de pontos e a homotetia, e suas propriedades, que irdo ajudar a
entender algumas proposicdes. Seguiremos, entdo, definindo o Inverso de um ponto
com relagdo a uma circunferéncia, o inverso de retas em relagdo a uma
circunferéncia e de circunferéncias em relacdo a uma circunferéncia, além de outras

inversdes que independem de conceitos métricos.
1.8.1- Poténcia de ponto
Definicdo 14. Seja A uma circunferéncia de centro O. Seja r a reta que

passa por P e intercepta 4 nos pontos A e B. A poténcia de P em relagdo a

circunferéncia A é o produto das medidas dos segmentos PA e PB (ver 1.7).
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Vejamos algumas observacoes:
1. A definicdo independe da reta que corta ou tangencia a
circunferéncia.
2. Se P é um ponto de Atal que PB = 0 ou PA = 0, a poténcia é

nula.

3. SeP¢ 1ePT é tangente a A tal que A =B =T, a poténcia de
P em relagdo a circunferéncia 1 é PA.PB = PT.PT = (PT)>.

4. Se P for externo al temos que a poténcia do ponto P em

relacdo a A, pela propriedade da secante, é PA.PB = (PT)?.
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1.8.2 - Homotetia

Definicdo 15. Chama-se de homotetia de centro H e razéo k#0 a

aplicacao bijetiva que associa cada ponto P do plano ao ponto P’ da reta HP tal que

k.HP = HP'. H é chamado de centro homotético.

Propriedades da homotetia:

Teorema 1. Seja f uma homotetia de centro H e razéo k # 0. Entéo:

1- A imagem de uma reta é uma reta paralela (ou a reta
coincidente que passa por H);

2- A imagem de um segmento de reta € um segmento de reta
paralelo. Os extremos de um sdo enviados aos extremos do outro;

3- A imagem de um triangulo € um triangulo semelhante de lados

paralelos;
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4- A imagem de uma circunferéncia de raio r € uma circunferéncia

de raio |k.r| cujo centro € a imagem do centro da primeira.

Demonstracéo: ver [7].

1.8.3- Inverso de ponto em relagdo a uma circunferéncia

Definicdo 16. Dada uma circunferéncia C de centro O e de raio r, dizemos

que o inverso de P=0 em relacdo a C € o ponto P’ sobre a reta oP gue satisfaz a

relagdo OP.OP’=r2.

Definicdo 17. Conjugado Harménico: Dados trés pontos colineares A, B e

P, com A#B, dizemos que P’ é o conjugado harménico de P em relagdo ao

—_— AP AP
segmento 4B se — = =—.
BP BP/

Proposicao 3. Os pontos P e P’ sdo inversos em relagcao a circunferéncia

C de centro O e raio r se, e somente se, sdo conjugados harmonicos em relacdo ao

diametro AB, determinado pela interseccao da reta OP com a circunferéncia C.
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Demonstragéo: ver [6].

Proposicédo 4. Sejam P e P’ inversos em relagdo a circunferéncia C de
centro O e raio r. Vamos supor que P é exterior a C. Entdo, existem pontos A e B
pertencentes a C tal que AP e BP sao tangentes a C se, e somente se, P’ pertence a

corda AB.

Demonstracéo:
(=) Note que AOAP e AOBP sao retangulos com angulo reto em A e B
respectivamente, pois AP e BP s&o tangentes a circunferéncia C. Como P e P’ sdo

inversos em relacéo a circunferéncia C, entdo r2 = OP.OP' = 0A% = OB?.
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Assim, conclui-se que AP’ e BP’ sdo alturas relativas a hipotenusa OP no
AOAP e AOBP, respectivamente. Como AP’ e BP’ sdo perpendiculares ao mesmo
segmento OP, tem-se que P’ pertence ao segmento AB.

(<) Sejam A e B pontos da circunferéncia C tal que P’ pertence a corda
AB, com P e P’ inversos em relagéo a circunferéncia C.

Assim, r2 = OP.OP' = 0A% = 0B?, o que indica que os triangulos AOAP e
AOBP sdo retangulos em A e B, respectivamente. Portanto, AP e BP s&o tangentes a

circunferénciaC. m

Definicdo 18. Seja C uma circunferéncia de centro em O e raio r. A
transformacdo geométrica que associa a cada ponto P # 0 ao seu inverso P’ em

relacdo a O € denominada Inversao.

Obs. Esta definicdo, como mencionado anteriormente, faz uso de
conceitos métricos da Geometria Euclidiana, uma vez que o inverso de um ponto P

foi definido como sendo o ponto P’ que satisfaz a relagdo OP.OP’ = r2.

Proposicéo 5. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. Se O,
P e P’ estdo alinhados, entdo, P e P’ sdao inversos em relacéo a C se, e
somente se, qualquer circunferéncia que passe por P e P’ for ortogonal a

circunferéncia C.
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Demonstracéo:

(=)Suponhamos que P e P’ sédo inversos em relagdo a C. Sejam D uma
circunferéncia que passa por P e P’ e r uma reta que passa por O e é tangente a D.
Chamemos o ponto de tangéncia de A. Por poténcia de pontos, temos que
OP.OP’ = 0A?. Por serem P e P’ inversos em relacdo a C, temos que r? =
OP.OP' = 0A?, ou seja, r2 = 0A% . Assim, A € C e, logo, A€ C uD.

Agora, seja s uma reta perpendicular a r passando por A. Entédo, s é
tangente a C no ponto A, pois s é perpendicular ao raio OA. Portanto C e D sao

ortogonais.

(<) Seja D uma circunferéncia ortogonal a C e que passa por P e P’.
Entdo, se A € um ponto de intersecdo entre C e D, a reta r tangente a D no ponto A
€ perpendicular a reta s tangente a C no ponto A. Assim, a reta r passa por O. Por
poténcia de ponto, temos que r2 = 0A = OP.OP'. Logo, P e P’ sdo inversos em

relacdo a C.m

Portanto, para construir o inverso do ponto P em relagéo a circunferéncia
C, basta construirmos duas circunferéncias ortogonais a C passando por P. O outro
ponto de intersec¢do das circunferéncias sera o ponto P’ procurado. Os pontos P, P’

e O estarao alinhados, pelo teorema acima. Veja a Figura abaixo.
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Definicdo 19. Eixo Radical é o lugar geométrico dos pontos equipotentes

em relacdo a duas circunferéncias nédo concéntricas.
1.8.4 - Inverso de circunferéncia em relacdo a uma circunferéncia

Agora que sabemos encontrar o inverso de um ponto, cabe-nos
perguntar: em qual figura sera transformada pela inversdo uma circunferéncia, por

exemplo? E uma reta?

Proposicdo 6. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. A inversao
em relacdo a C de uma circunferéncia D que passa por O € uma reta que nao passa

por O.
Demonstragéo: ver [6].

Seja C uma circunferéncia de inverséo de centro O e raio r. Seja D uma
circunferéncia de centro 0, que passa por O. Seja A #0O, 0 ponto em que a reta
t; = bT){ intercepta D. Se A’ é o inverso de A em relacdo a C, entdo, A’ pertence
at,. Seja t, a reta que passa por A’ e é perpendicular at; .

Provaremos que t,= D’, ou seja, a inversdao da circunferéncia D em
relacdo a C é areta t,.

Seja B #A, O um ponto da circunferéncia D e t; = 0B. Agora, seja P o
ponto em quet, intercepta a reta t;. Queremos mostrar que P = B’. Temos que o0s
triangulos AABO e APA'0 s&o semelhantes, pois os angulos A'0B = BOA s&o comuns

e os angulos ABO e PA'0 s&o retos. Assim,
OB OA

0A' ~ OP
Logo, OB.OP = 0A.0A’ =r? e, assim, P é o inverso de B, ou seja, P = B’.

Portanto, os inversos dos pontos B #O da circunferéncia D pertencem a
t, e, como Q (o inverso de O’) pertence a t,, entdo D'c t,. E facil ver que, pela

demonstracao feita acima, qualquer ponto P de t, € o inverso do ponto de intersecao
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da reta OP com a circunferéncia D.Logo, t,= D’ e, como Q ¢D, entdo seu inverso O

nao pertence a D’. Logo, D’ é uma reta que ndo passa por O. Veja a figura a seguir.

Inversdo de circunferéncia que passa pelo centro de inversao m

Proposigdo 7. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. A inversao
em relacdo a C de uma reta s que ndo passa por O € uma circunferéncia que passa
por O.

Demonstracéo:

A demonstracdo segue imediatamente da proposicdo acima, pois a

Inversdo é uma involucéo, ou seja, ela prépria é sua inversa. m

Proposicao 8. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. A inversao
em relacdo a C de uma reta s que passa por O € a propria reta s.

Demonstracéao: ver [6].

Proposicdo 9. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. A inversao
em relacdo a C de uma circunferéncia D que ndo passa por O € uma circunferéncia
gue néo passa por O.

Demonstragéo:
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Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r. Seja D uma circunferéncia
que nao passa por O. Seja s uma reta que passa por O e é secante a circunferéncia
D. Sendo A #B os pontos de interse¢ao de s com D, entdo, os inversos A’ e B’ de A
e B, respectivamente, em relagédo a C, pertencem a reta s. Agora, seja P ¢ s tal que
P €D.Se P’ é o inverso de P em relacdo a C, entdo, temos quer? = 0A.0A' =
OP.OP'. Logo,

0OA _OP
OP"  0A

Portanto, como os angulos POAe A'OP’ coincidem, temos que o0s

triangulos AOAP e AOA'P'sdo semelhantes. Assim,

OAP = 0P'A. 1)

Inversdo de circunferéncia que ndo passa pelo centro de inverséo

Analogamente, temos que,

0BP = OP'B'. 2)
Agora, pelas propriedades de soma de angulos de um triangulo, temos
que OAP = ABP + APB = OPB + APB. Logo,
APB = OAP — OBP. (3)

Por outro lado, OP’A’ = OP'B' + A'P'B’, logo,
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A'P'B' = OP'A' — OP'B'. (4)

Como consequéncia das equacgoes (1), (2), (3) e (4), temos que,

APB = A'P'B'.
Portanto, como P descreve a circunferéncia D, entdo, P’ descreve a
circunferénciaD’. m
1.8.5 - Propriedades da Geometria Inversiva.

Tendo em vista os Problemas de Apolbnio, estamos interessados na

resolucdo de exercicios que envolvem tangéncia entre curvas.
Proposicao 10. Seja C uma circunferéncia de centro O e raior. Set € uma

reta que ndo passa por O, entéo, a reta tangente a circunferéncia t’ (inversa de t) em
O é paralelaaretat.

Demonstracéo: ver [6].
Proposicdo 11. Seja C uma circunferéncia de inversao de centro O e raio

r. Sejam m, n duas retas concorrentes em P, diferente de Q . Entédo, o &ngulo entre

as retas m e n € o mesmo angulo entre m’ e n’.
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Demonstracéo:

Caso 1. Suponhamos que as retas m e n passam por O. Entdo, como

m=m’en=n’,0angulo entre me n € o angulo entre m’ e n’.

Caso 2. Suponhamos que m e n nao passem por O. Entdo, m’ e n’ séo
circunferéncias que passam por O. Pela Proposicao 10, a reta tangenteam’em O é
paralela a m, e a reta tangente a n’ em O é paralela a n. Logo, o angulo entre m’ e n’
€ igual ao angulo entre m e n.

Caso 3. Suponhamos que a reta m passe por O e n nao passe por O.

Entdo, m’ = m e n’ € uma circunferéncia que passa por O. Logo, m’ e n’
interceptam-se em O. Assim, o angulo entre m’ e n’ no ponto P’ é igual ao angulo no
ponto O. Além disso, a reta tangente a m’ = m em O € a proOpria reta m, e a reta
tangente a n’ em O é paralela a n. Portanto, o angulo entre as retas tangentesam’ e

an’ éigualao anguloentre me n.m

Corolario 11.1. Seja C uma circunferéncia de inverséo de centro O e raio
r. Se A e B sao circunferéncias que passam por O, entdo, o angulo entre A e B é
igual ao angulo entre A’ e B’.

Demonstracéo: ver [6].

Proposicao 12. Seja C uma circunferéncia de inversédo de centro O e raio
r. Se uma reta t e uma circunferéncia D sdo tangentes no ponto P #0O, entdo, as

inversdes t’ e D’ sao tangentes no ponto P’.

Inverséo preserva tangéncia
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Demonstracgéao: ver [6].

Obs. Observe que se P = O, entdo, a inversa de t é a propria retat e a
inversa de D é uma reta. Neste caso, o unico ponto de intersegédo entre ' e D’ é o

ponto Q (o inverso de P). Assim t' e D’ sao paralelas.

Tangéncia em O transformada em paralelismo.
Proposicao 13. Seja C uma circunferéncia de inversédo de centro O e raio

r. Se A e B sao circunferéncias que ndo passam por O, entdo, o angulo entre Ae B é

igual ao angulo entre A’ e B’.
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Inverséo preserva angulo de circunferéncias

Demonstracéo:

Sejam A e B duas circunferéncias que nédo passam por O. Sejam t; e t,
as retas tangentes a A e a B, respectivamente, no ponto P de interseccdo das
circunferéncias. Entdo, a circunferéncia t'; é tangente a circunferéncia A’, e a
circunferéncia t', é tangente a B’. Pela Proposi¢do 11, o angulo entre t, e t, é igual
ao angulo entre t'; e t',.Sejam t; a reta tangente a A’ no ponto P’ e t, a reta
tangente a B’ no ponto P’. Assim, t; é tangente a t’; em P’ e t, é tangente a t', em
P’. Logo, o angulo entre t; e t, € 0 angulo entre t', e t', que, por sua vez, é o angulo

entret; et,. m
Obs. Um pequeno cuidado que devemos tomar ao nos referirmos ao

centro de uma circunferéncia dada por meio de uma inversao é que este centro nem

sempre é o inverso do centro da circunferéncia que foi invertida.
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O inverso do centro

Por exemplo, na figura acima, B’ n&o € o centro de D’, mas B’ e o centro
de D’ pertencem a mesma reta t. Mais do que isso, B’ e O sado inversos em relacido a

D’.A proposigao a seguir nos diz exatamente quem é o centro de D’:

Proposicao 14. Seja C uma circunferéncia de inverséo de centro O e seja
D uma circunferéncia que néo passa por O. Seja A o inverso de O em relagdo a D e
seja D’ a inversa de D com relagdo a C. Entao, A’, o inverso de A em relagédo a C, é

o centro da circunferéncia D’.

O centro do inverso
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Demonstracéo:

Seja t a reta que passa pelos centros O de C, e B de D. Se A é o inverso
do ponto O em relagéo a D, entdo, A €t. Seja S uma circunferéncia que passa pelos
pontos O e A. Entédo, S é ortogonal a D (veja a Proposigao 6).Agora, a inversa S’ da
circunferéncia S em relacdo a C é uma reta, pois S passa pelo centro de C. Mais do
que isso, S’ é ortogonal a D’. Logo, S’ passa pelo centro 0, de D’. Temos também
que 0; €t. Logo, 0,= S nt. Como A €t e A €S, entdo, sendo A’ o inverso de A em
relacéo a C, temos que A’ =S’ nt’. Porém, comot=1t, A’ =S’ n t. Portanto, A’ = 04,

ou seja, o inverso de A em relacédo a C é centro da circunferéncia D’. m

Proposicdo 15. Seja C uma circunferéncia de inversao de centro O e seja
D uma circunferéncia que ndo passa por O. Seja A o inverso de O em relacdoa D e
seja D’ a inversado de D com relagdo a C. Entao, A’, o inverso de A em relacédo a C é

o centro da circunferéncia D’.
Demonstracédo: ver [6].

Proposicdo 16. Sejam AB e EF segmentos disjuntos contidos em uma
mesma reta. Entdo, existe um Unico par de pontos P e Q que sdo conjugados

harménicos, simultaneamente, com relagdo a AB e EF.
Demonstracéao: ver [6].

Proposicdo 17. Sejam C e D duas circunferéncias nao concéntricas.

Entdo, existe uma inversao que levam C e D em circunferéncias concéntricas.

Demonstracéao: ver [6].

1.9 CONSTRUCOES GEOMETRICAS BASICAS

Ao longo de nosso trabalho teremos que fazer construcfes basicas, para

gue possamos usa-las como constru¢des auxiliares em nossas resolucdes.
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12 construcdo: Construir com régua e compasso um angulo congruente ao

angulo XAY.

Descricdo dos Passos:

1. Centra-se no vértice do angulo que se vai transportar e, com
abertura qualquer, descreva um arco que corta os dois lados do angulo,
gerando os pontos 1 e 2;

2. Traca-se um lado do angulo a ser construido, definindo seu
vértice;

3. Com a mesma abertura do compasso e centro no vértice do
segundo angulo, descreve-se um arco, igual ao primeiro, e que corta o lado ja
tracado, definindo um ponto que corresponde ao ponto 1 do primeiro angulo;

4. Volte ao primeiro angulo e meca a distancia entre os pontos 1 e
2, com 0 compasso;

5. Aplica-se esta distancia no segundo angulo a partir do ponto
correspondente ao ponto 1 sobre o arco ja tracado, definindo o ponto
correspondente ao ponto 2;

6. A partir do vértice e passando pelo ponto correspondente ao
ponto 2, traca-se o outro lado do angulo.
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22 construcdo: Construir com régua e compasso uma reta s, paralela a
reta r e passando pelo ponto A.

A
L

Descricdo dos Passos:
1. Tome pontos C e X sobre aretare una A aC,;

2. Construa um angulo CAY tal que CAY = ACX, e tal que X e Y

estejam situados em semiplanos opostos em relacdo a reta AC;

3. Aretas=A4C é paralela aretar.

32 construcao: Construir com régua e compasso 0 ponto medio entre dois

pontos A e B.
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Descri¢édo do Passos:
1. Trace umareta por A e B;
2. Com compasso em A, fagca um arco de circulo que passe por
B. Em seguida, repita o processo com compasso em B, passando por A, de
modo que os dois arcos se encontrem em dois pontos 1 e 2;
3. Com a régua sobre 1 e 2 marque o ponto médio M sobre o

segmento AB.

42 construcao: Construir com régua e compasso uma reta s perpendicular

ar gque passa pelo ponto A.

A
®
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Descricdo dos Passos:
1. Com o compasso centrado em A, descreva um arco de circulo

que intercepte a reta r em dois pontos B e C;

2. Construa o ponto médio M de BC e faca s = AM.

52 construgdo: Construir o ponto P’, inverso de P em relacdo a

circunferéncia C, de centro O e raio r.
Nesta construcéo iremos mostrar duas formas diferentes de solucionar o

problema.

Descri¢cao dos Passos

12 Solucéo:

1. Construa a semirreta OP € 0 ponto médio do segmento OP;

2. Construa um circulo auxiliar com centro neste ponto médio e diametro
OP. Obtenha os pontos de intersecdo A e B dos dois circulos. Construa as

semirretas que partem de P e passam por A e B;
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3. Construa a corda que une os pontos A e B. Obtenha o ponto de

intersecao deste segmento com a semirreta inicial OP. Chame-o de P".

Obs. essa construcéo so € possivel se P for externo a circunferéncia C.

22 Solucéo
1. Trace a semirreta OP;

Y

2. Passando por O, trace a perpendicular a semirreta 0P e

assinale os pontos A e B de intersec¢do com a circunferéncia;

3. Trace a semirreta AP e assinale 0 ponto C, outro ponto que

intercepta a circunferéncia;

4. Trace a semirreta FC;

5. Assinale o ponto P’, inverso de P, que resulta da intersecgao

das semirretas OP e BC.
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62 Construcao: construir a média geométrica de dois segmentos de reta.

Descri¢cdo dos Passos

1. Coloque os dois segmentos em uma reta obtendo um
segmento de tamanho a + b;

2.  Encontre o ponto médio M deste segmento;

3. Trace o semicirculo com centro em M e com diametro (a + b);

4. Trace a reta perpendicular que sai da extremidade entre a e b.

Obs. Uma observacdo importante aqui é: qual € o valor de f = PC' =
PB'?
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Como o arco A’MD' é um semicirculo o triangulo AA’PD' é retangulo com
angulo reto em P. Portanto, a e b sdo projecdes dos catetos em relacdo a

hipotenusa e f é a altura relativa a hipotenusa. Portanto,f? = a. b, ou seja, o valor de

f =+Va.b. Consequentemente, PC' = PB' =VA'B'.C'D’

72 Construcao: Construir um ponto Q simétrico a um ponto P em relacdo a

reta r.

Se o0 ponto P pertence a reta r, ndo € preciso constru¢do, pois Q é

coincidente a P.

Vamos entéo fazer a constru¢cdo em que P ndo pertence aretar.

Descricdo dos passos:

1. Trace uma reta s perpendicular a reta r que passa pelo ponto

P, marcando o ponto M na intersecéo entre as retas r e s.
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2. Trace uma circunferéncia C, de centro M e de raio igual ao
segmento MP.
3. Marque o ponto Q na intersegao da circunferéncia C com a reta

S, no lado oposto ao ponto P.
Fh
| l

82 construgcado: Construir os centros homotéticos O e O’, em relagdo a

duas circunferéncias externas C; e C,.

Descri¢cdo dos passos:

1. Tracamos areta 0,0, =r;
2. Tracando as retas perpendiculares s e t em relacdo a reta r,
passando por 0; e 0,, respectivamente, marcamos 0s pontos A e B na

intersecao de s com C,, e 0s pontos C e D na interse¢cédo de t com C;
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3. Tracamos a reta AC =a e marcamos 0 centro homotético

externo O na intersecdo entre as retas aer. Tracamos a reta AD =b e

marcamos o centro homotético interno O’ na interseg¢ao entre asretas b e r.

Obs. Para construir os centros homotéticos para circunferéncias com
posicbes relativas diferentes, usamos 0s mesmos passos. N&o temos centro

homotético para circunferéncias concéntricas.

92 construcdo: Construir a circunferéncia inversa da circunferéncia D, de
centro P, em relacdo a circunferéncia C, de centro O. Sejam C e D circunferéncias

externas.
Descricdo dos passos:

1. Marque trés pontos A, B e E, na circunferéncia D.

2. Faca os pontos A’, B’ e E’, inversos de A, B e E, respectiva-
mente, em relagdo a circunferéncia D;

3. Trace a circunferéncia D’, inversa de D em relacdo a C, que

passa pelos pontos A’, B’ e E'.
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Obs.

1. Note que, na construgdo acima, D’ é interna a C. Caso D fosse
interna a C, D’ seria externa a C.

2. Quando D é secante a C, com O ndo pertencente a D, a
circunferéncia D’ sera secante a C e a D, nos mesmos pontos de intersecéo
de C e D. Caso O pertenca a D, D’ € uma reta que passa pelos pontos de

intersecao de C com D.

102 construcdo: Construir uma circunferéncia C’, com centro em um ponto
Q qualquer, ortogonal a uma circunferéncia C, de centro O. Note que uma
circunferéncia ortogonal a circunferéncia C s6 faz sentido para um ponto Q exterior a
C.

Descri¢cado dos passos

1. Trace areta Wj e as retas t, e t,, tangentes a C no ponto Q;

2. Marque um ponto P na interse¢cdo de t; com C (ou na
intersecao de t; com C);

3. Trace a circunferéncia C’ ortogonal a C, de centro O e raio igual

aPQ.
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112 construcado: Construir os conjugados harmoénicos simultaneos, P e Q,
de dois didmetros AB e EF, das circunferéncias C e D, respectivamente. Sejam C e
D duas circunferéncias externas, de centros O e W, respectivamente. Chamemos de
s a reta OW. ABeEFsdo os diametros determinados por s em C e D,

respectivamente.
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Descri¢cdo dos passos:

1. Trace uma circunferéncia qualquer S secante a C, de centro
em A. Faca a inversao de C em relacdo a S, obtendo a reta ¢’. Marque um
ponto B’ na interse¢ao de ¢’ com s;

2. Determine a circunferéncia D’, inversdo de D em relagdo a S.

Encontre a reta s’, inversdo da reta s em relagao a S. Perceba que s’ = s;

3.
4.
5.
6.

Faca a circunferéncia G’ ortogonal a D’, com centro em B’;
Marque nas intersecdes de s com G’ os ponto P’ e Q’;

Inverta P’ em relacdo a S e marque o ponto P;

Inverta o ponto P em relacdo a circunferéncia C e marque o
ponto Q.

I
Y

122 construcdo: Construir duas circunferéncias C' e D’ concéntricas,

inversdes de C e D em relagcédo a uma circunferéncia S, respectivamente.

1. Encontre os conjugados harmoénicos simultéaneos, P e Q, das
circunferéncias C e D;

2. Trace uma circunferéncia S, com centro em P;

3. Determine C’, a inversao de C em relagcédo a S, e marque O’, o
centro de C’;
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4. Determine a circunferéncia D’, inversao de D em relagdo a S

com centro em O’.

Og
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CAPITULO 2- SOLUCOES PARA O PROBLEMA DE APOLONIO

Neste capitulo apresentamos a resolucéo das dez varia¢cdes do problema
de Apoldnio, relativos as configuracdes entre os trés objetos — ponto (P), reta (R) e
circunferéncia (C). Nas variacdes cuja resolucdo € menos complexa, as justificativas
dos passos da solucdo s&do explicitadas. Mas, conforme a complexidade da
resolucdo aumenta, nés optamos por simplesmente descrever os passos de
solucdo, uma vez que utilizamos transformacfes geométricas que reduzem as
variacbes mais complexas a variacdes ja tratadas anteriormente, cujas solucdes ja
foram justificadas. Notemos ainda que uma situacdo do CCC foi resolvida tanto no

plano euclidiano como no plano inversivo.
2.1. PPP

Caso 1. Trés pontos colineares.
A solucdo é a reta r que os trés pontos pertencem. Trata-se aqui a reta

como sendo uma circunferéncia de raio infinito.

Caso 2. Trés pontos nao colineares
A solucdo é uma circunferéncia: o encontro das mediatrizes entre cada
dois pontos é o lugar geométrico chamado circuncentro, que € o centro da

circunferéncia que passa pelos trés pontos dados.

57



Obs.

1) A reta a é a mediatriz do segmento AB.
2) A reta b € a mediatriz do segmento BC.
3) A reta c é a mediatriz do segmento AC.
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2.2- PPR

Caso 1. Os dois pontos pertencem a reta r.

N&o tem solucéo.

Caso 2. S6 um ponto pertence a reta r.

A solucdo é uma circunferéncia cujo centro € a intersecdo de dois lugares

geométricos: a reta perpendicular a reta dada no ponto pertencente a reta e a

mediatriz dos pontos dados

Obs.
1) A reta s é perpendicular a reta r.

2) A reta m é a mediatriz do segmento AB.
Caso 3. Os dois pontos nao pertencem a reta.

Este caso tem duas situacgoes:

12 situacéo: A reta corta o segmento formado pelos dois pontos.
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N&o h& solugcdo nesse caso, pois qualquer circunferéncia que passar por

A e B ira cortar a reta r em dois pontos e, portanto, ndo sera tangente a reta.

22 situacao: A reta nao corta o segmento formado por A e B.
Discutimos essa situacéo de duas formas:

a) A e B pertencem a uma perpendicular s.

Temos duas solucdes, a circunferéncia C;, de centro 0, e a circunferéncia
C, de centro 0,. A solucdo comeca tracando a mediatriz m em relagcdo ao segmento
AB, marcando o ponto médio M entre os pontos A e B. As circunferéncias que
gueremos encontrar tem o comprimento do raio igual a distancia entre a mediatriz m
e a reta r. Marcando o ponto T, a intersecdo das perpendiculares r e s, podemos
usar a circunferéncia D, de centro B e raio de comprimento MT, para marcar 0S

centros 0, e 0,, nas intersec¢des dessa circunferéncia com a mediatriz m.
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b) A e B nao pertencem a uma reta perpendicular s. A
solucdo desse caso pode ser vista, por exemplo, em [8]. Observamos que,
para obter a solucdo desse problema, basta encontrar o centro da
circunferéncia que é tangente a reta e que passa pelos dois pontos. Assim, o
lugar geométrico desse centro sera a intersec¢do da mediatriz dos dois
pontos dados com a reta perpendicular a reta r dada que passa pelo ponto de
tangéncia de r com a circunferéncia. Mas fica uma pergunta: como encontrar
esse ponto de tangéncia da reta r com a circunferéncia? Em [8], ha
construcdes para dois casos diferentes:

12 construcao: a reta formada pelos pontos dados é paralela a reta dada.

Nesse caso, a reta perpendicular no ponto de tangéncia e a mediatriz
entre os pontos dados sdo a mesma reta. Portanto, o ponto de tangéncia € a
interseccdo da mediatriz com a reta dada. Para encontrar o centro, basta tracar a
mediatriz entre um dos pontos dados e o ponto de tangéncia, determinando-se,

assim, a solugéao.
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22 construcdo: a reta formada pelos pontos dados é concorrente, mas néao
perpendicular a reta dada.

Neste caso, o0 artigo demonstra como encontrar 0 segmento que resulta
no ponto de tangéncia que pertence a reta, utilizando a Lei de Secantes, que ira

implicar na constru¢do de uma média geométrica.

Dados os pontos A, B e a reta r, tracando a reta s, que passa por A e B,
encontramos o ponto de interseccdo R, formando uma reta secante a circunferéncia
de solugdo. Como queremos encontrar o ponto de tangéncia S, temos a seguinte
relacdo pela lei da Secante: RA.RB = RS?, ou seja, RS = VRA.RB, que é a média

geométrica entre RA e RB. Usando a constru¢cdo acima descrita encontramos RP.
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Tracando o circulo F, com centro em R e raio RP, a intersec¢do desse circulo com a
reta r € o ponto de tangéncia S da circunferéncia solugdo com a reta r. Assim,

tragamos a circunferéncia solucao passando por A e B e tangente a r no ponto S.
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2.3. PPC

Caso 1. Um ponto € interno ao circulo e o outro € externo.

Nesse caso obviamente ndo ha solucao.

Caso 2. Um ponto é externo, ou interno, € 0 outro pertence a

circunferéncia.

Nesse caso, o centro da circunferéncia-solucdo pertence a reta que passa

por O e Q, e equidista de P e Q. Logo, hd uma unica solucdo: basta tracar a

mediatriz do segmento PQ, cuja intersecdo com a reta w € 0 centro da

circunferéncia solugéo do problema.
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Caso 3. Os dois pontos pertencem a circunferéncia.

o

Nesse caso nao tem solucdo distinta de C, pois se tracarmos uma
circunferéncia por P e Q, essa circunferéncia é secante ou coincidente a

circunferéncia C.

Caso 4. Os dois pontos s&o externos.

Nesse caso temos que distinguir duas novas situacdes: (1) a mediatriz do
segmento formado pelos dois pontos ndo passa pelo centro da circunferéncia; (2) a
mediatriz do segmento formado pelos dois pontos passa pelo centro da

circunferéncia.
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situacio (1)

situacao (2)

12 situacdo: a mediatriz do segmento formado pelos dois pontos nao

passa pelo centro da circunferéncia.

Vamos supor o problema resolvido. Por exemplo, tomemos a solugdo em
que a circunferéncia solucdo € externa a C. Entdo, a reta tangente as duas
circunferéncias, no ponto T,, vai interceptar a reta que passa por P e Q em um
ponto, digamos, R. Observemos que a reta que tangencia C no ponto T,, relativo a
outra circunferéncia-solucéo, tangente interna a C, também passa por R. Agora,
tracemos uma circunferéncia secante a C, passando por P e Q. Ela vai cortar Cem,
digamos, P; e P,. Usando poténcia de pontos, temos que:

(RT,)? = RP,.RP, = RP.RQ = (RT,)?
Vimos que existem duas solugdes:
i) A circunferéncia C; que passa por P, Q e T;.
i) A circunferéncia C, que passa por P, Q e T,.
Apresentamos a seguir, passo a passo, essas duas soluc¢des (podem

ser encontradas também em [5]).

a) Trace a mediatriz m do segmento formado pelos dois

pontos P e Q;
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b) Trace um circulo D, de centro qualquer, que passe pelos

dois pontos e seja secante a circunferéncia C em P; e P,, de centro 0 dado;

C) Trace a reta P, P, até atingir a reta que contém o segmento

PQ, no ponto R;
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d) Trace a circunferéncia D; cujo didmetro € OR e suas

intersecBes com C s&do os pontos T, e T, (assim, RT,0 = RT,0 = 90°);

e) Chegamos assim a duas solugdes:
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i) Trace a mediatriz m; de PT;. A intersecdo entre me m, €

0 centro 0, da circunferéncia C; que passa por P e Q, e é tangente a C;

1)) Trace a mediatriz m, de PT,. A intersecdo entre mem, € 0

centro 0, da circunferéncia C, que passa por P e Q, e é tangente a C.
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22 situacao: A mediatriz do segmento formado pelos dois pontos passa

pelo centro da circunferéncia.

Nesse caso, também havera duas solugoes.
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Ache as mediatrizes m, entre P e Q, m,, entre Q e T;, e m,, entre P
e T,. Ache entdo os centros 0, e O; das respectivas circunferéncias-solucao
C, e Cs.

Caso 5. Os dois pontos sao internos ao circulo.

As solucdes para esse caso sdo encontradas da mesma forma que

foram encontradas para 0 caso dos pontos externos.
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2.4. PRC

Os casos a seguir serdo discutidos conforme a posicdo da reta r em

relacdo a circunferéncia C. As situacfes de posicdo do ponto serdo vistas caso a
caso.

Caso 1. A reta é secante a circunferéncia.

12 situacdo — O ponto é interno a circunferéncia e ndo pertence a reta.

Neste caso, ha duas solugdes. A intencéo é reduzir o problema a PPR,
caso 3, 22 situacdo. A justificativa disso pode ser encontrada em [8], onde é
mostrado o fato de que as circunferéncias-solu¢do do PRC devem conter o ponto Q,

definido em (b), abaixo. Indicaremos passo a passo o procedimento a ser feito, que
sera usado também em outras situacoes.

a) Trace a reta s perpendicular a reta r e que passa pelo centro O
da circunferéncia C. Seja T a interse¢cdo de s com r. Denotemos as
intersecdes de s com C por A4, e A,;
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b) Trace a reta t = A;P e a circunferéncia D que passa pelos

pontos T, P e A,. Na intersec¢édo de t com D marque o ponto Q.
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c) Considere agora a construgao PPR, caso 3, 22 situacao, 22
construcéo, para o caso dos pontos P e Q, mais a reta r. Encontramos assim

as duas solucoes.

22 situacdo — O ponto é interno a circunferéncia e pertence a reta.
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Nesta situacdo ha duas solucbes. Note que os centros 0, e 0, das
circunferéncias-solugdo dessa situacdo pertencem a reta s, que é perpendicular a
reta r no ponto P, pois P serd o ponto de tangéncia das solu¢cdes com a reta r.

Portanto, o problema € encontrar os pontos de tangéncia T, e T, em C, tal que
01P == 01T1 e 02P == 02T2.

Temos duas construcoes:
12 construcado: s contém um diametro da circunferéncia C.

Os pontos 0, e 0, sdo os pontos médios de AP e A,P, respectivamente,

sendo os pontos A; =T; e A, =T, as interse¢des de s com C.

22 construcdo: s ndo contém um diametro da circunferéncia C.

Tracando a perpendicular t em relacdo a reta r que passa por O,
marcamos 0s pontos A; e A, na interse¢cao com C. Tracando as retas PA, e PA;,
marcamos, respectivamente, os pontos T;eT, na intersecdo com C. Portanto,

0,e 0, sé@o as intersecbes de s com as mediatrizes m;em,, de PT;ePT,,
respectivamente.
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32 situacdo — O ponto pertence a circunferéncia e ndo pertence a retar r.

12 construgcdo: a reta PO ndo € perpendicular a r. Aqui temos duas

solucdes, pois existe uma circunferéncia tangente interna, além de outra externa a



circunferéncia C, ambas passando por P. A constru¢cdo é igual ao método
apresentado logo acima.

22 construcao: a reta PO é perpendicular a reta r. Neste caso, temos uma

solucdo, que é a circunferéncia C;, de raio 0,P e centro 0,, sendo 0, 0 ponto médio

entre o ponto P e o ponto T de intersecdo da reta r com PO.
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42 situacao — O ponto pertence a circunferéncia e a reta.

Neste caso a solu¢édo ndo tem solucgéao.

52 situacdo — O ponto é exterior a circunferéncia e ndo pertence a reta.

Temos duas solugbes construidas de modo igual ao Caso 1, 12 situacao,

22 construcdo, desta secao.

79



62 situacdo — O ponto é exterior a circunferéncia e pertence a reta.

Ha duas solugbes: os centros O0;e0,, respectivamente, das
circunferéncias-solugéo C; e C, pertencem a reta t, perpendicular a reta r no ponto P.

Portanto, basta tracar a perpendicular s a reta r no ponto O, marcando 0s pontos

A; e A,. Tracando as retas A,P e A,P, encontramos, respectivamente, os pontos de
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tangéncia T,eT,. Assim temos as circunferéncias C;e(C, passando,

respectivamente, por T,e P, e por T, e P.

— 1 &

Caso 2. A reta € tangente a circunferéncia, no ponto A.
Esse caso € comentado na referéncia [8].

12 situacéo — O ponto P é interior a circunferéncia.

Existe apenas uma solucdo nesta situagao. Basta determinar o ponto Q,

que seja simétrico ao ponto P em relacéo a reta perpendicular a reta r no ponto A,
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que chamaremos de reta s. Esse fato garante que a reta s é a mediatriz de PQ.
Assim temos o centro da circunferéncia solugédo C;, o ponto 0,, que € intersecéo

entre a mediatriz de AP e s..

Obs. A reta m é mediatriz de AP.

22 situacdo — O ponto P pertence a circunferéncia e ndo pertence a reta.

Se AP for um didmetro, ndo temos solucdo distinta de C.

r

Se AP né&o for um diametro, temos uma solugdo. A circunferéncia solucgéo

C, € a circunferéncia tangente a reta r e que passa pelo ponto P.
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Como mostramos na figura acima, para encontrar a circunferéncia Cj,
temos que tracar a reta t, tangente a circunferéncia C no ponto P, e a reta s,
perpendicular a reta t no ponto P. Sabe-se que t € tangente a circunferéncia C; e a
circunferéncia C. Portanto, o centro 0, da circunferéncia C; pertence a reta s.
Marcando o ponto R na intersecdo das retas r e t, e 0 ponto Q pertencente a reta r
tal que, PR = RQ, teremos que os triangulos AO;PR e AO;QR s&o congruentes.
Portanto, tracando a reta a perpendicular a reta r no ponto Q, a intersecdo entre a

reta a e a reta s é o ponto 04, centro da circunferéncia C; de raio PO,.
32 situagéo: o ponto P = A.

Esta situacéo € interessante, pois qualquer circunferéncia que passa pelo
ponto P e que é tangente a circunferéncia C € uma solugcéo do problema. Portanto,

temos uma infinidade de solugdes de raios distintos.
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42 situacao — O ponto P é externo a circunferéncia e ndo pertence a reta.

Temos duas circunferéncias-solugao C; e C, (ver referéncia [8]).

i

52 situacdo — O ponto P é externo a circunferéncia e pertence a reta.
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Temos uma solugdo. Para construi-la, temos que analisar alguns fatos:

- 0, pertence a reta s perpendicular a r no ponto P.

-aretad = 00, é perpendicular a reta t, tangente as circunferéncias C e

C; no ponto T.
- M é a intersecdo das retas r e t.

Assim, temos que AAOM = ATOM e ATO.M = APO,M. Portanto, AM =
TM = MP. Logo, M é ponto médio do segmento AP.
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Assim, na construcdo da solucao, acha-se o ponto médio M e traca-se a
reta t tangente a circunferéncia C, no ponto T, que passa por M. Tracando a reta d
pelos pontos O e T, a interse¢cdo com a reta s é o centro O1 da circunferéncia C;

com raio PO;.
Caso 3. A reta é externa a circunferéncia.

12 situacdo — O ponto é interno a circunferéncia.

()

Nesta situagdo n&o ha solucao.

22 situacao — O ponto pertence a circunferéncia.
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N

Nesta situacdo temos duas solucfes. A construcdo é simples, mas seu
entendimento depende da verificagcdo de algumas propriedades. Vamos primeiro

supor o problema resolvido.

Na figura abaixo:

- ao tracar a reta s = OP, notamos que 0s centros 0, e 0, das solucdes

C, e C,, respectivamente, pertencem a reta s;

- ao tracar a reta t tangente a circunferéncia C, marquemos o ponto T na
intersecao der e t;

- t e s sdo perpendiculares, portanto, o angulo 0,PT é reto;
- O angulo 0, T, T também é reto, pois T; € ponto de tangéncia entre C; e r;

- Assim temos que: APT0O, = AT,T0O, e APTO, = AT,TO0,, pois:

0,PT = 0,T,T sdo retos 0,PT = 0,T,T sdo retos
TO, é comum e TO, é comum
PO, = T,04 sao o raio PO, = T,0, sao o raio
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Assim, para construir as solucbes C; e C,, basta encontrar os pontos
T; e T, que séo as interse¢des da circunferéncia auxiliar D e a reta r. A circunferéncia

D tem raio PT e centro T.
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32 situacdo — O ponto é externo a circunferéncia e ndo pertence a reta.

Se P esta em lado oposto a circunferéncia C em relacdo a reta r, ndo

temos solucgéao.

O/

Mas, se o ponto P esta no mesmo lado da circunferéncia C, vai haver

duas solucdes.

O/

7

A construcdo € da mesma forma que no Caso 1, 12 situacdo, 22

construcdo desta secao.
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42 situacdo — O ponto é externo a circunferéncia e pertence a reta.

12 construcdo: o ponto P pertence a reta s, que é perpendicular a retar e

passa pelo ponto O. Temos duas solu¢des e a construcao é simples.

22 construcdo: o ponto P ndo pertence a reta s, que € perpendicular a reta
r e passa pelo ponto O. Nesta situacdo, temos duas solucdes, e a construcdo é

analoga a do Caso 1, 22 situagéo, 22 construcao.
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2.5. PRR

Os casos apresentados a seguir sdo dados conforme as posicdes

relativas das duas retas, r e s, e as situacdes do ponto P.

Caso 1. As retas r e s S&0 concorrentes no ponto Q.

12 situacéo: P nao pertence a nenhuma das retas.

Nesta situacdo temos duas solucdes. Os centros das circunferéncias
devem pertencer a uma das bissetrizes dos angulos formados pelas retas r e s no
vértice Q. Assim, tragando essa bissetriz b e tomando o simétrico P’ do ponto P em

relacdo a bissetriz b, reduzimos a situacdo ao problema PPR, Caso 3, 22 situacéo.
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22 situacao: P pertence a uma das retas.

Nesta situacdo temos duas solu¢des. Sua construcdo € mais facil, pois os
centros das circunferéncias, além de pertencerem as bissetrizes entre r € s no

vértice Q, pertencem a reta perpendicular a s no ponto P.
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32 situagdo: P = Q.

Nesta situacdo ndo ha solucdo (a ndo ser que consideremos como

solugdo um circulo de raio igual a zero).
Caso 2. r e s sao paralelas.

12 situagdo: P ndo pertence a ambas as retas e estd no mesmo lado em

relacdo as duas retas.
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Nesta situagédo ndo ha solucéo.

22 situacao: P pertence a uma das retas.

Nesta situacdo ha uma solucdo. Basta tracar a perpendicular a s no ponto
P encontrando o ponto Q em r. Agora, achando o ponto médio de PQ, encontramos

o centro O da circunferéncia C, solucéo do problema.

32 situacdo: P ndo pertence a ambas as retas e esta entre elas.
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Nesta situacdo ha duas solucdes. Podemos verificar que o raio das
circunferéncias € a metade da distancia entre r e s. Assim para determinar a solucao
basta tracar a reta t, que equidista de r e s, e uma circunferéncia auxiliar D, com
centro em P e raio igual a distancia entre s e t. Na intersecdo da reta t com a
circunferéncia D, determinamos o0s centros 0, e 0,, das circunferéncias C; e C,,

respectivamente, com raio iguala da circunferéncia D.
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2.6. PCC

Vamos separar os casos conforme as posicdes relativas entre as duas

circunferéncias C; e C,, estudando as diversas situacdes do ponto P.

Caso 1. As circunferéncias C; e C,Sa0 externas.
12 situacdo: P é interno a uma das circunferéncias.

N&o ha solucao.

22 situacdo: P é externo as duas circunferéncias.

Primeiramente, se T, e T, sdo 0s pontos de tangéncia de C;, uma das

duas solugdes externas a ambas (a outra seria C,), eles pertencem aos lados 0,05 e
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0,03, respectivamente, do triangulo formado pelos centros 0;, 0, e 0;. Notemos
que, na figura a seguir, a reta que passa por T; e T, intercepta a reta que passa por
0, e 0, no ponto O. Por construcdo, AT, = 0,T, = r,, € 0s triangulos AOT,0, e
A0,A0,; sdo semelhantes. Logo, temos que 00,/00, = 0.T, /AT, = r/r,.
Concluséo: O é o centro homotético, em relacdo as duas circunferéncias, de razéo
r/7,. Mas isso significa que OC.0D € constante para quaisquer C e D, conforme a

figura a seguir. Em particular,se C =T, e D = T,.

Assim, a reta que passa por O e P vai cortar C; em um ponto Q, e
teremos entdo a seguinte relagdo: OP.0Q = OT,.0T, = 0A,.0A,. A construcédo a
seguir tem por finalidade determinar o ponto Q, que vai servir para achar as duas
solugbes que sdo externas a ambas as circunferéncias. Ha duas outras solucfes

referentes a uma construcao analoga, com centro de homotetia interno.

Descri¢cdo dos passos:

a) Construir o centro homotético externo O na reta 0,0, e tracar a

retar = (O_P);
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b) Construir os triangulos AOPA, e AOA,Q semelhantes, tais que

A; e A, s&o pontos de 0,0, e Q é ponto OP;

c) Usando o método no caso PPC para dois angulos externos P e

Q, encontrar os pontos T; e Ty em Cj;
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d) Trace as retas OT,e OTs;, marque os pontos T, e T, na

intersecao das retas com C,, tais que estejam em lados opostos ao centro 0,;

e) Tracando as mediatrizes m,m;em, de PQ,PT;ePT;,

respectivamente, temos o0s centros das circunferéncias-solucdo C; e C,: O3,

que é a intersecado entre m e my; 0,, intersecao entre m e my;
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Vamos repertir o processo com o centro de homotetia interno O’,
visto em [5], onde encontramos as circunferéncias Cse Cq, solucbes do

problema, que passam por P e Q'.

f) Ache o centro homotético interno 0’ na reta 0,0, e trace a reta
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g) Trace uma circunferéncia auxilar D, que passa pelos ponto P,

A, e A;. Alintersecdo de D com aretar, é o ponto Q’.

h) Usando o método no caso PPC para dois angulos externos P e

Q’, encontre os pontos Ty e Tg em Cy;

i) Trace as retas 0'T, e 0'Tg, marque os pontos Ts e T, na

intersecao das retas com C;, tais que estejam em lados opostos ao centro Oy;
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j) Tracando as mediatrizes m',myem, de PQ',PT,e PTg,

respectivamente, temos os centros das circunferéncias-solucdo Cy e Cs: O,

intersecdo entre m' e my; € O, intersecao entre m' e my;

m
T2 L m

—X ~ N
Cﬁ | /’é{;
g 4 L

—

3

/

— I
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Assim, as quatro solugbes possiveis sdo as circunferéncias em

vermelho e preto, a seguir.

32 situagéo: P pertence a uma das circunferéncias.

() C

Nesta situacdo, vamos ter duas circunferéncias-solucdo, que sao

tangentes interna e externamente a circunferéncia C,. Para fazer a construcéo

observamos que:
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- 0s centros 05 e 0, das circunferéncias-solucao C; e C,, respectivamente,

pertencem a reta 0,P;

- a localizagao dos pontos de tangéncia Q e Q' em C,, sdo proporcionais

as distancias entre as circunferéncias C; e C,.

Assim fazendo as circunferéncias D e D’ para manter as
proporcionalidades, encontramos na intersecdo dessas circunferéncias com C, 0S

pontos Q e Q'.

Logo, basta fazer as mediatrizes m; e m, de PQ e PQ' para encontrar, na

intersecado com a reta 0, P, 0s pontos 05 e 0,.

Obs. Um fato interessante nesta situacdo é quando o ponto P pertence a
reta tangente comum as duas circunferéncias, pois uma das soluc¢des do problema é
a propria reta, como vemos a seguir. Note que as solucdes do problema séo a reta t

e a circunferéncia C;.
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Caso 2. As circunferéncias C; e C, Sao secantes.

12 situacéo: o ponto P € interior a apenas uma das circunferéncias.

Nesse caso, aplicado o método do Caso 1, 22 situacdo, para o centro de

homotetia interno encontramos as duas solu¢des para esse problema.
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Observamos que, partindo da homotetia externa, ndo havera solucéao.

Portanto, as solu¢des acima sao as duas unicas solucdes do problema.

22 situacao: P € interior ou exterior a ambas as circunferéncias dadas.

P
L]
‘ : C] .

Temos duas solucBes encontradas a partir do processo de homotetia

externa descrita no Caso 1, 22 situacao.
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32 situacao: P é interior a uma circunferéncia e pertence a outra.
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Nesta situacdo, temos duas solugcbes, pois o ponto P esta na
circunferéncia C; e ha apenas duas circunferéncias que podem ser tangentes a C; no

ponto P.

A construcdo € feita quase que da mesma forma que no Caso 1, 32

situacdo. A Unica diferenca € que um dos centros pertence a reta 0;P e 0 outro

—

centro pertence areta 0,P.
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42 situacao: O ponto P pertence a ambas as circunferéncias.
FI

Nesta situacdo ndo ha solucédo (a ndo ser que consideremos o ponto P

como uma circunferéncia de raio zero).

52 situacdo: O ponto P é externo a uma circunferéncia e pertence a outra.
L
o

02
2/

Nesta situacdo temos duas solu¢des encontradas da mesma forma que

no Caso 1, 32 situacéo.
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Caso 3. C; é interior a C,.

12 situacéo: P € interno a C;.

N&o héa solucao.

22 situacao: P pertence a C; ou a C,.

111



12 construgdo: O ponto P estd na reta que contém o didmetro da

circunferéncia C;.

Vamos ter duas solucbes: a circunferéncia C; que passa por P e é
tangente a circunferéncia C, e a circunferéncia C, que passa por P e é tangente a
circunferéncia C,. Para construir C; basta tracar a reta que passa por P e 0, (centro
de C,), marcando o ponto T em C;. O centro 05 da circunferéncia C; é o ponto médio
do segmento PT. Para construir C, basta tracar a reta que passa por P e 0, (centro
de C,), marcando o ponto T’ em C;. O centro 0, da circunferéncia C, € o ponto médio

do segmento PT'.

22 construcdo: O ponto P ndo pertence a reta que contém o diametro da

circunferéncia C;.

112






32 situacdo: O ponto P é interno a circunferéncia C, e externo a

circunferéncia C;.

Temos duas solugdes, C; e C,, encontradas pelo processo de homotetia
externa descrita no Caso 1, 22 situacdo. Temos, ainda, mais duas solugées, Cs e Cg,
encontradas pelo processo de homotetia interna, descrita também no Caso 1, 22

situacgao.
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42 situacao: O ponto P é externo a circunferéncia C,.

Obviamente ndo temos solugao.
Caso 4. As circunferéncias C; e C, sédo tangentes externas, no ponto Q.

12 situacdo: o ponto P é interno a uma delas.

Nesta situacdo temos apenas uma solucdo. A circunferéncia tem que

passar por P e Q, portanto ha apenas um centro 05 que € a intersecédo da mediatriz

de PQ com a reta 0,0,.
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22 situacao: P pertence a apenas uma das circunferéncias.
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Nesta situacdo temos apenas uma solucédo (ndo considerando C; como

solucao). A construcdo € da mesma forma que no Caso 1, 32 situacao.

32 situagéo. P = Q.

Nesta situacdo temos infinitas solugbes. Bastam o0s centros das

circunferéncias pertencerem a reta 0,0, e elas terem raios diferentes 0;P ou O,P.
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42 situacao: o ponto P é externo a ambas as circunferéncias.
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Nesta situacdo temos trés solugbes. Para achar as solucdes C;e C,,
usamos 0s mesmos passos do Caso 1, 22 situagao, descritos acima. Para achar a

circunferéncia-solucao Cs, usamos 0s passos do Caso 4, 12 situacao.

Caso 5. A circunferéncia C, é tangente interna de C,, no ponto Q.

Nas situacdes abaixo serdo mostradas apenas as suas solucoes,

pois as construcdes sdo analogas as que foram feitas acima.

12 situacéo: O ponto P é interno a C;.

Temos uma solugéo.
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22 situacéo: O ponto P pertence somente a C;.

N&o temos solucéo, pois ndo consideramos C; como solucao.

32 situacao: P = Q.

Temos infinitas solucdes.
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42 situacao: P € externo a C; e interno a C,.

Temos trés solugoes.

52 situacdo: P € externo a ambas as circunferéncias.

Temos uma solugéo.
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2.7.RRR

Caso 1. As retas sao concorrentes.

12 situag&o: em um mesmo ponto.

Nesta situacdo ndo ha solucéo (a ndo ser que consideremos o ponto P

como uma circunferéncia de raio zero).

22 situacao: as retas sdo concorrentes duas a duas.

Nesse caso h& uma solucdo: a circunferéncia inscrita no tridngulo

formado pelas retas. Portanto o centro da circunferéncia € o encontro das bissetrizes
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entre as retas e seu raio tem comprimento igual a distancia entre as retas e esse

centro.

Caso 2. Duas retas sdo paralelas e uma € concorrente.

Neste caso vamos ter duas solu¢des. Vamos descrever passo a passo:

a) Construa as bissetrizes (by, b,, b3 e b,) entre as retas r e t,

eentreasretasset;
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b) Na intersecdo de b, com b, marque 0 ponto 0, e trace o
segmento 0, P; perpendicular a reta s; e na intersecao de b, com b; marque o

ponto 0, e trace o segmento 0, P, perpendicular ar.

C) Trace a circunferéncia C; de centro 0, e raio 0,P;; e trace

a circunferéncia C, de centro 0, e raio 0,P,.
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Caso 3. As trés retas séo paralelas.

Neste caso ndo ha solucao.
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2.8. RRC

Caso 1. As retas r e s sdo concorrentes no ponto P.

Uma observacao importante neste caso € que 0s centros de todas as
solucdes possiveis pertencem as bissetrizes das retas r e s, pois somente desta
forma obtemos circunferéncias tangentes a essas retas. Os métodos para
desenvolver as solugcdes a seguir podem ser vistos também em [7] e serdo usados

ao longo desta secéo.

12 situacéo: A reta r é tangente a circunferéncia C no ponto T, e areta s €

externa a circunferéncia C.

Nesta situacdo temos quatro solucdes. As construcdes, duas a duas, sao

feitas diferentemente. Para achar o primeiro par de solucbes, basta tracar as
bissetrizes b, e b, entre as retasre s, e a reta OT. As intersecdes de b;com OT e de

b, com OT séo os centros 0, e 0,, respectivamente, das circunferéncias C; e C,.
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Para obtermos as outras solu¢des, reduzimos o raio da circunferéncia até
ela se transformar em um ponto e transladamos as retas paralelamente as retas
dadas, pelo tamanho desse raio. Assim, resolvemos PRR e entdo fazemos as
operacdes inversas, para obtermos as respectivas solucdes do RRC.

a) Tracamos duas retas paralelas a reta r, r; er,, € duas
retas paralelas a reta s, s; e s,, tais que ambas equidistam de r e de s, e essa

distancia € o comprimento do raio da circunferéncia C;
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b) Trace uma reta v perpendicular a b;, passando pelo ponto
O. Marque, em v, o ponto O’, simétrico a O, e o0 ponto A, na intersecdo de v e

7,
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C) Usando o método de solucdo do PPR, construa duas
circunferéncias auxiliares D e D’, solugbes do problema de Apoldnio para os

pontos O, O’ e a reta r;
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d) Os pontos A; e A, pertencem as circunferéncias D e D’ que
sdo as solugdes para O, O’ e r,. Observe que a distancia entre A; (ou 4,) e a
reta r é igual ao raio da circunferéncia C. Portanto, para encontrar 0os centros
05 e 0, das solucdes C; e C,, basta tracar as perpendiculares t, e t, a reta r,,
em A; e A,, respectivamente. Marque T; e 05 nas intersecfes de t; com r e
b;, respectivamente; marque T, e O, nas intersecdes de t, com r e by,
respectivamente. Agora é soé tragar as solucdes C; e C,, de raios 03T e 0,T,,

respectivamente.

Assim, temos todas as quatro solucdes:
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22 situacao: As retas r e s sao externas a circunferéncia C.

Essa situacdo tem quatro solucdes, pois sdo duas circunferéncias
tangentes externas e duas circunferéncias tangentes internas a circunferéncia C.
Usando o método descrito acima, Caso 1,12 situagéo, desta secdo, encontramos as
quatros solugdes. Tomando como base a reta s,, encontramos as solucdes C; e C,,

e, como base a reta r;, encontramos as solucdes C; e C,.
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32 situacao: as retas r e s sdo secantes a circunferéncia C.

Vamos ter trés situacdes, de acordo com a localizag&o do ponto P:
r ‘
5 5 5
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Para cada uma dessas situacdes, ha oito solugdes, todas construidas

guase da mesma forma que as do Caso 1, 12 situacao desta sec¢ao.

42 situacao: As retas sao tangentes a circunferéncia.

Nesta situacdo ha quatro solugdes, somente tangentes externas, pois
somente a circunferéncia C satisfaz o problema interno. Os pontos de tangéncia com
a circunferéncia C sédo os proprios pontos de tangéncia entre C com as retasr e s
(pontos T; e T,, respectivamente), e as interse¢cdes da bissetriz b; com C (pontos
T;eT,).
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Para construir C; e C,, tracamos duas perpendiculares a bissetriz b; nos
pontos T; e T,, € marcamos nas intersecées com a reta r 0s pontos A, e A,. Trace as
duas circunferéncias auxiliares D e D’, com centros em A, e 4,, e raios A;T; e A,T,
respectivamente. A interse¢do de r com D e D’, os pontos Ts e Ty, S&0 0s pontos de
tangéncia das solugdes C; e C, com a reta r. Agora, para encontrar oS centros

05 e 0,, basta tracar as perpendiculares a r nos pontos Ts e T, , respectivamente.
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Portanto as quatro solugdes sao:

52 situacdo: A reta r é secante a C e areta s é tangente a C, no ponto T.
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Nesta situacdo h& seis solucdes, diferentemente das oito solucdes
construidas na situacdo em que ambas as retas sdo secantes a C. Desaparecem
duas das solucdes: uma, que era tangente interna a circunferéncia C; e outra, que

se situava abaixo da reta s.

62 situacdo: A reta r é secante a C e a reta s é externa a circunferéncia C.
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Nesta situagdo, ha quatro solucdes, devido ao fato de ndo haver nenhuma
solucéo abaixo da reta s e nenhuma interna a circunferéncia C. As construgdes sdo

iguais as da 12 situacao desta secéao.

Caso 2. As retas sdo paralelas.

Nesse caso, seus centros pertencerdo a reta t, paralela ar e a s, cuja
distanciade r at € igual a distancia de s a t.

12 situacéo: As retas sao secantes a C.
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Nesta situacdo, temos quatro solu¢des. Todas as circunferéncias-solugéo
tem raio igual a distancia de r a t. A construcdo abaixo fala por si mesma, no sentido

que a justificativa de porque o método funciona é muito evidente.

22 situacdo: Uma reta é secante e a outra é tangente a circunferéncia.

Nesta situacdo temos trés solugdes. A construcdo € da mesma forma que
a anterior, com excecdo que s6 ha uma solucao interna, pois o Unico ponto de

tangéncia que satisfaz a condi¢éo de ser solugéo é o ponto T.
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32 situacdo: Uma reta é secante e a outra € externa a circunferéncia.

O

Nesta situacao temos duas solugdes, pois nenhuma circunferéncia interna
a circunferéncia C vai ser tangente a reta externa. Portanto, a construcdo é

semelhante a da 12 situacao.
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42 situacdo: As retas r e s sdo tangentes a circunferéncia C, nos pontos T

e T, respectivamente.

Nesta situacado temos duas solucdes, que podem ser vistas a seqguir.

52 situacdo: Uma reta é tangente e a outra é externa a circunferéncia.

Nesta situacdo temos dois formatos diferentes quanto a posicdo da

circunferéncia C:
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5.1- A circunferéncia C estd em lado oposto a uma das retas em relacao a

outra reta.

Nesta situacdo ha somente uma solucéo.

5.2- A circunferéncia esta entre ambas as retas.

r\
5
7
Nesta situacao ha trés solu¢cdes. Uma solucdo tem como tangente interna

a circunferéncia C, no ponto T. As outras duas solucbes sao externas a

circunferéncia C e construidas do mesmo modo que na 12 situacdo desta secao.
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62 situacao: As retas sdo externas a circunferéncia.

Como na situacdo acima, temos dois formatos conforme a posicao da

circunferéncia C:

6.1- A circunferéncia C esta no lado oposto a uma das retas em relacéo a

outra reta.
r
s

Nesta situagdo n&o ha solucao.
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6.2- A circunferéncia esta entre ambas as retas.
I
\\

Nesta situacdo temos quatro solucdes. Duas delas sdo externas a
circunferéncia C e duas tém a circunferéncia C tangenciando internamente as

solugdes. Para construi-las, basta seguir os passos da 12 situacdo desta secao.
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2.9. RCC
Casol. As circunferéncias sao externas.

12 situacdo: a reta € externa a ambas as circunferéncias.
Isso pode acontece de duas formas:

1.1- As duas circunferéncias C; e C, estdo em regides opostas
em relacdo a retar.

Nesta situagédo ndo ha solucéo.
1.2- As duas circunferéncias C; e C, estdo do mesmo lado em

relacdo a reta r, com raios iguais a r; e r,, respectivamente, tais que r; < r,.
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Nesta situacdo temos oito solugbes diferentes. A construgcdo reduz o
problema para PRC, por reducdo do circulo menor a um ponto, concomitantemente
a reducéo do circulo maior a um circulo de raio igual a diferenca dos raios originais e
a translacdo da reta no mesmo valor, ou a ampliacdo do circulo maior a um circulo
de raio igual a soma dos raios originais etc. Esses procedimentos podem ser

acompanhados passo a passo a seguir, 0s quais também podem ser vistos em [7].

12 e 22 solucdes.

a) Trace uma reta auxiliar r’ paralela a reta r na regido que

ndo ha circunferéncias, cuja distancia a r seja igual a ry;

b) Trace uma circunferéncia auxiliar D com centro em 0,e

raio igual ar, —1y;
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C) Construa duas circunferéncias D; e D,, solu¢cbes de PRC
para o ponto 0,, a reta r’ e a circunferéncia D. Marque os pontos T'; e T', nas

intersecodes de D; e D, com r’, respectivamente.

d) Trace as perpendiculares a reta r, t; et,, pelos pontos

T',eT',, respectivamente, e marque os pontos T;eT,, intersecdes das
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perpendiculares com r. Tragamos a mediatriz m; de 0,Q, e marcamos nas
intersecdes de m; com t; et, 0S pontos O;e O,, respectivamente. Agora,
basta tracar as circunferéncias-solucdo C; e C,, de centros 0O;e 0, e raios

iguais T, 05 e T,0,.

As proximas solugBes sdo construidas conforme as solugbes no caso

PRC com uma reta auxiliar r” paralela a r, cuja distancia a r € r;, € que esta na
mesma regido da reta onde estdo as circunferéncias. Vamos considerar ainda uma

circunferéncia auxiliar D’ com centro em 0, e raio igual a r, + r;.

32 e 42 solugdes. Vamos usar o caso PRC para o ponto 0;, aretar” e a

circunferéncia D.
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72 e 82 solugdes. Vamos usar o caso PRC para o ponto 0, aretar" e a

circunferéncia D’.
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22 situacdo: a reta € externa a circunferéncia C; e tangente a

circunferéncia C, no ponto T.

2.1- As duas circunferéncias C; e C, estdo em regides opostas em relacéo
aretar.

Nesta situacdo, temos duas solugbes: existem duas circunferéncias
tangentes a circunferéncia C, (tangente interna e tangente externa) que passam pelo

ponto T. A construcéo € feita da mesma forma que em PRC, Caso 3, 42 situacao.

2.2- As duas circunferéncias C; e C, estdo na mesma regidao em relacao a

retar.

Nesta situacdo, ha seis solu¢des. Duas delas sdo construidas do mesmo
modo que na situacdo acima, e ambas as solu¢cdes tém a circunferéncia C, no
interior das solugbes. As outras quatro solugbes s&o tangentes externas a
circunferéncia C, e sdo construidas da mesma forma que no Caso 1, 12 situagéo

desta secdao.
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12 e 22 solucdes.

A .

32 e 42 solugoes.
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52 e 62 solucgoes.

A seguir, podemos ver todas as seis solugdes.

Obs. A partir de agora, iremos apenas mostrar as solucdes das
diversas situagdes de RCC que restam. Essas situa¢cfes sdo construidas da
mesma forma que as constru¢cdes acima. Portanto, iremos mostrar nas

situacdes seguintes apenas o numero de solucdes e suas formas.
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32 situacao: a reta € externa a uma circunferéncia e secante a outra.

S&o quatro solucdes, que podem ser vistas a seguir.

42 situacao: a reta é tangente a ambas as circunferéncias.

4.1- As circunferéncias estdo em regides opostos em relacdo a retar.
Temos duas solug¢des (ndo considerando a reta r como solugéo).

153



4.2- As circunferéncias estdo no mesmo lado em relacdo a reta r.

Nesta situacdo, para r; # r,, temos quatro solucdes.

Mas, para r; = r,, temos trés solugdes.
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52 situacdo: a reta r é tangente a circunferéncia C,; e secante a C,.
Vamos chamar de d a altura do segmento circular delimitado pela retar e
a circunferéncia C,, no mesmo lado que esta a circunferéncia C;, como se vé na

figura abaixo.

N
O

Para d # (2.1;), temos quatro solugdes.
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Para d= 2.7y, temos trés solucdes.
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62 situacdo: a reta é secante a ambas as circunferéncias.

O méximo de solu¢des desta situacao € quatro. Duas solucdes coincidem
se as alturas dos segmentos circulares delimitados pela reta r e as circunferéncias
C,e C, (num mesmo lado em relacéo a r) forem iguais. Podemos ter trés solucdes
quando em um dos semiplanos as distancias maximas sao iguais, e duas solucdes
guando nos dois semiplanos as distancias maximas sao iguais. Mostraremos abaixo

a situacao que tem quatro solucdes.
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Caso 2. As circunferéncias sao tangentes externas no ponto P.

12 situacédo: a reta é externa a ambas as circunferéncias.

Temos cinco solucdes.

Obs. Podemos ter uma solucdo a menos, se a reta tangente externa as

duas circunferéncias que é mais exterior em relacdo a r, for paralela ar.

22 situacao: a reta é externa a C; e tangente a C,, em A.

Temos quatro solucgdes.
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Obs. Podemos ter uma solucdo a menos, no caso analogo ao da

observacao anterior.

32 situacao: a reta € externa a uma circunferéncia e secante a outra.

Temos quatro solugdes.

42 situacdo: a reta é tangente a ambas as circunferéncias. Seja A a
intersecao de C; com r. Seja B a intersecao de C, com .

4.1- Caso P = A = B. Temos infinitas solu¢des (Esse caso € idéntico a
PCC, com o ponto P pertence a ambas as circunferéncias, e as circunferéncias

C; e C, sao tangentes externas).
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4.2- Caso P +# A+ B, com os raios das circunferéncias iguais. Temos
uma solucdo (ndo vamos considerar como solucbes do problema a reta r e as

circunferéncias C; e C;,).

4.3- Caso P +# A # B, com raios das circunferéncias diferentes. Temos

duas solucdes.
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52 situacao: a reta € tangente a uma circunferéncia e secante a outra.

Temos quatro solucdes.

Obs. Uma solucao desta situagédo acima pode sumir, caso exista uma reta

tangente a C; e a C,, que seja paralela aretar.
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62 situacao: a reta € secante a ambas as circunferéncias.

Temos seis solugdes.

Obs.
1. Uma solucéo desta situacdo acima pode sumir, caso exista
uma reta tangente a C; e a C,, que seja paralela aretar.
2. Caso existam duas retas paralelas a r que sejam
tangentes a C; e a C,, somem duas solucdes;
3. Caso a reta r passe pelo ponto P, somem quatro solugdes;
4. Caso acontecam as observacfes 2 e 3 acima, o problema

nao tem solugcédo, como é visto a seguir.
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Caso 5. As circunferéncias sdo tangentes internas no ponto P, com C;

interna a C,.

12 situacdo: a reta r é externa a ambas as circunferéncias.

Temos duas solugodes.

22 situacdo: a reta r € externa a C; e tangente a C,.

Temos duas solu¢bes (ndo consideramos €, como solucéo).
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32 situacdo: a reta r € externa a C; e secante a C,.

Temos quatro solucgdes.

42 situacao: a reta r é tangente a ambas as circunferéncias.

Nesta situagéo, temos infinitas solugdes.
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52 situacdo: a reta r € tangente a C,;, no ponto A, e secante a C,.

Temos quatro solucgdes.

4 A
r @/

62 situacao: a reta r € secante a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solucdes.

Obs. Nesta situacdo, caso a reta r passe pelo ponto P, irdo sumir duas

solucdes.
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Caso 4. As circunferéncias sao secantes. O ponto P e Q sao as

intersecdes de C; com C,.

12 situacédo: a reta é externa a ambas as circunferéncias.

Temos duas solucgdes.

22 situacdo: a reta é externa a uma circunferéncia e tangente a outra.

Temos trés solucdes.
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32 situacao: a reta € externa a uma circunferéncia e secante a outra.

Temos quatro solugdes.

42 situacao: a reta € tangente a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solucdes.
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Obs. Nesta situacéo, caso exista uma reta s tangente a C; e C,, diferente

de r, tal que r e s sdo paralelas, uma solucdo acima ira desaparecer.

52 situacdo: a reta é tangente a uma circunferéncia e secante a outra.

Temos seis solucodes.

Obs. A observacéo acima também é valida nesta situacéo.

62 situacdo: a reta é secante a ambas as circunferéncias.

Temos oito solucgdes.
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Obs.
1. Nesta situacdo, se a reta r passar por P (ou Q), entdo irdo

sumir quatro solucoes.

2. Ser= PQ, entdo ndo ha solucéo.
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Caso 5. A circunferéncia C; é interna a circunferéncia C,.

12 situacdo: a reta € externa a ambas as circunferéncias.

N&o temos solucao.

22 situacdo: a reta r € externa a C; e tangente C,, no ponto P.

Temos duas solugoes.

32 situacdo: a reta r é externa a C; e secante C,.

Temos quatro solucgdes.
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42 situacao: a reta r é tangente a C,, no ponto P, e secante C,.

Temos quatro solucdes.

52 situacdo: a reta € secante a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solucdes.

171






2.10. CCC

Esse ultimo caso foi 0 mais discutido ao longo da histéria do problema de
Apolbnio. As construcdes das solucdes variam de acordo com as posicoes relativas
das circunferéncias, que seréo discutidas a seguir. As constru¢cdes ndo sdo muito
diferentes das apresentadas até aqui, pois podemos transformar o problema de tal

forma que o problema recaia em algum dos casos ja discutidos anteriormente.

Obs. Excepcionalmente, neste caso, em particular, vamos usar a letra W
para os pontos dos centros e S para as circunferéncias-solucdo. Vamos separar 0s
casos conforme as posicoes relativas entre as duas circunferéncias C; e C,,

estudando as diversas situa¢des da circunferéncia Cs.
Caso 1. As circunferéncias C;eC, sao externas, de raios r e 1y,
respectivamente.

12 situacédo: A circunferéncia Cs, de raio igual a r3, € externa a ambas as

circunferéncias.

/7

Neste caso, temos oito solu¢des, pois em um ponto de uma circunferéncia
ela pode ter dois tipos de circunferéncias tangentes a ela, com ela interna e com ela
externa. Como s&o trés circunferéncias havera no maximo 23 = 8 solucdes. Vamos

fazer as construcbes em pares de solugdes, como nos casos da secao anterior. Um
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deles sera feito passo a passo, pois cada um dos pares de solugbes pode ser
reduzido ao caso PCC nas suas variagdes, como se pode ver em [5], por exemplo.

Consideremos r; <1, < 3.

12 e 22 solugbes. Primeiramente, subtrai-se r; dos demais raios. Entao:

a) Construa duas circunferéncias auxiliares D;eD,, de

centros 0, e O5 e raios iguais a (r, — ) e (r; — 1), respectivamente;

b) Construa duas circunferéncias auxiliares E; e E,, com raios
iguais a e; e e,, respectivamente, que sejam solu¢des do problema PCC com
centro homotético externo O, para o ponto 0, e as circunferéncias D, e D,. Os

centros das circunferéncias E, e E, sado 0s pontos W; e W,;
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As outras solu¢des seguem a mesma ideia, com excec¢ao da construgao

das circunferéncias auxiliares D; (i € {1,2,3,4,5,6,7,8}).

32 e 42 Solugbes. Adicione r, aos demais raios.

52 e 62 solucdes: Adicione r; aos demais raios.
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72 e 82 solucdes. Adicione r; aos demais raios.

Todas as solu¢cbes podem ser vistas a seguir.
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Agora, vamos apresentar outra resolucédo deste caso usando o método de

inversdo no caso de trés circunferéncias externas.

a) Escolhemos duas delas, C;e(C;, para transforma-las em
circunferéncias concéntricas, C'; e C's, inversdes de C, e C; em relagdo a uma

circunferéncia S;
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b) Determine a circunferéncia C',, inversdo de C, em relacdo a

circunferéncia S;

c) Temos quatro solugbes externas a circunferéncia C'y;
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Obs. Note que os centros das circunferéncias de inversao

pertencem a circunferéncia K;, pois o raio desta circunferéncia é a metade da

soma dos raios de C'; e C'5.

d) Temos quatro solu¢des internas a circunferéncia C';:
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Obs. Note que os centros das circunferéncias de inversao
pertencem a circunferéncia K,, pois o raio desta circunferéncia é a metade da
diferenca dos raios de C'; e C';.

Todas as solugbes inversas podem ser vistas a seguir.

e) Fazendo as inversdes de cada uma das soluges S’; (com
i € {1,2,3,4,5,6,7,8}) em relacdo a circunferéncia S, temos as solu¢cbes para

as circunferéncias C;, C, e Cs:
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Obs. A partir de agora, iremos apenas mostrar as solugcdes das
diversas situacdes de CCC gue restam. Essas situacdes sdo construidas da
mesma forma que as constru¢cbes acima. Portanto, iremos mostrar nas

situagcdes seguintes apenas o numero de solucdes e suas formas.

22 situagdo: A circunferéncia C; € tangente externa somente a

circunferéncia C; (ou a circunferéncia C,).

Temos seis solugodes.

3?2 situacdo: a circunferéncia C; é tangente interna a circunferéncia C; (ou

a circunferéncia C,).

Temos Duas solucoes.
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42 situagcdo: A circunferéncia C; € tangente externa a ambas as

circunferéncias.

Temos duas solugodes.
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Obs. Nesta situacdo, podemos ter reta tangente as trés circunferéncias,
como solucédo do problema.

52 situacdo: a circunferéncia C; é tangente externa a C; e secante a C,.

Temos quatro solugdes.

62 situacdo: a circunferéncia C; é secante a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solucdes.
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72 situacdo: C; € interna a C; (ou a circunferéncia C,).

82 situacdo: C; contém em seu interior C; e C,.

N&o héa solucao.

Temos oito solugdes.

Caso 2. As circunferéncias C; e C, s@o tangentes externas, em um ponto
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12 situacdo: a circunferéncia C; é tangente externa as duas.

Temos duas solucgdes.

22 situacao: a circunferéncia C; € tangente interna a C; (ou a C).
2.1- C5 é tangente interna a C; no ponto P.

Temos infinitas solugdes.
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2.2- C5 é tangente interna a C; em um ponto diferente de P.

32 situacdo: C; € secante a ambas as circunferéncias.

Temos seis solucodes.

42 situacado: C; € interna a C; (ou a circunferéncia C,).

Temos duas solucgodes.
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52 situacdo: C; contém em seu interior C; e C, e é tangente a C,.

Temos quatro solucdes.

62 situacao: C; contém em seu interior C; e C,.

Temos seis solugodes.
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Caso 3. As circunferéncias C, e C, sdo secantes, nos pontos P e Q.

12 situacdo: a circunferéncia C; é tangente externa a ambas.

Temos quatro solucdes.
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22 situacdo: C; € externa a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solugdes.

32 situacao: C; é secante a ambas as circunferéncias.

Temos oito solugdes.
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Obs.

1. Se a circunferéncia C; passar por um dos pontos P ou Q, entédo
irdo desaparecer quatro solucoes.
2. Se a circunferéncia C; passar por um dos pontos P e Q, entédo

nao temos solucdo, como pode ser visto abaixo.

¥

42 situacao: C; contém em seu interior C; e C,, € é tangente a C,.

Temos quatro solucdes.
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52 situacdo: C; contém em seu interior C; e C,, € € tangente a ambas as

circunferéncias.

Temos quatro solucdes.

62 situacéo: as circunferéncias C; e C, sao interiores a C;.

Temos quatro solucdes.

192



72 situacao: C5 € interior somente a C;.

Temos quatro solugdes.

82 situacao: C5 € interior a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solugdes.

Caso 4. A circunferéncia C, € tangente interna de C,, no ponto P.
12 situacéo: C; é tangente interna de C;, no ponto Q.
1.1-P=0Q.

Temos infinitas solucdes.
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b‘b

Temos duas solucdes.

1.2-P # Q.

22 situacao: C5 € interior a C;.

Temos duas solucoes.

194



32 situacdo: C; é interna a C, e externa a C;.

Temos seis solugodes.

42 situacao: C; é tangente interna a C, e tangente externa a C;.

Temos duas solucdes.
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52 situagdo: C; é secante a ambas as circunferéncias.

Temos seis solugdes.

Obs. Se a circunferéncia C; passar pelo ponto P, entdo irdo desaparecer

quatro solugoes.
Caso 5. A circunferéncia C; é interna a circunferéncia C,.

12 situacéo: a circunferéncia C5 é interna a C;.
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N&o temos solucao.

22 situacao: C; € secante a ambas as circunferéncias.

Temos quatro solucdes.

Obs. Este caso nao se divide em muitas novas situagdes, pois algumas ja

foram contempladas nos outros casos acima.

197



APENDICE A - ENUMERACAO DE SOLUCOES DO PROBLEMA DE APOLONIO

O problema de estabelecer quais sdo todas as solucdes para todas as
configuracdes do problema de Apoldnio so6 foi inteiramente resolvida em 1983, com
o trabalho de Bruen, Fisher e Wilker [9]. Nesse trabalho, os autores optaram em
sistematizar as configuracdes do problema no plano euclidiano e no plano inversivo.
As tentativas anteriores pecavam na redundancia e no esquecimento de alguma

configuracdo, como no trabalho extensivo de Muirhead [11] no final do século XIX.

Neste trabalho, optamos pela sistematizacdo no plano euclidiano, usando
primeiramente a classificacdo do problema a partir da combinagdo dos 3 objetos
(ponto, reta e circunferéncia), o que resulta em 10 casos. Entéo, tentamos classificar
0os casos em funcdo do contraste entre secancia e paralelismo, no caso de retas;
entre dois pontos em comum (secancia), um ponto em comum (tangéncia) e nenhum
ponto em comum, no caso de reta e circunferéncia; secéncia, tangéncia,
interioridade e exterioridade, no caso de duas circunferéncias. Embora redundante
essa classificacdo € a mais proxima do universo dos alunos de ensino fundamental e
médio, pois o plano inversivo ndo é introduzido aos alunos no ensino de geometria.
Contudo, diferentemente de Muirhead, que considerava que objetos coincidentes
pudessem ser solugdes, neste trabalho ndo contamos assim. Por exemplo, no caso
de trés circulos tangentes, sem um ponto em comum aos trés, Muirhead
considerava cada uma das circunferéncias como sendo também solucdo do
problema, aumentando o nimero de solu¢des de dois (segundo a nossa contagem)

para cinco.

As tabelas 1 e 2, que aparecem adiante, sdo as tabelas que compactam
as configuracdes possiveis entre os trés objetos. Na tabela 2, que trata das
configuragbes no plano inversivo, todos os objetos s&o, na notagdo dos autores, i-
circunferéncias, isto é, retas ou circunferéncias que sdo resultados de inversoes.
Sem perda de generalidade, essa classificacdo leva em conta trés resultados

relativos ao processo de inversao:
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1°. Um par de i-circunferéncias disjuntas pode ser invertido para um par

de circunferéncias concéntricas.

2°. Um par de i-circunferéncias secantes pode ser invertido para um par

de retas secantes.

3°. Um par de i-circunferéncias tangentes pode ser invertido para um par

de retas paralelas.

Assim, por exemplo, as trés i-circunferéncias concéntricas, que aparecem

na primeira coluna da Tabela 2, como abaixo,

correspondem aos seguintes casos (todos sem solucéo), pela inversao

em relacdo a respectiva circunferéncia f:

Caso 1: trés circunferéncias concéntricas.
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Caso 2: duas circunferéncias disjuntas e uma reta entre elas.

C

Caso 3: trés circunferéncias disjuntas duas a duas, com uma interior a

'y
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Caso 4: duas circunferéncias disjuntas, uma interna a outra, mais uma

reta externa a ambas.

bl

Na tabela 2, podemos ver os outros 17 casos no plano Inversivo da
sistematica dos autores de [9]. Devemos levar em conta que cada um desses casos
pode representar a inversdo de varias configuracdes no plano euclidiano de retas e
circunferéncias, os quais correspondem as configuracdes analisadas neste trabalho
nos casos RRR, RRC, RCC e CCC.
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Tabela 2 — numero de solugdes, considerando-se o plano inversivo.
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APENDICE B — PLANO DE AULA

INSTITUTO ESTADUAL DE EDUCACAO.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA.

FLORIANOPOLIS — SANTA CATARINA.

PROFESSOR: JAISON GASPERI

PUBLICO ALVO: 3° ANO DO ENSINO MEDIO
PLANO DE AULA

TEMA

O Problema de Apoldnio.

OBJETIVO

Nosso objetivo nesta aula € que os estudantes utilizem nocbes de
geometria classica, usando software GeoGebra [2], na resolu¢do do problema de
Apolbnio, relacionando esses conceitos com estudo das posi¢cdes relativas de

pontos e retas.
TEMPO DE DURACAO: 90 min (2 horas/aula).
CRONOGRAMA DE TRABALHO

1. Apresentacao e explanacéo inicial do assunto a ser abordado
(5 min);

2. Explicagbes e Exposi¢cdes do tema de forma oral, relacionando
0s assuntos, apresentando o Problema e exemplos praticos, levantando
guestionamentos (25 min);

3. Apresentar e resolver exercicios, demonstrando todos o0s
passos de maneira dialogada para os casos PPP, PPR, PRR e RRR.
Usaremos nesse procedimento o software GeoGebra como ferramenta de

construcdo, corroboragéo e visualizagao (45 min);
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4. Consideragcbes finais e abertura para perguntas e

guestionamentos (15 min).
TOPICOS DO CONHECIMENTO:
- Posicoes relativas dos pontos no plano (linearidade e nao linearidade);
- Posicoes relativas entre retas;
- Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia,
- PosicOes relativas entre reta e circunferéncia;
- RelagcBes métricas na circunferéncia;
- Construcbes geométricas basicas.
RECURSOS DIDATICOS
-Quadro branco e caneta;
-Computadores (com software GeoGebra);
AVALIACAO

Seré avaliada a participacdo dos estudantes nas construcdes e

nas discussdes em aula.
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CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, resolvemos todos os casos do Problema de
Apolénio por meio da geometria classica, assim como por meio de transformacdes
geomeétricas. No entanto, mais importante do que a resolugdo do problema
propriamente dito foram os caminhos percorridos para encontra-la. Nesse processo
pesquisamos varias fontes de resolucéo, que enriqueceram o trabalho. A resolucéo
de problemas geométricos traz um importante desenvolvimento do raciocinio logico.
Além disso, o uso de um software de geometria dinamica, como o GeoGebra [2],
facilitou a visualizacdo e a corroboracdo de métodos de construcdo. O GeoGebra
contém a transformada de inversdo como uma de suas ferramentas padréo, o que

facilitou resolver os problemas no plano Inversivo.

O uso de transformacdes geométricas, como inversdo, homotetia etc, fez
com que problemas complexos se transformassem em problemas cujas solugdes
eram mais simples. Um exemplo de transformac&do geométrica pode ser visto no
problema RRC, Caso 1, 12 situacao, que foi transformado no problema PRC para se
chegar a solugédo do primeiro. Para mim, essa resolucédo € inteligente e bela, reflete
uma percepcdo apurada do problema. Outro exemplo € o problema CCC, que foi
transformado para uma das situacbes do problema PCC, que por sua vez foi
transformada no caso PPC. Para se chegar a todas essas resolucfes, foram anos
de trabalhos de varios matematicos, o que resultou nesta dissertacdo. Sem o uso de
um software de geometria dindmica, como o GeoGebra, o trabalho seria quase que
impossivel de ser concluido em tempo habil. Por exemplo, s6 para fazer inverséo de
um ponto S&o0 necessarios cinco passos com régua e compasso; para fazer a
inversdo de uma circunferéncia temos que fazer a inversao de trés pontos; e para
construir a solucdo do problema CCC temos que fazer a inversdao de dezoito
circunferéncias. Portanto, a conclusdo deste trabalho foi em grande parte devido ao
apoio computacional dado por esses softwares. Lembremos que ha também outros
programas: Cabri-Géometre (http://www.cabri.com.br), Tabulae (http://tabulae.net),

C.a.R (http://car.rene-grothmann.de/doc-en) etc.
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Este trabalho teve como um dos objetivos apresentar os procedimentos
de construgéo das solucdes, passo a passo, para facilitar a compreensédo, numa
linguagem que alunos do ensino médio possam acompanhar. Espero que
futuramente estes meus estudos possam servir para outras pessoas, para que se
sintam motivadas a estudar o Problema de Apol6nio, como varios matematicos o

fizeram por mais de dois mil anos.

207



REFERENCIAS

[1] M. J. Greenberg. Euclidian and Non-Euclidian Geometries, 22 Ed.. New York: W.
H. Freeman and Company, 1980.

[2] GeoGebra: http://www.geogebra.org.
[3] A. C. M. Neto. Geometria. 12 Ed.. Rio de Janeiro: SBM, 2011.

[4] J. L. R. Pinho, E. Batista, N. T. B. Carvalho. Geometria |. 2. Ed..Florianépolis:
EAD/UFSC/CED/CFM, 2010.

[5] K. McDonald. A solution to the problem of Apollonius, 1964
(http://www.physics.princeton.edu/~mcdonald/papers/apollonius_051964.pdf).

[6] A. C. C. Munaretto. Resolugcao do Problema de Apoldnio por meio de Inversao:
um roteiro de estudo para a formacéo de Professores em Geometria. Monografia de
Especializacdo do Curso de Pés-Graduagdo em Expressao Gréfica da UFPR,
Curitiba, 2010.

[7] M. I. Sarmento. Um passeio proveitoso pelos curriculos de Apolénio. Dissertacao
de Mestrado do Curso do Departamento de Matematica Pura, Faculdade de
Ciéncias da Universidade do Porto, Porto, 2007.

[8] L. H. Bezerra. Problema de Apoldnio de Perga. Revista da Olimpiada Regional de
Matematica de Santa Catarina 12, 80 — 84, 2015.

[9] A. Bruen, J. C. Fisher and J. B. Wilker.Apollonius by inversion.Mathematics
Magazine 56 (2), 97-103, 1983.

[10] N. A. Court. The problem of Apollonius.The Mathematics Teacher 54 (6), 444-
452, 1961.

[11] R. P. Muirhead. On the Number and Nature of the Solutions of theApollonian
Contact Problem.Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society 14, 135-147,
1896.

208


http://www.geogebra.org/
http://www.physics.princeton.edu/~mcdonald/papers/apollonius_051964.pdf

