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tendo certeza do seu destino”.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma breve in-
trodugdo a Teoria dos Conjuntos a fim de definir os nimeros
naturais e demonstrar suas propriedades aritméticas, utilizando
uma linguagem acessivel a um aluno de graduacéo. Inicialmente
sdo introduzidos os principais axiomas da Teoria Ingénua dos
Conjuntos utilizados neste trabalho. Apéds, é feita a definicdo do
conjunto dos nimeros naturais. A partir disso, no terceiro capi-
tulo, sdo enunciados e demonstrados os axiomas de Peano. No
quarto capitulo, sdo definidas as operagoes de adicdo e multipli-
cacdo, bem como é feita a demonstracdo de suas propriedades
aritméticas.

Palavras-chave: Teoria dos Conjuntos. Nimeros Naturais. Arit-
mética.






Abstract

The goal of this work is to give a brief introduction
to Set Theory in order to define the natural numbers and to
prove some of their arithmetic properties, using language that is
accessible to undergraduate students. First, the main axioms in
Naive set theory used in this work are presented. Later, the set
of natural numbers is defined. From this, in the third chapter,
the Peano axioms are listed and proved. In the fourth chapter,
the operations of addition and multiplication are defined, and
some of their properties are verified.

Key-words: Set Theory. Natural Numbers. Arithmetic.
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Introducao

Independente da area que um estudante de matematica escolha
estudar, em algum momento ele ird se deparar com a teoria elementar
dos ntimeros. E usual admitir a existéncia do conjunto dos nimeros na-
turais j4 munido das duas operacoes de adigao e multiplicacao. Neste
trabalho, apresentamos a teoria basica dos conjutos para entao fazer a
construgdo dos nimeros naturais de maneira breve, utilizando uma lin-
guagem elementar e, com a demonstracao de alguns resultados, provar
as propriedades de adigao e multiplicagdo nos niimeros naturais. Objeti-
vamos assim mostar que a construgao dos nimeros naturais, bem como
a demonstracao das suas propriedades aritméticas, também podem ser
apresentadas ao aluno de graduagao sem maiores dificuldades, pois com
o conhecimento da teoria basica de conjutos é possivel entender os itens

em questao.

No primeiro capitulo, introduzimos a teoria basica dos conjun-
tos. Neste capitulo, estudaremos de forma introdutoria a teoria ingénua
dos conjuntos abordando os axiomas da extensdo, especificacao, pari-
dade e unido que nos auxiliarao nas futuras explicacoes que serdo dadas.
Uma leitura do livro Teoria Ingénua dos Conjuntos de Paul Halmos,

pode contribuir com o leitor que deseja se aprofundar neste assunto.

No segundo capitulo, definimos nimeros naturais por meio de
conjuntos e com o auxilio da defini¢cdo de sucessor. Através do enunci-
ado do axioma da infinitude e de duas proposi¢oes auxiliares, também
abordados nesse capitulo, é possivel entao definirmos o conjunto dos

numeros naturais.

No terceiro capitulo, enunciamos os axiomas de Peano. Como
tais axiomas sao vistos como proposi¢oes dentro da teoria de conjun-
tos abordada, provamos esses axiomas com o auxilio de dois resultados.

Um desses axiomas é conhecido como principio da indugdo matematica.
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Além deste principio ser uma ferramenta muito usual para demonstra-
¢Oes matematicas, ele nos permite fazer definigoes recursivamente. Para
isso precisamos do auxilio do teorema da recursividade, enunciado e

provado também neste capitulo.

Dando continuidade ao trabalho, definimos as operagoes de
adi¢ao e multiplicagdo nos ntimeros naturais e provamos, com o auxilio

de alguns resultados complementares, as suas propriedades aritméticas.
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1 TEORIA BASICA DOS CON-
JUNTOS

1.1 NOCOES INICIAIS

Os primeiros estudos feitos sobre teoria dos conjuntos recebem
o nome de Teoria Ingénua dos Conjuntos. Em tal teoria, ndo é feita
uma definicdo formal de conjunto, é dada apenas uma nocao intuitiva.
Basicamente, é como o que é feito em geometria elementar, onde nao

se define ponto e reta, apenas descreve-se o que pode ser feito com eles.

Entendemos por conjunto, algo que possui elementos ou mem-
bros quaisquer. Por exemplo, podemos ter um conjunto onde os elemen-
tos sdo livros, outro conjunto onde os elementos sao lapis e assim por
diante. E importante ressaltar que, por vezes, podemos ter um conjunto
como elemento de outro conjunto. Por exemplo, uma reta é um con-
junto de pontos. O conjunto de todas as retas no plano é um conjunto

de conjuntos (de pontos).

Um dos principais conceitos da teoria de conjuntos é o que fala
de pertinéncia, denotado pelo simbolo € que é uma versdo da letra
grega epsilon. Escrevemos « € A para indicar que x é um elemento do
conjunto A, ou seja, x pertence ao conjunto A. Também, o simbolo ¢
serve para indicar que um elemento x nao pertence a um conjunto A,

e escreve-se = ¢ A.

A relacao de igualdade entre dois conjuntos A e B é simboli-
zada por A = B. De maneira semelhante, escreve-se A # B para indicar

que o conjunto A ¢é diferente do conjunto B.

Existe uma importante relacdo entre a pertinéncia e a igual-

dade, acima descritas, expressa pelo axioma da extensao.
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1.2 AXIOMA DA EXTENSAO

Axioma 1.2.1. (Azioma da Extensao) Dois conjuntos sdo iguais se e

somente se eles tém os mesmos elementos.

O axioma da extensao nos diz que nao hé como diferenciar dois

conjuntos com os mesmos elementos.

Agora, dados conjuntos A e B, se todo elemento de A é também
um elemento de B, dizemos que A é um subconjunto de B, ou B contém

A ou ainda A estd contido em B, e escrevemos:

ACBouBDA.

Note que a inclusdo e a igualdade satisfazem as proprieda-
des reflexiva e transitiva. De fato, todo conjunto contém a si mesmo
(A C A), ou seja, a inclusdo é reflexiva. No mesmo sentido, a igual-
dade também é reflexiva. Também, se A, B e C s@o conjuntos tais que
A C Be B C C entdo A C C, ou seja, a inclusdo é transitiva. No
mesmo sentido, se A, B e C sdo conjuntos tais que A = Be B =C

entao A = C, ou seja, a igualdade também é transitiva.

Agora, sejam A e B conjuntos. Se A C B e B C A, entdo
isso significa que os conjuntos A e B tém os mesmos elementos e, pelo
axioma da extensdo, sdo iguais. Portanto, pode-se dizer que a inclusao
é anti-simétrica. Note que o mesmo também ocorre para a igualdade
que é trivialmente anti-simétrica, ja que se A = B e B = A, entao
A=B.

Em vista disso, pode-se reformular o axioma da extensao atra-
vés do seguinte enunciado: Sejam A e B conjuntos, entdo A = B se, e
somente se, A C Be B C A.
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1.3 AXIOMA DA ESPECIFICACAO

Axioma 1.3.1. (Azioma da Especificagio) Para todo conjunto A e
toda condigio S(x) corresponde um conjunto B cujos elementos sdo

exatamente aqueles elementos x de A para os quais S(x) € vdlida.

O axioma da especificagdo nos diz que, dado um conjunto e
uma sentenca na variavel livre x, podemos obter um novo conjunto
formado pelos elementos z de A que satisfazem tal sentenca. Pode-se
expressar o axioma da especificagdo como B é conjunto tal que B =
{r € A: S(z)}. Ou seja, novamente percebe-se que B é o conjunto
dos elementos = de A tais que S(x) é védlida. Note que, pelo axioma da
extensao, esse novo conjunto B é determinado de maneira tnica. Por
exemplo, seja A o conjunto de todos os mamiferos e considere S(x) a
sentenca tal que x é ledo. Entao, B é o conjunto dos mamiferos que sao

ledes.

Uma interessante aplicacao do axioma da especificacdo é o pa-
radoxo de Russell, que serve para mostrar que nao existe um conjunto
que contenha todos os conjuntos como seus elementos. De fato, seja A
um conjunto arbitrdrio e considere a condigdo S(z) dada por x ¢ z.
Pelo axioma da especificacdo, existe o conjunto B = {x € A : z ¢ z}.
Prova-se entdo que B ¢ A, ou seja, nenhum conjunto A tem todos os
conjuntos como seus elementos. De fato, suponha que B € A. Sendo
B um elemento do conjunto A, podemos nos perguntar se B € B, ja
que B é subconjunto de A. Observe que se B € B, entao pela defini¢do
de B temos que B € A e B ¢ B, o que é absurdo. Agora, se B ¢ B,
entdo B néo satisfaz a condigdo para pertencer a B (B ¢ B) e portanto

B € B, o que é novamente absurdo. Segue entdo, que B ¢ A.

Quando estudamos teoria dos conjuntos, assumimos a existén-
cia de um conjunto. Agora, usando os axiomas descritos até aqui vamos
provar a existéncia de um conjunto que nao possui elementos. Seja A

um conjunto arbitrario e considere S(z) a condigio = # x. Pelo axioma
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da especificagdo, existe o conjunto B = {x € A : x # x}. Note que o
conjunto B néo possui elementos. De fato, se y € B segue que y € A e

y # y, 0 que é um absurdo pois y = y. Logo, B nao possui elementos.

Uma questao importante a ser refletida nesse momento é que
existem varios conjuntos com um ou dois ou mais elementos. Entao,
com esse mesmo raciocinio, seria intuitivo pensar que existem varios
conjuntos sem nenhum elemento. Porém, o axioma da extensao garante
que existe apenas um Unico conjunto sem elementos. De fato, suponha
que B e C' sejam conjuntos sem elementos e que B # C'. Pelo axioma da
extensdo, deve existir um elemento x € B tal que = ¢ C ou vice-versa,
o que é absurdo pois nenhum dos dois conjuntos B e C' possui elemento
algum. Portanto, B = C e assim existe apenas um Unico conjunto sem
elementos. Tal conjunto é chamado de conjunto vazio e denotado por
.

Tudo o que temos até o momento é que existe um conjunto e
existe o conjunto vazio. Vamos enunciar um novo axioma para continuar

o estudo da teoria dos conjuntos.

1.4 AXIOMA DA PARIDADE

Axioma 1.4.1. Para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto a

que ambos pertencem.

O axioma da paridade nos diz que, dados dois conjuntos a e
b, existe um conjunto B tal que a e b pertencem a B, ou seja, para
quaisquer dois conjuntos existe um conjunto que contém ambos como
elementos. Na verdade, existe um conjunto que contém ambos como
elementos e nada mais. De fato, se B é um conjunto tal que a € B
e b € B, entao aplicando o axioma da especificagdo para B com a

sentenca "r = a ou x = b", temos:

B'={xe€B:x=aoux=b}.



1.5. AXIOMA DA UNIAO 23

Observe que por defini¢do B’ possui apenas a e b como elemen-
tos e que o axioma da extensdo garante que B’ é o tnico tal conjunto.
Denotamos este conjunto por {a,b} ou por {b, a}, chamado de par (ndo

ordenado) formado por a e b.

Agora, partindo do fato de @ ser um conjunto, podemos formar
o par nao ordenado {&, &}. Esse par nao ordenado é formado apenas
pelo conjunto & e pode ser denotado por {@}. De modo mais geral,
suponha a um conjunto. Podemos formar o par ndo ordenado {a,a}.
Novamente, esse par nao ordenado é formado apenas pelo conjunto a e
pode ser denotado por {a}. Portanto, com o axioma da paridade, pode-
se assegurar que dado um conjunto A qualquer, existe um conjunto B

cujo unico elemento é o conjunto A.

Dessa forma, pode-se garantir a existéncia de um grande nu-
mero de conjuntos, como por exemplo: {0}, {{0}}, {0, {0}}, {a}, {{a}},
{a,{a}} e etc. Note que, pelo axioma da extensdo, os conjuntos forma-

dos sdo diferentes entre si.

1.5 AXIOMA DA UNIAO

Antes de enunciarmos o axioma da unido, vale observar que na

teoria ingénua dos conjuntos cole¢do € sinébnimo de conjunto.

Axioma 1.5.1. Para toda cole¢io C de conjuntos existe um conjunto
B que contém todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos

conjuntos da dada colegio.

O axioma da unido nos diz que para toda colegdo C existe um
conjunto B tal que se x € X, para algum X em C, entao x € B. Note
que o conjunto B pode conter elementos que nao pertencam a nenhum
dos conjuntos X da colegdo C. Portanto, vamos aplicar o axioma da
especificagdo no conjunto B com a condigdo S(z) : ¢ € X para algum

X em C e formar o conjunto:

UC ={z € B:x € X para algum X em C}.
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Note que o axioma da extensdo garante que o conjunto UC fica

determinado de uma tnica maneira.

O conjunto UC assim definido é denominado unido da colegao

C de conjuntos.

Agora, usando o axioma da paridade e o axioma da unido,
podemos definir a unido de dois conjuntos A e B de tal forma que,
dados dois conjuntos A e B, pelo axioma da paridade existe o conjunto
{A, B}. Pelo axioma da unido, temos o conjunto U{A, B}. Tal conjunto
é definido como a unido de dois conjuntos A e B e é denotado por AUB.

Portanto, pode-se escrever: AUB = {z:xz € A ouz € B}.
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2 NUMEROS

2.1 DEFINICAO DE NUMEROS NATURAIS

Definir um ndmero natural como um conceito primitivo, ou
como uma simples nogao de grandeza, ¢ muito comum porém um tanto
quanto incémodo. Ao tentar definir o que é nimero surgem algumas
questoes filoséficas que, ha muito tempo, ja foram questionadas. Apenas
por volta do inicio do século X X é que as mudancas ocorridas na logica
e nos fundamentos da matemética deram o devido rigor a definicao de
numero. Uma leitura do livro Logicomix, cuja referéncia encontra-se nas
referéncias bibliograficas deste trabalho, pode contribuir com o leitor

que deseja se aprofundar no assunto.

Visto que, dentro da teoria ingénua de conjuntos, considera-se
a existéncia de um conjunto (o conjunto vazio), e a partir deste formam-
se outros conjuntos por meio dos axiomas da teoria dos conjuntos, é
conveniente abordar o conceito de ntimero como algo associado a um

conjunto.

Portanto, a primeira definicio a ser feita é a do ntmero 0.
Considere 0 como sendo um conjunto com zero elementos, ou seja,

0=0.

Agora, dado um conjunto x, defina o sucessor de x como sendo
o conjunto zT = z U {z}. Ou seja, o sucessor de z é o conjunto obtido

pelo acréscimo de x aos elementos de x.

A partir da definicdo de sucessor, pode-se definir o numero 1

como sendo o sucessor de 0 (conjunto vazio), ou seja:

1:=0t=0uU{0}=0U{0} ={0}
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Note que a ultima igualdade é justificada pelo fato de que
G U{0} é o conjunto cujos elementos sio precisamente os elementos de
) ou de {P}. Como @ ndo tem elementos e {#} possui apenas o @) como

elemento, segue que () U {()} possui apenas o conjunto ) como elemento,

isto é, U {0} = {0}.

Da mesma forma, definem-se os demais nimeros como segue:

2: =17 =10U{1} = {0} U {1} = {0,1} = {0, {0}} = {0,1},
3:=2"=20{2} = {0, {0}} U {2} = {0, {0}, {0, {0}}} = {0, 1,2},
4:=3"=30U{3} ={0.{0},{0.{0}}} U {3} =
{0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}} = {0,1,2,3}.

Seguindo este processo, pode-se afirmar informalmente que um
numero natural é definido como o conjunto dos nimeros naturais meno-
res do que ele. Contudo, ainda falta formalizar o conjunto dos nimeros

naturais.

Ao continuar a construgao feita acima para nimeros naturais
indefinidamente, nao seria possivel afirmar, com as ferramentas que se
tem até agora, se a construgdo obtida seria, ou ndo, um conjunto. Isso
decorre do fato de que, na teoria contruida até agora, nao foi admitida

a existéncia de um conjunto infinito.

Através de um novo axioma, pode-se obter o conjunto dos ni-
meros naturais. Porém, antes de enuncia-lo, faz-se necessario a defini¢ao

de conjunto sucessor.

Um conjunto A é um conjunto sucessor quando:

(1) 0 € A;

(it) T € A sempre que x € A.

Portanto, um conjunto sucessor A deve conter o sucessor de

qualquer elemento de A.
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2.2 AXIOMA DA INFINITUDE

Axioma 2.2.1. (Azioma da Infinitude) Existe um conjunto que con-

tém o0 0 e o sucessor de cada um dos seus elementos.

O axioma da infinitude garante a existéncia de um conjunto

sucessor como definido anteriormente.

Para formalizarmos a definicdo de nimeros naturais, precisare-
mos enunciar duas proposigoes auxiliares. Para isso, é necessario com-

preender primeiramente o conceito de intersec¢ao de conjuntos.

Da mesma forma que definimos a unido de dois conjuntos A
e B, é possivel definirmos a interseccao desses conjuntos. Para isso,
suponha que A e B sejam conjuntos quaisquer. A interseccao de A e
B é o conjunto AN B definido por ANB = {z € A: z € B}. Note
que, se x € AN B, entdo necessariamente x € A e x € B, ou seja,
ANBC{zx:z€ Aex € B}. Ainda,sex € {x :xz € Aex € B}
entdo x € A e x € B e, portanto, x € ANB. Logo {x : x € A e
r€B}CANBesegue que ANB={z:2€ Aex € B}

Agora, vamos enunciar e demonstrar as proposi¢oes auxiliares.
Aqui, abordaremos o conceito de familia. Uma leitura do livro Teoria
Ingénua dos Conjuntos de Paul Halmos, pode contribuir com o leitor

que deseja se aprofundar nesse conceito.
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Proposigao 2.2.1. Seja A conjunto sucessor. Seja {A;}icr familia de

todos os conjuntos sucessores contidos em A. Entdo,

Ak

i€l

é conjunto sucessor.

Demonstragio: Seja {A;}icr familia de todos os conjuntos su-
cessores contidos em A. Entao, para todo i € I, temos que 0 € A; e
zT € A; sempre que x € A;. Logo, ﬂiel A; é conjunto sucessor pois
0€nNA; ezt € NA;, sempre que x € NA;.

Definimos entdo, o conjunto w :=(1,.; A;.

Proposigao 2.2.2. Sejam A conjunto sucessor e w o conjunto definido

actma. Entdo, w é subconjunto de todo conjunto sucessor.

Demonstracao: Seja B conjunto sucessor arbitrario. Entao, AN
B é conjunto sucessor. Como AN B C A, segue que AN B é um dos
conjuntos que se encaixam na defini¢do de w. Portanto, w C AN B e

assim w C B.

Note que a proposi¢ao provada acima, garante que w é o menor
dos conjuntos sucessores e o axioma da extensdo garante que w é o
tnico conjunto sucessor que esta contido em qualquer outro conjunto
sucessor. A partir desse conjunto, definimos nidmero natural como sendo
um elemento de w. Com isso, w pode ser visto como o conjunto de todos

0s numeros naturais.

Agora, definido o conjunto dos nimeros naturais em teoria de
conjuntos, pode-se aplicar este conceito em diversas demonstragoes,
bem como na demonstragao das propriedades aritméticas dos niimeros

naturais.
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3 AXIOMAS DE PEANO

3.1 AXIOMAS DE PEANO

Em uma teoria matematica, novos conceitos sao introduzidos
e definidos a partir de conceitos anteriores. Estes conceitos anteriores
podem ser conceitos primitivos que sao aceitos sem nenhuma defini¢ao
formal. Como exemplos podemos citar o conceito de ponto na geometria
plana e até mesmo o conceito de conjunto na teoria de conjuntos. Estes
conceitos primitivos também podem ser axiomas, ou seja, afirmagoes

que se tornam verdadeiras sem nenhuma demonstracao.

Peano assume a existéncia de um conjunto N e uma funcao

7 : N = N, denominada fung¢ao sucessor, tais que:

(P1) 0 € N, ou seja, existe um elemento em N, denominado

zero e denotado por 0.

(P2) 0 ¢ Im(7), ou seja, zero nao é sucessor de nenhum nimero

natural.
(P3) Seja A C N subconjunto tal que:
(i) 0 € 4;
(ii) para todo n € N, se n € A, entéao 7(n) € A.
Entdo A =N.

(Py) 7 ¢é injetora, ou seja, se m,n € N e 7(m) = 7(n) entéo

O axioma (P3) é conhecido como principio de induc¢do mate-

matica.
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Dentro da teoria de conjuntos desenvolvida até agora, é possi-
vel demonstrar os axiomas de Peano. E importante ressaltar que abor-
daremos os axiomas de Peano como proposi¢des e demonstraremos tais
proposigdes a partir da teoria apresentada até aqui. Para isso, considere
o conjunto N, que Peano assumiu que existia, como sendo o conjunto
w definido nesta teoria. Também, considere o elemento 0 como sendo
0 = 0 e nT como sendo o sucessor de um nimero natural n. Aqui,
abordaremos o conceito de fungdo. Uma leitura do livro Teoria Ingénua
dos Conjuntos de Paul Halmos, pode contribuir com o leitor que deseja

se aprofundar nesse conceito.

Pelo fato de w ser um conjunto sucessor, tem-se que 0 € w, o
que comprova (Py).

Também pelo fato de w ser um conjunto sucessor, tem-se que

se n € w entdo nT € w. Defina a funcio 7 : w — w por 7(n) = nt.

Note que 0 ¢ I'm(7). De fato, seja n um elemento de w. Entéo,
nt é conjunto ndo vazio, pois nt =nU{n} e assimn € n*. Mas 0 é o
conjunto vazio. Logo, n™ # 0 e 0 ndo é sucessor de nenhum elemento

de w, 0 que comprova (P).

Agora, em (P3), seja A C N subconjunto tal que 0 € A, e
7(n) € A sempre que n € A. Note que isto diz que A é um conjunto
sucessor, pois 7(n) = n™ para todo n € N = w. Como w é o menor
conjunto sucessor, A C w e A é conjunto sucessor, vemos que necessa-

riamente w C A, donde A = w = N, o0 que comprova (P3).

Para demonstrar (Py), precisamos enunciar e provar duas pro-

posicoes auxiliares.

Proposigao 3.1.1. Cada elemento de um nimero natural €, deste, um

subconjunto.

E importante ressaltar que, na teoria construida até agora,

numeros naturais foram definidos como conjuntos. Portanto, quando se
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trata de elemento de um ntimero natural, entende-se como o elemento

do conjunto que é definido como um ntimero natural.

Demonstracao: Esta demonstracgao é feita por inducao, princi-

pio P;3 de Peano ja demonstrado.

Seja T' o conjunto dos niimeros naturais que satisfazem o enun-

ciado, isto é, T :={y € w : x C y,Vz € y}. Provaremos que T = w.

Para tanto, basta provarmos que 7" é um conjunto sucessor.
Com efeito, note primeiramente que 0 € T', pois caso 0 ¢ T, existird
z € ) tal que x C (), o que é absurdo, pois () ndo possui elementos.
Portanto, 0 € T'.

Seja n € T. Note que se z € n™ entdo 2 C n™. De fato, tome
x € nt qualquer. H4 dois casos para considerar. Quando = = n, note
que, como n = nU{n}, segue que x = n C n*. Logo, z C n*. Quando
x # n, temos x € n, pois nT = n U {n}. Vistoquen € T, de z € n

conclui-se que x C n, e de n C nt temos x C nT.

Portanto, T' é conjunto sucessor. Como T' C w, segue que T =
w, pois w é o menor conjunto sucessor. Logo, dado n € w qualquer,

temos que x C n, Vx € n.

Proposigao 3.1.2. Nenhum nimero natural é um subconjunto de qual-

quer um de seus elementos.

Demonstracio: E equivalente mostrar que se n € w e x € n

entdao n ¢ x. Esta demonstracéo é feita por inducao.
Considere S o conjunto dos ntimeros naturais que satisfazem
o enunciado, ou seja, S:={n €w:n ¢ z,Vz € n}.

Note primeiramente que 0 € S. De fato, temos que 0 € w.
Também, 0 ndo é subconjunto de seus elementos, pois 0 é o conjunto

vazio e nao possui elementos. Logo, 0 € S.
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Note também que se n € S entdo nt € S. Com efeito, seja
n € S. Perceba que n C n™ propriamente, pois n* # n. Logo, n™ ¢ n.
Tome x € n qualquer. Mostraremos que n* ¢ z. Para isso, suponha
nt C z. Entdo, como z € n, segue da Proposigdo 3.1.1 que z C n.
Portanto, n™ C x C n, o que é absurdo. Logo, n™ ¢ = e, como n* =

n € {n}, entdo n* € S.

ora, vamos demonstrar (Py): 7 é injetora, ou seja, se m,n
Agora, d trar (P, jetora, ja, NUES
Ne 7(m) = 7(n) entdo m = n ou, de forma equivalente, "se n e m estio

n

emw e sent =mt, entdon=m".

Suponha que n e m estejam em w e que nT = m™. Visto que

nt =nU{n}emt =muU{m}, temos que:

e ncnt eention € mt, pois nt = mT por hipétese. Segue que

nemoun=1m.

e m € m’ eentdo m € nt. Segue que m € n ou m = n.

Se m = n, entdo nao ha o que provar.

Se m # n, entdo n € m e m € n. Pela Proposi¢do 3.1.1, segue
quen C mem € n, o que é absurdo pela Proposicao 3.1.2, pois nenhum
nimero natural é um subconjunto de qualquer um de seus elementos.

Logo, n = m.

3.2 TEOREMA DA RECURSIVIDADE

A seguir, iremos enunciar e demonstrar um importante teo-
rema que nos auxiliard na definicdo das operacoes de adi¢do e multipli-
cacao dos numeros naturais que sera feita adiante. Aqui, abordaremos

os conceitos de relagao, fungdo e produto cartesiano. Uma leitura do
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livro Teoria Ingénua dos Conjuntos de Paul Halmos, pode contribuir

com o leitor que deseja se aprofundar nesses conceitos.

Teorema 3.2.1 (Teorema da Recursividade). Se a é um elemento de
um conjunto X, e se f é uma funcio de X para X, entdao existe uma
fungdo u de w para X tal que u(0) = a e tal que u(n™*)=f(u(n)) para

todo n em w.

Demonstracio: Sejama € X e f: X — X uma funcdo. Vamos

mostrar a existéncia de uma fungao wu.

Considere a cole¢do C de todas as relagoes de w em X, ou

seja, subconjuntos de w x X que satisfazem as propriedades u(0) = a e

u(n®) = f(u(n)).

(7) Para uma relagdo A C w x X, a condi¢do (0,a) € A diz que

0 é levado em a pela relagéo A.
(#4) Se u(n) = m, a condigdo (n*,f(x)) € A sempre que
(n,z) € A diz que se n é levado em z por A, entdo n* é levado em f(z)

por A.

A funcao cuja existéncia queremos provar deve ser um elemento

da coleg@o C. Vamos provar entdo que u € C.

Primeiramente, note que a colecdo C é ndo vazia pois w x X

satisfaz as propriedades (i) e (i7). De fato,

e (0,a) €w x X pois 0 € w e a € X, por hipdtese.

o (nT, f(z)) € w x X sempre que (n,z) € w x X, pois j4 vimos
que se n € w entdo nT € w e se v € X entdao f(x) € X ja que
f: X=X

Também, cada elemento de C é um subconjunto de w x X.

Tome agora a interseccdo de todos eles e chamemos a relagao resul-
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tante de u. Note que, (0,a) € u pois (0,a) estd em todo o conjunto
da colecdo C e, portanto, na interseccio deles. E ainda, (n™, f(x)) € u
sempre que (n,z) € u, pois (n,z) estd em todo conjunto da colegdo
C e, consequentemente (nt, f(z)) também. Portanto, se (n,z) estd na

intersecgdo, (n™, f(z)) também est4.
Logo, concluimos que u € C.

Agora, vamos provar que u é um funcdo. Essa prova é feita por

inducao.

Seja S o conjunto de todos os nimeros naturais n para os quais

(n,z) € u para um dnico x.

e 0SS

Suponha que 0 ¢ S. Entao, existem a,b € X, b # a, tal que
(0,b) € u e (0,a) € u. Considere o conjunto u — {(0,b)}. Note
que este conjunto contém (0,a) pois a # b e, se contém (n,x)
entdo também contém (n™, f(x)), pois uma vez que nt # 0 (0
nao é sucessor de nenhum ntimero) o elemento (0,b) nao é igual
a (nt, f(z)). Ou seja, u — {(0,b)} € C. Mas isso contradiz o fato
de u ser o menor conjunto de C, pois é dado pela intersec¢ao de

todos os conjuntos de C. Logo, 0 € S.

encS=ntes

Suponha que n € S. Entéo, existe um tnico z € X tal que (n,x) €

u. Como (n,z) € u, entdo (n*, f(z)) € u, pela propriedade (i7).

Sen™ & S, entdo (n*,y) € u paray # f(z). Considere o conjunto
u—{(n",y)}. Note que este conjunto contém (0, a) pois 0 # n*.
Agora, seja (m,t) € u—{(n*,y)}. Note que se m = n, entdo t = x
edado (n,z) € u—{(n*,y)} segue que (n*, f(z)) € u—{(n",y)}
pois f(x) # y. Se m # n, entdao dado (m,t) € u—{(n*,y)} segue
que (m*, f(t)) € u—{(n",y)}, pois m* #n*.

Logo, se (m,t) € u — {(n",y)} entdo (m™, f(t)) € u—{(n*,y)}.
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Logo, temos que u—{(n™,y)} € C. Mas isso contradiz novamente

o fato de u ser o menor conjunto de C. Portanto, n* € S.

Assim, u é uma funcgao e satisfaz as condi¢oes dadas.

Como mencionado anteriormente, usaremos o teorema da re-
cursividade para definir adicdo e multiplicagdo em w. Se o teorema
permitisse mais de uma funcdo satisfazendo a propriedade desejada,
teriamos concebivelmente diversas operacoes de adicao e multiplicacao
diferentes. Portanto, ainda falta mostrar que a fungao cuja existéncia é
garantida pelo teorema da recursividade é a tinica com a propriedade

desejada.

Proposigao 3.2.1. A funcio cuja existéncia é garantida pelo teorema

da recursividade € Unica.

Demonstragdo: Sejam X conjunto, a um elemento de X e f
uma funcao tal que f : X — X. Considere fungdes u,v : w — X
tais que u(0) = a, u(n™) = f(u(n)) para todo n € w, v(0) = a e
v(n™) = f(v(n)) para todo n € w.

Vamos mostrar que v e v sdo a mesma fungdo utilizando o

principio da indug¢ao matemaética.

Note que as fungdes u e v possuem o mesmo dominio e contra-

dominio. Logo, para provamos que sao a mesma funcao basta provarmos
)

que possuem a mesma lei de formacdo, ou seja, basta provarmos que

u(n) = v(n), para todo n € w.

Considere o conjunto A = {n € w : u(n) = v(n)}. Note que
queremos mostrar que A = w. Como A C w, basta mostrarmos que A
é um conjunto sucessor, ou seja, precisamos mostrar que 0 € A e se
n € Aentdont € A

Por hipétese, u(0) = a e v(0) = a, logo u(0) = v(0) e portanto
0e A
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Suponha que n € A. Entao, para esse n vale u(n) = v(n). Tam-
bém, u(nt) = f(u(n)) = e v(n*) = f(v(n)), por hipétese. Portanto,
u(n™) = f(u(n)) = f(v(n)) = v(n™), donde u(n™) = v(n™). Portanto,
nt € A.

E assim, pelo principio da indu¢dao matemaética, segue que A =

w, ou seja, u(n) = v(n), para todo n € w.

Agora, podemos definir as operagoes de adi¢do e multiplicacao

em w.
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4 ARITMETICA

4.1 ADICAO PARA NUMEROS NATURAIS

Tendo em vista a definicdo do conjunto dos niimeros naturais
e o teorema da recursividade, pode-se definir a adi¢do para nimeros

naturais e provar suas propriedades aritméticas.
Tome m € w qualquer. O que viria a ser m+1, m+2, m+3,...7

Intuitivamente, m + 0 é simplesmente m. Quanto ao m + 1,
pensamos que ele deve ser o nimero natural que vem logo apdés o m.
Em termos de conjuntos, m + 1 seria entdo o conjunto sucessor de m,
ou ainda m + 1 = m™. Concluimos entdo que o conjunto sucessor m™

pode ser interpretado como m + 1.

Seguindo a mesma ideia intuitiva, m + 2 deve ser o natural que
vem logo ap6s o m + 1, ou seja, m+2 = (m+1)T = (m™)T. Portanto,

podemos concluir que m + 2 é o sucessor do sucessor de m.

Da mesma forma, m+3 seria o sucessor do sucessor do sucessor

de m e assim por diante.

Agora que ja temos uma ideia intuitiva do que é adi¢do nos
numeros naturais, gostarfamos de formalizar esse conceito em teoria de
conjuntos. Para definirmos adi¢ao, tomamos m € w fixo e vamos definir

"m +n", para todo n € w.

Essa definigao é feita utilizando o teorema da recursividade.
Para isso, tome no teorema da recursividade X = w, f : w — w a
fungdo dada por f(n) = n™ para todo n e a = m. O teorema garante
a existéncia de uma tnica funcdo u : w — X (note que X = w nesse

caso) tal que:



38 Capitulo 4. ARITMETICA

e u(0) = m. Note que isto é o mesmo que dizer que m + 0 = m;

e u(nt) = f(u(n)) = (u(n))*, para todo n € w.

Podemos denotar a funcao u por S,, e S, : w — w € usada
portanto para definir a adigdo. Por definigdo, m + n := S,,(n), para

todo n € w.

Definicao 4.1.1. Sejam m,n € w. Definimos a soma de m com n,

denotada por m +n, como o natural
m+n = Sp(n),
em que Sy, (n) € a fungio vista acima.

4.1.1 PROPRIEDADES ARITMETICAS DA ADICAO

As propriedades aritméticas da adicao sdo demonstradas atra-
vés do principio de indugdo matemadtica (axioma (Ps) de Peano). Seréo
demonstradas as propriedades associativa, comutativa e elemento neu-

tro da adigao.

Propriedade 4.1.1. (Associatividade da Adigio) Sejam k,m e n ni-

meros naturais. Entdo, (k+m)+n==k+ (m+n).

Demonstra¢io: A demonstragio ¢é feita por inducdo sobre n.

Sejam k e m numeros naturais fixos.

(1) Vamos mostrar que a propriedade é vdlida quando n = 0.

Note que:

(k+m)+0 = k+m, por defini¢do. Também, k+(m+0) = k+m.
Logo, (k+m)+ 0=k + (m+ 0) e a propriedade ¢é valida para n = 0.

(#) Suponha que a propriedade seja vélida para algum n na-

tural, ou seja, é verdade que (k+m)+n=%k+ (m+n).
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Vamos mostrar que a propriedade vale para n™, ou seja, (k +
m) +nt =k+ (m+n"). Temos:

(k+m) +nt = Sipm(n™) = (Skrm ()" = ((k+m) +n)*,

por definicao;
= (k+ (m +mn))™, pela hip6tese de inducio;
=k+ (m+n)", por defini¢io;
=k+ (m+nT), por defini¢io.

Portanto, estd provada a propriedade.

Propriedade 4.1.2. (Elemento Neutro da Adigio) O nimero natural
0 € elemento neutro para a operacio de adicdo em w, isto €, para todo

ne€w vale quen+0=0+n=n.

Demonstracdo: Por definicao, tem-se que n+ 0 = n.

Vamos mostrar agora que 0 +n = n. A demonstragdo é feita

por inducao sobre n.

(¢) Seja n = 0. Entdo, 0 + 0 = 0 é verdade por defini¢do.

(i) Suponha que o resultado é vélido para algum n natural,
ou seja, é verdade que 0 + n = n. Mostremos que o resultado é valido

para nT, ou seja, 0 +nT = nT. Temos:

0+n*t = (0+n)", por definigdo;

= nT, pois, pela hipétese de inducdo, 0 +n = n.

Portanto, estd provada a propriedade.
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Antes de demonstrar a comutatividade da adi¢do, precisa-se

demonstrar um lema.

Lema 4.1.1. Sejam m,n nidmeros naturais. Entdo, m*+n = (m+n)™.

Demonstracio: A demonstracgao é feita por inducao sobre n.

(i) Seja n = 0. Entdao, m*™ + 0 = m™, por definigao. Mas,
m* = (m+0)7, pois m = m+0 também por definigao. Logo, m*+0 =
(m+0)*.

(#4) Suponha que o resultado seja valido para algum n natural,
ou seja, é verdade que m™ +n = (m+n)T. Mostremos que o resultado

¢ valido para nt, ou seja, m™ +nt = (m + n™)T. Temos:

mt +nT = (mT +n)T, por definigdo;
= ((m +n)™)™, pela hipotese de indugao;

= (m +n™)*, por definigao.

Propriedade 4.1.3. (Comutatividade da Adigio) Sejam m,n nimeros

naturais. Entdo, m +n =n+m.

Demonstra¢io: A demonstragdo é feita por indugao sobre m.

Considere n nimero natural fixo.

(1) Seja m = 0. Entao, 0+n = n = n+ 0, pela propriedade do

elemento neutro.

(#4) Suponha que o resultado seja valido para algum m, ou seja,
é verdade que m+n = n+m. Mostremos que o resultado é valido para

m™T, ou seja, mT +n =mn -+ m™T. Temos:

mt +n=(m+n)T, pelo lema 4.1.1;



4.2. MULTIPLICACAO PARA NUMEROS NATURAIS 41

= (n+m)™T, pela hip6tese de indugio;
=n+m™T, por definicdo.

Portanto, estd provada a propriedade.

4.2 MULTIPLICACAO PARA NUMEROS NATURAIS

De maneira semelhante ao que foi feito para definir adicao, é
possivel definir a multiplicacdo para os nimeros naturais e provar suas

propriedades aritméticas.

Tome m € w qualquer. O que seria intuitivamente m -1, m - 2,
m-3,...7

Intuitivamente, pensamos que m - 1 é o proprio m. Quanto
ao m - 2, pensamos que é o natural resultante da soma m + m. Ou
ainda, m-2 =m -1+ m = m + m. Seguindo a mesma ideia intuitiva,
m - 3 deve ser o natural resultante da soma m + m + m, ou ainda,
m-3=m-2+m=m-14+m+m = m-+m+ m. Note que aqui faz
sentido falarmos na operacao m+m-+m, pois ja provamos anteriormente

que a adicao é associativa.

Com a ideia intuitiva formada acima e utilizando os conceitos
estudados até agora em teoria dos conjuntos, vamos formalizar o con-
ceito da operacao de multiplicacdo. Para isso, tomamos m € w fixo e

definimos "m - n", para todo n € w.

A definicdo de multiplicacdo também é feita utilizando o te-
orema da recursividade. Tome no teorema da recursividade X = w,
f:w — w a fungdo dada por f(n) =n+mea=0. 0 teorema garante

a existéncia de uma tnica funcao u : w — w tal que:

e u(n™) = f(u(n)) = u(n) +m, para todo n € w.
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Vamos denotar a fun¢do u por P, e P, : w — w é a fun¢do

usada para definir multiplicacdo.

Definigcao 4.2.1. Sejam m,n € w. Definimos a multiplicacéo de m

com n, denotada por m -n, como o natural

em que Pp,(n) € a fungio vista acima.

Frequentemente, o ponto - é omitido. Portanto, entende-se que

mn = m - n, para quaisquer m,n € w.

4.2.1 PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO

As demonstracoes das propriedades aritméticas da multiplica-
¢ao sdo muito parecidas com aquelas feitas nas propriedades da adigao,

porém com algumas adaptagoes.

As propriedades da multiplicagdo que serdo demonstradas sao
as propriedades distributiva, associativa, comutativa e elemento neutro

da multiplicacao.

Propriedade 4.2.1. (Distributividade da Multiplicagio) Sejam k,m e

n ndmeros naturais. Entdo, k(m + n) = km + kn.

Demonstracio: A demonstracao desta propriedade é feita por

inducédo sobre n. Considere k e m nimeros naturais fixos.

(1) Seja n = 0. Entao, k(m+0) = km, pela definigdo da adicao.

Por outro lado, km + k- 0 = km + 0, pela defini¢do da multi-
plicacdo. Segue que km + k- 0 = km.

Portanto, k(m +0) = km + k - 0.
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(#4) Suponha que a propriedade seja vélida para algum n na-
tural, ou seja, k(m +n) = km + kn. Vamos mostrar que a propriedade

vale para n™, ou seja, k(m +n*) = km + kn*. Temos:
k(m +nt) = k(m +n)", pela defini¢io da adigao;
= k(m +n) + k, pela defini¢do da multiplicagio;
= km + kn + k, pela hipdtese de inducao;

= km + kn™, pela definicio da multiplicacio em
kn + k.

Portanto, estd provada a propriedade.

Propriedade 4.2.2. (Associatividade da Multiplicagio) Sejam k,m e

n ndmeros naturais. Entdo, (km)n = k(mn).

Demonstracao: A demonstragao desta propriedade é feita por

indugao sobre n. Considere k e m ntimeros naturais fixos.

(i) Seja n = 0. Entao, (km) -0 = 0 por definicdo. Também,
k(m-0) =k -0 =0, por defini¢io. Logo, (km) -0 = k(m - 0).

(#4) Suponha que a propriedade seja vdlida para algum n na-
tural, ou seja, (km)n = k(mn). Vamos mostrar que a propriedade vale

para n™, ou seja, (km)n™ = k(mn™). Temos:
(km)n™ = (km)n + km, pela definigio da multiplicagio;
= k(mn) + km, pela hip6tese de indugao;
= k(mn + m), pela propriedade distributiva;
= k(mn™), pela definigdo da multiplicacao.

Portanto, estd provada a propriedade.
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Antes de demonstrar a comutatividade da multiplicagao, precisa-

se demonstrar dois lemas auxiliares.

Lema 4.2.1. Seja n um ndmero natural. Entdo, 0-n = 0.

Demonstra¢do: A demonstragio é feita por indugéo sobre n.

(i) Seja n = 0. E verdade que 0-0 = 0, por definicio.

(#4) Suponha que o resultado seja valido para algum n natural,
ou seja, é verdade que 0 -n = 0. Mostremos que o resultado é valido

para n™, ou seja, 0 - n™ = 0. Temos:

0-nt =0-n+0, pela definicio da multiplicacio;
= 0+ 0, pela hipdtese de indugao;
= 0, pela definicao da adigao.

Portanto, estd provado o lema.

+

Lema 4.2.2. Sejam m,n ndmeros naturais. Entdo, m™ -n = mn +n.

Demonstragio: A demonstragao é feita por indugéo sobre n.

(i) Seja n = 0. Entdo, m™ -0 = 0, por defini¢gio. Também,
m-040=0+0=0, por definicdo.

Logo, m™ -0 =m-0+0.

(#4) Suponha que o resultado seja valido para algum n natural,
ou seja, é verdade que m™ - n = mn + n. Mostremos que o resultado é

valido para n™, ou seja, m* - nt = mnT +nT. Temos:

mT -nt =m* -n4+ mT, por definicio;
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= mn +n +mT, pela hipétese de inducio;
=mn+ (n+m)T, pela definigao da adigao;
=mn+ (m +n)T, pela comutatividade da adigio;
= mn +m +nT, pela definicio da adicio;

= mnT +nT, pela definicio da multiplicacio.

Portanto, estd provado o lema.

Propriedade 4.2.3. (Comutatividade da Multiplicagio) Sejam m,n

numeros naturais. Entdo, mn = nm.

Demonstraciao: A demonstracao é feita por indugao sobre m.

Considere n ntmero natural fixo.

(i) Seja m = 0. Entao, 0-n = 0, pelo lema 4.2.1. Também,
n -0 =0, por defini¢ao.

Logo, 0-n=n-0=0.

(#4) Suponha que o resultado seja vélido para algum m natural,
ou seja, é verdade que mn = nm. Mostremos que o resultado é vélido

para m*, ou seja, m* -n =n-mt. Temos:

mT

-n = mn + n, pelo lema 4.2.2;
= nm + n, pela hipotese de indugao;
=n-m™T, por definicdo.

Portanto, estd provada a propriedade.

Propriedade 4.2.4. (Elemento Neutro da Multiplicagio) O nimero

natural 1 € elemento neutro para a opera¢do de multiplicacio em w,



46 Capitulo 4. ARITMETICA

isto é, para todon € w vale que 1 -n=n-1=n.

Demonstracdo: Note que 1-n = 07 - n por definicio. Mas
0" -n =0-n+n, pelo resutado 4.2.2. Como 0-n = 0 pelo resultado

4.2.1, segue que 07 -n=0+n =n. Logo, 1 -n =n.

Também, n-1 = n-0T, por definicio. Mas n-0T = n-0+4n, por
definicdo. Como n - 0 = 0 por definicdo, segue que n -0 =0+ n = n.

Logo, n-1 =mn.

Portanto, 1-n =n-1=n e a propriedade estd provada.
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Conclusao

Como vimos, a teoria ingénua dos conjuntos mostra-se alta-
mente ligada a generalizacdo e a abstracdo, itens fundamentais para
o desenvolvimento da matemadtica pura. Vemos que nao apenas sua
linguagem, mas também seus conceitos fundamentais encontram-se es-

sencialmente ligados a praticamente todos os ramos da matematica.

Acreditamos que a construgdo dos nimeros naturais, do ponto
de vista da teoria ingénua dos conjuntos abordada neste trabalho, é
compreensivel a um aluno em inicio de graduagao. Contudo, essa cons-
trugcdo depende da teoria axioméatica dos conjuntos, que é uma abor-
dagem a parte. Isto dificulta um pouco, mas nao impede, a exposicao
completa da construgao formal. Entender ao menos as ideias principais
da maneira exposta neste trabalho, é de fundamental importancia na
estruturacao do conhecimento matemético de um aluno de graduacao.
Acreditamos que conhecer a construgao, além da axiomatica de Peano,
torna mais consistente o conhecimento do conjunto dos ntimeros natu-
rais e suas propriedades aritméticas e, por consequéncia, confere mais

seguranca aos estudos posteriores.

Como projeto futuro e continuagdo deste trabalho, é possivel
um maior aprofundamento nos axiomas da teoria dos conjuntos desen-
volvendo novos conceitos como por exemplo os conceitos de niimeros

ordinais e cardinais.
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