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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos as Cadeias de Markov homogéneas em um estado discreto. Com
este conteido, podemos trabalhar, no Ensino Médio, assuntos como probabilidades, matrizes
e sistemas lineares e, com isso, mostrar aos alunos que estes assuntos podem ser aplicados em
outras areas do conhecimento. Com uma transposicao didatica do contetido, propomos uma
sequéncia didatica para ser aplicada em turmas do Ensino Médio baseada em problemas insti-
gadores e o uso de ferramentas computacionais, como o site Matrix Calculator e os programas
Geogebra e Winmat.

Palavras-chave: Cadeia de Markov. Ensino Médio. Probabilidade. Matrizes. Sistemas

lineares. Aplicagoes.



ABSTRACT

In this monograph we study Markov’s homogeneous chains in a discreet state. With this
content we will be able to work, in high school classes, with subjects as probabilities, matrices
and linear systems (and so) showing the students this subjects can be applied in different areas
of knowledge. With a didactic transposition we propose a didactic sequence to be applied on
high school classes based on instigating questions and the use of computational tools such as,
Matrix Calculator website and the programs Geogebra and Winmat.

Keywords: Markov Chain. High School. Probability. Matrices. Linear Systems. Aplications.
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1 INTRODUCAO

Segundo texto de BASHARIN (2004), Andrei Andreyevich Markov (1856-1922), foi um ma-
tematico russo que formou-se e foi professor na St. Petersburg University. Seus primeiros
trabalhos como matematico foram sobre limite de integrais, fragoes continuas e teoria da apro-
ximagao. Depois de 1900, ele aplicou o método de fragoes continuas, iniciado pelo seu professor
Pafnuty Chebyshev !, & teoria da probabilidade. Porém Markov é particularmente lembrado
em seus estudos nas cadeias de Markov iniciando um novo ramo na teoria das probabilidades e
lancando a teoria dos processos estocasticos.

Atualmente, vemos as Cadeias de Markov em véarias areas das ciéncias, tais como em modela-
mento de problemas encontrados na pratica, ciéncias bioldgicas, sociais e administrativas, teoria
dos jogos (problema da ruina do jogador), evolucao das populagoes, processos epidemoldgicos e
teoria das filas. Métodos bem parecidos ajudam a identificar genes no DNA, simular o compor-
tamento nas interacoes de varias particulas num sistema, etc.

Neste trabalho, vamos apresentar uma proposta de atividades (sequéncia didatica) envol-
vendo as Cadeias de Markov homogéneas para serem aplicadas no Ensino Médio. A Cadeia de
Markov é um 6timo caso de aplicarmos uma transposicao didatica de um saber cientifico ma-
tematico, o saber sdbio (aquele que os cientistas descobrem), onde vive no Ensino Superior, que
pode ser transformado em saber a ser ensinado (aquele que acontece na sala de aula) no Ensino
Médio, pois trabalha com conteiidos que sao ensinados nesta etapa, tais como: probabilidade,
matrizes e sistemas.

O termo transposi¢ao diddtica foi introduzido, em 1975, por Michel Verret e redescutido por

Yves Chevallard, no ano de 1985, onde ele define transposicao didatica como:

Um conteido do conhecimento, tendo sido designado como saber a ensinar,
sofre desde entao um conjunto de transformagoes adaptativas que vao torna-lo
apto a tomar o seu lugar entre os objetos de ensino. O trabalho que, de um
objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino, é chamado transposi¢ao
didética. (Chevallard, 1985, p. 39).

Segundo Polidoro,

LConhecido por trabalhos em probabilidade, estatistica, mecanica e teoria dos nimeros.
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Essa transformagao do objeto de conhecimento cientifico em objeto de conheci-
mento escolar para ser ensinado pelos professores e aprendido pelos estudantes
significa selecionar e inter-relacionar o conhecimento académico, adequando-o
as possibilidades cognitivas dos alunos e exemplificando de acordo com a sua
realidade circundante. Chevallard parte do pressuposto de que o ensino de um
determinado elemento do saber sé serd possivel se esse elemento sofrer certas

deformagoes para que esteja apto a ser ensinado.(POLIDORO, 2009, p. 155).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio dao algumas finalidades para o

ensino da Matematica para este nivel, entre as quais:

-compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que per-
mitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagao cientifica
geral;

-aplicar seus conhecimentos matematicos a situagoes diversas, utilizando-os na
interpretacao da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades cotidianas;
-estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e
o conhecimento de outras dreas do curriculo;[...] (BRASIL, 1999, p.42).

Se olharmos, principalmente, para o ensino das matrizes, muitos alunos nao véem significado
para este contetiddo e nao conseguem ver aplicagoes nele. Na maioria das vezes, o ensino-
aprendizagem de matrizes é um ensino voltado as técnicas, aos conceitos e algoritmos utilizados,
tirando o assunto da realidade dos alunos, mesmo sendo um conceito presente na vida deles (por
exemplo, na elaboragao de tabelas e etc.). Trabalhos como os de Kraieski (1999), Sanches (2002)
e Britto (2014) fazem um estudo sobre o tema.

Britto, em seu trabalho, cita alguns objetivos de atividades abordando as Cadeias de Markov:

- Mostrar a utilizacao de matrizes em outras areas do conhecimento, areas es-
tas que a maioria dos estudantes supoe nao utilizar matematica de forma mais
aprofundada.

- Permitir aos alunos enxergar matriz como uma forma interessante e eficiente
de representacao e manipulacao de dados.

- Mostrar a importancia de ferramentas matematicas (probabilidade e matri-
zes) na previsao de diversas situagoes futuras, previsoes estas muito importantes
para a tomada de decisoes por parte de diversos profissionais (administradores,
economistas, bidlogos e tantos outros) em determinadas dreas de atuacao.

- Reforcar as informagoes a respeito de cadeias de Markov estudadas.

- Trabalhar a multiplicacao de matrizes cujas entradas sao probabilidades e
resolver sistemas lineares.

- Mostrar que o uso de tecnologias pode ser util quando a resolugao de um
problema envolve muitos calculos e permitir que o aluno se utilize dessas tec-
nologias. (BRITTO, 2014, p. 29).

Pretendemos, com este trabalho, analisar o saber sabio, ou seja, aquele que os cientistas

descobrem (no nosso caso, as Cadeias de Markov) e o transportar para uma linguagem mais
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acessivel aos alunos do Ensino Médio, possibilitando que os mesmos possam conhecer e se fami-
liarizar com saberes que sao estudados em outros niveis de ensino e mostrar que a Matematica
esta, sim, presente em varias areas.

No segundo capitulo, iremos revisar alguns importantes tépicos para a compreensao do que
sao as Cadeias de Markov tais como Experimento Aleatorio, Variaveis Aleatorias, Probabilidade
Condicional, etc.

O terceiro capitulo apresenta a definicao de Cadeia de Markov. Serd abordada toda teoria
que achamos necessaria e que nos possibilitard trabalhar no Ensino Médio esse assunto.

No quarto capitulo do trabalho, traremos uma sequéncia didatica que pode ser aplicada
em sala de aula, visando construir um aprendizado significativo ao aluno e para apresentar a
aplicacao dos conteidos matematicos que eles estudam em outras ciéncias. Esta sequéncia foi
criada para ser realizada em 4 momentos envolvendo a parte tedérica da disciplina, o uso de site

e/ou programas de computador que facilitarao a aprendizagem e problemas.
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2 REVISAO DE TOPICOS

Neste capitulo, iremos elencar alguns tépicos importantes para podermos definir as Cadeias
de Markov. Fica a critério do professor se estes topicos serao trabalhados com os alunos. Alguns
deles nao sao vistos no Ensino Médio, mas podem ser introduzidos superficialmente aos alunos.
Os conteudos como matrizes e sistemas lineares, que sao aplicados nas Cadeias de Markov, nao
serao revisados aqui, pois acreditamos que, para ser possivel trabalhar essa proposta de ensino
das Cadeias de Markov, eles ja deverao ter sido ensinados em um momento anteriormente a
realizacao desta proposta.

Em alguns momentos, daremos sugestoes de fontes de estudos , caso o leitor queira se apro-

dundar mais no topico em questao.

2.1 Experimento aleatério e Espaco Amostral

Segundo Martins (1990, p. 184), “Experimento aleatério é aquele que podera ser repetido
sob as mesmas condicoes indefinidamente. Tal experimento apresenta variacoes de resultados,
nao sendo possivel afirmar a priori qual sera sua determinacao antes que o mesmo tenha sido
realizado”.

Além disso, podemos descrever o conjunto de todos os resultados possiveis que esse expe-
rimento pode ocorrer. Por exemplo, ao lancar um dado uma vez, nao sabemos qual resultado
ele dard, somente sabemos que ele sera um elemento do conjunto {1,2,3,4,5,6}. Chamamos

de espago amostral o conjunto de todos os resultados possiveis num experimento aleatério.

2.2 Probabilidade Condicional

Quando queremos calcular a probabilidade de, por exemplo, ocorrer um evento B mas ja
sabendo da ocorréncia de um evento A, estamos calculando o que chamamos de probabilidade
condicional. Segundo Lima (2006, p. 152), dados dois eventos A e B, com P(A) # 0 (P(A) ¢é a
notagao da probabilidade de ocorrer o evento A), a probabilidade condicional de B na certeza

de A é o niimero

pipjy) = T 0P )

Esta férmula, segundo o préprio Lima (2006), é pouco usada. Pois, sabendo que P(AN B) =
n(AN B)
n($2)

, onde n(2) representa o numero de elementos do espago amostral, entdao, podemos
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dizer que a probabilidade de ocorrer um evento B, dado que ocorreu um evento A é:

n(ANB)
P(B|A) = Pg(jx)m N &g; '
Logo
° n(AN B)
P(BIA) = "0 2)

Observe o exemplo abaixo:

Exemplo 2.1: Ao lancar um dado honesto, se o resultado obtido foi par, qual a probabili-
dade dele ser maior ou igual a 57

Sejam os eventos:
A - resultado par

B - numero maior ou igual a 5

Observe que A = {2,4,6} e B = {5,6}. Queremos calcular P(B|A). Logo,

P(B|A) = % _ %

2.3 Teorema da Probabilidade Total

Teorema 2.1: Sejam Aj, As, ..., A, uma particao® do espaco amostral Q e B um evento

qualquer de ). Entao

n

P(B) = 3" P(B|A)P(A,). (3)

i=1
Demonstragao. Como J;_, A; = €, segue que B = (A, NB)U (A,NB)U---U (A, N B). Os
eventos (A; N B) sao mutuamente exclusivos dois a dois, ou seja, ndo hé intersecgao entre eles,

pois A; N A; = 0,Vi # j. Logo

P(B) = P(AAINnB)U(AyNB)U---U(A,NDB))
= P(A))P(B|Ay) + P(A2)P(B|A2) +---+ P(A,).P(B|A,)

- ZP(B\Ai)P(Ai).

Se AinA;j=0,Vi#je U, 4 = Q.
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Serd bastente utilizado o teorema® abaixo, que pode ser visto como uma consequéncia do
Teorema 2.1.
Teorema 2.2: Sejam A, A, ..., A, uma particdo do espago amostral 2 e B e C' dois eventos

quaisquer de €2. Entao

P(B|C) = Z P(B|A; N C)P(4|0). (4)

=1

Demonstragao. Veja que

PBN Ui, 4)NC)
P(B|C) = <Bm<UA> ) P(O)

 PUL(BNA)NC) KPBNANO)

a P(C) = P(C)

P BNANC) PANC) ~PBNANC) PANC)
=2 P(C) P(A;NC) =2 P(A;NC) P(C)

i=1 =1

- zn: P(B|A; N O)P(A]C).

=1

2.4 Variaveis Aleatorias

Continuando com o Exemplo 2.1, vamos, agora, lancar o dado duas vezes. O espago amostral

desse novo experimento tera os elementos:

Vamos chamar de X o nimero de vezes em que o 6 aparece na dupla (z,y). Observe que X
pode assumir os valores {0,1,2}. Por exemplo, no resultado (1,3), o nimero 6 aparece 0 vezes,
ja no resultado (6,6), ele aparece 2 vezes. Entao, podemos criar uma fun¢ao X onde associa a

cada resultado do espago amostral um nimero do conjunto {0,1,2}.

3Para maiores detalhes, aconselhamos o estudo de Mariotto (2009).
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Segundo Ynoguti (2011, p. 25):
Defini¢ao 2.1: Uma varidvel aleatoria X € uma fungdo que associa um numero real X (¢) a

cada resultado ¢ no espago amostral de um experimento aleatorio.

Figura 1: Varidveis Aleatérias

X(£)=x

.

Reta real

Fonte: Autor,
2014

2.5 Processo Estocastico

Podemos ver um processo estocastico como um conjunto cujos elementos sao varidveis
aleatérias indexadas por ¢t € 1, onde 1 é um conjunto de indices.

Se n for um intervalo de R, , esse processo é chamado de continuo. Caso n C N, ele sera
chamado de discreto.

Por exemplo, vamos imaginar uma loja que, em seu estoque, s6 cabe 90 aparelhos de tele-
visao. Todo dia, o gerente dessa loja vai até o estoque para verificar quantas TVs restam no
estoque. Podemos criar um processo estocastico onde X; é a quantidade de TVs disponiveis
no estoque no dia t. Observe que X; pode ser considerada uma variavel aleatéria, pois nao é

possivel ter a certeza de quantas TVs estarao disponiveis no fim do dia.
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Figura 2: Grafico

Quantidade de TVs

a0
80
0
a0
50
40
30
20
10

1 2 3 4 5 & 7 B 9 10

= Quantidade de TVs Fonte: Autor, 2015

Denominaremos de estados os valores assumidos por um processo estocastico e o conjunto

de todos os estados possiveis é dito espago de estados.
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3 CADEIAS DE MARKOV

Zitkovic define* a Cadeia de Markov assim:

Um processo estocdstico {X,,} pegando valores num espaco amostral

neN*
contavel S é chamado de Cadeia de Markov (ou dizemos que tem a propri-

edade markoviana) se

P[Xpt1 = tnt1|Xn = in, X1 = pn—1,..., X1 = i1, Xo = o)

= P[Xpi1 = in1| Xn = in],

para todo n € N, todos ig,i1,...,in, int1 € S. (Zitkovic, 2010, p. 63, tradugédo

nossa).

Esta defini¢ao significa que a probabilidade de estarmos no estado 7,7 no momento X,
nao depende do passado (Xy, X1, ..., X;,—1), mas, sim, do estado presente X,,. Esses processos
sao fdceis de serem trabalhados porque podemos computar todas as probabilidades que ha
nele. Essa é uma definicao dada no nivel superior que nao seria aconselhada em ser trabalhada
no Ensino Médio por causa da notagao usada. Mas, o professor pode argumentar que, assim
como foi dito anteriormente, estamos trabalhando com um processo que visa somente o tempo
presente, pois as informagcoes de estados passados sao irrelevantes para a Cadeia.

Podemos dizer que processos definidos como as Cadeias de Markov tém a propriedade
markoviana ou um processo sem memoria, isto é, se o futuro da evolucao do processo
depende apenas do momento em que ela esta e nao do que aconteceu anteriormente. Essa perda
de memoria é a base da caracterizagao das cadeias de Markov.

Agora, vamos mostrar alguns exemplos e, com eles, continuaremos apresentando mais da
teoria.

Exemplo 3.1: Observe o retangulo abaixo com vértices denominados 1, 2,3 e 4:

Figura 3: Retangulo

Fonte: Autor, 2014

40 autor usa a virgula na expressio P [X,i1 = int1|Xn = in, Xn-1 =in_1,..., X1 = i1, Xo = ig] substi-
tuindo o conectivo e
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Suponha que, a cada passo, uma particula escolha saltar para um vértice vizinho, tendo a
mesma probabilidade de saltar para cada um deles. Temos que as variaveis aleatorias X; estarao
no conjunto S = {1,2,3,4}.

Se X; ¢ a posicao da particula no tempo ¢, entao, a probabilidade de uma particula estar no

vértice j, em um passo, estando no vértice i, com 7,5 € S é:

» . —,se i e j estao conectados,
P(Xp1 =X, =i) =1 2
0, caso contrario.

Observe que as probabilidades para sair de um vértice ao outro (chamadas de probabili-
dades de transi¢do) nao dependem de n (por exemplo, sair do vértice 1 para o 2 é igual a
%) Chamamos esse fato de probabilidades de transi¢cao estaciondrias ou homogéneas.
Assim, garantimos que as probabilidades de transicao nao mudarao ao longo do tempo.

As probabilidades de transicao serao chamadas de p;;, ou seja, é a probabilidade de estar no

estado ¢ e ir para o estado j em um passo. Assim,
pij = P (X1 =j|Xo =1) (5)
e, como elas sao homogéneas,
pij =P (Xpp1 = 71X, =1) = P (X1 = J| X =14) ,YVm,n € N. (6)

Definicao 3.1: Chamamos uma Cadeta de Markov de Homogénea se as probabilidades de
transicao entre elas sao homogéneas, ou seja, elas nao variam ao longo do tempo.
Voltando ao Exemplo 3.1, é possivel criar uma matriz com todas essas probabilidades, matriz

esta chamada de matriz de transicao.

Definicao 3.2: Uma matriz de transicao ou matriz de Markov é uma matriz quadrada
da forma:
Pun P12 P13
P21 P22 P23

P |
D21 P22 P23

onde cada elemento dessa matriz satisfaz:

i) pij > 0;
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i) > py=1.
=1

No nosso exemplo, a matriz de transicao sera

040}
NIEEE
EEE
Lot

Uma outra ferramenta para ajudar na visualizagao das Cadeias de Markov sao os Diagra-
mas de Transi¢cao. Eles lembram bastante as arvores de possibilidades que sao usadas no
ensino de probabilidade no Ensino Médio. Os Diagramas de Transicao sao uma representacao
do processo onde cada vértice representa um estado e cada arco é valorado pelas probabilidades

de transicao. No nosso exemplo, teriamos:

Figura 4: Diagrama de Transicao

0,5

4 (

Fonte: Autor, 2014

Exemplo 3.2: Observe o triangulo como o da figura abaixo:

Figura 5: Triangulo

Fonte: Autor, 2014
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Considerando que a escolha de ficar no mesmo vértice é % e de i a probabilidade de sair

de um vértice a outro, qual é a probabilidade de partindo do vértice 1, ao se movimentar na

segunda vez, estarmos no vértice 27

Primeiramente, construimos a matriz de transicao:

N TN T Y
W= N= =
N = =

Queremos saber a probabilidade de que, estando no vértice 1, estarmos no vértice 2 apds 2
: , . 2
movimentos. Nés denotaremos essa probabilidade como p§2).

Os caminhos possiveis para estar no vértice 2 apds 2 movimentos sao:

1—-1—2
1—-2—2

1—-3—>2

Observe que a probabilidade de fazer o percurso 1 —1 — 2 € py; - p12. Respectivamente, para

os outros percursos, temos: pis - Pao € P13 - P32. Entao,

pg) = P11 P12 + P12 - P22 + P13 - P32 = +

DN | —
] =
A~ =
DO | —
] =
A~ =

3

b}

2

pgz) = Zpuc “Pr2 = 16
k=1

O valor de pg) ¢ a multiplicacao da primeira linha da matriz P com a segunda coluna da
matriz P. Se formos determinar, por exemplo, o valor de p%), bastariamos fazer a multiplicagao

da primeira linha com a terceira coluna da matriz P, pois os caminhos possiveis sao:

1-1-3
1-2-3
1-3-3.
Assim
3
2)

ng = P11 - P13 + P12 - P23 + P13 - P33 = Zplk " Pk3-
k=1
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(2)

De uma forma geral, os elementos p;;’, com 4,7 € {1,2, 3} sao da forma

3
2
p@(j) = E Dik * Pkj-
k=1

Ou seja, os elementos pg) da matriz P® s@o elementos da matriz P?. Para termos a

confirmacao, vamos construir a matriz P2.

11 1 11 1 3 5 5
2 4 4 2 4 4 8 16 16
pi_—p.p—|1 1 1 11 1|l =5 3 5
4 2 4 4 2 4 16 8 16
11 1 11 1 5 5 3
4 4 2 4 4 2 16 16 8

Definicao 3.3: Seja P uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov. O elemento pgl) da
matriz P determina a probabilidade na cadeia de Markov de que iniciado no estado i, estard

no estado j depois de n etapas. Assim,
p = P (X, = j|Xo=1). (7)

Teorema 3.1: (Equagdio de Chapman— Kolmogorov) Em uma cadeia de Markov estaciondria
temos que:

pntm) — pn) | p(m) (8)

para quaisquer m > 0,n > 0,1 € 5,57 € S.

Demonstra¢ao. Basta usarmos a expressao (4) com a condicional em relagao a X,,.

pI™ = P(Xim = X0 =) = Y P(Xpnsn = j1Xo =i, Xp = k) - P(X,, = k| Xo = i)
kesS
= Y P(Xpin = j| X = k) - P(Xy = k| Xo = i)
keS
= Y P(X,=j|Xo=k) P(X,, = k| Xo=1)
keS

_ (n) , (m)
= E :pik; “Prj -
kes

Aplicamos, da primeira para a segunda linha, a propriedade de Markov e, da segunda para a

terceira, o fato de ser estacionaria. O
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E facil ver que P = P" pois usando o teorema acima, temos que P = P. P = P?,
PG = p@ . p = p2. P = P3 assim por diante. Caso nao queiramos fazer toda a matriz da
n-ésima poténcia de P, podemos usar a ideia de vetor de probabilidade.

Definicao 3.4: Um wvetor de probabilidade numa cadeia de Markov com n passos, ™, é um

(n)

vetor linha ® cuja j-ésima componente x; "’ € igual a probabilidade do sistema estar no j-ésimo

estado na n-ésima observacgao, ou seja,

sendo x§ "= p§n) P(X, =17).
Teorema 3.2: Se P é a matriz de transicio de uma cadeia de Markov e ™ € o vetor de

probabilidade na n-ésima observacao, entao as duas igualdades sao satisfeitas

2t — o) p (10)

2 — 40, pr (11)
Demonstragao. a) Aplicando a lei da probabilidade total, condicionando em X,, = k temos que

2" = P(Xoi1 = j) = P(Xpi1 = j1 X, = k) P( Z:vk Dkj-
kesS kesS

b) Agora, condicionando em X, = k temos que

2 = P(X, =) =Y P(X, = j|Xo = k) P( =S 2.

keS kesS

No Exemplo 3.2, temos que o vetor probabilidade no estado inicial é

pois temos 100% de chance de estarmos no vértice 1 e 0% de chance de estarmos em outro
vértice no inicio da observacao.

Agora, usando z("*D = z(® . P do teorema acima, podemos resolver o problema. Se

5 Alguns livros definem como um vetor coluna. Se ele for definido desse jeito, as férmulas devem ser adaptadas
para que a multiplicacao das matrizes seja satisfeita.
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20 = (1 0 ()), temos que

11 1
2 4 1
1) — 0, p_— o 1= (10101
t v 100 1 2 1 2 4 1
1 1 1
1 1 2
1 1 1
2 4 1
@_, . p_(1 1 1yY.]1 1 1| _(3 5 5
vi=-P=(z ; 3) |13 3 S 16T
11 1
1 1 2

Uma outra forma ¢ utilizarmos a segunda férmula do teorema acima:

Bl wice Gl

Slov Slon i
ol Hlow St
Il
/N
®olw
Sler
Sl
N—

Agora, podemos prever como se comportam os outros vetores £*)? Ou seja, quando k
aumenta muito, é possivel prever para onde o vetor ) estd indo?

Se formos calcular os préximos vetores, teremos:

x(3)2<0734375 0,32813 0,32813>
2 = (0,33594 0,33203 0,33203)
#™ — (0,33308 0,33301 0,33301)
26 (0,33350 0, 33325 0,33325)

Observe que quanto maior estd sendo k, o vetor z(k) estd tendendo para o vetor

(0,333... 0,333 .. 0,333...>.

Mas, para estudarmos melhor sobre esse vetor, que sera chamado de vetor estacionario, pri-

meiramente, precisamos definir o que é uma matriz de transicao regular.
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Definicao 3.5: Uma matriz de transicao é dita regular se uma poténcia positiva da matriz
tem todos os elementos estritamente positivos.

Se a matriz de transicao é regular, também dizemos que a Cadeia de Markov é regular. Ou
seja, é possivel estar em qualquer estado independente do niimero de passos.

Anton e Rorres (2001, p. 394), em seu livro, enuncia o teorema abaixo.
Teorema 3: O vetor de estado estaciondrio q de uma matriz de transi¢ao reqular P € o unico

vetor de probabilidade que satisfaz a equagao

P =q.

Esta igualdade também pode ser escrita como

onde I é a matriz identidade com a mesma ordem que P. Um estudo mais detalhado sobre a

demonstracao desse teorema, podemos consultar o livro Finite Markov Chains (Kemeny,1976).

Voltando ao exemplo 3.2, nossa matriz de transigao era:

NN T ST
Lo Ll el N
N = =

Vamos calcular o vetor estacionario g. Sabemos que ¢ = <q1 0o q3> tem que satisfazer

qP = q. Logo
11 1
2 4 4
<CI1 42 Q3) - (Ch a2 CI3>- % % %1 )
1 1 1
4 1 2
Isto é

+ o+ o+

N SN N
|

=) Q [~
N =

ERE e
+ o+ +
w

IN SIS I
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NS
+

NS
+

NS
Il
(e}

NTN )
Il
(@) (@)

NN
+
N SIS

Cuja solugao é ¢; = g2 = g3. Ou seja, para um k = g3, temos g = (k; k k) =k. (1 1 1).

Para fazer do vetor ¢ um vetor de probabilidade, tomemos k£ = ﬁ = % Logo, o vetor

estacionario é q = (% % %)
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4 SUGESTAO DE SEQUENCIA DIDATICA

Segundo Pannuti, a sequéncia didatica é uma

[...] modalidade organizativa que se constitui numa série de ac¢oes planejadas e
orientadas com o objetivo de promover uma aprendizagem especifica e definida.
Estas agOes sao seqiienciais de forma a oferecer desafios com o grau de com-
plexidade crescente, para que as criangas possam colocar em movimento suas
habilidades, superando-as e atingindo novos niveis de aprendizagem. (2004, p.
04 apud MENDES, pp. 2-3)

Planejamos esta sequéncia em 4 momentos (a duragao de cada momento fica a cargo do
professor) para que o contelddo possa ser apresentado e trabalhado com problemas instigadores,

estimulando o raciocinio e a aplicagao dos contetidos de Matematica do Ensino Médio ja citados.

No primeiro momento, apresentamos a proposta de introduzir o assunto terminando com um
exercicio. No segundo momento, o professor apresenta as duas férmulas
(x5 = ) . P e 20 = £(0) . PF) que ajudardo na resolucio dos problemas. No Momento 3,
o professor mostrard aos alunos ferramentas computacionais (site e programas de computador)
com o intuito de simplificar os calculos com as matrizes, inclusive com as poténcias. No quarto,
e ultimo momento, o professor discutird com os alunos a nogao de limite e sobre o vetor esta-
cionario. Ao final deste capitulo, apresentamos outros problemas que poderao ser trabalhados
em sala de aula.

Nao queremos, nesse trabalho, dizer ao professor como se deve ensinar esse assunto. Fica
a cargo do mesmo usar a metodologia que achar necessaria para expor o contetido aos alunos.
Uma apresentacao® no Power Point foi criada, como um auxilio, para que o professor possa

usa-la na sala de aula.

Disponivel no link: http://goo.gl/jcthRi
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4.1 Momento 1

Objetivo: Apresentar as Cadeias de Markov

Nesta aula, o professor deve introduzir o conceito de Cadeias de Markov. Fica ao cargo do
professor decidir como essa aula devera ser ministrada, mas sugerimos abordar, inicialmente, os
seguintes topicos do contetdo:
- Definicao
- Matrizes de Transicao

- Diagrama de Transicao

PROBLEMA PROPOSTO (Diagndsticos) Todo ano, uma empresa de plano de satude faz
um estudo observando se um cliente esta: bem, doente ou morto, para saber quanto a empresa
devera gastar com cada cliente. Considerando que esse processo apresenta as caracteristicas
de uma Cadeia de Markov, a transicao de um estado ao outro respeita a matriz de transigao

abaixo.

Figura 6: Matriz de Transicao
bem doente morto

bem [0,4 0,4 0,2]
doente O, 6 O, 2 O, 2
morto 0 0 ]

Fonte: Autor, 2014

a) Monte um diagrama de transi¢ao dessa situacao.
b) Se um cliente, hoje, estd bem, qual a probabilidade dele estar doente quando a anélise for

feita daqui a dois anos?

Resolugao:
a) Monte um diagrama de transi¢ao dessa situacao.

O aluno deve observar que nao ha a transicao de morto para doente e morto para bem.
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Figura 7: Diagnéstico

0,4
EEEEE——)
0,4 0,2
c C—— )
0,6

0,2
0,2

1
Fonte: Autor, 2014

b) Se um cliente, hoje, estd bem, qual a probabilidade dele estar doente quando a andlise for

feita daqui a dois anos?

Esta pergunta prepara o aluno para o préoximo momento onde, ao ser apresentado o restante
da teoria, ele podera resolver questionamentos dessa natureza de uma forma mais simples. O
professor, entao, pode instigar, primeiramente, que os alunos criem suas préprias estratégias de
resolucao.

Se o cliente esta atualmente bem, entao, ele poderd passar pelas seguintes situagoes até

chegar no segundo ano:

ATUALMENTE | EM UM ANO | EM DOIS ANOS
BEM BEM DOENTE
BEM DOENTE DOENTE

A probabilidade da primeira situagao sera:

P(Bem e Bem e Doente) =1 x 0,4 x 0,4=0,16

J& na segunda situagao, temos que:

P(Bem e Doente e Doente) =1 x 0,4 x 0,2 =0,08.

Logo, a probabilidade do paciente estar doente daqui a dois anos serd de 0, 1640, 08 = 0, 24.
Ou seja, 24%.
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Essas duas primeiras probabilidades que foram calculadas devem ser consideradas que ha
uma condi¢ao, ou seja, ¢ usada a probabilidade condicional. Por exemplo, para no primeiro
ano termos uma probabilidade de 0,4 para o paciente estar doente, consideramos que ele estava
bem. Da mesma forma, nessas condigoes, o paciente estar doente no segundo ano de avaliagao,
foi considerado que ele estava doente no primeiro ano.

Apoés a resolucao deste problema, o professor deve mostar aos alunos que nao seria fécil
calcularmos a situacao em um longo periodo. Por exemplo, prever a situagao de uma crianga de
cinco anos daqui a dez anos. Os célculos ficariam mais complicados e, feitos a mao, fica quase
impossivel.

Neste momento, acreditamos que o aluno pode perceber como o conhecimento matematico
¢ formado, que nada surge por acaso e que a matematica ¢ desenvolvida por necessidades que

diferentes povos e areas tém ao longo de sua existéncia.
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4.2 Momento 2

Objetivos:

- Mostrar as duas férmulas que possibilitam a facilitacao dos calculos para grandes iteracoes:

L) ) p o p®) = 0 pk

Apds a apresentacao das duas férmulas, o professor pode retornar ao problema proposto no
momento 1 e mostrar como seria a resolucao do item b.
Se, atualmente, o paciente estd bem, o vetor inicial é (9 = (1 0 0>. Logo, daqui a dois

anos, o aluno pode calcular primeiramente o vetor () e depois o 2(?) ou usar a férmula abaixo:

L2 _ 0 p?
0,40 0,24 0,36

= (1 0 0)- 0,36 0,28 0,36

0o 0 1

= <0,40 0,24 O,36>~

Logo, ha uma probabilidade de 0,24 do paciente estar doente.

PROBLEMA PROPOSTO

(Previsao do Tempo) Suponha que a chance de chover ou fazer sol amanha dependa somente
das condicoes climaticas do dia de hoje e nao dos outros dias passados. Em Maceid, foi obser-
vado que apds um dia de sol, a probabilidade de no préximo dia também haver sol é de 80% e
de 20% de chover. Mas, apés um dia chuvoso, a probalidade de o outro dia ser sol é de 50%.
Com base nessas informacoes, responda:

a) Determine a matriz de transi¢ao relacionada ao modelo.

b) Por que nao é possivel fazer a multiplicagdo das matrizes:

(MATRIZ DE TRANS]CAO)-(VETOR DE PROBABILIDADE)
e sim:

(VETOR DE PROBABILIDADE)- (MATRIZ DE TRANSICAO)?
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¢) Se o estado inicial da averiguagao for um dia com sol, verifique a previsao dos préximos dois
dias.

d) Agora, se o estado inicial for o vetor (0, 2 0, 8), verifique a previsao dos proximos trées dias.

Resolucao:

a) Determine a matriz de transi¢ao relacionada ao modelo.

Observe que nao fornecemos todos os elementos da matriz para que ele lembre que a soma
dos elementos de uma linha vale 1. Uma possivel matriz (pois pode haver a troca de linhas e

colunas) seria:
0,8 0,2
0,5 0,5

b) Por que nao é possivel fazer a multiplicagdo das matrizes:

(MATRIZ DE TRANSICAO).(VETOR DE PROBABILIDADE)
e sim:

(VETOR DE PROBABILIDADE).(MATRIZ DE TRANSICAO)?

Propusemos fazer essa pergunta, para que o aluno lembre do que foi estudado em mul-
tiplicacao de matrizes. Sabemos que para duas matrizes possam ser multiplicadas, devemos
respeitar a condicao:

Amxp : Bpxn = Omxn-

A multiplicagao, na pergunta, nao é possivel, pois a matriz de transicao é da forma 2 x 2 e

o vetor de probabilidade é da forma 1 x 2, impossibilitando a multiplicagao.

c) Se o estado inicial da averiguagao for um dia com sol, verifique a previsao dos préximos
dois dias.
Aqui, o aluno podera aplicar o algaritmo aprendido em multiplicacao de matrizes.

O vetor inicial serd 2@ = (1 0).

0,8 0,2
m(l):x(o).p:<1 0), :(0,8 0,2)-
0,5 0,5
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)' 0,8 0,2

0.5 0.5 =<0,74 O,26>-

2 — 0. p— (0,8 0,2

d) Agora, se o estado inicial for o vetor ((), 2 (),8), verifique a previsao dos proximos trés
dias.

Com o novo vetor inicial 2(®) = (0 1), esperamos que o aluno encontre a resposta:
= (0,56 0,44)
@ — (0,668 0,332).

z® = (0, 7 0,3) :

Ou seja, podemos avaliar, com esses valores, qual serd a previsao dos proximos trés dias.
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4.3 Momento 3
OBJETIVO: Uso de programas de computador, site e do objeto virtual no Geogebra para os

calculos de grandes poténcias para a matriz de transicao.

Agora, com a apresentacao das duas féormulas, é possivel levantar uma discussao sobre os
calculos que sao necesséarios para chegar a poténcias de matrizes, o qual nao é um trabalho tao
simples de ser feito manualmente. Com isso, o professor pode apresentar aos alunos programas
que facilitam esses calculos.

Acreditamos na potencialidade do uso da tecnologia educacional. Ela como ferramenta de
ensino s6 vem a melhorar e a ajudar ao aluno uma melhor compreensao do que estd sendo

ensinado. Além disso, concordamos com a opindo de Gongalves (2004), em que nos diz que:

Na dimensao educacional, a tecnologia nao consiste apenas em mais um recurso
para os professores motivarem as suas aulas, mas também um recurso que
também propicia a inclus@o social e leva o aluno a cidadania. Os professores
que trabalham em sala de aula devem refletir sobre o cenédrio tecnolégico atual,
sugerindo e pesquisando novas maneiras do uso do computador para as aulas
de Matematica, propiciando ao aluno a adequagao ao mercado de trabalho da
atualidade. (GONCALVES, 2004, p. 2).

Hoje, na internet, podemos trabalhar com alguns sites como o Matriz Calculator
(http://matrixcalc.org/pt/) e fazer o download de alguns programas, como, por exemplo, o
programas free WINMAT? (http://math.exeter.edu/rparris/peanut/wmpr32z.exe) e Geogebra
(www.geogebra.org/). Apresentaremos, agora, uma breve explanagao sobre como usar cada fer-

ramenta citada.

4.3.1 Matrix Calculator

O site Matriz Calculator permite que o usudrio possa calcular (além das operagdes basicas
como adigao, subtracdo e multiplicagdo) determinante, inversa, transposta, o posto de uma
matriz, a matriz triangular, diagonal e, o que também desejamos, que é a poténcia de uma

matriz. Além disso, no menu esquerdo, o usudrio tem outras opgoes disponiveis.

"Para executé-lo no Linux, baixe o programa WINE (http://www.winehq.com/) e execute o instalador do
WINMAT nele. Para maiores informagoes, consulte http://goo.gl/NraOAd.
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Figura 8: Matrix Calculator - Home Page

Matrix calculator deutsch / english / espafiol / francais / italiano / portugués / Gearapckmn / pycckmit
Operagdes envolvendo Matriz A: Matriz B:
matrizes

Solugdes de Sistemas de

Equagdes Lineares —
Calculadora de -
determinantes . A*B .
células limpar + = células limpar - =

q y A+B
Calc%ﬂu de autov alc_)res Determinante Matriz Inversa Determinante Matriz Inversa
propios e vector proprios A-B

. iR Matriz Transposta Posto Matriz Transposta Posto
Teoria necessaria®
Multiplicar por 2 Matriz Triangular Multiplicar por 2 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 2 Matriz Diagonal Elevado a 2

1+2+2%B =
[[IMostrar mimeros decimais limpar
Com esta calculadora vocé pode: calcular o determinante, o rank, uma soma de matrizes, um produto de matrizes, uma matriz inversa e outros.

® derxa células vazias para entrar de uma matriz nio quadrada
* vocé pode usar: decimais exatos, decimais periodicos: 1/23 | 12.45 | -1.3(56) , 1.2e-4 ;algumas expressdes artméticas:

2/3+3%(10-4) , (1+x)/y"2|, 270.5

® usar JEnter | Barradeespago|, < |, — , 1, || paranavegar sobre células
* arrastre matrizes de resultados (Drag-and-drop®) ou do um editor de texto
 para a teoria de matrizes e operagdes sobre eles, consulte a pagina da Wikipediz9

Mostrar comentarios

Fonte: Print Screen da pagina matrixcalc.org/pt/

Ao abrir o site, as matrizes ja estdao no formato 3 x 3, mas caso seja necessario aumentar
ou diminuir a ordem da matriz, basta o usuario clicar nas setas de 4+ ou -. Ainda é possivel

trabalhar com matrizes nao quadradas, para isso, basta deixar células vazias.

Figura 9: Construgio de uma matriz - Matrix Calculator

Matriz A:
células limpar + =
Determinante Matriz Inversa
Matriz Transposta Posto
Multiplicar por 2 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 2

Fonte: Autor, 2015

Entao, com essa ferramenta, podemos calcular as poténcias desejadas. Por exemplo, podemos
calcular P? nesse site. Para isso, basta colocar a matriz no espaco reservado e clicar em “Elevado

a” e escolher a poténcia. No nosso caso, sera dois.
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Figura 10: Poténcia de uma matriz - Matrix Calculator
Matriz A:

o] ] 1
células limpar + =
Determinante Matriz Inversa
Matriz Transposta Posto
Multiplicar por 2 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Ele\lf\ado a 2
b
[¥] Mostrar nimeros decimais , mimero de decimales = 5 z

040000 040000 0.20000 \2.00000 0.40000 0.24000 036000

0.60000 020000 020000 =| 036000 0.28000 0.36000
0.00000 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000 1.00000

Fonte: Autor, 2015

Podemos fazer a multiplicagao feita no problema proposto no momento 1:

Figura 11: Multiplicagdo de matrizes - Matrix Calculator

Matriz A: Matriz B:
1 0 0 2/5  &/25  9/25
9/25  7/25  9/25
células limpar + = S
= ] 0 1
Determinante Matriz Inversa
A*RB
Matriz Transposta Posto -k‘ células limpar + =
il
Multiplicar por 2 Matriz Triangular Determinante Matriz Inversa
] A-B
Matriz Diagonal Elevado a 2 Matriz Transposta Posto
Multiplicar por 2 Matriz Triangular
Matriz Diagonal Elevado a 2

limpar

¥ Mostrar nimeros decimais , mimero de decimales = 5 =

0.40000 0.24000 0.36000 inserir na A

(1.00000 0.00000 0.00000 }‘(0.36000 0.28000 0.36000 1:( 0.40000 0.24000 0.36000} oo
0.00000 0.00000 1.00000

Fonte: Autor, 2015

No site, as operacoes que estao sendo feitas sao salvas automaticamente. Assim, o usudrio

pode reutilizar qualquer matriz que ja tenha sido usada.
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4.3.2 Winmat

O programa WINMAT ¢é um programa gratuito que podemos trabalhar com os alunos

calculos com matrizes. Seguindo os passos da figura a seguir, é possivel criar uma matriz

M.

Figura 12: Construgao de uma matriz - WINMAT

E1 winmat [real] = =

Matriz | Cale Ver Ajuda

[ Mova ... Ctrl+N M

. nova matriz [real]

Sbes S Arquive Editar Misc  Fechar

Colar Crl+V tamanho (B = |3 nome (M v

Modo 3 ‘ s
2 B 1 0.40000 0.40000 0.20000

Rotagdo 2D ... " aleatdrio |0.0 1.0

oracEn pae ! 2 0.60000 0.20000 0.20000

Rotagdo 3D ... " valor diagonal [1.0

Refletir | Projetar ... " linhas de probabiidades 3 0.00000 0.00000 1.00000
i

Férmula ... colunas de probabiidades

Copiar coluna ... fechar 1 2 3
Fundeo branco

Ajuda

Sair

Fonte: Autor, 2015

Agora, os calculos da poténcia de M pode ser calculado seguindo os passos abaixo:

Figura 13: Célculo de uma poténcia de uma matriz -WINMAT

B winmat [real] = B C
Matriz Ver Ajuda Arquivo  Editar Misc  Fechar
Uma matriz > calcular
Calcular% Ctrl+C 1 0.40000 0.24000 0.36000
o
Resolver .. Ctrl+5 4 2 0.36000 0.28000 0.36000
Hp = ikl I b i | G 3 0.00000 0.00000 1.00000
| Forma Escalenada ... Ctrl+E -
| Operagbes nas linhas ..
Ajuda 1 2 3

Fonte: Autor, 2015

Na internet, podemos obter manuais para o WINMAT, como, por exemplo, BATISTA (2006).

4.3.3 Geogebra

O Geogebra é um software de matematica que possibilita o estudo de diversas dreas da
Matematica, tais como Geometria, Algebra7 Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Es-
tatistica e Cdlculos Simbdlicos. Construimos nele dois objetos de aprendizagem ® o primeiro,

baseado em DA SILVA (2014), analisando, em um universo de duas dimensoes, os vetores de

8Disponivel em: http://goo.gl/440qMm
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probabilidade e um estudo do vetor estacionario; o segundo, estuda o vetor estacionario em trés
dimensoes. Em ambos os casos, serd possivel para o aluno, no mesmo ambiente, fazer todos os

calculos necessarios para a obtencao dos vetores de probabilidade.

1° OBJETO: 2D
PASSO 1: Primeiramente, ao criar um novo arquivo, na secao Fribir deixe ativo a Janela de

Algebm, Planilha e Janela de Visualizacao.

Figura 14: Exibir - Geogebra

Arquivo Editaeru;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda
L ]

% =] - Janela de Algebra Cirl+Shift+A
E[[Il AB

—|= Planilha Cirl+3Shift+S
F Janela de Al
- Lista X= lanela CAS Cirl+Shift+k
i . K — 'l' . . - -

lh é Janela de Visualizacao Cirl+Shift+1
H 2 . . - -
Janela de Visualizacao 2 Cirl+Shift+2
om= (& ';
H Y
' a Janela de Visualizagio 3D Ctrl+3hift+3
= Nimero e Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L
e p=A1
S Ponto <D, Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shifi+P

A= (0.7, e
' Teclado
Wetor

( Campo de Entrada

¢ Layout ...

. Jou =

: -0 W=
) ( f Atualizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Qbjetos Cirl+R

Fonte: Autor, 2015

PASSO 2: Na Planilha, digite como esta na figura abaixo:

Figura 15: Planilha - Geogebra

~ Planilha »
il N |D@D|Dv @A~
A B | € D
1 | DGTEAMATRIZDE | 07 | 03 ﬁ
2 | TRANSICAOAOLADO | 04 | 05
3
4 DIGITE A MATRIZ .EII
5 INICIAL
6
&
3
q

Fonte: Autor, 2015
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PASSO 3: Defina a matriz de transicao M no campo de Entrada do Geogebra como:

M = {{B1,C1},{B2,C2}}.

Defina, também, o vetor inicial no campo de Entrada como:

X = {{B4,04}} .

Para exibir a matriz no campo de visualizacao, clique em Texto e ao abrir uma nova tela,
clique em Fdormula LaTeX e depois em Objetos, escolhendo a matriz M. Ainda é possivel, no
campo FEditar, digitar algumas outras coisas que vocé queira que apare¢a junto com a matriz.
No nosso caso, digitamos antes da entrada para a matriz M, a expressao M =. Faca o mesmo

(0

processo para exibir o vetor inicial, sugerindo que ele seja identificado como (¥ na Janela de

Visualizacgao.

Figura 16: Texto - Geogebra

ABC a=2||[| @ Selecionar Objeto
&v —'—7 gl Clique no objeto para seleciona-lo
jusno | &
1) Texto
Editar

W=/M

[¢|Farmula LaTeX « | Simbolos - | Objetos «

j« T 1 T

Visualizar

v (07 03
A= ( 0.4 0.6 )

o Ajuda oK Cancelar

Fonte: Autor, 2015
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PASSO 4: Clique em Controle Deslizante para criar uma ferramenta que modificara a

poténcia da matriz de transigao.

Figura 17: Controle Deslizante - Geogebra

O ® ] Controle Deslizante
o ABC ! ; o - )
il . v k Ol Clique na janela de visualizacio para especificar a posicdo do controle deslizante

: Visualizagao x| |[w p
i
0.7 0.3 0

M= 29 =(1 0) el
0.4 0.6 )
3

Controle Deslizante n

. MNome 5
(®) Nimero [ 6
- k —ﬁ

) Angulo 7

O Inteiro [] Aleatéria (F9) E
L2
Intervale | Controle Deslizante | Animacgio L0

1
min: |0 max: |10 Incremento: |1 i
2]

14
Aplicar Cancelar —
L

16

Fonte: Autor, 2015

PASSO 5: Vamos definir a matriz M* e o vetor de probabilidade (). Para isso, no campo

de entrada, crie a matriz M* definindo-a como:

K =MAnNEk

e o vetor ) como:

T:=X*K

Para mostrar o vetor z*) na janela de visualizacdo, com o k variando conforme o aluno mude

no controle deslizante, siga o final do PASSO 3 e escreva como na figura abaixo:

Figura 18: Texto - Geogebra

Editar
*ip =T

[7]Férmula LaTeX « | Simbolos - | Objetos ~

= T T 1T 1T T
Visualizar

2 =(07 03)

Ty

Fonte: Autor, 2015
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Aconselhamos a arrumar a Janela de Visualizagao como na imagem a seguir:

Figura 19: Janela de Visualizagao - Geogebra

~ Janela de Visualizagdo =
.v ® v ALV
0.7 0.3 0.7 0.3
11 = ”{U] — P:
M (0.4 0.6) 2 =(10) j:’f (0.4 0.6)
p=
0.8 (2

0e

0.7 4

Fonte: Autor, 2015

(k

Vamos, agora, criar a visualizacdo do vetor *) na Janela de Visualizaco.

PASSO 6: Crie o vetor u com o comando Vetor/(B4, C4)] e o ponto A com o comando

A=(K*u)

PASSO 7: Vamos, agora, criar o vetor de probabilidade z*). Para isso, basta entrar com o

comando v:=Vetor[A]

Figura 20: Vetor de Probabilidade - Geogebra

- Janela de Visualizagio
DEAc~

| (07 03 © _ k 0.7 0.3

! M_<0.4 06) T (1.0) K_J:’I_ 0.4 0.6

0.2

0.2

0.74

0.6

0.5

0.44

0.34

0.24

0.14

-0.14

-0.24

Fonte: Autor, 2015
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PASSO 8: Caso o professor queira criar um rastro para o vetor z*), basta clicar com o

botao direito sobre o vetor e clicar em Habilitar Rastro.

Figura 21: Habilitar Rastro - Geogebra

~ Janela de Visualizagdo
| R4 v AL W

] _ 0.7 0.3 0y _ ko 0.7 0.3

' M= ( 0.4 0.6 ) @i =(110) k_11v1 “\ o4 08

LEE
™ =(07 03)
ng4
074
064
054
0.4

034 /

0.2 Vetor v: Vetor[A]

A

Coordenadas Polares
o1 *~ Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Habilitar Rastro

YRS

a Gravar para a Planilha de Célculos 1

0.1 Renomear

&

Apagar

-0.24 ¢ Propriedades ...

034

Fonte: Autor, 2015

Com isso, o aluno, ao aumentar o valor de p no Controle Deslizante, ele vera os vetores sendo

criados e, caso haja um vetor estacionario, isso sera percebido.

Figura 22: Rastro dos Vetores

~ Janela de Visualizagdo
m- - @
1 M={ 07 03 £ =(1 0) M+=( 0572 0428
~\ 04 06 a = .\ 0.57 043
0a4 @

2® = (0572 0.428 )

084
0.7
064 A
0.5+
0.4
034
0.2

0.1

014

Fonte: Autor, 2015
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2° OBJETO: 3D
PASSO 1: Ative as opgoes Janela de Algebra, Planilha, Janela de Visualizacao e Janela de

Visualizagao 3D.

Figura 23: Exibir 3D - Geogebra
Arquivo  Editar Opches Ferramentas Janela Ajuda

L | )

'I' A Janela de Algebra Cirl+Shift+4
e L]
aB
~ : Flanilha Ctrl+Shift+3

b Janela de Vi
1] Janela CAS Ctri+3Shift+K
Janela de Visualizagio Cirl+Shift+1

xX=
0.8 (if Janela de Visualizacio 2 Cirl+Shift+2

Janela de Visualizacio 3D Cirl+Shift+3

0.6 -
e Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L
I~ (Calculadora de Probabilidades Cirl+3hifi+P
|:|.4' n
( EEE Teclado
v Campo de Entrada
0.2
7 Layout ..
o @ Atualizar Janelas Cirl+F
o

Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

Fonte: Autor, 2015

PASSO 2: Na janela de Planilhas, digite como esta na figura abaixo.

Figura 24: Planilha - Geogebra

~ Planilha
£l 1 [BEEE|= (H-

A |B| c| D|
1 | DIGTEAMATRIZDE 02 02 06 4
2 | TRANSICROAOLADO 05 03 02
3 04 07 02
4
5 =
: 3
7 DIGITE O VETOR 1. 0 0
g INICIAL |:
9
AN il

Fonte: Autor, 2015



44

PASSO 3: Defina a matriz de transicao M no campo de entrada do Geogebra como:

M

o vetor inicial como:

.= {{B1,C1,D1},{B2,C2, D2} ,{B3,C3,D3}},

X = {{B7,C7,D7}}

PASSO 4: Na Janela de Visualizacao, crie o controle deslizante.

PASSO 5: Crie a matriz poténcia com o comando

K =M~nhAn

PASSO 6: Faga com que as matrizes aparecam na Janela de Visualizacao (Passo 3 do objeto

2D).

Figura 25: Janela de Visualizagao - Geogebra

¢k Janela de Visualizagdo
14
0.8
0.6
0.4 1 n=1
(2
0.2
o
02 0.4 06 08 1 12 14
0.2 0.2 0.6
-0.2 M = 0.5 0.3 0.2
0.1 0.7 0.2
0.4 :B{r” = ( 1 0 0O }
0.2 0.2 0.6
-0.6 M"=| 0.5 0.3 0.2
0.1 0.7 0.2
-0.8 1

Fonte: Autor, 2015
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PASSO 7: Crie o ponto
A= (Ku)

PASSO 8: Crie os vetores

u = Vetor [(B7,C7,D7)] e v:= Vetor[A]

Seguindo o Passo 8 do objeto 2D, o professor pode habilitar o rastro do vetor.

Figura 26: Rastro dos Vetores em 3D - Geogebra
b Janela de Visualizagio 3D

Fonte: Autor, 2015

Nos dois objetos é possivel mostrar qual seria a matriz (™. Para isso, basta criar a matriz

R=Xx*xK



46

Figura 27: Vista Geral - Geogebra

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar

IS CIFFANT oo

» Janela de Visualizagio Janela de Visualizaio 3D ~ Planiha
' AW [BE)E =~ D
A [elclo]
DIGITE A MATRIZ DE 02 02| 06 e
TRANS\(}:;D AO LADO 05 03 02
01 07| 02

m

DIGITE O VETOR 1.0 0
INICIAL

““‘m‘\‘|m‘““*"“|m“‘

&

=
=

=

0.29 0.4 0.31
o8 M"=| 029 04 032 19
0.29 0.39 0.32 20
6 21
o8 z® =(029 04 0.31) 2|
» Janela de Aigebra 12
2 n=6 - i

N

= Ponto
@ A=(0.29,0.29,0.29)
= Vetor

(i)

0.20 :‘
Lov=| 020 L]
0.20 = <[] 5

Entrada @

r

5
5}

~

N

1

Fonte: Autor, 2015

Concordamos com BIASI (2012), que acredita que o uso dessas ferramentas ajudam no

ensino-aprendizagem dos alunos. Segundo ele,

Essa complementacao é relevante, pois por muitas vezes os conceitos que nao
sao satisfatoriamente entendidos, podem ser retomados ou reforcados em um
laboratoério com o auxilio de uma ferramenta especializada, que além de exem-
plificar conceitos da teoria, pode proporcionar ao aluno que ele pratique o que
foi trabalhado em sala. (2012, p. 37).

O professor pode finalizar esse momento passando o seguinte problema aos alunos:
(Ponto de Onibus) Observe o diagrama de transi¢cao abaixo. Ele representa a situacao de
uma linha de 6nibus com seu horario de chegada em um determinado ponto para tentar prever

se o Oonibus ira chegar atrasado, adiantado ou no horario correto.
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Figura 28: Diagrama de Transigdo (Problema Ponto de énibus)

0,25
0,70
ADIANTADO
ATRASADO -

0,75
0,50
0,30 0.25
HORARIO
CERTO
0,25

1

Fonte: Autor, 2015

a) Determine a matriz de transi¢do P desta situagdo com a primeira linha para ATRASA-
DOS, segunda linha ADIANTADO e terceira linha, HORARIO CERTO.
b) Se o vetor de probabilidade inicial é 20 = <07 50 0,14 0, 36), determine qual a probabili-
dade do onibus chegar no horario certo no terceiro dia.
c) Utilize o vetor de probabilidade da letra b e calcule os vetores 2, 2®) 26 £ z®) 50 ¢

10O que vocé percebe?

Resolucao:
a) Determine a matriz de transicdo P desta situacdo com a primeira linha para ATRASADO,

segunda linha ADIANTADO e terceira linha, HORARIO CERTO.

Bem, com a condicao dada para a montagem da matriz, o aluno deve responder:

0,70 0 0,30
0 0,25 0,75
0,50 0,25 0,25

b) Se o vetor de probabilidade inicial é 20 = (07 50 0,14 0, 36), determine qual a proba-

bilidade do 6nibus chegar no horario certo no terceiro dia.

3)

O aluno deve escolher uma das formas de resolucio: calcular (M, £ e, finalmente, (3 ou usar
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diretamente a féormula abaixo:

LB _ 0 p3
0,5905 0,09  0,31950
= (0,50 0,14 0,36). 0,45 0,15625 0,39375
0,53250 0,13125 0,33625

= <0,54995 0,11412 0,33593)-

Entao, a probabilidade do 6nibus chegar no horario certo é de 33,593%.
c) Utilize o vetor de probabilidade da letra b e calcule os vetores 2, 2®) 26 £ z®) 50 ¢
10O que vocé percebe?

Calculando, temos:

@ =20 . pt = (0 55293 0,11251 0,33456>
®) = 2O . p5 = (0,55433 0,11177 0,33390)
2 = 2. pb — (0,55498 0,11142 O,33360>
e =20 . p7 = <0,55529 0,11125 O,33346>
® =z . p8 = (0,55543 0,11118 0,33339)
2 =20 P’ — (0,55550 0,11114 0,33336)
710 = £ . p1o (o 55553 0,11113 0,33335).

E possivel observar que os vetores estao indo para um certo valor fixado. Isso é algo que
o professor deve chamar a atencao em sala de aula. Caso queiramos fazer mais vetores para
expoentes maiores, eles nao teriam mais muita diferenca entre eles. Essa discussao servira para

o préximo momento.
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4.2 Momento 4
OBJETIVO: Apresentar o vetor estacionério

Acreditamos que a explicacao do conceito do vetor estacionario permite uma discussao com
os alunos sobre a nogao de limite. Esse start na discussao sobre limites, com certeza, ajudara
aos alunos que frequentarao as aulas de Calculo no Ensino Superior e nao prejudicaria quem
nao fosse estudar a disciplina. Analisando o fracasso dos alunos ao estudar a disciplina Calculo,

Rezende destaca que

[...]a auséncia das idéias e problemas essenciais do Calculo no ensino bésico
de matemadtica, além de ser um contra-senso do ponto de vista da evolucao
histérica do conhecimento matematico, é, sem duvida, a principal fonte dos
obstéculos epistemolégicos que surgem no ensino superior de Célculo. (2013,
p. 13).

O autor acredita que fazer emergir, no Ensino Bésico, esse conhecimento é o primeiro grande
passo para uma possivel resolucao dos problemas enfrentados no Ensino Superior.

Apds a apresentacao do vetor estacionario, o professor pode continuar o problema anterior
(Problema do Ponto de Onibus) com as seguintes perguntas:
d) A matriz de transi¢do P é regular?

e) Se formos analisar a longo prazo, é possivel verificar a situacao desse 6nibus?

Resolugao:
d) A matriz de transigao P é regular?
Aqui, basta o aluno perceber que a matriz P? tem todos os elementos estritamente positivos.

Sendo, assim, a matriz P regular.

e) Se formos analisar a longo prazo, é possivel verificar a situacao desse 6nibus?
Com a nocao e a explicacao do vetor estacionario ja terem sido trabalhadas, sabemos que,
como a matriz é regular, existe este vetor estacionario ¢ = (x y z). Usando o teorema,

sabemos que:

q-(I—-P)=0.

Logo
0,3 0 -0,3
(x Yy z)- 0 0,7 —0,75| =0.
-0,5 —0,25 0,75
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Essa igualdade, resulta no sistema:

(

0,3xr —0,5z2=0

0,75y — 0,252 = 0

—0,3x — 0,75y + 0,75z = 0.
\

O aluno pode resolver o sistema da maneira que ele achar melhor: Cramer, escalonamento,

etc.

De 0,3z — 0,5z = 0, temos que: =z = %z De 0,75y — 0,252z = 0, temos y = %z Logo, o

vetor ¢ é da forma z <§ % 1). Para que ele seja um vetor probabilidade,

Assim
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4.5 Atividades Extras

(Qualidade das safras) Um determinado fruto tem sua safra classificada como superior,

média e pobre. Apds feitos alguns estudos, observou-se que apds uma safra pobre, ha probabi-
lidades 0,7 e 0,2 de a safra no ano posterior ser classificada como média ou superior, respecti-
vamente. Além disso, também foi observado que apds uma safra média, hd probabilidades 0,3
e 0,2 de a proxima safra ser classificada como superior ou pobre, respectivamente. E apds uma
safra superior, hd probabilidades 0,5 e 0,1 de a prozima safra ser classificada como média ou
pobre, respectivamente.

Com base nestas informagoes, e sabendo que a safra do ano posterior é influenciada somente
pela safra do ano anterior a ela, responda aos itens:

a) Represente o diagrama de transi¢ao.

b) Monte a matriz de transi¢ao P.

c) Em 4 anos, qual a probabilidade de uma safra vir a ser classificada como superior, dado que
a safra atual € pobre?

d) Em 10 anos, qual a probabilidade de uma safra vir a ser classificada como média, dado que
a safra atual € média?

e) A longo prazo, qual a probabilidade de se ter uma safra superior?

Resolugao:
a) Represente o diagrama de transigao.
Pretende-se que o aluno observe que foram privadas informagoes no problema. Ele deve recordar

que a soma das probabilidades deve ser igual a 1.

0,3
C—
0,4( SUPERIOR )0 5
EEEEE— ’
0,5
0,2 0,7
0,1 0,2

POBRE

0,1
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b) Monte a matriz de transigao P.
0,4 0,5 0,1

P=10,3 0,5 0,2
0,2 0,7 0,1

c¢) Em 4 anos, qual a probabilidade de uma safra vir a ser classificada como superior, dado
que a safra atual é pobre?

Se a safra atual é pobre, entdo z(¥) = <0 0 1) . Sabemos que
2@ =2 pt = (0,31620 0,53040 0, 15340) :

Assim, hd uma probabilidade de 0,31260 para a safra vir a ser como superior.

d) Em 10 anos, qual a probabilidade de uma safra vir a ser classificada como média, dado
que a safra atual é média?

Se a safra atual é média, entao 20 = (() 1 ()) . Logo

L10) _ (0) . p1o _ <0,31633 0,53061 0, 15306)-

Entao, a probabilidade de uma safra vir a ser classificada como média, dado que a safra atual

¢ média ¢ igual a 0,53061.

e) A longo prazo, qual a probabilidade de se ter uma safra superior?
A matriz de transicao é regular, logo ha um vetor estacionario g = (x Y z)
Entao

q-(I—P)=0.

Logo
0,6 —-0,5 —0,1
(x Y z) -0,3 0,5 -0,2]=0.
-0,2 -0,7 0,9

A igualdade matricial acima resulta em:

( (

0,6z —0,3y —0,22=0 —0,1z — 0,2y 4+ 0,92 =0

—0,52 40,5y —0,72=0 = §—-1,5y+5,22=0

—0,12 — 0,2y + 0,92 =0 1,5y — 5,22 =0
\
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Assim
52
Y= 1—52 = (3,46666...) z
31
T=pE = (2,06666...) z.
Entao
q=z. (% % 1) .
Tomando
1 15
z = —,
84241 98
temos

(PROCESSO SELETIVO 2005 - UFMT - 1* FASE: OBJETIVA ) Admita que os
termos a;;, © # j, da matriz A, dada a sequir, representam as probabilidades do proprietdrio de
um caminhao, com um certo tipo de motor, linha i, optar, na primeira troca de veiculo, por outro
com tipo de motor diferente, coluna j, e os termos a;j, i = j, representam as probabilidades de

ele optar por um novo caminhao com o mesmo tipo de motor.

D G
TpamT
D—|08 0,2
de ’ ’ =4
G—0.6 04

onde D = Diesel e G = Gasolina. De maneira andloga, interpretam-se os termos da matriz
A2, que representam as probabilidades da sequnda troca de veiculo. Desse modo, se atualmente
ele € proprietdrio de um caminhao com motor a diesel, a probabilidade de, na seqgunda troca, ele
adquirtr um caminhao com motor a gasolina é:
a) 76%
b) 72%
c) 28%
d) 24%
e) 20%

Resolugao: O vetor inicial serd (¥ = (1 0), pois a situagao estd sendo analisada com

o proprietario estando com um caminhao a diesel. Como a matriz de transicao foi dada, na
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segunda troca, estaremos trabalhando com a matriz A%. Logo

ey

0,76 0,24
(10):

= (0, 76 0, 24).
0,72 0,28

Portanto, se atualmente ele é proprietario de um caminhao com motor a diesel, a probabili-

dade de, na segunda troca, ele adquirir um caminhao com motor a gasolina é de 24%.

(Adaptada do Problema do Colecionador de Cupons) Considere um dlbum comn figuri-
nhas (cada figurinha tem a mesma probabilidade de ser extraida). Um colecionador deve comprar
uma figurinha por vez. Seja a Cadeia de Markov formada pelos estados (X;) € {0,1,2,...,n},
onde X, serd a quantidade de figurinhas distintas, dentre as t primeiras figurinhas obtidas pelo
colecionador. Supondo que o colecionador, no comego, nao tem figurinha (Xo = 0), responda:

a) Determine os valores das probabilidades abaixo em funcao de k e n.

P(Xt+1 - ]f + ]-|Xt - k) :7
P(Xt+1 - k‘Xt - k’) :7

b) Determine a matriz de probabilidade para n = 3, ou seja, uma matriz 4 x 4
¢) O vetor inicial é 2(0) = (1 00 0). Verifique, trabalhando com 3 casas decimais, quantas

compras o colecionador deve fazer para completar o album.

Resolucgao:

a) P(X¢11 = k+1]|X; = k) = =%, pois se o colecionador, em algum momento, tem k figurinhas
coladas no album, entao faltarao n — k figurinhas para completa-lo. Logo, a probabilidade dele
escolher uma dessas n — k figurinhas ¢ igual a ”T’k

P(Xy1 =kl X, =k) = %, pois o colecionador tem £ chances para nao conseguir uma figurinha

diferente das que ele ja tem. Logo, a probabilidade dele continuar com as k figurinhas ¢é igual a

E.

b)
01 0 0
0 & 2 0
00 & &
0 0 1



¢) O aluno tem que calcular os vetores de probabilidades 2™, 2. ..

o album estara completo. Calculando, ele encontrara:

:c“):(o 10 0)

x(2)=(0 0,1 0,9 0)
2®) = (0 0,01 0,27 0,72)

#¥ = (0 0,01 0,063 0,936)

0 0 0,014 0,986>

£5)
£(6)
2

(
<O 0 0,003 0,997)
(

0 0 0,001 0,999>

¥ =(0 0 0 1)

55

e verificar em qual etapa

Observe que, na oitava compra, o colecionador ja tem o dlbum completo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que trazer para a sala de aula aplicacoes dos conteudos que os alunos estudam
¢ uma forma de estimula-los a estudar Matematica. Segundo os PCNs (2000, p.15) “hd urgéncia
em reformular objetivos, rever contetdos e buscar metodologias compativeis com a formacao que
hoje a sociedade reclama”. Entao, acreditamos que mostrar aos alunos, os maiores interessados
em aprender os conteudos, que aquilo que eles vao estudar tem uma aplicacao em alguma area do
conhecimento é de extrema importancia, pois devemos crer que o fim da matematica é responder
as demandas de situacoes do dia a dia. O ensino voltado a procedimentos mecanicos e falta de

significado atrapalha e muito a compreensao e até uma ligagao afetiva do aluno com a disciplina.

A aprendizagem que o aluno leva da sala de aula deve capacita-lo a lidar com o meio em
que vive, aplicar conhecimentos matematicos em seu cotidiano e permitindo-o, também, o seu
crescimento intelectual. Cabe a nos, professores, buscarmos ferramentas para essa mudanca.
Seremos nos que daremos esse salto para um ensino melhor da disciplina. Esperamos que esse

trabalho possa ajudar nesse caminho.
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