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RESUMO

Este trabalho pretende descrever uma sequéncia didatica que visa dar condigdes
para que os alunos construam nog¢des sobre as aplicagbes da geometria fractal e
dos sistemas dinamicos, ajudando-os a perceber a importancia da matematica para
o desenvolvimento dos mais diversificados campos do conhecimento humano. A
matematica, muitas vezes enfatizada nas salas de aula, privilegia seu aspecto
procedimental, ceifando o aluno de percebé-la como uma ciéncia dinamica e ligada
a compreensao de fenbmenos nas mais diversas areas do conhecimento. A
Geometria Euclidiana, amplamente divulgada é, em geral, mais apropriada para o
estudo das formas verificadas nas construgdes de casas, pontes, maquinas e etc., e
o aluno pode ser levado a imaginar que a matematica é distante das formas
observadas além das janelas da sala de aula, como nas nuvens, flores, arvores, nos

raios que cortam o céu, etc.

Palavras-chave: Fractais. Caos. Sistemas dindmicos. Pratica docente. GeoGebra.



ABSTRACT

The intention of this dissertation is to describe a didactic sequence which aims at
giving conditions to students so they are able to construct notions about the
applications of fractal geometry and dynamical systems, aiding them in realizing the
importance of mathematics to the development of the most diverse fields of human
knowledge. Mathematics, so often emphasized in classrooms, privileges its
procedural aspect, forcing the student not to perceive it as a dynamic science, linked
to the comprehension of phenomena in the several fields of knowledge. Euclidean
Geometry, thoroughly advertised, is, in general, more appropriate to the study of
shapes found in houses, bridges and machine constructions among others, and the
student might be taken to assume that mathematics is distant from the shapes
observed beyond the windows of the classroom, such as in clouds, trees, rays that

cut the skies and so on.

Keywords: Fractals. Chaos. Dynamical systems. Teaching practice. GeoGebra.
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INTRODUGAO

“Nuvens ndo sao esferas,
montanhas n&o s8o cones,
continentes ndo s&o circulos, o
som do latido ndo é continuo e
nem o raio viaja em linha reta”.
Benoit Mandelbrot

O tema desta sequéncia didatica foi escolhido tendo-se em vista a
necessidade de se trabalhar com os alunos do ensino médio nogdes de geometrias
nao Euclidianas e aplicacbes da matematica nas mais diversas areas da atuacao
humana, buscando assim motivar os alunos a perceberem uma matematica além
daquela proposta para resolver problemas nem sempre contextualizados ou
distantes da realidade dos alunos.

A necessidade de se elaborar esta sequéncia didatica surgiu inicialmente em
uma aula de geometria de posi¢ao, numa segunda série do Ensino Médio do Colégio
Objetivo de Batatais, quando um dos alunos disse que ja ouvira falar que duas retas
paralelas distintas encontrar-se-iam no infinito. Entdo, houve uma mediacao
alertando-o de que isto n&o era possivel na geometria em que estavam estudando, a
Geometria Euclidiana, mas que essa geometria ndo € a unica que existe, que temos
também, por exemplo, a geometria dos fractais, que esta relacionada ao estudo de
fendbmenos em sistemas dindmicos.

Os alunos mostraram-se muito mais interessados no comentario sobre
fractais do que no estudo das proposicdes sobre as bases da Geometria Euclidiana,
apresentadas no material didatico para classificarem como falso ou verdadeiro.

Dessa forma, como recompensa pelo interesse, foi prometido aos alunos
algumas atividades, paralelas as programadas no material didatico, mediante as
quais fosse possivel aos alunos descobrir um fractal.

O presente trabalho relata a aplicacao destas atividades e procura dar ideias
de como se pode abordar temas complexos com a simplicidade necessaria para

alunos da educagdo basica, e, desta forma mostrar a matematica como
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conhecimento fundamental ao desenvolvimento cientifico e humano, além da
importancia da tecnologia.

Apresentar nog¢des de fractais associados a sistemas dinamicos pode
contribuir para a formacdo de alunos com a consciéncia da importancia do
conhecimento matematico e liberta-los de uma matematica simplesmente
procedimental, muitas vezes enfatizada nos curriculos da educagao basica, além de
abrir possibilidades para a contextualizacdo e interdisciplinaridade.

Segundo Barbosa (2005, p.19), as justificativas para se inserir geometria
fractal em sala de aula se da por:

. conexoes com varias ciéncias

. deficiéncias da Geometria Euclidiana para o estudo de formas da
natureza, desde que &, em geral, apenas apropriada para formas do mundo
oriundas do humano, como constru¢des de casas, prédios, pontes,
estradas, maquinas etc.; os objetos naturais sdo com frequéncia mais
complicados e exigem uma geometria mais rica, que os modela com
fractais, possibilitando desenvolver projetos educacionais sobre temas
transversais voltados para a compreensao de fendbmenos que ocorram nos
diversos ambientes;

. difusdo e acesso aos computadores e a tecnologias da informatica
nos varios niveis de escolarizagao;

. existéncia do belo nos fractais e possibilidade do despertar e
desenvolver o senso estético com o estudo e arte aplicada a construgéo de
fractais, entendendo-se arte como toda agéo que envolve simultaneamente
emocao, habilidade e criatividade.

. sensacao de surpresa diante da ordem na desordem

Esta sequéncia didatica iniciar-se-4 com uma atividade ludica, o Jogo do
Caos. Em seguida uma atividade que visa apenas encontrar pontos de forma
aleatéria no interior de um tridngulo e, finalmente, com o auxilio do software
GeoGebra construir um fractal, o Tridangulo de Sierpinski.

Um dos desafios iniciais para a construcido desta sequéncia foi a de
encontrar um programa que permitisse um algoritmo para a constru¢gao do Triangulo
de Sierpinski a partir de seus pontos. O programa deveria utilizar uma linguagem
computacional simples e refazer a atividade 2, exatamente como realizada pelos
alunos.

Inicialmente foram testados algumas opg¢bes de programas, como: Nfract,
Superlogo e Force, etc. Mas estas opgdes nédo pareceram adequadas as
necessidades. O GeoGebra foi escolhido por apresentar uma interface bastante

amigavel, de facil utilizagéo.
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Depois de muitas tentativas para se programar um aplicativo em Geogebra,
conseguiu-se compreender quais recursos minimos deveriam ser utilizados e como
poderiam ser adaptados a uma linguagem propria para a sala de aula.

Este trabalho se orienta pelos métodos da teoria da Engenharia didatica.
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CAPITULO 1

Alguns conceitos iniciais

Neste capitulo faremos uma simples abordagem dos principais conceitos
utilizados neste trabalho, sendo que sera dedicado o capitulo trés especialmente

para fractais.

1.1 FRACTAIS

O nome fractal vem do latim fractus que indica quebra, fragmento. Este
nome foi sugerido por Benoit Mandelbrot (1924-2010), pioneiro no estudo dos
fractais, para o conjunto de objetos geométricos que possuem uma propriedade que
as caracteriza, a autossimilaridade, ou seja, fractais sdo objetos nos quais cada uma

de suas partes lembra o todo, como ilustra a Figura 1.1 a seguir.

Figura 1.1. — Sequéncia de partes de uma mesma planta em que cada parte lembra o todo.

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/exempl f.htm
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ou ainda, como mostra a Figura 1.2:

Figura 1.2 — Tridngulos de Sierpinski com 0, 1, 2 e 3 itera¢des, respectivamente.

A LS8

Fonte:
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/64/Sierpinsky_triangle_%28evolution%29.png

Diferentemente dos elementos encontrados na Geometria Euclidiana,
Fractais sdo formas geométricas que nédo possuem dimensao inteira, como, por
exemplo, um ponto, uma reta, ou um cubo. Um ponto tem dimensao zero, uma reta
tem dimens&o um, uma figura plana como um quadrado tem dimensao dois e um
cubo, por exemplo, tem dimenséao trés.

Outra propriedade que caracteriza os fractais € a complexidade, pois cada

detalhe de um fractal lembra o todo e existem infinitos detalhes.
1.2 TRIANGULO DE SIERPINSKI

Trata-se de um fractal formado a partir de um tridngulo em que, a partir dos
pontos médios de seus lados, inscreve-se um outro tridangulo equilatero,
determinado-se assim, quatro tridngulos congruentes em seu interior. Exclui-se a
area do triangulo central e, em cada um dos trés tridngulos restantes, repete-se o
processo de se conseguir quatro tridngulos a partir dos pontos médios e excluir o
tridangulo central. Este procedimento continua infinitamente, formando o Tridngulo de
Sierpinski (Figura 1.2).

O nome é homenagem ao matematico polonés Wactaw Sierpinski (1882—

1969), o primeiro a descrever este fractal.
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1.3 SISTEMAS DINAMICOS

Na fisica e na matematica, o conceito de sistema dinamico se refere a um
sistema que evolui segundo uma regra que liga o estado no tempo presente aos
seus estados passados. Sistemas dinamicos cadticos sado sistemas que estao fora
de equilibrio, pois seu estado muda com o tempo. Dentre as aplicacbes dos
sistemas dinamicos temos a modelagem de fendmenos meteoroldgicos, bioldgicos,
quimicos, sociais, naturais e etc.

Um exemplo de sistema dindmico cadtico pode ser o clima, pois pode-se
fazer previsbes metereoldgicas com certa eficiéncia para curtos periodos, mas o
tempo encarrega-se de tornar qualquer previsdo duvidosa para periodos longos.

Num sistema dindmico pequenas alteragdes iniciais podem causar
mudancas relevantes. Este fato € conhecido como “Efeito Borboleta”, por conta de
uma metafora utilizada para exemplificar o comportamento de sistemas dinamicos,
ou seja, “o deslocamento de ar causado pelo bater de asas de uma borboleta no
Brasil poderia causar um tornado no Texas”.

A partir da segunda metade do século XX, por conta do desenvolvimento da
capacidade computacional, os estudos sobre os sistemas dindmicos ganharam forte

impulso.

1.4 GeoGebra

Software gratuito para o ensino e aprendizagem de matematica com fungdes
para algebra, geometria, planilhas de calculo.
Pode ser baixado para ser utilizado sem auxilio da internet ou utilizado on-

line. O site de acesso é http://www.geogebra.org/cms/ (acesso em 04/01/2013).

No site oficial encontram-se tutoriais e material de apoio gratuitos.

1.5 ENGENHARIA DIDATICA

Engenharia didatica € uma metodologia de pesquisa, surgida na década de
1980, proposta por pesquisadores em Educacdao Matematica, dentre os quais se

destaca Michéle Artigue, pesquisadora matematica francesa,
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Trata-se de uma forma de se organizar procedimentos de pesquisa no
contexto do trabalho docente. Assim, o professor utiliza seus saberes didaticos na
construgdo de oportunidades de aprendizagem, e pesquisa a viabilidade dessas
oportunidades, validando-as com os argumentos da Engenharia didatica.

O método de Engenharia didatica diferencia-se de outros métodos de
pesquisa principalmente na forma de validacdo dos resultados e no registro das
acdes. A validagao dos resultados € interna, pois sendo um estudo de caso, apoia-
se na comparacao entre as analises prévias e posteriores.

Geralmente, outros métodos de pesquisa apoiam-se na validacido externa de
seus resultados, ou seja, deve-se mostrar que os resultados obtidos ndo dependem
da amostra ou das condi¢des particulares da pesquisa, e que podem ser aplicados
em outros contextos ou em outras populacoes.

Segundo Gomes:

Engenharia Didatica é um referencial de pesquisa que visa unir a pesquisa
a prética, tendo como foco o ensino de Matematica. Essa metodologia
abrange quatro etapas: Analises Prévias, Concepg¢édo e Analise a Priori,
Experimentagéo e Analise a Posteriori € Validagao da Experiéncia.

Para Saddo,

A Engenharia Didatica, vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-
se, em primeiro lugar, por um esquema experimental baseado em
"realizacbes didaticas" em sala de aula, isto €, na concepgao, realizagao,
observacao e analise de sessbes de ensino. Caracteriza-se também como
pesquisa experimental pelo registro em que se situa e modo de validagao
que lhe sao associados: a comparagao entre analise a priori € analise a
posteriori. Tal tipo de validacdo é uma das singularidades dessa
metodologia, por ser feita internamente, sem a necessidade de aplicagao
de um pré-teste ou de um pos-teste.

A Engenharia Didatica pode ser utilizada em pesquisas que estudam os
processos de ensino e aprendizagem de um dado conceito e, em particular,
a elaboragdo de géneses artificiais para um dado conceito. Esse tipo de
pesquisa difere daquelas que sao transversais aos conteudos, mesmo que
seu suporte seja o ensino de certo objeto matematico (um saber ou um
saber-fazer).

Neste sentido, a proposta de sequéncia didatica apresentada neste trabalho
baseou-se em realizagdes didaticas, a partir de necessidades surgidas no fazer
didatico.

A partir do interesse demonstrado por alguns alunos sobre fractais,
pretendia-se construir uma sequéncia didatica composta por duas atividades. Uma
artesanal, em que os alunos pudessem compreender como sao obtidos os pontos
que determinam um fractal bastante conhecido, o tridngulo de Sierpinski, e outra que

complementasse a primeira, com o auxilio do software GeoGebra, em que se
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construiria um aplicativo que refizesse os passos da primeira atividade e construisse
com mais propriedade o fractal.

Porém, a primeira atividade, que sera descrita no proximo capitulo, ndo
trouxe os resultados esperados pelo professor e n&o foi significativa para os alunos,
que nao reconheceram nenhum padrdo. Esta avaliacdo de resultados se fez
imediatamente apds a aplicacdo, apoiada na figura construida pelos alunos e,
principalmente, pelo retorno recebido dos alunos, através das conversas e reflexdes
sobre a atividade.

Desta forma, uma outra sequéncia didatica foi construida, e esta trouxe os
resultados esperados pelo professor e trouxe significados para os alunos. A
avaliacdo desta atividade também se deu pela figura produzida e pela percepgao do
professor sobre os relatos dos alunos sobre suas impressoes.

A terceira atividade foi construida para mostrar a imagem de um fractal e a
importdncia do uso de tecnologias para o desenvolvimento cientifico. O
desenvolvimento da atividade também serviu como oportunidade para os alunos
refletirem como deveriam organizar os passos a serem programados no computador
para a obtencao do fractal, servindo assim para o desenvolvimento da competéncia
de utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao da

realidade e agir sobre ela.
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CAPITULO 2

Desenvolvimento das atividades

2.1 INTRODUGAO

Neste capitulo sera descrito o desenvolvimento das atividades, destacando
seus objetivos didaticos e os resultados obtidos.

A necessidade de criacdo destas atividades surgiu ao se perceber o
interesse dos alunos sobre a existéncia de geometrias n&o-euclidianas e sobre os
exemplos citados pelo professor sobre a importdncia da geometria fractal em
diversos campos de atuacdo, como por exemplo, no desenvolvimento de sistemas
de criptografia.

Na tentativa de tornar as aulas mais estimulantes, pensou-se em criar uma
atividade em que os alunos pudessem, aos poucos, construir conhecimentos sobre
fractais, com atividades extras no final das aulas regularmente previstas.

Estas atividades foram realizadas de forma paralela as aulas regulares, para
que nao houvesse atraso na programacdo, uma vez que nesta escola adota-se
sistema apostilado. Sempre utilizavam-se os 30 minutos finais de uma das duas
aulas semanais para a realizac&do das atividades e, precisou-se de 4 semanas para

conclui-las.

2.2 Atividade 1 — Jogo do Caos

O “Jogo do Caos” é um algoritmo criado pelo matematico Michael Fielding
Barnsley, em 1988 e, uma de suas versdes consiste na formagdo de um fractal com
iteracbes a partir de um ponto interno de um tridngulo.

Ha aplicativos do jogo disponivel na internet, mas o desafio inicial era
apresentar o jogo aos alunos de forma artesanal e coletar todos os pontos obtidos
numa mesma transparéncia, a fim de formar uma figura que sugerisse alguma

ordem entre aqueles pontos coletados de formas diversas.
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Obijetivo do jogo

O objetivo do jogo € atingir um tridngulo destacado no interior de um

triangulo de Sierpinski com trés iteracdes.

Obijetivo didatico

Propiciar aos alunos uma oportunidade para notarem que os pontos obtidos
tendem a ficar bem préximos ou dentro das areas que definem um tridngulo de
Sierpinski com 3 iteragbes, e desta forma, concluir que através desse sistema
aleatdrio de obtencéo de pontos consegue-se um conjunto de pontos que obedecem

a um padréo.

Desenvolvimento

A partir de um ponto de referéncia, inicialmente dado, um dos participantes
do jogo escolhe um dos vértices do triangulo e determina o ponto médio do
segmento cujas extremidades sdo o ponto de referéncia inicial e o vértice escolhido.
A partir dai, o ponto médio é destacado e passa a ser o ponto de referéncia. O
proximo participante devera novamente escolher um vértice e determinar o ponto
médio do segmento formado pelo vértice escolhido e pelo ponto de referéncia
determinado anteriormente. Este procedimento continuara até que um dos pontos
médios esteja no interior do tridngulo destacado.

Na Figura 2.1, o objetivo é obter um ponto no interior do tridngulo destacado

na cor verde.
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Figura 2.1 — Um tridngulo de Sierpinski com um dos tridngulos interiores em destaque, alvo do jogo.

fonte: http://math.bu.edu/DYSYS/applets/chaos-game.html

Com esta atividade, deseja-se que os alunos percebam que os pontos
meédios obtidos tenderdo a pertencer as regides escuras ou aos segmentos que as
delimitam, independentemente da ordem das escolhas dos vértices.

O caminho percorrido para se chegar ao objetivo do jogo néo é previsivel,
pois depende da intuicdo de cada jogador, mesmo quando varios jogadores partem
de um mesmo ponto.

Essas caracteristicas predominam nos sistemas dindmicos n&o-lineares, que
sao extremamente sensiveis as condi¢cdes iniciais, tem comportamento nao-
periddico e estrutura fractal.

O ftriangulo usado para este jogo € o triangulo de Sierpinski com trés
iteracbes e o grau de dificuldade deste jogo pode aumentar caso se utilize um
tridngulo de Sierpinski com mais iteragdes, ou seja, com mais regides brancas e
escuras.

O jogo foi realizado, neste caso, por duplas de alunos, que, depois de
terminada cada partida, transferiram os pontos para uma unica folha de
transparéncia, especialmente confeccionada, de modo que o retangulo impresso na
transparéncia sobrepunha-se exatamente no das folhas dos jogos realizados pelas
duplas.

Os pontos iniciais de referéncia foram iguais para todas as duplas, mas
poderiam ser distintos.

Com isso, espera-se que os alunos percebam o surgimento de um padréo

na folha de transparéncia.
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Resultados

Os pontos coletados na transparéncia estdo mostrados na Figura 2.2:

Figura 2.2 — Transparéncia com os pontos coletados
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Fonte: Autor.

Como a turma em que a atividade foi aplicada era constituida por poucos
alunos, 20 alunos, poucos pontos foram obtidos, pois muitos alunos conseguiram
pontos coincidentes. Com turmas maiores a atividade podera trazer melhores
resultados.

Propor a atividade em duplas também concorreu para a obtengao de poucos
pontos. Uma estratégia melhor seria propor que cada aluno marcasse seus pontos e
depois comparasse a quantidade de pontos obtidos com a dos colegas, poderia(am)
ser o(s) vencedor(es) o(s) que conseguisse(m) o objetivo com menos pontos.

Porém, ao se colocar a folha de transparéncia sobre uma folha contendo um

triangulo de Sierpinski de mesmo tamanho, como mostra a Figura 2.3, ja se pode
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notar que os pontos, em sua maioria, ficam no interior dos triangulos coloridos ou em

sobre seus lados.

Figura 2.3 — Transparéncia sobreposta a uma das folhas utilizada pelos alunos

.

£ ]

Fonte: Autor.

Era esperado que esta atividade apontasse para o surgimento de um
padrdo, mas este resultado ndo teve significado para os alunos. Assim fez-se
necessario uma outra atividade que fornecesse pontos com mais eficiéncia e
rapidez. Esta necessidade foi sanada com a atividade 2.

Antes de se propor a atividade 2, que fora aplicada em outra aula, foram
langadas as seguintes questdes: Sera que se continuarmos a coletar cada vez mais
pontos as regides escuras ficariam totalmente tomadas? Ou o triangulo todo ficaria
tomado por pontos? Poderiamos dizer que ha uma tendéncia dos pontos obtidos

ficarem sobre as areas escuras ou nos segmentos que as determinam?
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2.3 Atividade 2 — Obter pontos médios de segmentos determinados

aleatoriamente no interior de um tridangulo

Esta atividade foi criada na tentativa de se obter um maior niumero de
pontos, uma vez que a atividade 1 nado trouxe resultados significativos. Os pontos

conseguidos nesta atividade também eram determinados de modo aleatério.

Objetivo da atividade

Obter pontos no interior de um tridngulo a partir de um ponto inicial utilizando

procedimento aleatério.

Obijetivo didatico

Criar condicbes para que o aluno perceba que podem existir padrdes

“escondidos” em sistemas de carater aleatorio.

Desenvolvimento

Cada aluno recebeu uma folha com um tridngulo e um ponto destacado em
seu interior, como mostra a Figura 2.4, e eles deveriam colocar no espaco
reservado, ao lado de cada vértice, um par de numeros naturais distintos escolhidos
entre um e seis, de tal forma que todos os seis numeros fossem empregados.

Todas as folhas utilizadas pelos alunos eram idénticas, ou seja, com o
mesmo ponto inicial.

Este ponto inicial ndo pode ser o baricentro do tridngulo. Pois, se assim
fosse, os pontos médios convergiriam para posigdes definidas e ndo se teria a

diversidade de pontos necessaria para a atividade.
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Figura 2.4 — Imagem da folha entregue aos alunos,contendo um triangulo, espagos para numerar 0S

vértices e um ponto inicial interno.

Fonte: Autor.

Na sequéncia deveriam jogar um dado e, por exemplo, caso o dado
mostrasse na sua face superior o0 numero 3, o aluno deveria encontrar o ponto
médio do segmento determinado pelo ponto inicial destacado no tridngulo e o vértice
do triangulo onde esta o numero 3.

Em seguida, langa-se o dado novamente, observa-se o numero indicado
pelo dado e o vértice que contém este numero e encontra-se o ponto médio do
segmento determinado por este vértice e pelo ponto médio determinado
anteriormente. E assim sucessivamente.

Para se determinar o ponto médio usava-se simplesmente a graduagdo em

milimetros da régua, como mostrado nas Figuras 2.5, 2.6 e 2.7.



Figura 2.5 — Aluno obtendo pontos médios.

Fonte: Autor.

Figura 2.6 — Aluna obtendo pontos médios.

Fonte: Autor.

Figura 2.7 — Aluna obtendo pontos médios.

Fonte: Autor.
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Inicialmente os alunos foram orientados a determinarem pelo menos 10
pontos cada um, porém como a turma possuia pouco alunos, foi percebido pelo
professor que os pontos obtidos ndo seriam suficientes para que se notasse algum
padrdo ou indicio de padrdo, entdo, voluntariamente alguns alunos resolveram
continuar o trabalho determinando mais alguns pontos. Seguem, nas Figuras 2.8,

2.9 e 2.10, algumas imagens das folhas apresentadas pelos alunos.

Figura 2.8 — Uma das folhas entregues pelos alunos.

Fonte: Autor.



Figura 2.9 — Uma das folhas entregues pelos alunos.

Fonte: Autor.

Figura 2.10 — Uma das folhas entreques pelos alunos.

Ia445 LY LER

631345468

Fonte: Autor.
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Os alunos foram convidados a comparar suas folhas e verificar se percebiam
algum padréao entre as figuras obtidas. Evidentemente os alunos nao reconheceram
padrao algum comparando seus pontos com os pontos obtidos pelos colegas.

Na sequéncia todos os pontos foram coletados numa mesma folha de
transparéncia, tomando-se o cuidado de sobrepor de maneira adequada o triangulo
da transparéncia ao triangulo da folha de cada aluno. O resultado obtido segue na
Figura 2.11.

Figura 2.11 — Imagem da folha de transparéncia sobreposta a uma das folhas entreques pelos

alunos.

L LT A
-

‘i

»
-
-
L

kS

Fonte: Autor.

Novamente os alunos foram convidados a verificar se percebiam algum padréo para
os pontos coletados na transparéncia, e a maioria destacou a imagem de um

triangulo que surgiu no centro. Como destacado na Figura 2.12.
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Figura 2.12 — Imagem da folha de transparéncia sobreposta a uma das folhas entreques pelos

alunos com o tridngulo percebido pelos alunos em destaque.

Fonte: Autor.

Entdo os pontos conseguidos aleatoriamente pelos alunos contribuiram para
a determinacao de uma figura?!

Este resultado deixou a turma em siléncio. Os alunos ndo esperavam que
pontos conseguidos aleatoriamente pudessem formar uma figura que seguisse
algum padrao! Parecia haver ordem na desordem!

Neste momento da aula pudemos refletir sobre a importancia da matematica,
que € a ciéncia que busca essencialmente reconhecer padrbes, em especial a
matematica do Caos, onde a palavra “caos” ndo tem o sentido utilizado no cotidiano,
pois sistemas que tem comportamento cadtico sdo deterministicos.

Também foi discutida a ideia de fractais, que sao objetos que ndo podem ser
classificados como figuras de dimensdes inteiras, como retas, pontos, planos e
sélidos, comumente abordados na geometria euclidiana. Os fractais surgem quando
busca-se representar graficamente determinados sistemas dinamicos.

A partir das reflexdes e da participagado dos alunos, pode-se perceber que o
objetivo desta atividade havia sido atingido, pois a atividade deveria apenas sugerir
a existéncia de um padrdao, e motivar os alunos para prosseguirem na préxima

atividade.
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Para motivar os alunos, langou-se as seguintes questdes: Seriam entdo os
pontos obtidos na atividade 2, pontos de um fractal? Se obtivéssemos mais pontos,
este fractal ficaria mais perceptivel? E se existe este fractal, qual sua dimenséo?

A partir deste momento, fez-se necessaria a atividade 3, que buscara

conseguir mais pontos a fim de determinar o padrédo que se comegava a observar.

2.4 Atividade 3: Construgao do triangulo de Sierpinski com
GeoGebra

Objetivo

Implementar uma rotina computacional para ser executado no Geogebra que

repita as condi¢des da atividade 2.

Obijetivo didatico

Motivar os alunos a desenvolver uma rotina computacional que refaca a
atividade 2, mostrando assim a importancia da computagao para o desenvolvimento
das ciéncias, em especial a matematica do caos, bem como o desenvolvimento de

habilidades de compreenséo e desenvolvimento de algoritmos.

Desenvolvimento

Inicialmente buscou-se apresentar aos alunos o0s seguintes comandos
basicos do aplicativo GeoGebra 4.0.40.0, utilizados para a execugado dessa

atividade:

Botbes

A
® Novo ponto

Determina um novo ponto.
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.‘ r -
*  Ponto medio ou centro

Determina o ponto médio de um segmento dadas as extremidades.

. .
*« Poligono
Determina um poligono dados seus vértices.

. ,
* Poligono regular

Determina um poligono regular a partir de dois vértices e da quantidade de

vértices.

a=2
———

Um seletor é a representacéo grafica de um numero livre ou de um angulo
livre. Pode se criar um seletor para qualquer numero livre ou angulo livre criado
anteriormente exibindo esse objeto.

Comandos

Lista
Este comando cria um conjunto de valores ou objetos. Por exemplo, para
criar um conjunto com os valores 0, 1, 2, 3, e 4, basta digitar na barra “Entrada”,

localizada na parte inferior esquerda da tela, o comando: lista = {0, 1, 2, 3, 4}.

Elemento[ <Lista>, <Posi¢ao do Elemento> ]

Este comando permite que se escolha um elemento de uma lista criada
definida a sua posi¢do. Entdo, usando a lista do exemplo anterior, ao se digitar no
campo de entrada o comando: Elemento][lista, 3], o aplicativo selecionara o terceiro

elemento da lista, logo o numero 2.

DefinirValor[<ObjetoA>,<ObjetoB>]
Este comando faz com que o objeto B assuma o valor do objeto A. Logo, a

cada atualizagao o objeto B assumira o valor do objeto A.
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NumeroAleatoério[ <Valor Inteiro Minimo>, <Valor Inteiro Maximo> ]
Este comando cria numeros aleatorios inteiros em um intervalo definido.
Digitando-se no campo Entrada o comando: NumeroAleatorio[1,6], o aplicativo

determinara, aleatoriamente a cada atualizacdo, um namero inteiro entre um e seis.

Note que a escrita correta dos comandos € imprescindivel, desta forma
deve-se ficar atento aos acentos ortograficos e as letras maiusculas.

Apods verificarmos os comandos e botdes que poderiam ser necessarios, foi
solicitado aos alunos que dissessem quais passos deveriamos tomar seguidamente
para que o algoritmo fosse construido. Uma outra opg¢ao seria o professor pedir para
que grupos de alunos produzissem textos com linguagem coloquial criando
algoritmos para posterior analise da turma.

Como a turma em que a atividade foi aplicada é pequena os alunos foram
dizendo que passos deveriam ser adotados, e com a mediagao do professor, foi-se
escrevendo na lousa um pequeno texto para convertermos em aplicativo com os
comandos do GeoGebra. Os passos definidos foram os seguintes:

1. Criar um tridangulo.
Determinar um ponto interno ao triangulo.
Determinar o ponto médio do segmento determinado pelo ponto interno e um
dos vértices do triangulo.

4. Determinar o ponto médio do segmento determinado pelo ponto médio
determinado anteriormente e um dos vértices do triangulo.

5. Repetir o procedimento anterior.

Entdo definidos os passos, passou-se a construcdo do aplicativo. A seguir
tem-se a imagem da tela inicial do GeoGebra, e na opgéo “Exibir’, pode-se ocultar

os eixos do espaco “Janela de Visualizacio”.



" GeoGebra

Figura 2.13 — Geogebra — Tela inicial
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Arquivo  Editar  Exibir Disposiciies Opgfes Ferramentas Janela  Ajuda

Janela de Algebra

Chjetos Livees
Chjetos Dependentes

Q[E]]

Janela de Visualizagéo

&

Arraste ou selecione um ou mais ohjetos (Esc)

Entrada:

| @

Fonte: Autor.

Cria-se um triangulo, selecionando-se o botdo em destaque na Figura 2.14,

e, em seguida clicando-se na janela de visualizagdo para a obtencédo dos vértices

desse tridngulo. Nao se teve a preocupacéo de que o tridngulo fosse equilatero.
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Figura 2.14 — Geogebra — passo 1

" GeoGebra

Arquwo Editar  Exibir D\sposigﬁes Opgﬁes Ferramentas Janela  Ajuda

Paoligono E]
1 :. ,/ AEIC : G v e 3 =
Selecione todos os vérices e, entao, cliqgue novamente no vértice inicial o

Janela de Algebra (*](5) (>4 |Janela de \rsuallzagaa (=)(=(=]
= Objetos Livres
3 A=(4.34,4.92)
0 B=(236,362)

-3 C=(10.96,-3.52) A

= Objetus Dependentes
i@ a=13.32

@ b=10.73

@ c=1085

L3 pold = 56.54

Entrada:_. i ._ ®

Fonte: Autor.

Determinam-se dois pontos em seu interior, selecionando-se o botdo em
destaque na Figura 2.15 e clicando-se sob os locais onde se desejava criar os
pontos. Um ponto representa o ponto inicial e o outro ponto representa o primeiro
ponto médio. Porém ndo ha a necessidade que um dos pontos ocupe a posi¢cao
correta de ponto médio em relagéo a algum vértice do triangulo, pois o ponto inicial é
aleatdrio, portanto, basta criar dois pontos quaisquer no interior do triangulo.

Deve-se apenas tomar o cuidado para que o ponto inicial ndo seja o
baricentro do triangulo, pois nesse caso teriamos convergéncia dos pontos para

posicdes definidas, ndo construindo, assim, o fractal.



35

Figura 2.15 — Geogebra — passo 2

=X

" GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir

Disposigdes Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

s 'Qf‘_ X s Novo Ponto

] ABC || =52 | | +br r

1| [N il 3 | Cligue na Janela de Visualizagdo ou sobre um objeto -
G[E]E3]

@] [Janela de Visualizagio

Janela de Algebry
= Objetos Livres
@ A=(4.34,4.92)
@ B=(-2.36,-1.62)

3 C=(10.96,-3.52)

D D=(63,-1.82)

4 E=(4.74,0.96)

= Ohjetos Dependentes
@ a=1332
@ b=10.73
@ c=10.85
(@ pol1=56.54

Entrada:

Fonte: Autor.

Em seguida, cria-se uma lista com os vértices A, B e C. Como sera simulado
o langamento de um dado utilizando o comando NumeroAleatorio para inteiros de 1
a 6, colocamos os vértices repetidamente num conjunto, a fim de termos 6 posi¢des
no conjunto. Assim, se o numero aleatério for 1 ou 4, estara selecionado o vértice A,
2 ou 5, vértice B, 3 ou 6, vértice C.

Desse modo, no campo Entrada, digita-se: vértices
pressionando-se a tecla “enter” na sequéncia, como mostrado na Figura 2.15.

= {A,B1CIA’B’C}’
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Figura 2.15 — Geogebra — passo 3

. GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir Disposigies Opgfes Ferramentas Janela  Ajuda

A . I>' @ 0 4 X agc ||| aze Mover
o & uv LN i _‘_V ‘-Pv Arraste ou selecione um ou mais ohjetos (Esc

Janela de Algehra (=)= |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres

O A=(432,4.92)
-3 B=(-236,-3.62)
- C=(10.96, 3.52)
-3 D=1(6.3,-1.82)
@ E=(4.74,0.96)

=l Objetos Dependentes

; a=13.32

B h=10.73

@ c=1085

@ poll =56.54

Enlrada: [vértices = {A, B, C, A, B, C} | w: @

Fonte: Autor.
Cria-se um seletor deslizante para numero aleatério. Selecionando-se o
botdo destacado na Figura 2.16 e clicando-se sobre a janela de visualizag&o, abre-
se uma janela onde se pode determinar as condi¢des para a variavel que esta sendo

criada.



_. GeoGebra

Arquiva  Editar Exibir Disposigies  Opgdes

Figura 2.16 — Geogebra — passo 4

Ferramentas Janela Ajuda

= Ohjetos Livres
@ A=(4.34,492)
3 B=(236,-3.62)
@ C=(10.96,-3.52)
& D=(6.3,-182)
3 E = (4.74, 0.96)

= Ohjetos Dependentes
@ a=13.32
@ b=10.73
@ c=10.85
@ pol1 = 56.54

Controle Deslizante

i MNome
® Nimera
O Angulo @l
) Inteirn

[] Aleatdria (F9y

Intervalo | Contrale Deslizante | Animag o

rmin: ‘-5 | max ‘5 ‘ Incremento: ‘01 ‘

Aplicar Cancelar

Controle Deslizante: Clique na janela de visualizagdo para especificar a
.| posigéo do controle deslizante

Entrada: vértices = {A, B, C, A, B, C}

Fonte: Autor.
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Na janela que se abriu, digita-se o0 nome da variavel “numero”, por exemplo,

definem-se os limites de variagdo, sendo o minimo 1, o maximo 6 e o incremento 1,

como mostra a Figura 2.17.

GeoGebra

Figura 2.17 — Geogebra — passo 5

Arguivo  Editar Exibir Disposicies Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Controle Deslizante: Clinue na janela de visualizagédo para especificar a
posigén o controle deslizante

(] [Janela de Visualizagio HEE

Ohjetos Livres
L3 R=(4.34,4.92)

@ B=(-2.36,-362)

@ C=1(10.96, -3.52) A

3 D=(6.3,-182)

@ E=(4.74,0.96)
= Objetos Dependentes
L@ a=1332
@ h=10.73 ~g—— e
L@ C=10.85 Controle Desl,
L@ pol = 5654 s
L@ vértices = {(4.34.4.92).(- @ Numero

© Angulo [nimero ‘
C Inteira [] Aleatério (FG)
Intervalo | Contrale Deslizants | Animagdo|
mln_|1 | max.lﬁ ‘ Incremento: ‘1
D
.
C

< | >
Entrada: [a] €| )

Fonte: Autor.
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Na sequéncia obtivemos a tela como mostrado na Figura 2.18.

Figura 2.18 — Geogebra — passo 6

(=&)X

" GeoGebra
Arquivo  Editar Exibir Disposigies Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

Controle Deslizante: Clique na janela de visualizagdo para especificar a E]

A . ) ‘{L X s
==

Janela de Algebra [Z)E)[=] |Janela de Visualizagao
= Objetos Livies

-2 A =(4.34, 4.92)
» B=(-236,-3.62)
5 C=(10.96,-3.52) rimera=4
@ D=1(6.3,-1.82) -—
@ E=(4.74,0.96)

-3 nlimero =1

=l Objetos Dependentes

- @ a=13.32

- @ b=10.T3

- @ c=10.85

@ poll = 56.54

@ vértices = {(1.34,4.92), (-

¢ = >
Entrada.“

Fonte: Autor.

Criamos outro seletor para uma variavel que representara as iteracoes,
assim, para cada valor desta variavel teremos um ponto médio novo calculado.

Novamente selecionamos o botdo em destaque na figura 2.18 e clicamos

sobre a janela de visualizagao.
Na janela que se abre determinamos o nome da variavel como sendo, por

exemplo, “iteragdes”, como exemplificado na Figura 2.20.



Figura 2.20 — Geogebra — passo 8

GeoGebra

Argquiva Editar  Exibir  Disposices  Opcfies Feramentas Janela  Ajuda

Controle Deslizante: Cligue na janela de visualizagdo para especificar a
posigdo do controle deslizante

Janela de Algebra E] Janela de \
= Objetos Livres

D A=(4.34,4.92)
2 B=(2.36,-3.62)
@ €=(1096,-3.52) nimero = 1 A
¥ D=1(6.3,-182) -—

@ E = (4.74,0.96)

& ndmero =1

= Ohjetos Dependentes

Pa=1332

@ h=10.73 Controle Deslizante

@ c=10.85

@ pol1="56.54 (=) Nimero A

3 vértices — {(4.34,4.92),(- ol |iteragdes (a1
O Inteira [ Aleatdrio §

Intervalo
min
L)
/ |
< | >

Entrada; | 3| =@

Fonte: Autor.

Obtém-se assim a tela mostrada na Figura 2.21.

Figura 2.21 — Geogebra — passo 9

GeoGebra

Argquivo  Editar Exbir Disposicies Opgfes Ferramentas Janela  Ajuda

Controle Deslizante: Clique na janela de visualizagdo para especificar a
posigdo do controle deslizante -

Janela de Algebra (FE] |Janela de \ izacé
=l Ohjetos Livres
A={4.34,4.92)
2.36,-3.62)
C = (10.96, 3.52) b=t A
6.3, -1.82) -

E = (4.74,0.96)
iteragbes = 1
@ nimero =1 iteragfes =1
= Objetos Dependentes — e
-@ a=1332

L%

")
@
gl
@
@

@ pol1 — 5651
@ vértices = {(4.34,4.02), (-

e | 5
Entrada “ ®

Fonte: Autor.
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Em seguida, seleciona-se o botdo “mover’ em destaque na figura 2.22, e na
sequéncia, com o bot&do direito do mouse, clica-se sobre o sobre o ponto E. Na

janela que se abre, seleciona-se a opgao “habilitar rastro”.

Figura 2.22 — Geogebra — passo 10

' GeoGehra E”Elgl

Arguivo  Editar  Exibir  Disposicfies Opglies Ferramentas Janela  Ajuda

P » e é:’_ X agc ||| == Mover E]
1 LN Y| | %’V Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) s

P
bra [=)[=[=]) |Janela de Visualizagéo ==

nimero =1

-3 D=(6.3,-18 -

@ E=(4.74, 0.96)
-~ iteragbes =1 .
& namero =1 iteragdes =1

-l Objetos Dependentes N A
@ a=13.32
(@ b=10.73

- @ c=10.85

@ poll =56.54
@ vértices = {(4.34,4.92),(-

Ponto E
Coordenadas Polares

¥ “. Exihir Ohjeto
v A Exibir Rotulo
# Hapilitar Rastro

@ Copiar para a Linha de Comandos

Renormear
/7 Bpagar C

Propriedades ..

< | >
Entrada “ (1]

Fonte: Autor.

Na “janela de algebra” clicamos com o botao direito na variavel “iteragées”,

em seguida, na janela aberta, na aba programagédo, como mostram as Figuras 2.23
e 2.24.



Figura 2.23 — Geogebra — passo 11

GeoGebra
Arguivo  Editar  Exbir  Disposicies Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) P

Janela de Algebra [=J[=)[) [Janela de \ izacé =)
=l Ohjetos Livres

@ A=(434,492)
- (@ B =(-2.36,-3.62)
@ C=(10.96,-3.52) nimero = 1

-2 D=(6.3,-1.82) ~—
@ E=1(4.74,0.96)
- iteragies =1
9 nimero Nimero iteragdes
bjetos Dep.
~~@ a=13.3% v “. Eubir Objeta

:2::3:; v A% Exibir Rétulo
- @ poll = 5 Animar

L () wértices ¥ Fixar Ohjeto

@’ Copiar para a Linha de Comandos

Renomear
A mpagar

Propriedades ...

S| s
Entrada: =| =

Fonte: Autor.

Figura 2.24 — Geogebra — passo 12

GeoGebra

Arguivo  Editar  Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Selecionar Objeto
Cligue no objeto para selecions-lo

Janela de Algebra [=)([=(x) [Janela de \ izagi =EE
=l Ohjetos Livres

=@ A=(4.34,4.92)
-2.36, -3.62)

'l
~@ C=(10.96, -3.52) Propriedades
=@ D=(6.3,-1.82)
'l
&

E 4'34’ 0.96) Ubjetos Béswcu" Controle Deslizante ” Cur" Esli\u” Avangado | Programagéo

iteracoes = 1 B e
~ @ nimero =1

=l Ohjetos Dependentes
~@ a=1332

A0 Atualizar | JavaSeript lobal

[

-~ @ pol1 = 56.54
@ vértices = {(4.34.4.92). (-

| Catigo GeoGebra | [ cancelar

[ L Apagar H Restaurar Configuragédo Padréo ]

v g

< 3
Enfrada C| @

Fonte: Autor.
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E no espago “Ao Atualizar” escreve-se 0 que devera ocorrer a cada
atualizagdo do programa, ou seja, a cada iteragdo o ponto médio calculado passara
a ser o ponto inicial. O ponto inicial é D, e E representa um ponto médio qualquer,
assim, na proxima iteracao, E passara a ser o ponto inicial D e, a partir dele calcular-
se-a um novo ponto médio. Para que D passe a ser E, utiliza-se o comando:
DefinirValor[D,E].

Também, a cada atualizagdo, a variavel “numero”, criada anteriormente,
devera assumir um valor inteiro aleatério entre 1 e 6, para que se possa sortear o
vértice com o qual se definira o novo ponto médio. Entdo utiliza-se o comando:
DefinirValor [nimero, NumeroAleatério[1,6]].

Finalmente, a cada atualizagdo, deve-se determinar que o ponto E devera
assumir a posicao do novo ponto médio determinado por ele e o vértice sorteado, ou
seja, o vértice que ocupa a posi¢ao definida pela variavel “numero” na lista.

Consegue-se isto com o comando:

DefinirValor[E, 0.5(E+Elementol[lista, numero])].

Dessa forma, no espacgo “Ao Atualizar’, deverao estar escritos os comandos;

DefinirValor[D,E]
DefinirValor [numero, NumeroAleatério[1,6]]

DefinirValor[E, 0.5(E+Elemento[vértices, numero])]
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Figura 2.25 — Geogebra — passo 13

GeoGebra

Arquivo  Editar  Exibir Disposigies Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

.%’ Selecionar Ohjeto
| Clique no ohjeto para seleciana-la 3

Janela de Algebra =) |Janela de \ =0
= Objetos Livres
- A=(4.34,4.92)
- @ B={-2.36,-3.62)
~@ C=(10.96,-3.52) i Propriedades
¥ D=(6.3,-182) —
bl E2e) Obietos | Basico | Controle Deslizante | Cor| Estilo | Avangado Programa§é0|
-4 iteragoes = 1 [=-Lista
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Fonte: Autor.

Apoés clicar no botdo “OK” e fechar a janela, pode-se mover o seletor
“‘iteragbes” para conseguir alguns pontos. Tais pontos ja comegam a mostrar um

padrao, comegamos a ter contato com o Tridangulo de Sierpinski.
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Figura 2.26 — Geogebra — passo 14.

. GeoGebra
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< ) ¥

Entrada: #‘ ©

Fonte: Autor.
Pode-se ainda clicar com o botdo direito do mouse sobre o seletor iteracdes

e habilitar o comando “Animar” e assim conseguir o tridngulo de Sierpinski mais

rapidamente.

Figura 2.27 — Geogebra — passo 15

* GeoGebra.
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Fonte: Autor.
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A partir desta atividade, os alunos puderam compreender melhor o que € um
fractal, e suas caracteristicas principais, como a autossimilaridade. Puderam
também reconhecer que o programa simplesmente agilizou o trabalho que haviam
feito manualmente e sem muita precisado, pois utilizavam simplesmente a graduagéo

de uma régua para se determinar os pontos médios da atividade 2.
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CAPITULO 3

Fractais

Neste capitulo, sera abordado com um pouco mais de detalhes o conceito
de fractal, apresentando uma forma de se calcular sua dimensdo e uma breve
apresentacao historica.

Conforme ja apresentado no capitulo 1, Benoit Mandelbrot, nascido em
Varsovia (1924-2010) foi um dos iniciadores dos estudos sobre geometria fractal.
Porém, ideias relacionadas a geometria fractal j4 haviam sido discutidas por
matematicos anteriores, como Georg Cantor (1845-1918), por exemplo.

Mandelbrot teve a genialidade e também a tecnologia necessaria para a
realizacédo de calculos e construgbes de graficos, pois tinha cargo na IBM. Foi o
primeiro a poder visualizar a imagem de um fractal com alta complexidade de
detalhes.

De acordo com Barbosa (2005, p.12), sobre Mandelbrot,

Na IBM deparou-se com questbes de ruidos nas linhas telefénicas
utilizadas em rede entre os computadores. Mandelbrot soube dos
engenheiros que algum ruido ndo podia ser eliminado e interferia nos
sinais; a aleatoriedade e a irregularidade dos ruidos afastavam os
engenheiros da busca de solugdes. Resolveu o problema empregando um
trabalho antigo de Georg Cantor chamado Poeira de Cantor, pensando
nos erros de transmissdo como um desses conjuntos de Cantor.

Georg Cantor publicou em 1883 um trabalho em que aparece um conjunto,
conhecido como “Conjunto de Cantor” ou “Poeira de Cantor”.

Podemos representar graficamente a ideia de Cantor, considerando
inicialmente um segmento de reta. Em seguida, divide-se o segmento em trés partes
iguais e retira-se a parte central. Este procedimento deve ser novamente repetido
para cada segmento que restou e, assim sucessivamente. Este procedimento gerara
como objeto limite o fractal chamado “Conjunto de Cantor”.

Temos que cada parte € similar ao todo e as figuras sao obtidas por
iteracbes, como mostra a Figura 3.1. Estas s&o caracteristicas principais dos

Fractais.
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Figura 3.1 — Conjunto de Cantor

Fonte: Autor.

O tridngulo de Sierpinski, como mostrado no capitulo 1, € obtido de forma
parecida, ou seja, divide-se um tridngulo em quatro tridngulos congruentes e retira-
se o triangulo central e, na sequéncia repete-se o procedimento para cada triangulo
que restou e assim sucessivamente, como mostrado na Figura 1.2.

Outra caracteristica dos objetos geométricos com estrutura fractal € a
dimensdo nao-inteira. Por exemplo, a figura limite que representa o Conjunto de
Cantor tem dimensao maior do que a de um ponto e menor do que a de uma reta, ou
seja, podemos dizer que tal figura ocupa no espagco uma porgao maior do que ocupa
um ponto e menos do que ocupa uma reta.

Assim, a dimensdo tem uma relagdo direta com a area que uma figura
ocupa. Para entendermos como se calcula a dimensao de um fractal, partiremos de
figuras da geometria euclidiana.

Se dividirmos um segmento em 5 partes congruentes, como mostra a Figura

3.2, teremos 5' partes iguais ao original, porém cada uma multiplicada por um

coeficiente de redugao r =%.

Figura 3.2 — Segmento subdividido em 5 partes iguais.

Fonte: Autor.
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Se realizarmos 0 mesmo processo com um quadrado, ou seja, dividirmos os
seus lados em 5 partes congruentes, portanto usando um coeficiente de reducgéao r

=%, obteremos 52 partes semelhantes ao original.

Figura 3.3 — Quadrado subdividido em 25 partes iguais.

Fonte: Autor.
De modo analogo, se subdividirmos as arestas de um cubo em 5 partes
iguais, como representado na Figura 3.4, portanto usando o mesmo coeficiente de

~ 1 .
reducdo r =§ dos exemplos anteriores, obteremos 5° partes semelhantes ao

original.
Figura 3.4 — Cubo subdividido em 125 partes equivalentes.

NEANEN
N
N
<

Fonte: Autor.
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Com estes exemplos pode-se notar que a quantidade N de partes
semelhantes ao todo corresponde ao inverso do coeficiente de reducao elevado a

dimenséo da figura.

No caso do segmento, temos que N = ——, e um segmento tem dimensao

No caso do quadrado, temos que N = ——-, e um quadrado tem dimensé&o

dois.

No caso do cubo, temos que N = % e um cubo tem dimenséao trés.
1

5

Estes exemplos sugerem uma relagao entre a dimensdo de uma figura e a
quantidade de elementos semelhantes que se consegue ao subdividi-la.

O coeficiente de redugdo utilizado nos exemplos foi escolhido
aleatoriamente, e explorar tais regularidades na sala de aula pode ser um fator
motivador e uma oportunidade para significar conteudos como sequéncia, poténcias,

logaritmos e etc.

~ . 1 . ~
Entdao assumindo que N =—-, em que d, representa a dimenséo e r um
r

coeficiente de reducao nao nulo, temos:

d d
N:Ld: 1 :>logN:10gl =d= log N
r 1
log| —
,

Assumindo que o calculo de dimensdes para fractais obedece ao mesmo
padrao, poderemos calcular a dimensao do fractal Poeira de Cantor.

A cada iteragdo os segmentos sao divididos em trés partes e restam duas

partes, assim, o fator de reducédo é r = % e a quantidade de partes obtidas é N = 2,

log2  log2 030

log( 1 j log3 0,48
1/3

assimd =

2
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Da mesma forma poderemos calcular a dimenséo do fractal Tridngulo de

Sierpinski, pois a cada iteragado o fator de reducgao r = % pois os triangulos menores

sdo obtidos a partir dos pontos médios dos lados do tridngulo maior, e a quantidade
log3  log3 048 _

= ~ ~1,6.
log 1) log2 030
1/2

de partes obtidas é N = 3. Assim, d =
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CAPITULO 4

RESULTADOS E CONCLUSOES

4.1 Resultados

As atividades foram bastante eficientes para motivar os alunos e despertar-
Ilhes o interesse sobre seus resultados. Chamaram a atencao dos alunos por serem
novidade, seja pela dindmica da aula ou pelo conteudo que se estava discutindo.

A curiosidade em se saber o que teriamos como resultado com os pontos
coletados foi um importante fator motivador, pois, os alunos foram avisados
inicialmente que as atividades 1 e 2 os ajudariam a compreender as caracteristicas
de um fractal, mas nenhum conceito sobre fractais ou sistemas dinamicos foi
abordado. Sabiam também que os pontos gerados nas atividades seriam coletados
na transparéncia e ficaram curiosos para saber o que estes pontos determinariam.

No caso do jogo do caos, atividade 1, como cada dupla iniciou o jogo a partir
de um ponto, e cada dupla decidiu de maneira independente por qual vértice
comecgar e qual sequéncia de vértices deveria ser tomada, os alunos puderam
perceber que o objetivo do jogo pode ser conseguido de maneiras diferentes, umas
mais rapidas que outras. Porém o conjunto de todas as possibilidades converge para
determinados pontos do plano.

Da mesma forma, na atividade 2, os pontos obtidos foram determinados de
maneira aleatéria, e cada aluno conseguiu um conjunto de pontos que quando
comparado aos conjuntos obtidos pelos colegas ndao mostrava nenhuma
regularidade. O conjunto de todos os pontos obtidos na transparéncia pode revelar o
inicio de uma ordem, com o surgimento do tridngulo central. Este resultado foi muito
bom para que os alunos percebessem o sentido da atividade. Puderam ver que
poderia haver um padrdo onde eles acreditavam, inicialmente, que nao fosse
possivel existir padréo algum.

Essa atividade mostra-se importante mesmo no caso dos alunos nao
perceberem nenhuma regularidade, pois serve de motivagdo para a atividade 3 e

ajuda os alunos a compreenderem 0s passos para a construgao do aplicativo.
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Quando iniciou-se a atividade 3 os alunos ja estavam cientes de que
buscavamos confirmar a existéncia de um padrao, caso ele existisse, porém com
muitos mais pontos do que obtidos anteriormente, inclusive sem a imprecisdo que
tinhamos nas atividades anteriores, em que os pontos médios eram determinados
apenas com o0 uso de réguas, mas nada havia sido tratado ainda sobre o Triangulo
de Sierpinski, para que o resultado fosse surpreendente.

Durante a execugado do aplicativo, foi dada uma pausa no programa quando
tinhamos pontos formando uma figura parecida com a da transparéncia e os alunos
foram convidados a observarem o que ocorreria em seguida.

Os alunos mostraram-se muito entusiasmados quando os pontos
comecgaram a deixar evidente o Tridngulo de Sierpinski. A atividade 3 foi a que mais

agradou e chamou a atengao dos alunos.

4.2 Conclusoes

Tais atividades marcaram uma oportunidade de bastante reflexdo sobre a
importancia da matematica e das tecnologias para o desenvolvimento cientifico e a
partir destas atividades podem-se criar outras problematiza¢des, como por exemplo,
como determinar a dimensao de um fractal e também encontrar, nesse assunto,
formas para se contextualizar conteudos classicos do ensino médio, como fungdes,
logaritmos, numeros complexos, sequéncias, etc.

Acredita-se que atividades como essas possam trazer para a sala de aula
discussbes importantes sobre o desenvolvimento da matematica e como a
matematica participa do desenvolvimento cientifico, e, dessa forma, contribuir para
que os alunos possam percebé-la em sua beleza, e ndo como sinbnimo de assuntos
aridos e nem sempre interessantes.

Segundo Madsen:

Cremos, no entanto, que para os fractais, em especial para a geometria
fractal, faz-se necessario ao educador conseguir captar o educando com o
transparecer de sua propria vibragao e talvez evidenciando o éxtase na
contemplagdo da beleza de seus visuais, conduzindo-o ao prazer pelas

informacgdes e conhecimentos culturais da vasta variedade de fractais.

Levar a geometria fractal para a sala de aula pode ser uma oportunidade

para conectar a matematica com o mundo fora da sala de aula, favorecendo o
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desenvolvimento de projetos interdisciplinares e contribuindo para que os alunos se
cologquem num processo de aprendizagem significativa.

Com estas atividades n&o se tinha a preocupagdo inicial com o ensino-
aprendizagem de algum conteudo formal, mas com o possivel desenvolvimento de
competéncias e habilidades. Quando os alunos participaram das determinagdes do
intervalo de variagado e do valor do incremento da variavel “numero”, na atividade 3,
quando auxiliaram na determinagdo da ordem dos passos a serem seguidos para a
construgéo do aplicativo, ou ao buscarem compreender a necessidade e a forma de
utilizacdo dos comandos, poderiam estar desenvolvendo competéncias e
habilidades relacionadas a, por exemplo, reconhecer significados para os numeros,
compreender algoritmos, dominar diversas linguagens.

Espera-se que esta atividade seja apenas uma inspiragéo para a criagéo de
outras sequéncias didaticas que tenham a intencdo de desenvolver competéncias e
habilidades, inclusive através de conteudos matematicos, dando-lhes significados, e
servindo aos alunos como fonte de percepcdo da beleza da matematica, pois,
segundo John Von Neumann, matematico hungaro, um dos maiores matematicos do
século XX, "Em Matematica vocé nao entende as coisas, vocé se acostuma com

elas".
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GLOSSARIO

Autossimilaridade — Propriedade das figuras em que cada uma de suas
partes é similar ao todo.

Caos - Ciéncia que estuda os sistemas deterministicos complexos e
dinamicos.

Fractais — S&o objetos geométricos nédo-euclidianos que possuem
autossimilaridade, ou seja, em que cada uma de suas partes lembra o todo.
Geralmente surgem a partir do estudo grafico de sistemas dindmicos e suas formas
lembram as formas da natureza, como as nuvens, folhas de samambaias, raios, etc.

Segundo Madsen,

Nota-se do exposto que o conceito de fractal ainda tem muito a desejar,
principalmente no caso de se querer uma definicdo formal, que caiba ao ser e
s0 ao ser. Entretanto, essa dificuldade nao deve ser obstaculo na Educacgao,
a qual pode simplesmente convir uma conceituagdo simples e de facil
compreensao e entendimento. Bastara considerarmos a autossimilaridade.

Sistemas complexos - Sd0 sistemas que apresentam propriedades cuja
compreensao nao depende da analise individual de cada elemento que o constitui,
mas das relacdes estabelecidas entre tais elementos.

Sistemas deterministicos — Sao sistemas que apresentam resultados
que podem ser determinados por fungdes ou leis bem definidas.

Sistemas dinamicos — Sdo sistemas que evoluem com o tempo e cujo
comportamento depende da iteragao entre seus componentes. Um sistema dindmico
pode ser linear ou nao-linear.

Sistema dinamico linear - Sdo sistemas que podem ser modelados
através de equacdes diferenciais lineares.

Sistema dinamico caético — Evolui com o tempo e seu comportamento
nao apresenta periodos. Pequenas alteracbes nas condicdes iniciais podem levar
grandes alteragbes em seu comportamento futuro.

Sensibilidade as condicdes iniciais — E a propriedade de um sistema
em que pequenas alteragdes iniciais em seu desenvolvimento podem causar
grandes alteragdes futuras.

Padrées matematicos — Sao regularidades, sequéncias, que podem ser

representadas por modelos matematicos.



